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Abstrakt

Tato prace se zabyva navrhem a implementaci demonstracni aplikace, ktera bude slouzit k nazorné
ukazce kiivek pouzivanych v pocitacové grafice. Aplikace je vytvotena v jazyce C++ v prostiedi
Visual Studio 2005. Pomoci této aplikace lze sledovat jednotlivé kroky vypoétu a zadavat fidici body.
Poté je moZné pozorovat rozdily mezi jednotlivymi pouZzitymi algoritmy. Cilem prace je pfibliZit

jednotlivé kiivky potencialnim zajemctm o toto téma.
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Kiivka, polynom, fidici polygon, interpolace, aproximace, racionalita, spline, Ferguson,
Catmull-Rom, Bézier, Coons, B-Spline, NURBS.

Abstract

This work deal with proposal and implementation demonstrational applicationthat, that will be
instrumental towards demonstration curves used in computer graphic. Application is created in
language C++ in environment Visual Studio 2005. By the help of those application can be individual
steps of calculation watch and set control point. After it is possible watch differences among single

used algorithms. Aim work is put near individual curves potential interested person about this theme.
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1 Uvod

Pouziti vypocetni techniky v oblasti modelovani, navrhu a optimalizaci je dnes jizZ nezbytnost. O to se
také velkou mérou zaslouzil prudky nartst strojirenského primyslu. Snad nejvétsi uplatnéni nalezlo
pocitacové modelovani v automobilovém a leteckém primyslu. Obrovskym podilem se na tomto
vyvoji podili i svét filmu, kde se pocitaova animace stala nezbytnou soucasti. Digitalni podoba
prinasi nesporné vyhody. Témi zasadnimi pak jsou piima vizualizace, moznost kontroly a nenakladné
provadéni testd (nedochazi k Zadnym materialnim §kodam), rychlé provadéni zmeén, optimalizace a
mnoho dalSich.

Pfi navrhové a designérské préci se pak nejCastcji pouzivd generovani dat. To znamena, Ze
model je na pocita¢i pfimo vytvoren, pficemz je ocekavan vysoky stupeni kvality. Pro dosazeni tohoto
pozadavku musi byt pocita¢ schopen detailné vymodelovat pozadovany objekt. Pravé kiivky jsou
jednim ze zakladnich stavebnich prvka pfi modelovani obecnych objekti a tvarg.

Kiivky jsou definovany funkcemi, které 1ze matematicky vyjadfit. To ale neni vhodné pro
modelovani objektu, nebot’” odhadnout matematickou rovnici na zakladé tvaru je velmi obtizné.
Mnohem lepsi variantou je generovani kiivky v grafickém prostfedi pomoci nékolika bodu, podle
nichz bude pocita¢ danou kiivku modelovat.

Modelovani kiivek se stalo samostatnou veédni disciplinou vypocetni geometrie, pricemz
nejvice se o piinos do tohoto oboru zaslouzili pravé automobilovy a letecky prumysl. Ti jsou stale
»hnacim motorem* pro tuto tematiku, nebot’ jejich stale se zvysSujici pozadavky neustale nuti lidi
zdokonalovat tuto technologii.

Pfi modelovani kiivek je dialezité alespon ptiblizné védét, jaké pozadavky ma vysledna ktivka
splnovat. Protoze metod pro aplikaci kiivky je n€kolik a kazda kiivka ma své specifické vlastnosti a
chovani, je tieba zvazit, kdy je vhodné jakou kiivku vyuzit.

Aplikaci, které pak umoziiuji béznému cloveku styk s modelovanim kifivek nejriiznéjsich tvart
je nékolik. At uz se jedna o klasické grafické editory, které pouzil snad kazdy z nas, nebo o
specializované systémy, pomoci nichZ vznikaji detailni digitalni podoby riznych objekt (napiiklad

CAD systémy).



2 Krivky

Kitivky jako takové jsou rozd€leny dle n€kolika kritérii do riznych skupin. V pocitacové grafice jsou
témito kritériemi pfedevsim tip kiivky, zptusob vyjadfeni kfivky a algoritmus, jakym je dana kiivka

modelovana.

2.1  Vlastnosti krivek

Mezi zakladni vlastnosti kiivek patii rozdéleni na interpolacni a aproximacni kiivky. Zatimco kfivka

interpolacni prochazi body fidiciho polygonu, kiivka aproximacni je ,,prolozena‘“ mezi fidicimi body.
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Obr. 2.1 Interpolacni x Aproximacni kfivka

Dalsi podstatna vlastnost pfi modelovani je racionalita a neracionalita kiivky, pficemz
racionalni kiivka je takova, ktera bere v potaz jako parametr bodu nejen jeho pozici, ale i jeho tzv.
vahu. Cim vy$§i ma bod véhu oproti ostatnim, tim vice se k nému vymodelovana kiivka pfiklani.
Neracionalni, jak jiz ndzev vypovid4, nebere Vv potaz vahu bodu. Tedy vSechny body maji stejny
vahovy koeficient (obvykle hodnota jedna) [lit ref 2]. Jako ptikladné znazornéni je na obr. 2.2

zobrazena kiivka, jejiz druhy bod P; ma vahovy koeficient roven 3 oproti ostatnim.
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Obr. 2.2 Neracionalni x Racionalni krivka
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2.2 Vyjadreni krivek
V oblasti pocitacové grafiky jsou kiivky obvykle vyjadfeny né&jakou rovnici, ktera je posléze
generativné zobrazovana. Toto vyjadfeni miize byt obecné trojiho druhu — implicitni, explicitni nebo
nejcastéji pouzivané parametrické vyjadieni [lit ref 2].
Kiivka zadana explicitné je zadana jako funkce ve tvaru:
y = f(x) 2.1)

Toto vyjadieni je pro modelovani kiivek v poéitatové grafice nevhodné, nebot’ Ize pracovat
pouze s ktivkami, které jsou zaroven funkcemi. TudiZz musi platit, ze pro jednu hodnotu x
z defini¢niho oboru existuje pouze jedna odpovidajici funkéni hodnota f (x).

Kiivka zadana implicitné:

F(x,y)=0 (2.2)

ProtoZe toto vyjadfeni neumoziuje postupny vypocet kiivky, opét neni vhodné pro potieby
pocitatové grafiky. Je ovSem vhodné pro jiné aplikace, jako naptiklad nalezeni prisec¢iku kiivky
s jinou kiivkou nebo prace s oblasti vymezenou touto kiivkou.

Parametrické vyjadreni kiivky:

x=x(1),

y=y@® (2.3)
Vektorové parametrické vyjadieni:

P(t) = [x(), y(t)] (2.4)

Pricemz parametr t se vétSinou voli z intervalu < 0, 1 >. Pro t = 0 nebo t = 1 jsou pak
vektorovym zépisem vyjadieny krajni body. Vyhodou tohoto vyjadieni je zavislost pouze na jediném
parametru, nevyhodou pak nerovnomérné rozlozeni bodt na kiivce.

Jednou z dalsich vyhod parametrického vyjadfeni kiivky je snadny vypocet jejich te¢nych
vektorti. Ty jsou dulezité pii navazovani jednotlivych ktivek (segmentll) za Gcelem jedné slozené
kiivky. Pfi navazovani segmentl sledujeme piedevSim spojitost v bodu navéazani (takovy bod, ve
kterém jeden segment kon¢i a dal$i zacina), pfi¢emz rozliSujeme dva druhy spojitosti, parametrickou
a geometrickou. Zna&i se C" respektive G", kde n uréuje stupeti spojitosti.

Rikame, Ze kfivka je C" spojita, pokud ma spojité derivace podle parametru t az do n-tého fadu.
Spojitost C° zajistime ztotoznénim koncového bodu jednoho segmentu s po&ate¢nim bodem segmentu
nasledujiciho. Spojitost C' je zajisténa ztotoznénim tenych vektorti obou segmentt v bodu jejich
navazani. VSechny dal§i stupné spojitosti je mozné analogicky zajistit totoznosti odpovidajicich
stupiiti derivaci v bodu navéazani [lit ref 2]. Z fyzikalniho hlediska znamena spojitost C° spojitou

drahu bodu, smér jeho pohybu, rychlost i zrychleni se v§ak mohou skokové ménit.



Spojitost stupné C' zaru¢i, ze smér pohybu a velikost rychlosti se skokové neméni, ale pro
velikosti zrychleni to vSak nelze zarucit. To, Ze se ani velikost zrychleni nebude ménit skokove,
zaruduje spojitost C2,

Krom¢ parametrické spojitosti se pouziva také jiz zmiflovana geometricka spojitost. Podminky
pro spojitost G° jsou stejné jako pro spojitost C°, pficemz takova spojitost je zajisténa, plati-li, Ze

tecny vektor, kde t = 1 je roven k-nasobku te¢ného vektoru, kde t = 0.

q'1 (1) =k *q'x(0) (2.5)

Na rozdil od spojitosti C' mize bod skokové ménit rychlost, smér jeho pohybu se viak skokové
neméni. Vy3ii geometrickou spojitost nez je spojitost G* vétsinou nepouzivame. Segmenty Q; a Q, na

nasledujicim obrazku jsou C* spojité, segmenty Q; a Q' jsou ,.jen“ G' spojité.

Q

Obr. 2.3 Vizualni rozdil mezi C* a G' spojitosti

2.3 Modelovani krivek

V poditadové grafice jsou nejcast&jsi variantou kiivky polynomidlni ( P,(t) = ap + a; + ... + apt" ).
Z takovychto kiivek jsou po ¢astech skladany kiivky polynomialni [lit ref 3]. Protoze slozit&jsi tvary
ktivek s sebou nesou i pouziti polynomt vysokych stupni, pouziva se misto jednoho polynomu vice
krat§ich segmenti niz$iho stupné. Pfi pouziti téchto kratSich segmentl se pak sleduje spojitost
V mistech navazani.

Pro segmenty se nejcastéji pouziva polynomu tietiho stupné — kubik [lit ref 2]. Ty dokazi
zachytit Sirokou Skalu tvari a jejich vypocet neni pfili§ ndro¢ny. Pii pouziti takovychto segmentti 1ze

zarudit spojitost C2 ktera je &asto pozadovana pfi modelovani v CAD systémech. Kiivky vyssiho

N

Jednotlivé slozky parametricky zadané kubiky pro kiivku pak budou mit tvar:

X (t) = a,t® + byt? + ¢t + d,
y (1) = a,t® + byt* + ¢t + d, (2.6)

z(t) =at’+ bt +ct+d,



Zapséano v maticovém tvaru:

ay a, a

by b, b
Q) =TC = [¢,¢4,¢,1]| .- C; ¢ 2.7)
dy d, d,

V tomto zapisu je v matici C dvanact parametrai uréujicich vysledny tvar segmentu. Z takového
zapisu ale nejsme schopni odhadnout vysledny tvar kiivky. Pro pohodIngjsi tvarovani by bylo vhodné
ovliviiovat ty parametry, které se daji pfimo zobrazovat, tedy fidici body, popt. tecné vektory.

Za timto ucelem je vhodné rozdélit charakteristiky danych tiid ktivek na dvé skupiny, kde
jedna skupina bude predstavovat ty vlastnosti, které jsou spolecné celé skupiné kiivek dané tridy,
druha skupina pak bude piedstavovat vlastnosti, které jsou pro kazdou kiivku individualni.

V tomto piipadé muzeme psat C = MG, kde M je matice konstant o rozméru 4 X 4 nazyvana
bazovou matici a Ctyiprvkovy vektor G se nazyva vektor geometrickych podminek. Polynomialni
baze dana soucinem TM piedstavuje skupinu polynomd, ktera je spolecna pro vSechny kiivky dané
ttidy. Vektor geometrickych podminek pak obsahuje ty parametry, které si samy miizeme ovliviiovat
za ucelem dosazeni pozadovaného tvaru kiivky, tedy fidici body nebo te¢né vektory.

Kubika pak bude vypadat takto:

My1 Mpy; M3z My,
Mmgzq M3z Mgz M3zy
My Myp Myz Myy

Q(t) =TMG = [t3,t%,t,1]

myy Myp; Mz My [Gy
(2.8)

Kazdy z polynomt polynomialni baze pak urcuje, ktera z geometrickych podminek G; bude mit

vEtsi vliv na tvar vysledné kiivky na jejim zacatku, ktera ve vnitini ¢asti a ktera na jejim konci.

Samotné modelovani segmentd kiivky, potazmo kiivky celé pak probiha tak, Ze je zadano
nékolik bodh fidiciho polygonu a na jejich zaklad¢ je pomoci zvoleného matematického aparatu
stanovena vysledna podoba kiivky. Dal$i moznosti pak je zadavat pfimo tecné vektory na koncich
jednotlivych segmentl slozené kiivky. Pii modelovani je obvykle mozno klast podminky na hladkost

navazani, kvalitu vykreslené kiivky atd.
Q,0)

Q,(

bod navazani Q,(t)
(uzel)

Q,(1)=Q,0)

Obr. 2.4 Krivka slozena ze dvou segmentt



U modelované kiivky pak obecné sledujeme poZzadované vlastnosti [lit ref 6]:

e invariance K linedrnim transformacim — tedy Ze pokud provedeme rotaci fidicich

bodt, nebude to mit vliv na tvar kiivky.

o konvexnost obdlky — sledujeme, zda vygenerovana kiivka lezi v konvexni obalce
svych fidicich bodd, a to bud’ celd kiivka, nebo jenom jeji
jednotlivé segmenty.

o lokalita zmén — zajima nas, zda pti zméné polohy jednoho tidiciho bodu dojde k

zmén¢ tvaru celé kiivky, nebo jen jeji Casti (okoli zménéného bodu).

o interpolace krajnich bodit — zajima nas, zda kiivka prochazi ¢i neprochazi

pocateénim a koncovym bodem fidiciho polygonu.

O tom, jaké pozadované vlastnosti modelovana kfivka ma a 0 jejich dalSich vlastnostech

rozhoduje pfedevsim algoritmus pouzity pro vykresleni kiivky.



3 Interpolac¢ni krivky

3.1  Fergusonovy kubiky

Fergusonova kubika obc¢as také nazyvana jako kubika Hermitovska je nejcastéji pouZivanou
interpola¢ni kiivkou. Tato metoda, kterou pouzival J. C. Ferguson jiz roku 1964 pfti konstruovani
ktivek v leteckém primyslu, je fizena dvéma koncovymi body Py a Py, urcujicimi polohu dané kubiky

a dvéma te¢nymi vektory P’qa P’y [lit ref 1].

P, P,

Obr. 3.1 Fergusonova kubika

Koncové body jsou pro tuto kiivku vyznamné, nebot’ jimi modelovana kiivka prochézi, vektory pak
slouzi pro uréeni ,,vyklenuti kiivky. Cim je velikost tohoto vektoru vétsi, tim vice se k nému
modelovana ktivka ptiklani.

Fergusonova kfivka je zadana body Py a Py, a dvéma te¢nymi vektory P’ a P’y ze kterych je

odvozena vysledna rovnice pro vypocet kubiky ve tvaru:
P(t) = PoF(t) + P1F5(t) + P'oFs(t) + P'1F4(0), (3.1)

kde Fy, F;, F3 a F4 jsou kubické Hermitovské polynomy, pro které plati:

Fit) =23 -3t + 1,

F,(t) = -2t + 3¢%,

Fat) = 2 — 26 + t,

Fa(t) = 2 — 2 (3.2)

pficemzt € <0, 1 >. Polozime-li t = 0, bude P(0) = Py, pokud pak polozime t = 1, vyjde nam
analogicky P(1) = P;. Kiivka tedy prochazi krajnimi body, coz potvrzuje vlastnost interpolace
krajnich bodi. Pokud derivujeme P(t) podle t a opét dosadime t =0 at =1, zjistime, 7ze P'(0) = P’ya

P'(1) = Py, tedy Ze te€né vektory v krajnich bodech jsou identické s témi, co zadal uZivatel.



F, (1) F (1)

F L0

0 F (1) 1t
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Obr. 3.2 Kubické Hermitovské polynomy

Pak maticovy zapis fergusonovi kubiky vypada:

2 =2 1 11[1P

_ 3 .2 -3 3 =2 —-1||A
Q(t) = TMG = [t3,t%,t,1] o o 1 olle (3.3)

1 1 1 1llp

Z uvedenych rovnic vyplyva, ze P(t) je kubikou, nebot’ se jedna o soucet polynomu tietiho
stupné. Polozime-li P’y = P'; = Py - Py, bude touto metodou aproximovana tisecka. Spojitost prvnich

derivaci (hladkost kfivky) pak bude zarucena identitou vektord.

Vyhodou této metody je snadné navazovani sousednich segmenti (koncovy bod prvniho
segmentu je shodny s pocatecnim bodem segmentu nasledujiciho) a hladkost vymodelované kiivky,
pokud je zaruCeno ztotoZnéni te¢nych vektord ztotoznénych bodid (identita vektort P’; prvniho
segmentu a P’y segmentu nasledujiciho). Nevyhodami pak neinteraktivni a neintuitivni ¥izeni tvaru
ktivky a nelokalni zména tvaru pii zméné pozice jednoho bodu. Nevyhodou je rovné€z pomérné
obtizna editace tecnych vektora pfi praci v trojrozmérném prostoru [lit ref 2].

Obecné se doporucuje tuto metodu pouzit jen v piipadech, kdy jsou zndmy te¢né vektory a to
jak jejich smér, tak i jejich velikost v jednotlivych uzlech (body, ve kterych se napojuji jednotlivé

segmenty kiivky) slozené modelované kiivky.



3.2 Catmull-Rom spline

Tuto metodu navrhli E. Catmull a R. Rom. Ti vjedné ze svych publikaci dokazali, ze pfi
matematickém vyjadieni B-Spline kiivky 1ze nahradit kontrolni body parametrickou funkeci t, pfi¢emz
tato partikularni funkce ma stejné interpolacni vlastnosti jako fidici body. Ttida B-spline kiivek
nazyvana Catmull-Rom spline patii mezi interpola¢ni kiivky, pfi¢emz diky svym vlastnostem nasli

hlavni pouziti pfi definovani drahy objektt v poéitacové animaci [lit ref 1].

Tato kiivka je definovana posloupnosti bodu Pg, Py, ..., P,. Vychazi z bodu P; a kon¢i v bodé

Pn.1, tedy takovato kifivka nezarucuje sama o sob¢ vlastnost interpolace krajnich bodu.

Kfivka se vypocita ze vztahu:

-1 3 -3 1171[P-3

_ l 3 42 2 _5 4 _1 Pi—z
e =ttt L o 1 ) P, (3.4)

0o 2 0 0 P;

Pfi¢emz vypocet probiha postupné, tedy nejprve s body Pg, Py, P,, Ps, poté s body Py, P,, P3, P,
a tak dale az do vypoctu s body Pp3, Pp.2, Pr1, Ph.

Mezi vlastnosti takovéhoto spline patii, Ze te¢ny vektor v bod¢ P, je rovnobézny s vektorem
Pii1 - Piz1. To urCuje piirozeny tvar kiivky. Pro zaruCeni interpolace krajnich bodii se pouziva
zdvojeni pocatecniho bodu Py a koncového bodu P,. Nevyhodou této metody pak je, ze vysledny

spline obecné nelezi v konvexni obalce.

konvexni obalka

Obr. 3.3 Spline s vyznaéenymi te¢nami v fidicich bodech

a zobrazenou konvexni obalkou

Vysledny Catmull-Rom spline mtze vypadat napf. takto:

Obr. 3.4 Priklad Catmull-Rom spline
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4 Aproximacni krivky

4,1  Bézierovy krivky

Teoreticky zaklad témto aproximacnim k¥ivkam polozil v letech 1959 — 1962 P. E. Bézier, kdyz
vyvijel programovy nastroj UNISURF pro navrh kiivek a ploch u francouzské firmy Renault.
Nezavisle na ném pouzival také tuto metodu pro navrh aproximace kiivek také P. de Casteljau. Roku
1970 pak R. Forrest ukdzal na souvislost mezi Bézierovym aparatem a teorii Bernsteinovych
polynomi. Bézierovy kiivky jsou pravdépodobné nejpopularnéjsimi kitivkami pouzivanymi mimo

jiné i pro navrh pocitacovych fontd (pismen).

4.1.1 Bézierovy kubiky

Bézierovy kubiky jsou nejcastéjsi variantou Bézierovych kiivek pouzivanych v pocitacové grafice.
Kubika, tedy tieti stupeit polynomu je totiz nejniz§im stupném, ktery muze zajistit spojitost az do

tiidy C?, coZ je pro pouziti v poéitatové grafice naprosto dostadujici [lit ref 2].

Bézierova kubika je zadana ¢tyimi body Pg, Py, P, @ P3, pfiCemz modelovana kiivka vychazi

z bodu Py a kon¢i v bodé¢ P;. Body P, a P, urcuji vyklenuti.

Bézierova kubika je definovana vztahem:
P(t) = PoBo(t) + Pl Bl(t) + P2 Bg(t) + P3 Bg(t) = Z?:O Pi Bl(t), (41)
kdete <0, 1> aB,y, By, B, a B3 jsou kubické polynomy tvaru:

Bo(t) = (1 - t)°,

B.(t) = 3t(1 - t)%,

B,(t) = 3t%(1 - 1),

Ba(t) = t° (4.2)

0 1t

Obr. 4.1 Kubické Bernsteinovy polynomy

11



Bézierovu kubiku Ize také zapsat maticove:

-1 3 =3 1][F

.13 -6 3 0||P~
CO=TI"3 3 o of|r, (43)

1 0 0 ollp

Polozime-li t = 0 a dosadime do rovnice pro vypocet Bézierovy kubiky, vyjde nam, ze
P(0) = Py, analogicky pak pro t = 1 bude P(1) = P4, tedy tato kubika prochazi krajnimi body. Pokud

derivujeme P(t), dostaneme:
P'(ty= Y3_,P; B';(1) (4.4)
Pokud znovu dosadime t = 0 at = 1, zjistime, Ze:

P(O) = 3(P0 - Pl),
P(1) = 3(P2 - P3). (4.5)

Tedy Ze teéné vektory maji vzdy smér spojnice dvojice krajnich bodd, pficemz jejich velikost
bude rovna trojndsobku vzdalenosti boda.

Hladké navazani dvou sousednich segmentti kiivky bude zajisténo, pokud bude zarucena jejich
spojitost (posledni bod piedchoziho oblouku je identicky s prvnim bodem segmentu nasledujiciho,
nebo kiivka prochazi prvnim a poslednim bodem) a pokud budou identické te¢né vektory [lit ref 1].
Z toho lze odvodit, ze druhy bod nasledujiciho oblouku je ur¢en poslednimi dvéma body oblouku

ptedchoziho.

Obr. 4.2 Priklad Bézierovy kubiky
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4.1.2 Obecné Bézierovy krivky

Zobecnénim Bézierovych kubik jsou obecné Bézierovy kiivky. Tato kiivka fadu n vznikne zn + 1

bodi fidiciho polygonu Pg, Py, ..., P,. Takovato kiivka je definovana vztahem:
P(t) = PoBo(t) + P1By(t) + P2 Ba(®) + ... + Py Bo(t) =X, P Bi'(t),  (4.6)

kde B}* jsou Bernsteinovy polynomu n-tého stupné ve tvaru:

gr = (})ea-om, 4.7)

piicemzte<0,1>ai=0,1, ..., n.

Pokud do vztahu definujiciho obecnou Bézierovu kiivku dosadime t = 0, bude P(0) = Py,
analogicky pak pfi dosazeni t = 1 vyjde P(1) = P;. Z toho lIze soudit, ze i obecna Bézierova kiivka
prochazi krajnimi body fidiciho polygonu (interpolace krajnich bodi).

Po derivovani P(t) ziskame vztah:
P'(t) = Xiso P B'i(t) (4.8)

Pokud opét provedeme dosazeni za t hodnotami 0 a 1, vyjde nam:

P'(0) = n(Py — Py),
P'(1) = n(Py_1 — B). (4.9

Tedy Ze tecné vektory maji smér shodny se spojnici vzdy dvojice krajnich bodt a jejich
velikost je rovna n-nasobku jejich velikosti, kde n je stupen aproximacni ktivky [lit ref 1].

Pro zajisténi dostatecné hladkosti kiivky (navazovani segmentil) plati stejna pravidla jako pro
kubické Bézierovy ktivky (je-li identicky posledni bod ptfedchoziho segmentu s pocate¢nim bodem
segmentu navazujiciho, je sloZzeny segment spojity, navic je-li zaroven tento bod stiedem usecky
spojujici predposledni bod prvniho segmentu s druhym bodem segmentu nasledujiciho, je spojeni

hladké).

Pouzité Bernsteinovy polynomy B}* maji nasledujici vlastnosti:

e Provsechna i,n € N U {0} at €(0,1)jeB/'(t) =0 - jsounezaporné
o Y B'(t)=1prot €(0,1) - ktivka lezi v konvexni obélce

e B')=1-0)BM(t)+ B (D - motivace algoritmu de Casteljau

13



Z toho, ze kfivka lezi v konvexni obalce bodu fidicitho polygonu, plyne podstatna metoda
nasazeni této metody v technické praxi, nebot nezadané zvinéni kiivek je vzdy v mezich konvexni
obalky. Tteti vlastnost pak byla motivaci pro P. de Casteljau pro tvorbu rekurzivniho algoritmu (viz.
Nize).

Obr. 4.3 Priklad obecné Bézierovy krivky

Bézierovy kiivky jsou ¢asto diky své snadné tvorbé a snadné manipulovatelnosti pouzivany
v CAD systémech. Pro zménu tvaru kiivky totiz sta¢i pouhda zména polohy bodu. V poéitatovych
aplikacich je navic vypocet takovychto kiivek velmi rychly, nebot’ se pouzivaji pouze operace s¢itani
a nasobeni (vyjimku tvoii kombina¢ni ¢isla v Bernsteinovych polynomech, kterd jsou spoctena

doptedu) [lit ref 4].

4.1.3  Algoritmus de Casteljau

Tento rekurzivni algoritmus vytvofeny Paulem de Casteljau, je ve své podstaté¢ geometrickym
postupem, jak vygenerovat bod na Bézierové kiivce pro danou hodnotu t, pokud zname body fidiciho
polygonu. Jde tedy o jiny pfistup, ktery vyuziva stejné vstupni podminky a pfitom dava stejny
vysledek jako pfi pouziti analytické metody vyuzivajici Bernsteinovych polynomi (viz. Kapitola
4.1.1).

Algoritmus de Casteljau vypada nasledovné:

PF =@ —-t)PE + e}, (5.0)

kdek=1, ..,na i =0, ..., n-k, ptiCemz n znaci pocet fidicich bodd.
Pokud si vypocet bodu na Bézierove kiivce znazornime, zjistime, Ze se ve skutecnosti nejedna
o nic jiného nezli o postupné déleni usecek fidiciho polygonu na dvé ¢asti v poméruta 1 —t, kde

t € <0, 1> (viz. Obr. 4.4). Pocet nové vytvotenych bodi se v kazdém kroku zmensuje o jedna az do

té chvile, kdy nam zlstane pouze jediny bod a to bod hledany.
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Vypocet probiha nasledovné:

P
P P}
P} Py P}

PY P} P} P=P(t)

Obr. 4.4 Znazornéni vypoctu de Casteljau

Tento algoritmus nejvice ocenime pii vykreslovani Bézierovy kiivky na diskrétnim rastru. Pti
vypoctech vznikaji nové segmenty podle zvoleného kroku, otazkou ovSem zlstava, jak idealné zvolit
velikost kroku aby vykreslend kiivka byla dostatecné hladka a zarovein vypocet nebyl zbyte¢né
zdlouhavy. Dalsi véci, ktera sniZzuje kvalitu tohoto algoritmu, je rozloZeni bod. Tento algoritmus
totiz rovnomérné rozprostira body, coz znamend, Ze pracuje stejné s rovnou Casti kiivky i se
zvinénou. Tuto vlastnost lze v metod¢ zefektivnit tak, Ze vypocet se bude provadét tak dlouho, dokud

vypocteny tsek kiivky nebude dostateéné rovna [lit ref 1].

Obr. 4.5 Bézierova kifivka metodou de Casteljau

4.2  Racionadlni Bézierovy krivky

Tato pomérné nova metoda pouzivana v grafickych aplikacich je zaloZena, jak jiz nazev napovida, na
zobecnéni Bézierovych kiivek. Pti klasickém zaddni uzivatel zada fidici polygon a program nasledné
podle jeho pozadavku bud’ prolozi body kiivkou patficného tadu, nebo vyslednou kiivku slozi
z kiivek tadu niz$iho. Pficemz pro zménu tvaru kiivky musel uzivatel zménit polohu bodu, coz
nemusi byt vZzdy vyhodou. Tento problém se pak zejména projevuje pii praci v trojrozmérném
prostoru, protoze identifikace takového bodu neni jednoducha. Proto se pouzivd metoda, ktera

kazdému bodu fidiciho polygonu piitadi realné Cislo, jehoz zménou se méni tvar kiivky.
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Racionalni Bézierova kiivka je urcena posloupnosti bodt Py, Py, ..., P, a posloupnosti realnych
Cisel wg, wy, ..., wy, Kde w; je vaha i-tého bodu fidiciho polygonu. Bézierova racionalni kiivka stupné

n je pak ur€ena vztahem:

Lizo WiPiB{ (D _
Y owiBlN ()

P(t) = o PR}, (5.1)

kde R* jsou racionalni Bernsteinovy polynomy. Ty lze vyjadfit:

wiB{'(t)

RI' = :
¢ T_owjBJ()

(5.2)

Pro tyto polynomy plati obdobna pravidla jako pro klasické Bernsteinovy polynomy, tedy Ze:

e Provsechna i,n €N U {0} at €(0,1)jeR/'(t) =0 - jsounezaporné
o YLoRMH)=1prot €(0,1) - kiivka lezi v konvexni obalce

e Jeliw;=1,i=0,1,..,n,pakR* = B}

Z posledniho vztahu vyplyva, Ze racionalni Bézierovy kiivky jsou skutecné¢ zobecnénim
Bézierovych kiivek. Tedy lze dokazat, Ze pokud polozime t = 0 a dosadime do rovnice pro vypocet
racionalni Bézierovy kiivky, vyjde nam, ze P(0) = Py a analogicky pak pokud dosadime t = 1
ziskame P(1) = Py [lit ref 1]. Z tohoto lze op&tovné vyvodit, Ze i racionalni Bézierova kiivka spliiuje
podminky interpolace krajnich bodi.

Na nasledujicim obrazku je uveden rozdil mezi klasickou Bézierovou kiivkou a racionalni

Bézierovou kiivkou, kde bod Poma zvyseny vahovy koeficient.

‘I\
/ N

'LIQ/ 5’& Pt'."llll 0 E\E' 0

. Py 1 £ v Ld - ey . - e
neracionalnd Bézierova kivka racionélni Bémerova kitvka

Obr. 4.6 Neracionalni x Racionalni Bézierova kfivka

Nejvétsim piinosem této metody je, jak jiz bylo zminéno moznost ménit tvar kiivky bez
nutnosti zmény polohy bodi fidiciho polygonu. Tato metoda je také velmi vhodna pro modelovani

kiivek, které obsahuji prudké zlomy.
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4.3  Coonsovy kubiky

Dalsi uvedenou metodou pro modelovani kiivek jsou Coonsovi kubiky. Tato kubika ma nékteré
odli$né vlastnosti oproti doposud uvedenym kiivkam. Metodu definoval S. A. Coons a jeji uplatnéni
je predevsim diky dobrym geometrickym vlastnostem hlavné v navrhovani ploch.
Coonsova kubika je definovana stejn¢ jako kubika Bézierova Ctyimi fidicimi body Pg, Py, P,
P3, a kubickymi polynomy kubickymi polynomy Cy, C;, C, a Cz. Vysledna kubika se pak da spocitat
ze vztahu [lit ref 3]:
P(6) = < [PoCo(t) + PiC1(6) + PoCa(8) + PaC(®)], (5.3)
pricemz:
Co(®) = 1-0)°,
C,(t) = 3t3 —6t% + 4,
C,(t) = =3t3+3t%2+ 3t +1,
Cs(t) = 3, (5.4)
kdete<0,1>.

Maticovy zapis této rovnice:

-1 3 =3 11[Po

_1.|3 -6 3 0|~
QW) ==-T 30 3 olle (5.5)

1 4 1 ollps

Po+ 4P, +P,
6

Pokud dosadime za t = 0, vyjde nam, P(t) = a pokud dosazeni za t = 1 bude

N

bod je nazyvan antitézistém, v tomto ptipadé trojuhelniku PoPiP,. To samé plati i pro bod P(1) a
trojuhelnik P1P,P; [lit ref 2].
Pro tuto metodu plati, Ze:
o te¢na v P(0) je rovnobé&Zna se stranou PyP; a jeji velikost je rovna poloving strany PP,
e je-li bod Py sttedem tsecky PoP,,vychazi aproximacni kiivka z bodu P;.
o je-li Py = Py, fikame, Ze se jedna o dvojnasobny bod a aproximaéni kiivka vychazi
PoPy _ PiPy

zbodu: ===
6 6

o je-li Po =Py=P,, fikdme, Ze se jedna o trojnasobny bod a ktivka vychazi z n¢ho.
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Obr. 4.7 Coonstiv kubicky B-spline

Nejvétsi vyhoda této metody se projevi az pii pouziti skladani aproximacnich kiivek. Pokud
budeme uvazovat fidici polygon Pg, Py, ..., Py a kiivku budeme skladat pomoci Coonsovych oblouki
tak, ze jeden pro oblouk pouzijeme body Pg, P1, P2, Ps, pro dalsi pak body Py, P,, P, P4 atd., ziskdme
ktivku, ktera se nazyva B-Spline [lit ref 3].

Vlastnosti B-Spline kiivky je, Ze ma ve vSech vnitinich bodech spojitost druhého fadu.
Z hlediska modelovani takovéto kiivky je vyhodné i to, ze dochazi pouze k lokdlni zméné tvaru

kiivky pti zméné pozice nékterého z bodu fidiciho polygonu.

4.4  Spline krivky

Spline kiivky jsou jistym zobecnénim polynomidlnich interpolaci a aproximaci. Tyto kfivky jsou
slozeny z jednotlivych segment. Tyto slozené kiivky z jednotlivych segmentl jsou nazyvany
anglickym slovem spline, protoZe jsou matematickym modelem chovani pruznych kiivitek (anglicky
spline), ktera se diive pouzivala k vyrob¢ trupl lodi. V praxi maji zasadni vyznam kubické spline
ktivky, takZe vSechny doposud uvedené kubiky se k jejich konstrukci daji pouzit, pfi¢emz nejcastéji

pouzivanou je kubika Coonsova a tedy Coonstiv kubicky B-Spline.

44.1  B-Spline kirivky

B-Spline kiivky poprvé zavadi N. Lobanovsky jiz v 19. stoleti. Roku 1946 pouzil I. J. Schoenberg
B-Spline kiivek pro vyhlazovani statistickych dat a dava tim zaklady moderni teorii spline
aproximaci. M. Cox a C. de Boor nezavisle na sob¢ objevili roku 1972 rekurentni vztah pro vypocet

B-Spline. Tato teorie byla poté pouzita pro vypocet parametrickych B-Spline kiivek.
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Obecna B-Spline kiivka stupné K je uréena rovnici:

Q(®) = X PNF (W), (5.6)
kde N} (w) jsou normalizované b—spline bazové funkce (nékdy také nazyvané de Boor funkce).
Pro tyto funkce pak plati:

Nl-k(u) — &Nik_l(u) + MNi’i—ll(u), (5.7)

Uitk — U Uit+k+1~ Ui+1

kde:

NP(W) = 1, prou € {u;, upyq),

NP (W) = 0, prou & (u;, uiyq).

Hodnoty parametri U; se obvykle nazyvaji uzly. Poté se mluvi o tzv. uzlovém vektoru
parametra:

U = (Ug,Uq, ooy Upy Upg1y - r Uineks o= » Um)s (5.8)
kde u; < U+, m =n+k+1.

Uzlovy vektor se nazyva periodickym (uniformnim), jestlize plati, Ze:
U;yq1 — U; = konst.

B-Spline kiivky maji nasledujici vlastnosti [lit ref 6] [lit ref 2]:
e Nfw) =0 - polynomy maji nezdpornou hodnotu
. n o NE@) =1, prou € (ug, up,) - plati jednotkovy soucet *
e  Pii déleni nulou je vysledek roven nule
e Kiivka prochazi pocatecnim a koncovym bodem fidiciho polygonu a dotyka se
pocatecni a koncové hrany fidiciho polygonu

* Jednotkovy soucet potvrzuje, Ze kiivka lezi v konvexni obalce uréené body Py, Py, ..., Py.

Vysledny stupenn B-Spline ktivky lze zvolit oproti Bézieroveé kiivce, kde je pevné urcen. Je-li
zvolena uniformni neperiodicka parametrizace a pro k = 0, ..., n plati [lit ref 3]:
pro k = 0 dostavame pouze body Fidiciho polygonu,
pro k = 1 dostavame pravé fidici polygon,
pro zvySujici stupen se kfivka vzdaluje od fidiciho polygonu,

pro k = n ziskame stejnou kiivku jako pfi pouziti Bézierovy kiivky pro dany polygon.
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Lokalni zména tvaru je zajisténa tim, 7e bazové funkce N/ (w) nabyvaji nenulovych hodnot jen
na intervalu (u;, w4 +1). To znamena, Ze zménime-1i polohu jednoho bodu fidiciho polygonu, pak se
zméni pouze ta Cast kiivKky, pro kterou u € (u;, Ujyk4+1). Tato zména ovlivni k+1 segmenti kiivky.
Cim je tedy stupen B-Spline kiivky vyssi, tim vétsi ¢ast kiivky se zméni pii zméné jednoho bodu

fidiciho polygonu, pfi¢emz pro k = n dojde ke zmén¢ celé kiivky.

P. 0 P.
B-Spline kitvka stupné k=0 : B-Spline kiivka stupné k=1 k B-Spline kiivka stupneé k=2 ’ B-Spline kiivka stupné k =n

Obr. 4.8 Zobrazeni B-spline kfivky pfi postupném zvySovani stupné krivky

4.5 NURBS

Neuniformni racionalni B-Spline kifivky nazyvané NURBS (z anglického Non Uniformal Rational
B-Spline) jsou jedny z nejpouzivanéjsich typt parametrickych kiivek. NURBS kiivky a plochy se
stali popularnimi zejména diky své podpoie pro matematicky piesné modelovani kuzelosecek
(kruznice, elipsa, ale i ¢ast kruznice). Tyto kiivky jsou dvojim zobecnénim B-Spline kiivek, pticemz
termin neuniformni (neperiodicky) je odvozen od vzdalenosti uzlt ve smyslu parametru t, ktera
nemusi byt u téchto kiivek konstantni, tedy t;,; — t; # konst. Racionalita, jak jiz bylo diive
vysvétleno, naznacduje, Ze tento algoritmus pracuje pouze s polohou bodu, nybrz bere v potaz i jeho

vahovy koeficient.

Kftivka NURBS je ur¢ena n + 1 body fidiciho polygonu, uzlovym vektorem U délky m + 1 a
stupném kiivky K. Uzlovy vektor prochazejici prvnim a poslednim bodem fidiciho polygonu ma
obvykle tvar:

U= {0,0,..,0, tys1, o, tmep1, Z,Z, ., Z }.

Jednotlivé uzly musi spliiovat podminku ¢; < t;;q, tedy Ze jejich hodnota je neklesajici a
zaroven muze platit, Ze t; — t;,,1 # konst. Sekvence nul na zacatku, stejné tak jako sekvence hodnot
z na konci vektoru (obvykle voleno z = 1) ma nésobnost k + 1 [lit ref 1]. Mezi po¢tem uzla m + 1,

stupném kiivky k a po¢tem bodu fidiciho polygonu n+1plati vztah:

m=n+k+1. (5.9)
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Rovnice kiivky NURBS ma tvar:

Q) = Yizo PiRik(t), (6.0)

kde R; x (t) je racionalni B-Spline baze, kterou zjistime:

_ wiNig(®
Rix(t) = —Z}Lowj NkD (6.1)
Rovnici Ize rovnéz zapsat ve tvaru:
n PN
Q(t) = Lizo @i PiNix (1) 6.2)

T oWiNig(t)

kde ; je vaha i-tého bodu fidiciho polygonu a Nj,(t) jsou normalizované B-Spline bazové

funkce uréené vztahem:

1 prot; < t <t

Nio(6) = { 0 jinde

t—t; ti -t
Nige®) = o0 Nyjeos (8) + B N (0)

tiv1—tp) (titk+1— ti+1)

Ktivky NURBS maji nasledujici vlastnosti [lit ref 7] [lit ref 1]:

pokud uzlovy vektor bude zadan tak, jak zde bylo definovano, bude NURBS kiivka
prochazet pocateénim i koncovym bodem fidiciho polygonu.

ktivka NURBS lezi v konvexni obalce svého fidictho polygonu, stejné tak jeji
segmenty lezi v konvexnich obalkach svych fidicich polygont. Zména polohy resp.
vahy nekterého z bodu fidiciho polygonu tedy ma vliv pouze na ¢ast kiivky.

jsou invariantni vi¢i transformacim a to predev§im vii¢i rovnobéznému a sttedovému
promitani.

umoziji presné vyjadieni kuzelosecek.

pro uzlovy vektor U ={0, 0, ..., 0, 1, 1, ..., 1}, kde pocCet nul a jednicek je stejny, jsou
normalizované B-Spline baze rovny Bernsteinovym polynomim a NURBS je pak
racionalni Bézierovou kiivkou. Pokud hodnot @ vSech bodu fidiciho polygonu je rovna
1, je NURBS kifivka neracionalni B-Spline. Pokud je navic stupen kiivky roven n, je

zaroven kiivkou Bézierovou.
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Zejména jako dilezita se jevi vlastnost umoznit pfesné vyjadreni kuzelosecek. Ta je podstatna

pro tvorbu jednotlivych datovych struktur reprezentujicich jak klasické geometrické struktury, jakymi

jsou napiiklad kruznice nebo parabola, tak i volné tvary.

Pios

Pons)

gi1.00
[

q0.9]

!‘I.D]

PﬁD.E]

Obr. 4.9 Vyjadreni kruznice pomoci NURBS

Po vykresleni mtize NURBS kiivka vypadat naptiklad i takto:

Fojus)

P

Poam

P[1 0]

Obr. 5.0 NURBS kfivka stupné 3 se zvySenou vahou bodu P,

Vyhodou NURBS kiivek je jejich snadna editace uzivatelem. Ten miize polohu bodu fidiciho

polygonu, jejich vahu, stupenn kiivky a piipadné i uzlovy vektor pii pouziti neinteraktivniho

modelovani. Protoze v interaktivnim modelovani sta¢i k dosazeni jakéhokoliv tvaru pouze zména

polohy bodu fidiciho polygonu nebo zména jeho vahy.
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3) Navrh aplikace

5.1 Navrh z pohledu uzivatele

Protoze aplikace ma byt predev§im demonstraéni, je navrzena tak, aby bézny uzivatel nem¢l zadné
problémy pii zadavani vstupnich parametrii a vybéru algoritmu, ktery kfivku vykresli. Uzivateli je
zaroven umoznéno menit tvar vykreslené kfivky at uz zménou polohy bodu fidiciho polygonu,
pfidanim nebo odebranim bodu, nebo v nékterych piipadech ménit vahu nékterého z bodu fidiciho
polygonu (racionalni k¥ivky) a volit stupen kiivky (B-Spline a NURBS kiivky). Vypocet, pomoci
kterého je kiivka vykreslena, je zaroven mozno jednoduchym zptisobem krokovat a to tak, ze
samotny uzivatel graficky vidi, jak se kiivka graficky méni z tiseCky na kiivku. Pro srovnani riiznych
zpisobtl vypoctu kiivky lze pro zadany polygon fidicich bodl Ize ménit algoritmus pro vypocet podle

toho, jaké metody chce uzivatel porovnavat.

5.2 Navrh z pohledu programatora

Tato aplikace byla vytvofena ve vyvojovém prostfedi Visual Studia 2005 jazykem C++, pficemz byly
pouzity standardni knihovny a knihovna GLUT. Tato knihovna tvoii doplnék ke knihovné OpenGL,
ktera umoznuje lepsi praci s okny a udalostmi nad nimi.

Protoze aplikace provadi predevsim vypocty jednotlivych bodii vybranymi metodami, pouziva
hlavné matematické operace pro feSeni rovnic, které jsou jednotlivé implementovany do piislusnych
funkci, stoji za zminku jen nékolik véci. Jedna z nich je vytvofena struktura pro bod obecné. Tato
struktura bodu obsahuje zakladni véci, jakymi jsou x-ova a y-ova poloha bodu a vaha bodu. Dale pak
obsahuje proménou activity, ktera sdéluje, zda je dany bod aktivni, pfi¢emz aktivni znamen4, Ze tento
bod byl pomoci tlacitka mysi vybran pro dalsi praci s nim (smazani, zvySeni/sniZzeni vahy nebo zména
polohy). Tuto vlastnost pak uzivatel rozpozna tak, ze bod je zobrazen barvou odli§nou ostatnim.
Uzivateli se zobrazuji i body vypoétené kiivky, ale ty jsou pouze informativni a plni funkci
demonstracni, tudiz neni mozné je ani piesouvat, ani mazat.

V projektu se pouzivaji zejména dva globalni vektory bodi — do prvniho se ukladaji body
fidiciho polygonu, ve druhém jsou pak ukladany vypocitané body vysledné kiivky. Dalsi vektor je
pouzit pouze pii metodach pracuyjicich suzlovym vektorem, tedy u metod B-Spline a NURBS.
Vykresleni pak probihd tak, ze tyto vypocitané body jsou spojeny pomoci tzv. polyCary, coz neni nic

jiného nez vykresleni tisecky vZzdy mezi dvéma sousednimi body.
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Ktivka pak sama o sobé ma dva parametry, které jsou v projektu definovany jako globalni
proménné — parametr, ktery udava kvalitu vykreslené kiivky (pocet prolozenych bodi) a parametr
udavajici stupen ktivky (tento argument se uplatiuje pouze u nékterych algoritmt). Tyto parametry
mize uzivatel nastavovat sam pomoci preddefinovanych klaves.

Projekt obsahuje jak funkce pro samotny vypocet bodl kiivky dle stanoveného algoritmu, pak
funkce zajist'ujici vSe okolo. To je napiiklad reakce na stisk klavesy, stisk tlacitka mysi, pohyb mysi
se stisknutym tla¢itkem, zménu velikosti okna atd.

Pti tvorbé této demonstracni aplikace byl kladen ohled pfedevsim na uzivatele. Tedy aby pro
né&j bylo pokud mozno co nejjednodussim a nejsrozumitelnéj$im zptisobem demonstrovano, jak ktera
kiivka pracuje a jaké jsou odliSnosti mezi implementovanymi algoritmy. Vlastnosti kiivek si pak
muze uzivatel sam ovérit a to jak pomoci zmén nékterych hodnot bodu fidiciho polygonu, tak také

zménou vlastnosti kiivky.
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Obr. 5.1 Vytvorena demonstracni aplikace
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6 Z.aver

Cilem tohoto projektu bylo pfiblizit vyvoj a soucastny trend pouzivanych algoritmli pro vypocet bodl
ktivky na zdkladé¢ zadanych atributd. Aplikace, ktera vznikla jako soucast projektu, uzivateli
poskytuje moznost shlédnout, jak jednotlivé algoritmy pracuji a jak kiivka jimi vygenerovand vypada
a jak se lisi od ostatnich algoritmd.

Pfinosem tohoto projektu je, ze i kdyz se uzivatel nevyzna v tom, jak pracuji pocitate nebo
v matematickych funkcich jednotlivych metod, je schopen pomoci nastavovani rlznych atributd
kiivek a boda fidicitho polygonu rozpoznat, jak dand metoda provadi modelovani kiivky krok za
krokem. Dale pak méa moznost sledovat rozdily, které vznikaji, pokud pro tytéz hodnoty bodi fidiciho
polygonu zvoli jiny algoritmus pro vypocet bodi kiivky.

Protoze tento projekt se zabyva demonstraci kiivek v roving, ur€ité by bylo zajimavé rozsifit
toto téma o kiivky v 3D prostoru, nebot’ pravé trojrozmérné objekty nas obklopuji. Vzhledem k tomu,
Ze kiivky v pocitacové grafice jsou i tzce spojovany s plochami, nabizi se jako jedna z dalSich
moznosti pokracovéani projektu zaméfeni se na popis a demonstraci ploch pouZzivanych pii
modelovani v pocita¢ové grafice. Toto téma je v dnesni dob¢ velmi aktualni a hojné vyuzivané, nebot’
pro modelovani objektti nebo rtiznych scén jsou kiivky a plochy zakladnimi prvky.

Pocitacova grafika jako takova nachazi v dnesni dobé obrovské uplatnéni v mnoha odvétvich a
jeji moznosti vyuziti jsou obrovské. A protoZze naroky na zpracovani obrazu jsou ¢im dal vétsi, musi

se i metody pro jeho zpracovani zdokonalovat.
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