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O ROZLOZENI KORENU KUBICKEHO POLYNOMU

JAN CERMAK A LUDEK NECHVATAL

ABSTRAKT. Clanek je vénovan problematice lokalizace kofenti kubického polynomu
s obecnymi redlnymi koeficienty. Jsou zde odvozeny efektivni a soucasné optimalni
(tj. nutné i postacujici) podminky na koeficienty tohoto polynomu, které zajistuji, ze
vSechny jeho tii kofeny lezi ve stanovenych oblastech komplexni roviny. Ponévadz
primy postup zalozeny na uziti Cardanovych vzorct neni pro tento tucel vhodny,
¢lanek diskutuje i dalsi metody pro feseni problému tohoto typu.

1. Uvobp

Kubické polynomy (tedy polynomy tfetiho stupné) s redlnymi koeficienty hraji
velmi dilezitou tlohu v rtznych matematickych i nematematickych oblastech,
a s potfebou nalézt kofeny néjakého konkrétniho kubického polynomu se setkal
témér kazdy student technického ¢i pfirodovédného smeéru. Je vSeobecné znamo,
Ze pro FeSeni tohoto problému existuji tzv. Cardanovy vzorce, které umoznuji vyja-
dfeni téchto kofenti pomoci koeficientti daného polynomu. Tato skutec¢nost prispiva
k domnénce, ze tim je otazka vySetfovani kofeni kubického polynomu vyresena,
a neni proto dtivod se problematikou souvisejici s analyzou téchto korenii dale hlou-
béji zabyvat. Cilem tohoto ¢lanku je poukizat na skutecnost, ze tomu tak neni, a ze
naopak existuji problémy, souvisejici piedevsim s lokalizaci kofenti, které mohou
byt i nadale pfedmétem vyzkumu v oblasti kubickych polynomi.

Jedna z nejvyznamnéjsich aplikaci kubickych polynomt souvisi s kvalitativni
analyzou spojitych a diskrétnich dynamickych systémi. Uvazujeme-li spojity dy-
namicky systém ve formé soustavy tii linedrnich autonomnich diferencialnich rov-
nic prvniho fadu (piip. ve formé jedné linedrni autonomni diferencidlni rovnice
tfetiho fadu), pak odpovidajici charakteristicky polynom je préavé kubicky poly-
nom. Je pfitom znadmo, Ze lineadrni a nelinearni tfidimenzionalni dynamické sys-
témy maji zdsadni vyznam z hlediska teoretického i praktického (v této souvislosti
pripomenme alespon Lorenziv problém konvektivniho proudéni v atmosfére, jehoz
matematicky model ve tvaru zminéné dynamické soustavy se stal zdkladem pro
studium chaotického chovani, viz napf. [6]). VySetfovani hlavnich problému kva-
litativni teorie spojitych dynamickych systémil, jako jsou otdzky (asymptotické)
stability, periodického chovani a oscilatorickych vlastnosti, pak formuluje nasledu-
jici problémy pro prislusné charakteristické polynomy:
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Maji vSechny kofeny daného polynomu zépornou realnou c¢ast? Existuje kofen
polynomu s nulovou realnou ¢asti? Jak je tomu s realnosti ¢i neredlnosti korena?

Zatimco v pripadé kubického polynomu je posledni otazka pomérné snadné, a lze
ji skute¢né zodpovédét piimo pomoci Cardanovych vzorct (ptip. pomoci dalsich
elementarnich vlastnosti kubickych polynomt), odpovédi na zbyvajici dvé otazky
jiz tak snadné nejsou. Pozdéji ukazeme, Ze ani pro kubicky polynom s konkrétnimi
koeficienty nelze uzitim Cardanovych vzorci snadno rozhodnout, zda vSechny ko-
feny maji, ¢i nemaji zdpornou redlnou ¢ast. V teorii stability je navic ¢asto po-
tfeba tuto odpovéd znat pro polynom s obecnymi koeficienty. V takovém piipadé
se ukazuje pouziti Cardanovych vzorci byt nevhodné, a proto se voli alternativni
postupy (vychézejici nejcastéji z aplikace Routhova—Hurwitzova kritéria), které
dévaji rychlou odpovéd na tuto otézku.

V nedéavné dobé se objevily nové obecnéjsi polynomiélni problémy, a to zejména
v souvislosti s analyzou tzv. zlomkovych spojitych dynamickych systémi, kdy je
derivace prvniho fadu stavové proménné nahrazena derivaci necelociselného radu
(nejéastéji se jednd o redlné Cislo lezici mezi nulou a jednickou). Specidlné problém
asymptotické stability systému tohoto typu se da formulovat pomoci pfislusného
charakteristického polynomu takto:

Jaké podminky je tfeba klast na koeficienty polynomu, aby absolutni hodnota
argumentii v8ech jeho kofent byla vétsi nez pfedepsand hodnota v € (0, 7/2]?

Vsimnéme si, ze pii v = 7/2 se jednd o vySe zminény klasicky problém, kdy
pozadujeme, aby vSechny kofeny daného polynomu mély zapornou redlnou c¢ast.

Odpovéd na tento problém je obecné velmi obtiZnd, a do neddvné doby nebyla
zodpovézena ani v pripadé kubického polynomu. Presnéji feceno, zformulované
podminky nebyly bud explicitni (tj. formulované pfimo pomoci koeficient poly-
nomu a parametru vy), nebo mély charakter pouze postacujicich podminek. Hlavni
vysledek tohoto ¢lanku zformuluje podminky explicitni a pfitom optimélni (tj.
nutné i postacujici).

Podobné problémy se fesi i v oblasti analyzy diskrétnich dynamickyjch systém.
Rozdil spociva pouze v tom, ze prislusné podminky, kterym maji kofeny charakte-
ristického polynomu vyhovovat, jsou jiného charakteru. Speciilné, omezime-li se na
otazku asymptotické stability klasickych diskrétnich dynamickych systému, pak je
tfeba posoudit, zda vSechny kofeny prislusného charakteristického polynomu maji
velikost mensi nez jedna. V pfipadé kubického polynomu s obecnymi koeficienty
je analyza této vlastnosti zalozena na uziti Schurova—Cohnova kritéria (pfimé od-
vozeni potiebnych podminek pomoci Cardanovych vzorctu je opét pocetné velmi
komplikované). Uvazujeme-li tzv. zlomkové diskrétni dynamické systémy, které
zahrnuji diference necelociselnych fada, pak otazka lokalizace kofent pfislusného
charakteristického kubického polynomu v dané oblasti komplexni roviny je dosud
nezodpovézenym problémem.

Nyni uvedeme par poznamek ke strukture tohoto ¢lanku. Kapitola druhé je vé-
novana shrnuti zakladnich poznatki, které souviseji s Cardanovymi vzorci a jejich
uzitim pii hledani kofent kubického polynomu s obecnymi koeficienty. Treti kapi-
tola pfipomene vyse zminéna klasickd polynomialni kritéria, kterd aplikujeme na
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kubické polynomy s cilem ziskat efektivni podminky na jejich koeficienty zarucu-
jici, ze vSechny kofeny spliuji pozadovanou lokaliza¢ni vlastnost. V kapitole ¢tvrté
uvedeme rozsifenou verzi Routhova—Hurwitzova kritéria pro kubické polynomy,
vCetné nastinéni principu dikazu. Zavéry této kapitoly jsou vysledkem nedavného
vyzkumu autort tohoto ¢lanku. Posledni kapitola mé shrnujici charakter, naznaci
ale také nékteré sméry dalsiho vyzkumu.

Na zavér tvodni kapitoly je tfeba zduraznit, Zze v dalSim textu se zamérime
jiz vyhradné na vyse uvedené problémy souvisejici s lokalizaci kofenti kubického
polynomu. Vyse uzivané pojmy, jako asymptoticka stabilita diskrétnich a spoji-
tych dynamickych systémil, nebo derivace a diference necelo¢iselnych radi, slou-
zily pouze jako motivace a zdivodnéni, proc¢ je uzite¢né se témito polynomidlnimi
otazkami zabyvat. Proto tyto pojmy nebudeme bliZe specifikovat. Poznamenejme
jen, Ze zatimco otazka stability linearnich dynamickych systému a jeji souvislost
s rozlozenim kofenu pfislusného charakteristického polynomu je zalezitost klasicka
(podrobnosti lze nalézt v kazdé ucebnici vénované témto systémim, viz napf. [7]
a [3]), oblast tzv. zlomkového kalkulu, kam patii pojmy derivace a diference necelo-
¢iselnych Fadu, jiz standardni véci neni. Uvod do této problematiky je p¥istupnou
formou popsén napf. v [5] a [10]. Poznamenejme také jesté, ze vysledky tohoto
¢lanku obsahové navazuji na préci [1], kde jsou uvedeny dalsi souvisejici vysledky
a poznamky.

2. CARDANOVY VZORCE
V této i dalsich kapitolach bude kubicky polynom uvazovan s vedoucim koeficien-
tem rovnym jednél, tj. ve tvaru

Q) =2 +aX\? + b+,

kde koeficienty a,b, ¢ jsou libovolna realna cisla. Pfedpis pro vypocet vSech tii
kofenti tohoto polynomu je znam pod nazvem Cardanovy vzorce?. Postup pii od-
vozeni téchto vzorct je nasledujici. Kubickou rovnici

QN =X +aX24+bA+¢=0 (2.1)

nejprve prevedeme na tzv. redukovany tvar, ktery neobsahuje kvadraticky ¢len. To
Ize provést diky substituci

a
A=t— .
3
Po dosazeni tohoto vztahu do (2.1) a tpravé dostaneme rovnici
2+ pt+q=0, (2.2)
kde
a? 2a® — 9ab
p=b— — a g=c+ —.

3 27
Je-lip=0, qg+#0, nebo p # 0, g =0, nebo p = ¢ = 0, pak rovnici (2.2) lze snadno
vytesit. V dalsim tedy uvazujme p, q # 0.

1T neni omezujici, nebot kdyby vedouci koeficient nebyl roven jedné, tak polynom vydéleny
timto koeficientem bude mit stejné kofeny.
2Gerolamo Cardano (1501-1576) byl italsky matematik, filosof, astronom a astrolog.
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Predpokladejme nyni, Ze 1ze nalézt dvé neznamé w a v splaujici t = u + v.
Dosazeni tohoto vyrazu do (2.2) vede po roznasobeni na tvar
ud + 03 + (3uv + p)(u +v) + ¢ =0.
Polozme
3uv+p=0, neboli wv=-—p/3 (2.3)
(to jisté mlizeme, tato vazba neodporuje podmince u + v = t). Potom
ud 03 = —q azarovenn wudv® = —p3/27.

Je zndmo, 7e kofeny z1,x» kvadratické rovnice 2 + Az + B = 0 spliiuji vztahy

21 + 19 = —A, 175 = B (tzv. Vietovy vzorce). Z toho plyne, ze u® a v® jsou
feSenimi kvadratické rovnice
3
p
22+ qr — — =0,
97

tedy

:_+¢+27 :__¢+2T (2.4)

Rovnice (2.4) nyni pfedstavuji dvé binomické rovnice pro neznamé u, v, pficemz
kazda rovnice ma tii feseni. Zdanlive tedy dostaneme devét hodnot feseni ¢t = u+v
rovnice (2.2). Uvédomime-li si v8ak, ze pro jedno konkretni feSeni « rovnice (2.4);
je TeSeni v rovnice (2.4)5 uréeno jiz jednozna¢né vztahem v = —p/(3u) plynoucim
z (2.3), mdme pouze t¥i mozné hodnoty pro soudet u + v.

Plati nésledujici tvrzeni: Nechf &z, pfedstavuje jednu (pevné zvolenou) hod-
notu tohoto feSeni (ze tif moznych) binomické rovnice 2® = zy. Pak vSechny tii
hodnoty fefeni je mozné napsat ve tvaru®

V3

1
Vo, et PYm, kde e=—5+

Ozna¢me u; libovolnou (ale pevné zvolenou) hodnotu tfeti odmocniny

4T |

Potom podle vyse uvedeného pro zbylé dvé hodnoty mame us = cu; a ug = €°u;.
Pro hodnotu u; dale plati

”ﬁ
w

3 —4 a2 4
P _ p3 Ttw g @ p o3
3w ) q 7 p3 a? p3__2_ Z+277_v.
2 tyVTtw Ttwm

3Obecnéji: je-li ¥/zg libovolna (ale pevna) hodnota feSeni binomické rovnice z™ = zg, pak
vSechny hodnoty feseni rovnice lze vyjadrit jako

n

_ 21 2T
20, &%z, €2 %zo,..., €71 %z, kde afcos( )+ 1n( )1
n n
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sl q ¢ pd
\/2 4 Top

pro kterou plati v;1 = —p/(3uq), pak dostdvame t¥i kofeny rovnice (2.2) ve tvaru
Cardanovych vzorct

Oznadcime-li v; tu hodnotu

t1 = u1 + vy,

1 3 .
ty = euy + vy = _E(ul +v1) + g(ul —v1)i,
1 3 .
ts = 82U1 + vy = —i(ul —|—U1) — g(ul — 1}1)1.

Provedme nyni diskuzi typu kofene. Oznacme

¢  p
D=yta

diskriminant* rovnice (2.2).

Je-li D > 0, jsou hodnoty u3 a v3 ve vztahu (2.4) realné. Pak je oviem realna
i jedna ze t¥i hodnot V/uB. Oznadime-li pravé tuto realnou hodnotu u;, pak kofen
t1 = uy + vy je také redlny a zbyvajici dva koreny to,t3 jsou komplexné sdruzené,
coz plyne pifimo z jejich vyjadreni. Na tomto misté je vhodné poznamenat, Ze
v dobé G. Cardana jesté komplexni ¢isla nebyla zndma, v rovnicich (2.4) se tedy
predpoklddalo D > 0 (tj. na pravych stranach téchto rovnic bylo redlné ¢islo) a tteti
odmocnina z redlného ¢isla se chapala téz jako redlné ¢islo (striktné vzato, v té dobé
jesté ani mnoZina redlnych éisel nebyla korektné predstavena). V Cardanové praci
Ars Magna, ktera staté tykajici se kubickych rovnic obsahuje, je vSak naznaceno,
ze TeSeni mimo ¢iselny obor, se kterym se tehdy pracovalo, existovat bude.

Je-li D = 0, ze vzorcti (2.4) plyne u® = v3 a tedy bud u = v, nebo u = v, nebo
u = £2v. Potom je bud ¢ty = t3, nebo t; = t3, nebo t; = t,, tj. rovnice ma alespoii
dvojnasobny kofen. Pritom jsou vSechny kofeny nutné realné, nebot imaginarni
kofeny polynomu s redlnymi koeficienty jsou vzdy (po dvou) komplexné sdruzené.

Je-li D < 0, lze ukazat, ze vSechny tfi kofeny budou realné a rizné, diskuze
vSak jiz neni tak snadnd, jako v pfedchazejicich dvou pripadech. Poznamenejme,
ze 1 kdyz jsou koreny v tomto pripadé realné, Cardanovy vzorce je vyjadiuji jako
soucty tfetich odmocnin z imaginarnich ¢isel (v pfipadé D < 0 jsou pravé strany
(2.4) imaginarni ¢isla, a tedy zadnd hodnota tfeti odmocniny nebude redlnd). Jinak
feceno, ma-li kubickd rovnice redlné rizné kofeny, nelze je algebraicky vyjadrit
jinak, nez jako tfeti odmocniny z imaginarnich ¢isel. Tento pfipad se obvykle
nazyva ireducibilni.

Vratime-li se zpét k rovnici (2.1) (pfipomenme, Ze feSeni rovnic (2.1) a (2.2)
jsou svédzdna vztahem A\ = ¢ — a/3), miZeme vySe uvedené tvahy shrnout do
nasledujiciho tvrzeni:

Y pfipadé ptivodni rovnice (2.1) se diskriminant obvykle piSe ve tvaru D = 18abc + a2b? —
4aBc — 4b3 — 27c2, pii¢emz vatah mezi D a D je D = —108 - D.
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Véta 2.1. Oznacme symbolem u kteroukoliv hodnotu treti odmocniny

3l q q®> p3 a? 2a® — 9ab
L L ke p=b- L —eq 200
¢ o T\ gty Ree 3 ¢ 1=t T

Ddle oznacme symbolem v tu hodnotu treti odmocniny

sl q ¢ p3
\/2 4 Tor

pro kterou plati 3uv = —p. Potom koteny polynomu Q(X\) jsou éisla

Al=u+4v— %,
Ao = —%(u—i—v) - % + ?(u—v)l,
Ag = —%(u—l—v) - % - ?(u—v)l
Oznacime-li ddle
2 3
p=%+L

diskriminant rovnice, potom plati: je-li D > 0, polynom mad jeden redlny koven
a dva imagindrni komplexné sdruzené€ koreny, je-li D = 0, polynom md jeden redlny
trojndsobny koten nebo dva rediné koteny (dvojndsobny a jednoduchy), a konecné
je-li D < 0, polynom md ti% redlné (navzdjem rizné) koteny.

Pozndmka 2.2. 7 praktického hlediska neni uziti Cardanovych vzorct prilis
vyhodné predevsim proto, Ze vyjadruji koreny casto v komplikovaném tvaru, coz
znesnadiiuje dalsi potfebnou analjzu. Napf. rovnice ¢3 — 15t +22 = 0 mé t¥i redlné
kofeny, z toho jeden celociselny t; = 2. Cardanovy vzorce jej ale vyjadiuji jako

V3 V3

1 2 1
tlz(—§+7;Q{%41+m+(—§+7?93—n—2L

Navic, z hlediska problému lokalizace kofenti uvnitt dané oblasti komplexni roviny
by ke Cardanovym vzorctim musely pristoupit dalsi vypocty tykajici se velikosti
a argumentu danych kofent. Proto se v dalsi ¢asti zamérime na jiné zpusoby feseni
tohoto problému, které jsou efektivnéjsi (a v nékterych piipadech aplikovatelné i na
polynomy obecného stupné).

3. NEKOLIK DALSICH KLASICKYCH VYSLEDKU

Uvazujme obecny polynom k-tého stupné ve tvaru
PA) =X +p AN 4 pa A P b pea A ok,

kde p; (1 = 1,...,k) jsou redlnd ¢&isla. V tvodni kapitole bylo pfipomenuto, Ze
otazka asymptotické stability linedrnich dynamickych rovnic vede k problému na-
lezeni podminek na koeficienty polynomu P(\) zarucujicich, ze vSechny jeho kofeny
maji zapornou realnou ¢ast (spojity pfipad), resp. zarucujicich, ze vSechny jeho
koteny maji velikost mensi nez jedna (diskrétni pfipad).
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Odpovéd na prvni otdzku déva Routhovo—Hurwitzovo kritérium. Pro jeho ob-
vyklou formulaci nejprve zavedeme oznaceni

p1 1 0 0 o -~ 0
p3 D2 p1 1 0 -0

d(n) = det Ds D4 D3 D2 pr -+ 0 , n=1,2,...k,
P2n—1 P2n—-2 P2n—-3 DP2n—4 e e Pn

kde prvek p,, nahradime nulou pro m > k. Pak plati
Véta 3.1. (Routhova—Hurwitzova). Viechny kofeny P(\) maji zdpornou
redlnou ¢dst pravé tehdy, kdyz
d(1) >0,d(2)>0,...,dk)>0.
Forméalné velmi podobny tvar ma i druhé kritérium, odpovidajici diskrétnimu
piipadu. Misto determinantt d(n) zaviddime determinanty

D(n):det(gz i:ﬁ), n=12...k—1,

kde
1 0 --- 0 0o .- 0 D
A, = pr e e . B, = S
: o 0 :
Pn-1 - p1 1 Pk Pk—1 “*° Dk—n+1
Pak plati

Véta 3.2. (Schurova—Cohnova). Vsechny koteny P(\) maji velikost mensi
nez jedna prdveé tehdy, kdyz

P(1) >0, (-1)*P(-1) >0 (3.1)

a zdroven
D) >0,D(2)>0,..., D(k—1)>0. (3.2)
ODbé tvrzeni maji i svd komplexni rozsiteni, kdy p; (i = 1, ..., k) jsou komplexni

Cisla, viz napf. [8].
Nyni tato kritéria aplikujme na kubicky polynom
QN =X+ a2 +br+c,
kde a, b, ¢ jsou realna cisla. Jako prvni posoudime otazku, kdy maji vSechny tfi
kotfeny Q(A) zapornou redlnou ¢ast. V tomto piipadé z Routhova—Hurwitzova
kritéria vyplyva, ze d(1) =a >0 a

d(2):det(z )zab—c>0,

d(3) = det =c(ab—c).

S o
oo R S
o 2 O
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Dostavame tak néasledujici jednoduchou charakterizaci pozadované kofenové vlast-
nosti.

Dusledek 3.3. Vsechny tri koteny Q(\) maji zdpornou redlnou édst pravée
tehdy, kdyz

a,b>0 a 0<c<ab. (3.3)

O néco malo slozitéjsi je rozpracovani Schurova—Cohnova kritéria pro polynom
Q(A). V tomto piipadé podminky (3.1) a (3.2) davaji

Ql)=1+a+b+c>0, (-1)*Q(-1)=1-a+b—c>0

a
_ 1 C _ 2
D(l)—det<c 1)—1 >0,
1 0 0 ¢
a 1 ¢ b
D(2) = det 0c 10 |7 (1-¢c*)?—(b—ac)*>0.
c b a1l
Odtud vyplyva
le] <1, la+¢l <140, b—acl <1—c?.

Dostéavame tedy

Dusledek 3.4. Vsechny ti kofeny Q(N) maji velikost mensi neZ jedna pravé
tehdy, kdyz
la+cl<1+b a b—ac| <1—c?.

Zdtraznéme, ze predchazejici postupy jsou mnohem jednodussi, nez kdybychom
se zévéry Disledkii 3.3 a 3.4 snazili odvodit pfimo z vyjadfeni kofentt Q(A) pomoci
Cardanovych vzorct.

4. ZOBECNENE ROUTHOVO-HURWITZOVO KRITERIUM PRO KUBICKY POLYNOM

V této kapitole uvedeme (a ¢astecné dokdZeme) nutné a postacujici podminky,
které, pti pevné daném v € (0, 7/2], zajisti splnéni nerovnosti

larg(Ai)| >~ (4.1)
pro vSechny kofeny A; (i = 1,2, 3) kubického polynomu Q(X) (symbolem arg(-) zde
rozumime hlavni argument daného komplexniho ¢isla). Jedna se tedy o rozsifeni
Routhova-Hurwitzova kritéria v tom smyslu, Ze pfi volbé v = 7/2 nerovnost (4.1)
prechazi pravé v pozadavek, aby vSechny kofeny A; (i = 1,2,3) polynomu Q(X)
mély zapornou realnou cast.

Vsimnéme si, Ze Routhovy-Hurwitzovy podminky (3.3) pfedstavuji postacujici
podminky pro splnéni vlastnosti (4.1) (pfi¢emz pro v = 7/2 se stavaji soucasné
i podminkami nutnymi). Je totiz dobfe vidét, ze pii klesajici hodnoté v se pod-
minka (4.1), kladend na hlavni argumenty kofentl, stavé stile méné omezujici.
Jinak vyjadieno, mnozina vsech koeficientii (a, b, c) € R3, pii kterych viechny ko-
Feny A; (i = 1,2,3) polynomu Q(A) spliuji podminku (4.1), se p¥i klesajici hodnoté
~ stéle rozsituje.
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Protoze systém nutnych a postacujicich podminek, které zajisti splnéni (4.1)
pro v € (0,7/2), je vyrazné komplikovanéjsi, nez tomu bylo v piipadé v = /2,
zavedeme nejprve nékterd pomocna oznaceni. Klademe

cta,b;y) = { — ab %+ 2cos(7)[a® — 4bcos?(v) + b]\/a? cos2 () — 4bcos?(y) + b

+ 2a cos®(y)[—a® + 4bcos®(y) + b]}/{4cos2(7) - 1}3

2 .2 2
~ a® cos*(7) - a
bla;v) = ———7"—, bla;v) = ———~,

(a7) 4cos?(y) — 1 (a;) 4 cos?(y)

jestlize uvedené vyrazy maji smysl. Pak v zavislosti na hodnoté parametru - do-

stavame nasledujici ¢tyri tvrzeni, kterd budeme také pribézné komentovat.

Véta 4.1. Necht n/3 < v < 7/2. Viechny kofeny \; (i = 1,2,3) polynomu
Q(N) spliiugi (4.1) prdvé tehdy, kdyZ plati libovolnd z ndsledujicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a>0, b>0, 0<c<c (a,b;y);

(b) a <0, b>bla;y), 0<c<c (a,b;y);

() a>0, bla;7)<b<0, ct(a,by)<c<c(ab;y).

Pozndmka 4.2. Podminky tvrzeni kladené na trojice koeficientt (a, b, c) tvoii
prostorovou oblast, ktera zasahuje do L. II. a IV. oktantu. Bude-li se parametr ~
blizit zleva k hodnoté 7 /2, bude se tato oblast zmensovat ,smérem* k I. oktantu, az
v limité pfejde na oblast popsanou Routhovymi-Hurwitzovymi podminkami (3.3).
Naopak, s klesajici hodnotou parametru 7y se oblast, ve které se mohou koeficienty
(a, b, c) pohybovat, postupné rozsifuje.

Véta 4.3. Necht v = /3. Viechny koteny \; (i = 1,2,3) polynomu Q(X)
spliiugi vztah (4.1) pravé tehdy, kdyz plati libovolnd z ndsledugjicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a>0, b>0, ¢>0;

(b) a<0, b>a?, 0<c<(a®b?—b%)/a3;

() a>0, b<0, c>(a®b®—b3)/ad.

Pozndmka 4.4. Pro hodnotu v = /3 jiz podminky na trojice (a, b, ¢) zahrnuji
cely I. oktant (to je dilezitd informace, nebof mnoho redlnych tloh vede pravé
na polynom s kladnymi koeficienty). V tomto pi¥ipadé také nase mnozina trojic
(a,b,c) vyplni pfislusnou ¢ast II. a IV. oktantu.

Véta 4.5. Necht n/4 < v < ©/3. Viechny kofeny \; (i = 1,2,3) polynomu
Q) spliiugi (4.1) prdvé tehdy, kdyz plati libovolnd z ndsledugjicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a<0, b<bla;y), c>ct(ab;y);

(b) a <0, bla;y)< b<3(a;'y), 0 <c<c (a,b;vy) nebo c > ct(a,b;v);
(¢) a <0, b>3(a;’y), c>0;

Ya>0, b<0, c¢>ct(a,b;y);

() a>0, b>0, ¢>0.
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Pozndmka 4.6. Pfi uvedenych hodnotéch + splnéni podminky (4.1) nové zajisti
také nékteré trojice koeficienti (a, b, ¢) nélezejicich III. oktantu.

Véta 4.7. Necht 0 < v < w/4. Viechny kofeny \; (i =1,2,3) polynomu Q(X)
splriugi vztah (4.1) pravé tehdy, kdyz plati libovolnd z ndsledujicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a<0, b<bla;y), c>ct(a,b;y);

(b) a<0, b>bla;y), c>0;

(c) a>0, b<0, c>cT(a,b;y);

(d) a>0, b>0, ¢>0.

Pozndmka 4.8. V souladu s nasimi ocekdvanimi se prostorova oblast vSech trojic
(a, b, c), pro které plati podminka (4.1), nadéle zvé&tSuje. V limité pro v — 0+ pak
dostavame cely poloprostor R? x R,

Vsimnéme si také, ze zadna z podminek v predchézejicich ¢tyfech tvrzenich
nedovoli, aby ¢ bylo nekladné. Kdyby totiz platilo ¢ < 0, pak polynom Q(\) mé
nezdporny redlny kotfen (ovéfeni této skuteénosti je elementédrni, a plyne okamzité
z vlastnosti Q(0) < 0 a Q(o0) = c0), tedy podminka (4.1) nemiize byt pro takovy
kofen splnéna. Jinymi slovy, ¢ > 0 je nutnou podminkou pro splnéni vztahu (4.1),
a tedy ,vychozi* mnozinou, ve které se trojice koeficientti (a, b, ¢) miize pohybovat,
je poloprostor R? x R¥.

Idea dikazu. Dukaz predchézejicich tvrzeni vyuziva tzv. boundary locus me-
todu, kterda je pomérné znac¢né rozsifena zejména pii analyze stability v oblasti
numerické matematiky. Podstata metody spocivad v nalezeni mnoziny nazyvané
boundary locus, kterd lezi v prostoru koeficienttt daného polynomu a ma tu vlast-
nost, ze pri volbé koeficient z mnoziny boundary locus ma dany polynom alespon
jeden koten lezici na hranici vysSetfované lokalizacni oblasti v komplexni roviné.
V nasem pripadé je tato mnozina definovana jako

BL(y) = {(a,b,c) € R : existuje A € C spliiujici Q(A\) = 0 a |arg()\)| = v}
Jinak fedeno, BL(7) je tvofena vSemi trojicemi (a,b,c) takovymi, ze Q(A\) ma
koren

A =wexp(iy) pro vhodné w > 0. (4.2)

Dosadime-li (4.2) do Q(X) = 0 a separujeme redlnou a imaginarni ¢ast, dostaneme
soustavu rovnic

w? cos(37) + aw? cos(27) + bw cos(y) + ¢ = 0,

wlw? sin(37y) + awsin(2y) + bsin(y)] = 0
pro nezndmé a, b, c. Pfesnéji vyjadreno, hleddme v8echny trojice (a,b,c) tvofené
koeficienty polynomu Q(\), které dané soustavé vyhovuji pti néjaké (vhodné) volbé

parametru w > 0.
Tato soustava ma FeSeni ¢ = 0 (a, b libovolna) pii volbé w = 0, a FeSeni

b= —2aw cos(y) — w” [4cos*(y) — 1],

¢ = 2w3 cos(y) + aw?
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(a libovolné) pfi libovolné volbé w > 0. V rovnicich (4.3) dale rozlisime piipady
y#w/3ay=mn/3.

Je-li v # w/3, pak prvni z rovnic (4.3) je kvadratickd rovnice v proménné
w, kterd ma dvé feseni wi o = wq 2(a,b;7y). Protoze tato feSeni maji byt redlna
a kladné, je tfeba provést diskuzi, za jakych podminek na a,b a v se tak stane.
Jakmile je potiebnd analyza provedena, sta¢i dosadit hodnoty w; 2 do druhé z rov-
nic (4.3), ¢imz dostaneme dvé Feseni ¢q 2 = ¢1,2(a, b;y). Poznamenejme, Ze nazna-
¢end analyza vede pravé k symboltim g(a; 7) a ¢t (a, b;7), které byly zavedeny na
zacatku této kapitoly, a které vystupuji v podminkach jednotlivych vét.

Je-li v = /3, pak se soustava (4.3) zjednodusi na

b= —aw,
¢ =w? + aw? ,
kde w > 0 je parametr. Odtud vyplyva, ze
ab < 0, ¢ = (a®b® — b*)/a?, nebo a=b=0,c>0.

Naznacené uvahy, a s nimi souvisejici vypocty, davaji plné explicitni popis mnoziny
BL(y) C R3. Pfidanim vyse zminéné nutné podminky c¢ > 0 se nam dalsi Gvahy
707 na poloprostor R?2 x Rt (poznamenejme, 7e ztizeni BL(v)N(R? x RT) si vynuti
zavedeni dal$i ,hraniéni kiivky“ b(a;~) uvedené vyse). Podminka ¢ > 0 zarucuje
existenci zdporného kofene A1, ktery vztah (4.1) spliiuje automaticky. Aby i zbylé
dva kofeny tento vztah splnily, musi to byt komplexné sdruzené imaginarni kofeny
s argumenty vyhovujicimi (4.1), nebo dva realné zaporné koteny.

Mnozina BL(7y) rozdéluje R? x R* na dvé disjunktni ¢4sti. Je zndmo (viz napt.
[3]), Ze kofeny polynomu spojité zaviseji na jeho koeficientech, tedy mald zména
hodnot koeficienti vyvolad malou zménu v hodnotéach kotfeni. To znamend, ze po-
kud jakakoliv trojice (a,b,c), lezici v jedné ze zminénych dvou ¢&asti, generuje
polynom Q()\) s kofeny splitujicimi (resp. nespliiujicimi) (4.1), pak kazda dalsi
trojice lezici ve stejné ¢asti ma tutéz vlastnost. Stacéi tedy v kazdé ze zminénych
disjunktnich ¢asti vybrat jednoho reprezentanta, spocitat kofeny odpovidajiciho
kubického polynomu a ovéfit, zda jejich argument splituje (4.1) ¢i nikoliv. O

Pozndmka 4.9. PYedchazejici Gvahy jsou obsahem ¢lanku [2]. Poznamenejme
jesté, Ze zcela analogickym zpusobem by bylo mozné diskutovat i splnéni podminky
(4.1) v pripadé v € (7/2, 7).

5. ZAVERECNE POZNAMKY

Smyslem predchazejicich kapitol bylo ukazat, Ze znalost Cardanovych vzorct neni
automatickou odpovédi na vsechny otazky, které se objevuji v souvislosti s proble-
matikou kofentt kubického polynomu, a ze v fadé pripadu se jevi jako 1¢innéjsi uziti
alternativnich postupt. Specialné tomu pak je v pfipadech, kdy je tfeba odvodit
efektivni podminky na koeficienty tohoto polynomu zarucujici, Ze vSechny jeho tfi
koreny lezi uvnitf predepsané oblasti. Nejvyznamnéjsimi takovymi oblastmi jsou
leva polorovina komplexni roviny (vymezend vztahem Re (\) < 0) a otevieny jed-
notkovy kruh (dany vztahem |A)| < 1). Obé& dvé tyto ¢asti Gaussovy komplexni
roviny jsou znazornény na Obrazku 1 a 2.
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Pottebné efektivni podminky, zaruc¢ujici piislusnost vSech kofent Q() do téchto
oblasti, byly zformulovany jako Dtsledek 3.3, resp. Dusledek 3.4, vyplyvajici témér
okamzité z Routhova—Hurwitzova, resp. Schurova—Cohnova kritéria. Dukazy obou
téchto kritérii a dalsi souvisejici poznatky lze nalézt v monografii M. Mardena [8],
kterd je v tomto sméru povazovana za jednu z nejkvalifikovanéjsich ucebnic.

Tfetim typem oblasti, kterd byla v souvislosti s lokalizaci kofentt Q(\) disku-
tovana, je otevieny sektor Gaussovy roviny, vymezeny vztahem |arg (A)| > v, kde
v € (0,7/2] je redlné ¢islo. Tento sektor je zobrazen na Obrazku 3, z néhoZ je dobfe
patrné, Ze pii v = 7/2 se uvedend oblast redukuje na levou komplexni polorovinu
(viz Obrazek 1).
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Neni bez zajimavosti, Ze i této oblasti je v monografii [8] vénovdna pozornost
(pFesnéji feCeno, je zde vySetfovan pocet kofenti obecného polynomu P()) lezicich
v dopliiku této oblasti v rdmci komplexni roviny). Zatimco motivace vySetfovani
standardnich lokaliza¢nich problémi (kdy vSechny kofeny daného polynomu maji
lezet v levé ¢asti komplexni roviny, p¥ip. uvnitf jednotkového kruhu) je véc klasicka
a dand potiebami teorie stability diferencidlnich, pfip. diferen¢nich rovnic, zadné
podobna motivace pro vySetfovani podminek zarucujicich, ze vSechny kofeny da-
ného polynomu maji lezet ve vyseku komplexni roviny dle Obrazku 3 v dobé vzniku
Mardenovy knihy znama nebyla. Zasadni vysledek D. Matignona, popisujici vy-
znam této oblasti v ramci teorie stability diferencidlnich rovnic neceloc¢iselnych
rada, se totiz objevil teprve v jeho znamém ¢lanku [9] z roku 1996. Kniha [8] se
tedy otazkou lokalizace kofentl polynomu v daném sektoru zevrubné zabyvala jiz
0 30 let dfive, a to pomoci konstrukce specidlnich Sturmovych posloupnosti. Zdu-
raznéme ovsem, Ze touto cestou neni mozné ziskat efektivni podminky podobné
tém, které byly formulovany v prislusnych vétach kapitoly ¢tvrté.

Uvedené typy lokalizac¢nich oblasti pro kofeny kubického polynomu jsou beze-
sporu nejvyznamnéjsi, avSak nikoliv jediné. Jako piiklad lze uvést oblast popsanou
podminkami

|arg A| — 7

2v/7
Al >
2_27”) a |argAl >~y

[A] < (2 cos
(v je opét z intervalu (0,7/2]) a zobrazenou na Obrazku 4. Divodem, proé¢ se
zabyvat otazkou, za jakych podminek lezi vSechny kofeny Q(A) pravé uvniti této
oblasti, je analyza stability nékterych diskrétnich soustav necelociselnych radu.
Zduraznéme pritom, Ze na rozdil od predchazejicich diskutovanych lokaliza¢nich
otazek, je zodpovézeni této zalezitosti otevienym problémem. Jevi se vsak jako
realné, ze pouziti podobné dukazové techniky, jako v pfipadé odvozeni rozsifeného
Routhova-Hurwitzova kritéria, by mohlo vést k nalezeni potfebnych podminek.



38 J. CERMAK A L. NECHVATAL

>

A
Im

Obrazek 4

Problematika rozlozeni korent kubického polynomu vSak neni omezena jen na
podminky piislusnosti vSech jeho kofend do dané oblasti komplexni roviny. Jako
ptiklad lze uvést nasledujici zajimavou souvislost mezi rozlozenim kotenti kubic-
kého polynomu a jistého (souvisejicitho) kvadratického polynomu:

Uvazujme kubicky polynom Q(A) s vlastnosti, Ze jeho tfi kofeny, zobrazené
v Gaussové komplexni roviné, nelezi na jedné pfimce. Tyto kofeny tedy vytvoii
vrcholy trojthelniku, do kterého lze vepsat (jednozna¢né uréenou) elipsu, kterd
se hranice trojuhelniku dotyké ve stfedech jeho jednotlivych stran. Pak ohniska
této elipsy jsou kotfeny kvadratického polynomu, ktery vznikne derivaci ptivodniho
kubického polynomu, tedy jedna se o kofeny polynomu

Q'(\) =3)\% +2a\ +b.
Situace je znazornéna na Obrazku 5, a to pro pfipad polynomu
QN =N -2 +r-1

s kofeny Ay = 1 a Ag3 = =*i. Tyto tfi kofeny vytvoii v Gaussové komplexni
roviné vrcholy rovnoramenného trojuhelniku, jemuz vepsana elipsa, dotykajici se
stiedt jeho stran, ma ohniska (14 +/2i)/3. Tato ohniska jsou v souladu se zavérem
predchéazejiciho tvrzeni soucasné koreny kvadratického polynomu

Q'(\) =3\ -2\ +1.

Poznamenejme jesté, ze autorstvi této véty je pripisovano J. Siebeckovi, v Sirsi
povédomi vSak vesla teprve diky jiz zminovanému M. Mardenovi, a to s vydatnym
prispénim popularizacniho ¢lanku [4] D. Kalmana. Autoti tohoto ¢lanku byli na jeji
existenci upozornéni Mgr. Janem Pavlikem, Ph.D., kolegou z Ustavu matematiky
FSI. Snad i tato véta, spole¢né s prehledem ptredchazejicich poznatkl o lokalizaci
korent kubického polynomu, pfispéla ke zdiraznéni skutecnosti, ze i v této klasické
(a zd4nlivé uzaviené) oblasti se lze dozvédét nové zajimavé skutecnosti, ¢i dokonce
nalézat originalni vysledky.
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