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Abstrakt

Prace je zamétfena na optimalizaci modeli dopravniho a piepravniho problému
s ndhodnosti poptavky, pfiddnim hran a dynamickym ocetiovanim. V teoretické ¢asti
prace jsou uvedeny matematické modely dopravy a popsan software GAMS, ktery je
pfi feSeni pouzit. Prakticka cast pribézné dopliiuje teoretickou cast a aplikuje
popsané modely na realnd data.

Klicova slova

Optimalizace, teorie graft, linedrni programovani, dopravni problém, piepravni
problém, stochastické programovani, ndhodnost poptavky, celociselné¢ proménné,
dynamické ocenovani, GAMS

Abstract

The thesis is focused on the optimization of models of transportation and
transshipment problem with random demand, additional edges, and dynamic pricing.
The theoretical part of the thesis introduces mathematical models of transportation.
The software GAMS, which is used for the solution, is all so described. The practical
part is a split among chapters and implements the described models by using real
data.
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1 Uvod

Logistika se zabyva organizaci, pfesunem a skladovanim materilu a lidi. Jejim cilem
je zajistit zdkaznikim spravny produkt, na spravném misté a ve spravném case,
optimalizovat celkovou cenu (maximalizovat vynosy a minimalizovat néklady)
a splnit dand omezeni (napf. omezeni rozpoctu).

Potfeba organizovat zdsobovani a jejich toky se nejprve objevila v arméadé€. Prvni
naznaky se objevily jiz ve starém Recku, Rimé a Byzanci. Existovali diistojnici, ktefi
byli zodpovédni pravé za ubytovani a zasobovani. V modernim valecnictvi se
dalezitost logistiky ukédzala naplno. Frontu bylo potifeba zasobovat stielivem,
potravinami, lidmi i zbranémi.

Do obchodni sféry pak presla logistika v padesatych letech v USA, jako snaha dale
snizit naklady. Systém byl vytvofen analogicky podle vojenského modelu, ktery se
ukazal uspésny a rozhodl mnoho bitev, viz [16] a [11].

Ve své praci se budu zabyvat optimalizaci dopravniho a pfepravniho problému
s modifikacemi. Témi bude nahodnost poptavky, optimalizace dopravy
a proménlivost ceny. Budu pfitom vyuzivat modeli matematického programovani
a poznatkli vcetn¢ grafického zobrazeni zteorie grafi pro jejich nazornost
a prehlednost.

1.1 Zakladni pojmy z teorie grafi

Teorie grafii je pomérné mladd matematickd disciplina, kterd je soucasti diskrétni
matematiky. Tradicné se za zakladatele teorie grafii povazuje Svycarsky matematik
Leonhard Euler (1707-1783), ktery roku 1736 ve své praci Solutio problemas ad
geometriam situs pertinentis tesil Glohu, jak projit pfes sedm mosti mésta Kralovce
(Konigsbergu) (kazdy z nich prave jednou) a vratit se do vychoziho mista.

Grafem v teorii grafil se rozumi objekty popsané mnoZinou vrcholii a mnoZinou hran,
uved’'me nyni zdkladni pojmy a znaceni:
Jednoduchy graf

Graf G je usporadana dvojice G = (V, E), kde V je neprazdna mnozina vrcholti a E
je mnozina hran, tj. dvouprvkovych podmnozin mnoziny V, viz [4], [9].

Grafy nejCastéji znazoriiujeme diagramy, ve kterych vrcholy jsou reprezentovany
krouzky a hrany jsou vyjadieny spojnicemi dvojice vrcholil.

Vrchol v diagramu spojeny hranou nazyvame koncovym vrcholem dané hrany
a fikdme, Ze je incidentni s danou hranou. Koncové vrcholy téZze hrany nazyvame
sousednimi vrcholy.

Uplny graf (také kompletni) ma viechny vrcholy navzajem pospojované hranami.

Jsou-li dva vrcholy spojeny vice nez jednou hranou, mluvime o ndasobnych hrandach.
V ptipadé¢, Ze jsou oba vrcholy spojené hranou totozné, hranu nazyvame smyckou.

Graf, ve kterém nepfipoustime nasobné hrany ani smycky, se nazyva jednoduchy
(prosty) a stémito grafy budeme nadale pracovat. V opacném piipadé¢ se jedna
o multigraf.




Graf, jehoz hrany a (nebo) vrcholy jsou opatieny Ciselnymi (nebo jinymi hodnotami),
nazyvame ohodnocenym grafem. Ve své praci bud pouzivat ohodnocené grafy.
Cesty a cykly

Sled je posloupnost vy, e, vq,€5, ...,6n,V, , kde v;€V,e; EEnEN,n=>1,i=
1, ...,n, kde e; jsou hrany s koncovymi vrcholy v;_; a v;. Ve sledu se mohou hrany
1 vrcholy opakovat.

Tah je sled, ve kterém se Zzadnd hrana neopakuje. Cesta je tah, ve kterém se
neopakuje zadny vrchol. Pridame-li k cest¢ hranu e, q, jejiz koncové vrcholy jsou
v, a Vg, dostaneme cyklus (kruznici). Graf nezveme acyklicky, jestlize Zadny jeho
podgraf neni cyklem.

Dosazitelnost a souvislost grafu

Vrchol v je dosazitelny z vrcholu u, jestlize v grafu G existuje cesta z vrcholu u
do vrcholu v, nebo pokud u = v.

Graf, ve kterém jsou z libovolného vrcholu dosazitelné vSechny ostatni vrcholy,
se nazyva souvisly graf.

Komponenta grafu je maximalni souvisly podgraf daného grafu G.

Stromy a kostry

Pojmem strom oznaCujeme acyklicky a souvisly graf. Les je pak acyklicky graf,
jehoz kazda komponenta je strom.

Kostrou grafu G rozumime podgraf v G, ktery je lesem, obsahuje vSechny vrcholy
grafu G a na kazdé souvislé komponent€ G indukuje strom.

Orientovany graf

Orientovanym grafem G nazyvame uspofadanou dvojici (V, E), kde V je mnoZina
vrcholii a E' je mnozina uspoiadanych dvojic vrcholii, zvanych orientované hrany.

O orientované hrané e = uv,e € E; u,v € V tikdme, ze ma pocatecni vrchol u
a koncovy vrchol v. Dvé hrany uv a vu se stejnymi koncovymi vrcholy, avSak
opacné orientované, nazyvame opacné.

Negrafické zobrazeni grafu

Incidencni matice A'(G) orientovaného grafu G sn vrcholy uq,uy,..,u, a m
hranami hy, hy, ..., hy, je matice typu n Xm sprvky a;;, kde i =1,2,..,n;j =
12,...m

1, Jestlize u; je koncovy vrchol hrany h;
a;j = {—1, jestlize u; je poCatetnivrchol hrany h;
0 jinak

Matice sousednosti AS(G) orientovaného grafu G sn vrcholy uy, u,,...,u, je
Ctvercova matice n X n s prvky a;;, kdei,j=1,2,..,n
{1, jestlize vrcholy od u; k u; jsou sousedni
a;j = .
N ( jinak




1.2 Linearni programovani

Jedna se o nejcastéji aplikovanou oblast matematického programovani. V uloze
linearniho programovani hledame extrém linearni funkce vice proménnych v oboru
ur¢eném linearnimi rovnicemi (a/nebo linearnimi nerovnicemi). Obecné to lze
vyjadfit:
Necht’ aij,bl-,cl- €ER kdei = 1,2,..,n,j = 1,2,...,m;n,me€N.
Pak minimalizujeme (popt. maximalizujeme) Gcelovou funkci:

Z = (C1Xq + CzX2+ .. +Cnxn
Za podminek:

a11x1 + a12X2+ .. +a1nxn = bl

Ap1X1 + ApaXo+ .. +aymX, = by

X 20,l= 1,...,Tl

Zkracené zapisujeme ve tvaru:

min{c"x|Ax = b, x > 0}
X

Pak tfeseni tlohy linearniho programovani mohou byt:

o Pripustné reSeni je takové fteSeni linearnich rovnic, které vyhovuje
podminkdm nezépornosti.

o Optimalni reseni je takové pripustné feSeni, které minimalizuje (resp.
maximalizuje) ucelovou funkci.

Kazda linearni iloha miize, ale nemusi mit jak p¥ipustné tak optimalni feseni. Uloha
tedy mize mit pravé jedno optimalni feSeni a to v ptipad¢, ze celova funkce nabyva
optimalni hodnoty v krajnim bodé mnoziny piipustnych feeni, viz [15]. Uloha ma
nekone¢né mnoho optimalnich feSeni, kdyz ucelova funkce nabyva optimdlni
hodnoty ve vice krajnich bodech, protoze dal§imi optimalnimi feSenimi jsou
naptiklad body na jejich spojnicich. Dals§i moznosti je, Ze uloha mé ptipustna feseni,
ale neexistuje feSeni optimalni, protoze ucelovd funkce na mnoziné piipustnych
feSeni neomezené ruste ¢i klesa.

Jednoduché linearni tilohy se dvéma proménnymi lze feSit grafickou metodou. Pro
moje modely je vhodna simplexova metoda [15], ktera je implementovana v feSicich
softwaru GAMA.

Modely linedrniho programovani umoznuji feSit napf. problém optimalizace
vyrobniho programu, pfifazovaci problém, minimalizaci odpadu, sméSovaci problém,
viz [17]. J& vyuziji modely linedrniho programovani pro feSeni dopravniho problému
a jeho modifikaci.




2 Dopravni uloha

Jedna se o ulohu, kdy hleddme optimalni plan pfepravy vyrobku od skupiny vyrobct
ke skupiné spottebiteli. Cilem je minimalizovat ndklady na piepravu, uspokojit
poptavku a nepiekrocit vyrobni kapacitni omezeni.

Dopravni ulohu poprvé formuloval v roce 1941 americky matematik a fyzik Frank
Lauren Hitchcock (1875-1957).

2.1 Formulace ulohy

Je dano m zdroju (dodavatelt) 74, ..., Z,, s kapacitami a4, ..., a,,, které nam znaci
mnozstvi zbozi, které je vyrobce schopen v uvazovaném obdobi dodat. A je dano n
cilti (spottebitelt) Cy, ..., C,, s pozadavky by, ..., b, coz zna¢i mnozstvi zbozi, které
odbératel vuvazovaném obdobi pozaduje. Mnozina vrchold je pak
V=A{Zy, ... Zm, Cy, ..., Cy}.

Pieprava jednotkového mnozstvi od i-t¢ho dodavatele Z; k j-tému spotiebiteli C; je
spojena s ocenénim ¢;;, kde ij € E, kde E je mnozina hran mezi dodavateli
a spotfebiteli. Timto ocenénim mohou byt mySleny naklady na piepravu
jednotkového mnozstvi mezi zdrojovym a cilovym mistem, nebo jejich vzdjemna
kilometrova vzdalenost.

Ukolem je sestavit optiméalni dopravni plan. To je uréit hodnoty proménnych x; j» kde
ij € E, kter¢ vyjadiuji objem ptepravy mezi i-tym zdrojem Z; a j-tym cilem C;. Tak,
aby byly splnény pozadavky spotiebiteli a celkové ptfepravni ndklady z byly
minimalni.

Predpokladame, ze naklady c¢;; jsou konstantni, tj. nezavisi na piepravovaném
mnozstvi. Déle predpokladame, Ze objem kapacit se rovna objemu pozadavkd, tj

J=1

[y

i=
Takovy dopravni problém se oznacuje jako vyrovmnany dopravni problém, viz [2].
Dopravni problém, ve kterém

m

Z a; *

n
i=1 j=1

b

oznacujeme jako mevyrovmany dopravni problém. V tom ptipadé pak pii pfevisu
na strané nabidky zstane Cast kapacity nevyuzita a podobné pii pfevisu na stran¢
poptavky nebudou uspokojeny vSechny pozadavky odbératelt.

Nevyrovnany dopravni problém lze snadno pievést na vyrovnany nasledujicim
postupem:

e Pii previsu nabidky k modelu doplnime fiktivni cilové misto Cg, jehoz
pozadavek bude roven




tj. rozdilu mezi celkovou kapacitou a celkovymi pozadavky.

e Pii previsu poptavky k modelu doplnime fiktivni zdroj Zg, jehoZ kapacita
bude rovna

tj. rozdilu mezi sumou pozadavkl a sumou kapacit.

Proto se nadale budu zabyvat pouze vyrovnanym dopravnim problémem.

2.2 Matematicky model

Minimalizujeme naklady na piepravu:

(2.1)
zZ = Z Cijxij
ijEE
pfi splnéni omezujicich podminek.
Kapacitni omezeni:
(2.2)
n
xij < ai,i = 1, e, m
j=1
Pozadavky poptavky jsou dana omezenimi:
(2.3)
m
inj = b],_] = 1, W, n
i=1
A hledany tok ptes hranu musi byt nezdporné hodnoty:
(2.4)

X; j = O,Vl] eEFE
Chceme-li regulovat tok pies jednotlivé hrany, pfiddme podminku pro x;;, kde u;; je
horni mez a [;; dolni
(2.5)

lij < xij < ul-j,‘v’ij eEFE

10



Vlastnosti dopravniho problému

e Piipustné feSeni dopravniho problému je vektor x = (X11,%X12, ) Xmn),
jehoz slozky spliuji vySe zminéné podminky. Mnozina piipustnych feSeni
miZe byt prazdna, omezena nebo neomezena. Viz [6].

e Po vhodné upravé mohou byt kapacity dodavateli a pozadavky odbérateld,
vyjadieny celymi ¢isly (diky zaokrouhlovani a ndsobeni). Podle teoretickych
vysledki [3], [5] potom optimalni feSeni je celociselné. Tato vlastnost
umoziuje ziskat ¢asto hledana celociselna feSeni pomoci algoritmi linedrniho
programovani a lze se vyhnout problémiim s narocnosti vypoctu, piipadné
pozadavku na celoc¢iselnost optiméalnich hodnot proménnych.

2.3 GAMS

K modelovani problému jsem pouzila systtm GAMS (General Algebraic Modeling
System), coz je programovaci jazyk vysSi urovné, kterym Ize formulovat
matematické modely pomoci algebraickych piikazli, srozumitelnych jak
programatortim, tak lidem zabyvajicich se matematickymi modely, ale necini
problémy ani praktikiim s pouze ¢astecnou znalosti obojiho, viz [7].

GAMS je urc¢en pro modelovani a feSeni linearnich, celoCiselnych a nelinearnich
optimaliza¢nich problému (popf. smiSenych). Systém je uzpisoben pro komplexni,
rozséhlé optimalizani aplikace. Umoziuje vytvofit velké udrzovatelné modely,
které mohou byt rychle pfizplisobeny novym situacim.

Byl vytvofen vyvojovym tymem Svétové banky v osmdesatych letech minulého
stoleti a je Siroce vyuzivdn na mnoha pocitacovych platforméach. Uzite¢né je,
ze zahrnuje rozsahlou databanku vzorovych aplika¢nich piiklada.

Jeho strukturu ¢astecné vysvétlim na prikladech 2.1 a 2.2.

2.4 Priklad 2.1

[2] Spole¢nost Multicomp, s.r.o. ma v Ceské republice tii stfediska (Plzef,
Pardubice, Olomouc), ve kterych montuje osobni pocitace. Kapacita téchto stredisek
je 330, 150 a 220 kust pocitacii mésicné. Tyto pocitace jsou distribuovany smluvnim
odbératelim v Brn¢, Praze, Ostravé a Liberci. Podle smluv dodd Multicomp
jednotlivym odbératelim postupné 180, 250, 160 a 110 kusti pocitact. Distribucni
naklady mezi stfedisky a odbérateli jsou vykalkulovany na lks pocitace ve vysi,
ktera je uvedena v matici € (uvedené hodnoty jsou ve stovkach K¢).

Brno Praha Ostrava Liberec

C= Plzen 11 4 17 9
— | Pardubice 6 7 10 8
Olomouc 3 9 5 12

Piiklad mlZeme zobrazit pomoci teorie grafii — viz Obr.2.1. Dostaneme tak
jednoduchy orientovany ohodnoceny graf.

11



C, = Liberec

C; = Ostrava

o

Z5; = Olomouc

6‘31:3

°C1 = Brno

Obr. 2.1 — Zobrazeni prikladu na grafu

Pak matematicka formulace daného prikladu je nasledujici:
Minimalizovat

z = 11xqq + 4x15 + 17x13 + 9xq4 + 6X51 + 7x55 + 10x53 + 8x,4 + 3x31 + 9x3,
+ 5x33 + 12x3,

za podminek

X11 + X132 + X153 + x14 < 330
X1 + Xop + X3 + Xp4 < 150
X31 + X35 + X33 + X34 < 220
Xq11 + X1 +x31 = 180

X1z + Xgy + X35 = 250

X13 + X33 + X33 = 160

X14 + X4 + %34 = 110
x;j=0,i=123,j=123,4

Pti programovani v GAMSu budu problém modelovat s uzitim matice sousednosti.

Implementace daného modelu v GAMSu:

Sets
i zdro] { Plezen, Pardubice, Olomouc /
j cil / Brno, Praha, Ostrava, Likberec [ ;

Piikaz Set slouzi k definici mnozZin (uréenych vétSinou vyctem indexil) pouzivanych
v modelu. V nasem pfipad¢ vytvotime dv€é mnoziny i a j. PfiCemz i (resp. j) je ndzev
mnoziny a zdroj (resp. cil) je vysvétlujici popis pro uzivatele. Tento popis se pak
prenasi do vSech vystup vztahujici se k mnozin€ i (resp. j). To vede k znacné
prehlednosti vysledkli. V lomitkovych zavorkdch je pak uveden vycet prvki
mnoziny. Stiednikem je pak oznacen konec ptikazu.
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Parameters

ali) kapacita =zdroje
; Plzen 330
Pardubice 150
D 1lornouc 220 f

bi{j) poEadavek cile
£ EBrno 120
Fraha 250
Ostrava 160
Liberec 110 F

Piikaz Parameters se uziva k zadavani jednorozmérnych (n¢kdy i vicerozmérnych)
poli. Néazev parametru je a, i urCuje mnozinu indexd, pro kterou se hodnota
parametru méni. Pfifazeni hodnot parametru indexd je opét v lomitkovych
zavorkach. Jako odd¢lovace slouzi carky (jako vySe) nebo konce tadkda.
Nedefinované prvky se automaticky berou jako nulové.

Table ci(i,]j) distibucni naklady mezi uzly

Erno Praha Ostrava Likberec
Flzen 11 4 17 =
Pardubice & 7 10 =1
O lomonc 3 =] = 12 :

Piikaz Table definuje hodnoty dvou a vicerozmérnych parametri. Opét je uveden
nazev tabulky a v zavorkdch jsou uvedeny mnoziny, jejichz prvky je tabulka
indexovana. Pfi pfifazovani konkrétnich hodnot uvedeme do prvniho tadku vypis
prvkd z mnoziny j a do prvniho sloupce vypis prvkil z mnoziny i.

Variabhle
Z celkove naklady ;

Positive Variable
®x0i,J) objem prepravy mezi i-tym a j-tym uzlem ;

Deklaraci proménnych uvozuje klicové slovo Variable. Pouzijeme-li
Positive Variable, ur¢ujeme obor hodnot deklarované proménné na nezaporné.
Podobné¢ miizeme deklarovat proménné typu Negative (nekladny obor hodnot),
Binary (hodnoty 0 nebo 1) nebo Integer (celoc¢iselné hodnoty od 0 do 100).

Kazd4 proménné oznacuje zaznam, ktery se sklada ze Ctyt hodnot, které se oznacuji
pomoci ,,piipon* k oznaceni proménné: .lo, .up, .l, .m. Prvni z hodnot . lo urcuje
dolni mez pro hodnoty proménné, .up urCuje horni hranici, .l uréuje vlastni
optimalni hodnotu proménné a . m jeji marginélni (dualni) hodnotu, viz [7], [8].

Egquations
ucelfce, omezl(i), omez2(j):

uce lfoe .. z == gum((i,3), c(i,3)%*x(1i,3)) :
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omezl(i) .. sumij, x(i,3)) =1= afi) :
omez2 (1) .. sum(i, =x(1,3)) =g= bi3j) :

Kli¢ové slovo Equations oznacuje deklaraci rovnic a nerovnic definujicich mnozinu
pripustnych feSeni modelu a ucelovou funkci. V naSem piipadé to jsou rovnice:
ucelfce ... (2.1), nerovnice omez1(i) ... (2.2), nerovnice omez2(j) ... (2.3).

Nejprve se uvadi ndzev omezeni, které definujeme. Jako oddéleni od jeho zéapisu se
pouzivaji dvé tecky. Pak nasleduje vlastni definitorsky zéapis. Pfi¢emZ rovnost
a nerovnost se znaci ndsledujicimi symboly: = | = (ve smyslu mensi nebo rovno),
= g = (v€tsi nebo rovno), = e = (rovno). V samotném piedpisu se mohou uzivat
standardni operace a funkce. Taktéz i indexové funkce jako sumace (viz zdrojovy
kod vyse : sum).

Rovnice se nemusi nijak upravovat. GAMS provede sdm pifevod proménnych
na jednu stranu.

Model transport fall/

Po klicovém slové Model nasleduje nazev modelu a v lomitkovych zavorkach jsou
uvedeny rovnice (nerovnice), které maji byt v modelu zahrnuty. Tedy mizeme
definovat vice rovnic (nerovnic) a pak pouzit jen n¢které a také vytvoftit vice modelt.
Pokud chceme zahrnout do modelu vSechny rovnice (nerovnice) pouzijeme klicové
slovo all.

Solve transport using lp minimizing z !

Na spusténi vlastniho feSeni modelu je piikaz Solve. Po tomto kliCovém slové
nasleduje nazev modelu. Piikazem minimizing nebo maximizing uréujeme, zda se
jednéd o minimaliza¢ni ¢i maximalizac¢ni Glohu. Using uvozuje typ ulohy. Ten miize
byt nasledujici:
e LP —loha linearniho programovani
e NLP — uloha nelinearniho programovani
e MIP — 1uloha celociselného programovani (RMIP — relaxovand uloha
celo¢iselného programovani, pozadavek celociselnosti proménnych nemusi
byt splnén)
e MINLP — kombinace MIP a NLP

Display =.1, =.1 :

Na zavér zobrazime vysledné hodnoty proménné x a minimalizované celkové
naklady z pomoci piikazu Display. Coz je naSe hledané optimalni feSeni.
Vypisujeme jejich vlastni hodnotu znacenou te¢kovym zapisem . L.
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—-——— 45 VARTAELE =x.L objew prepravy ezl i-tyin & j-tym uzlem

Erno Praha Ostrava Liberec
Plzen 250,000 80.000
Pardubice 120.000 30.000
QO lomous &0. 000 160,000
—-——— 46 VARTAEBLE =.L = 3660,000 ecelkove naklady

Ve vypisu vysledki GAMSu je uvedeno optimalni feseni v tabulce, tzn. Ze napf.
z Plzné do Prahy musi byt ptepraveno 250 jednotek a celkové ndklady na dopravu
jsou rovny 3660.

2.5 Priklad 2.2

Vychézime z modelu ptikladu 2.1, ovSem pocet zdroji a cili bude omezen pouze
vykonnosti vypocetni jednotky. Toto omezeni jsem na zavér testovala pro svijj
osobni poé¢itaé. Casové jsem se pohybovala mezi sekundami az 10 minutami,
tj 100 X 100 proménnych az 2200 X 2200 proménnych. V okamziku kdy jsem
prekrocila poctem dat 2200 x 2200, doslo k preteCeni paméti. Naméfené hodnoty
viz tabulka 7ab. 2.1 a jeji grafické zndzornéni na Obr.2.2.

Kapacity a pozadavky budou nahodné generovany z mnoziny {0,1,2,...,1000}
a distribu¢ni naklady mezi uzly z mnoziny {1, 2, ..., 100}.
Implementace v GAMSu:

Opét mame dvé mnoZziny indexii zdroji a cili. OvSem u obou méame piidany tzv.
fiktivni zdroj, resp. cil, f. Nebot” bereme nadhodné vygenerovana ¢isla, nemtizeme
ptedpokladat, Ze pijde o vyrovnany model.

Sets
i zdro’ Jo1%¥999, £/
| cil Jo1®99a, £/ ;
Parameters
aril kapacita =droje
bijl poZadavek cile
cri, 3l diztibucni naklady mezi u=zly !

Nahodné¢ vygenerujeme parametry a, b, ¢ z celych cisel:

af(i) = uniformint (0,1000)
bi{j) = uniformwint (0,1000)
cii,]J) = uniformint (1,100)

Vynulujeme hodnoty vazajici se k fiktivnim uzlim:

a{'£'1=0: bi{'f£')=0;:
eli, £1)=0; e('E,3)=0;

Metodou popsanou vyse zjistime vyvazenost — nevyvazenost modelu a poptipadé jej
pfevedeme na model vyvéazeny.
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if ([ sum(i, a(i)) <> sum(j, b(31]),

if [ sum(i, a(i)) < swm(j, b(])1].
ai't') = swm(j, b(j)l-swmii, ali)):
else bi('f') = sum(i, ali)l-sum(]j, b{j1):

1:
)i
Dale se postupuje obdobné jako u Ptikladu 2.1.

Na zavér se miZzeme pomoci piikazu PUT podivat na data, kterd nas zajimaji.
Napriklad se mizeme podivat na mnozstvi zbozi odchazejici od dodavatele 8,
a do kterého cile putuje.

File OUT / 'DopProbVD.TIT' /:

Put OUT;

Put 'Vysledky:' /:
Put '=========1 / /:
Loop (],

If{x.1{'8',3)>0,
Put 'oOdeohosl zbhozl ze zdroje Z3: ', x.1('8',73)1:
Put ' do cile: ', J.tl:is S

1:

1:

Vystupem je pak textovy soubor DopProbVD.txt, kam se pozadovana data uloZzi.

Vyzledky:

Odchozi zhofil e =droje Z5: 291.00 do cile: 1

Odchozl ghogl =ze =zdroje Z8: 1zz.00 do cile: 3

Odchozl ghogl =ze =zdroje Z5: 150.00 do cile: 4

Odchozl ghogl ze zdroje ZS: 231.00 do cile: 7

Odchozi ghogil ze zdroje Z5: 63 .00 do cile: 14

Zavérem uvedu ilustraci ristu potiebného Casu k vypoctu na velikosti ulohy.

Tab. 2.1 - Tabulka vysledkii pokusu

pocet zdroju i pocet cill j Cast [m:s]
100 100 0:00,344
200 200 0:01,203
400 400 0:04,828
600 600 0:11,968
800 800 0:27,953
1000 1000 0:45,484
1200 1200 1:00,828
1400 1400 1:34,703
1600 1600 2:33,250
1800 1800 3:08,610
2000 2000 8:19,453
2200 2200 9:22,625
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Obr. 2.2 — Zavislost ¢asu vypoctu na poctu uzlu

Jak mizeme vidét na Obr 2.2, znazornéné hodnoty naznacuji zrychleni riistu ¢asové
naroc¢nosti vypoctu pro vétsi ulohy.
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3 Prepravni uloha

Jedna se o zobecnény piipad dopravniho problému. V téchto ulohach je dodavka
pfepravovana ze zdroje do cile pies tzv. ptepravni uzly, viz [15].

3.1 Formulace specialni ulohy

Je dano m zdrojui (dodavatelt) Z, ..., Z,, s kapacitami ay, ..., a,,, které ndm znaci
mnozstvi zbozi, které je vyrobce schopen v uvazovaném obdobi dodat. A je dano n
cilt (spotiebiteltt) Cy, ..., C,, s pozadavky by, ..., b,, coz zna¢i mnozstvi zbozi, které
odbératel v uvazovaném obdobi pozaduje. TaktéZ je dano p piepravnich uzlt
Py, ..., By, pro n€z definujeme kapacity (resp. pozadavky) rovny 0.

Pieprava jednotkového mnoZstvi od dodavatele ke spotiebiteli je opét spojena
s ocenénimi ¢;;, kde ij € E, kde E je mnozZina hran mezi nckterymi vrcholy
indexovanymi i a j, uréena nasledovné. V={Zl, s Zm, Cq, ...,Cn,Pl,...,Pp} je
mnozina vSech vrcholi. Od kazdého dodavatele vede hrana do piepravniho uzlu
a z kazdého ptepravniho uzlu vede hrana ke kazdému spottebiteli.

NasSim tukolem je sestavit optimalni dopravni plan. To je urcit hodnoty proménnych
x;j tak, aby byly splnény poZzadavky spotiebitelll a celkove piepravni naklady z byly
minimalni.

Predpokladame, ze naklady c¢;; jsou konstantni, tj. nezavisi na pfepravovaném
mnozstvi. Déle pfedpokladdme vyrovnany model.

3.2 Matematicky model
Minimalizujeme néklady na pfepravu: 3.1
zZ = z Cijxl'j
ijEE
pfi splnéni omezujicich podminek.

Kapacitni omezeni: (3.2)

xij < ai,i = 1,...,m
1

n
]:
Pozadavky poptavky jsou ddna omezenimi:

(3.3)

m

inj = b],_] = 1,...,n

i=1
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Omezeni pro prepravni uzel: 3.4)

m
ink = Zxkj,k= 1,...,p

i=1 j=1
A hledané mnoZstvi zboZzi musi byt nezdporné hodnoty: (3.5)

xij = O,Vl] eEFE

3.3 Priklad 3.1 - Specialni prepravni problém

Specialni piepravni problém spociva v tom, ze neexistuji ptimé hrany mezi zdroji a
cily. VZdy se musi jit pfes prepravni uzel.

Spoleénost Fiktiv, s.r.o. ma v Ceské republice tii vyrobny a to v Praze, Plzni
a Domazlicich, ve kterych produkuje pamét'ové karty do fotoaparatt. Kapacita téchto
tovaren je 50, 70 a 80 kusi karet mésicné. Tyto karty jsou pak distribuovany
smluvnim odbératelim v Olomouci, Brn¢ a Bieclavi. Podle smluv doda Fiktiv
jednotlivym odbératelim 70, 60 a 70 karet. PfiCemz distribuce probiha
pfes prepravni uzly, které jsou v Jihlavé a v Ceskych Budg&jovicich. Distribu¢ni
naklady mezi jednotlivymi uzly jsou vykalkulovany na 1ks pocitace ve vysi, ktera je
uvedena v grafu — viz Obr. 3.1.

C, = Olomouc

P,=Jihlava cu=7

vy c
Zs; = Domazlice

P, = Ceské Budgjovice

C; = Breclav

Obr. 3.1 — Zobrazeni prikladu na grafu

Pak matematicka formulace daného prikladu je nasledujici:
Minimalizovat

zZ = 12x14 + 10x15 + 8x4 + 9xy5 + 11x34 + 10x35 + 7x41 + 6x4, + 9x43 + 8x54
+ 7x5, + 11x53

za podminek (protoze se jedna o vyrovnany model, uvadime rovnosti)

x14 + x15 == 50
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X4 + X35 =70
X34 + X35 = 80
X41 + x50 =70
X4p + X55 = 60
X43 + X353 =70
X1g4 t Xog + X34 = Xg4q + Xgp + Xy3
X15 + Xp5 + X35 = Xgq + X5y + X553
x;j=0,i=12345,j=1,..,5

Uvedeny model jde implementovat jako predchéazejici dopravni problém. My vsak
zvolime obecnégj$i postup pomoci incidenéni matice.

3.4 Obecny prepravni problém

V obecné prepravni uloze mohou byt hrany mezi libovolnymi uzly. Tedy 1 pfimo
mezi zdrojem a cilem nebo mezi ptepravnimi uzly — viz Obr. 3.2

30 2 ' 5 40

> @ -Q

h] h8

v

h>

W
iyl
5N
v
SN

Obr. 3.2 — Graf obecného prepravniho probléemu
Obecné prepravni ulohy 1ze modelovat pomoci toku v sitich (napf. ptepravni silnicni
sit), viz [15]), coz vede na ilohu linearniho programovani
mxin{chIAx =b,x > 0}
s proménnymi a parametry:
c ... je vektor se slozkami ¢;;
¢ij .- cena jednotky toku skrz hranu ij, tj. spojnice bodii i a j
X ... je vektor se slozkami x;;
X;j ... tok pfes hranu ij, tj. pfepravené mnoZstvi mezi body i a j
A ... inciden¢ni matice grafu, kde fadky odpovidaji uzliim a sloupce hranam

b ... vektor poptavky, kde b; pro uzel i predstavuje ptitok nebo odtok do uzlu i
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Motivac¢ni priklad
Zavadime znaménkovou konvenci: pro ptichazejici hranu + a pro odchozi hranu —.
M¢éjme tedy graf Obr. 3.2.

Pak mzeme sestavit incidencni matici A pro dany graf

-1-10 0 0 0 0 0 O
/1 0—1—1—10000\
4-|l0 1 1 00-100 0
0000 1 1-10 -1
000 10 0 0-11
0000001 10

Minimalizujeme ucelovou funkci pfes x:
Z = Xqp + 2Xq3 + 3X53 + 4X95 + 5Xp4 + 6X34 + 7X46 + 8X56 + Ixys
Za podminek:
—X12 — X33 = —50
X12 = X3 = Xz4 — X35 = —30
X13 + Xp3 — X34 = 0
Xz4 + X34 = X4 — X45 = 0
X25 = X561 X45 = 40
X46 + X56 = 40
x;j = 0,ij € E, kde E je mnoZina vSech hran grafu na Obr. 3.2

Tento model podobné¢ jako predchazejici jde implementovat v GAMSu.

3.5 Implementace prikladu 3.1 v GAMSu

Jak obecnou, tak specialni ptepravni tlohu lze zapsat pomoci incidence jako tlohu
linearniho programovani. Toho nyni vyuzijeme pii implementaci a feSeni ptikladu
3.1

M¢éjme tedy dvé mnoziny: V zna¢i mnozinu vSech uzli grafu, E je pak mnozina
orientovanych hran mezi vrcholy u,v € V.

Sets
i uzly S OE1l, EZ2, Z3, P1, P2, C1, CZ, C3 [/
| hranvy / E1-P1, EZ1-F2, EZz2-P1, EZ2-P2, E3-PL1, E3-PZ,
P1-C1, P1-Z2, F1-C3, P2-C1, PZ2-CZ, P3-C3 /

Jednotlivé kapacity a pozadavky uzlli zapiSeme jako parametr b(i). Zaporné hodnoty
znaci kapacity zdroji, kladné hodnoty pozadavky cilti. Pfepravni uzly maji kapacitu
0.
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Parameters

hii) kapacita uzlu P -50
Z2 =7a
Z3 —-a0
F1l ]
P2 ]
C1l 70
C2 &0
3 oS

Pro graf na obr.3.1 sestavime incidenéni matici A(i, j).

Tabkle 4(i,]j) incidencni matice grafu
Z1-P1 Z1-PZ EZZ-P1 EZ-PZ Z3-P1 Z3-PZ
Z1l -1 -1
Z2 -1 -1
Z3 -1 -1
Fl 1 1 1
Pz 1 1 1
c1
2
3

F1-C1 P1-C2 P1-C3 P2-C1  PEZ-C2 P3-C3
21
ZZ
Z3
F1 -1 -1 -1
Pz -1 -1 -1
z1 1 1
CZ 1 1
3 1 1

Kterou pak pouzijeme v kapacitnim omezeni (nejprve je uvedena ucelova funkce)

Equations
ucelfoe, omezl(i):

ucelfce .. z =e= sum((j), c(3)Fx(3)) :

omezl(i) .. sum(j, A{i,3)%x(])]) =g=  hkhilil :

A dostavame optimdlni pfepravu mezi jednotlivymi uzly a minimalizované celkové
naklady.

—— 72 VARIABLE x.L objem prepravy mezi i-tyvin a j-tym uzlem

Z1-P2 S50.000, Zz-P1 70.000, Z3-F1 80.000, P1-C1 Z0.000,
P1-C3 70.000, PZ-C1 50.000, F1-Cz 60.000
— 72 VARIAEBLE z.L - 3470.000 celkove naklady
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4 Aplikacni priklad

Na Olomoucku sidli firma Skopal zabyvajici se piepravou levné pracovni sily
z vesnic s nastupem VTroubelicich,v Kralové, Zelechovicich a ve Stépanove,
do blizkych mést Uni¢ova, Litovele a Sternberka. Viz mapa Obr.4.1. Zdroj map [14].

Kapacita sbérnych mist postupné: 17, 10, 13 a 20 lidi denné. Poptavka ve méstech je
20, 13 a 27 lidi denné na vefejné prospésné prace, uklid mésta, pomocné prace pfi
stavbé, atd. Tedy po lidech bez nutné kvalifikace a odbornych znalosti.

3 ' i i 257
(l / v A Dlouhg L ;

\\Tmubelice

Iy b /- # !
- [ \
Nt . . /

| / s /

0{}

R e | o 3

= I
Py S Unigol |
|

/

; f’: / al babke \ ""
T "\:__\ Sternberk
Ny e -3,
Lniges vz Y
& s It .
% k f 5 A
CGEWE vl
" Lt § g |
N NG
Stéparoy ] _.,1.:;__‘(_,_k_ i
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Obr. 4.1 — mapa okoli mésta Unicova, kde jsou cervenou vyznaceny cile a
zelenou zdroje

Oznaceni vrchola:
1...Troubelice
..Kralova
..Zelechovice
..St&panov
..UniCov
..Litovel
..Sternberk

N RN
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4.1 Aplikace dopravniho modelu

Uvazujeme rozmisténi hran naznacenych na mapé Obr. 4.2, kterou mizeme pirevést
na graf Obr. 4.3.

Ptepravni naklady mezi uzly uvazujeme v kilometrové vzdalenosti krat 10, které jsou
uvedeny v tabulce Tab. 4.1.

Tab. 4.1. — Prepravni naklady

Troubelice Krdlovd Zelechovice Stépdnov
Unicov 63 78 35 166
Litovel 151 93 83 149
Sternberk 215 230 177 90
K i i /"l Dloug_ém“fé"“ Iln \ 7
", Traubalice 3 B = | :
[ b P /
A {
Il e
5 .‘/llr f -~
> & | S Y. /
“& ‘I | i .,f;i\(l\ i =
\ 3 | |__\ | i T >&.'>___f
o A —— W ! e N A 5 o e 7 rastice
el *7’ ,__\_‘ - ‘-‘;\‘ ‘| L= iead | ;] .I"‘_//. umﬁnlﬂm 3 - ./
e A O ] o ¥ i A {
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Obr. 4.2 — Naznaceni hran
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Obr. 4.3 — Prevedeni mapy na graf
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Implementace v GAMSu

35Title: Dopravni problém

Sets

i uzly [LET

3 hrany / 1-5, 1-¢, 1-7, 2-5, 2-¢, Z-7,

35, 3 €, 27, 45, 4¢, £7/;

Parameters

c(j) distribucni naxlady pres hranu j

/ 1-5 ©3, 1-6& 151, 1-/ 215, 2-5 /8, Z-6 93, 2-7/ 230,

3-5 35, 3-6 83, 3-7 177, 4-5 1 4-6 an /
(i) kapacita uzlu i
/1 -17, 2 -10, 3 -13, 4 -20, 5 23, & 13, 7 27 /

Table A{i,j) incidencni matice grafu

1-5 1-6 1-7 2-5 2-5 2-7 3-5 3-6 3-7 4-5 4-6 4-7
1 -1 -1 -1

2 -1 -1 -l

3 -1 -1 -1

4 1 -1 -1

5 1 1 1

6 1 1 1 1

7 1 1 1 L7

Variabkle

z nin naklady
Pogitive Variable

%x(3) objem prepravy pres aranu j ;
Equations

ucelfce, omezl(i):
ucelfce .. z =e= sum((j), c(i)*=(3)) :
omez_ (i) .. sum(j, A{i,7)*=x(7)) === bii) ;
Model Lransporl /fall/
Solve transport using lp minimizing z ;

Display x.., z.1 ;

Optimalni FeSeni

Vystup v GAMSu:

- 42 VARIABELE x.L objem prepravy pres hranu j

1-5 17.000, Z2—-6 10.000, 3-5 3.000, 3-8 3.000, 3-7  7.000
4-7 20.000

-—— 42 WARTAELE =z.L = 5394.000 1min naklady

Pro ptehlednost pifevedeme optimalni prepravu do tabulky 7ab. 4.2 a graficky
zobrazime v grafu Obr. 4.4. Celkové minimalizované néklady jsou z = 5394.
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Tab. 4.2 — Preprava mezi uzly

Unicov Litovel Sternberk
Troubelice 17
Krdlova 10
Zelechovice 3 3 7
Stépdnov 20
1 17
\ ®;
2 10

Obr. 4.4 — Vysledné zobrazeni tokii
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4.2 Aplikace prepravniho modelu

Ptepravni problém vznikne pfidanim k vrcholim 1, ..., 7 pfepravnich uzla §, ..., 12.
Viz mapa Obr. 4.5.
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Obr. 4.5 — mapa okoli mésta Unicova, kde jsou cervemou vyznaceny cile,
zelenou zdroje a modrou prepravni uzly

Oznaceni ptepravnich uzli:
8...Medlov
9...Strelice
10...Cervenka
11...Brni¢ko

12...Pnovice

Naznaceni hran viz Obr.4.6 a jeho pievedeni do grafu viz Obr. 4.7. Ptepravni
naklady mezi uzly uvazujeme v kilometrové vzdalenosti krat 10, které jsou uvedeny
v tabulce Tab.4.3. Uvedeni prepravnich uzli umoznuje moznost piesedani.
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Obr. 4.6 — Naznaceni hran
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Obr. 4.7 — Prevedeni mapy na graf, pricemz po hrané se mizeme pohybovat obéema
smery




Tab. 4.3. — Prepravni naklady

1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10| 11 | 12
1 63 38
2 33 | 57
3 35 59
4 90 72
5 |63 35 45 | 39 15
6 23 77
7 90 137 | 118
8 | 38 | 33 45
9 57 39 41
10 23 41
11 15 77
12 59 | 72 77 | 118

29



Implementace v GAMSu

3Title: Prepravni problem

Sets
i uzly fo1*1z2 /
3 hrany / 1-5, 1-8, 2-8, 2-9, 3-5, 3-12, 4-7, 4-12,
5-1, 5-3, 5-8, 5-9, 5-11, e-10, 6-12, 7-4, 7-11,
/=12, &6-1, 8-2, 8-5, 9-2, 9-5, 9-10, 10-6, 10-9,
11-5, 11-7, 12-3, 12-4, 12-6, 12-7 /[ ;
Parameters

b(i) kapacita uzlu 1
/1 =17, 2 =10, 3 =13, 4 =20, 5 20, € 13, 7 27 /

c(j) distribucni nakalady pres hranu j

/ 1-5 &3, 1-8 38, 2-8 33, 2-9 57, 3-5 35, 3-12 59, 4-7 90, 4-12 72,

5-1 &3, 5-3 35, 5-8 45, 5-9 39, 5-11 15, &-10 23, ©-12 77, 7-4 90, 7-11 137,
7-12 118, 8-1 38, 8-2 33, 8-5 45, 9-2 57, 9-5 39, 9-10 41, 10-6 23, 10-9 41,
11-5 15, 11-7 77, 12-3 59, 12-4 72, 12-¢ 77, 12-7 118 / ;

Table A(i,]j) incidencni matice grafu

1-5 1-8 2-8 2-9 3-5 3-12 4-7 4-12 5-1 5-3 5-8 5-9 5-11 6-10 o-12 7-4
1 -1 -1 1
2 -1 -1
3 -1 -1 1
4 -1 -1 1
5 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
6 -1 -1
7 1 -1
5 1 1 1
9 1 1
10 1
11 1
12 1 1 1
+
7-11 7-12 8-1 8-2 3-5 9-2 9-5 9-10 10-6 10-9 11-5 11-7 12-3 12-4 12-¢ 1
1 1
2 1 1
3 1
4 1
5 1 1 1
5 1 1
7 -1 -1 1
g -1 -1 -1
9 -1 -1 -1
10 -1 -
11 1 -1 -1
2 1 -1 -1 -1
Variable
z min naklady ;

Positive Variable
®%(J) objem prepravy pres hranu j ;

Equations
ucelfce, omezl(i);

ucelfce .. z =e= sum((Jj), c(J)*=(J))
omezl (1) .. sum (i, A(i,3)*=z(3)) === bi(i) ;
Model transport /all/ ;

Solve transport using lp minimizing z ;

Display =.1, z.1 ;
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Optimalni FeSeni
Vystup v GAMSu:

- 67 VARTAEBLE x.L objem prepravy pres hranu j

1-5 17.000, Z-5 10.000, 3-5 10.000, i-12 3.000, 4-7 20.000
5-11 7.000, 9-10 10.000, 10-6 10.000, 11-7 7.000, l2-6 3.000
——— 67 VARIAELE =z.L = 5453.000 min naklady

Pro ptehlednost jsou toky zndzornény do grafu Obr. 4.8. Celkové minimalizované
naklady jsou z = 5483.

Pokud porovname vstupni informace u dopravniho problému 4.1 a ptepravniho
problému, mizeme piepravni problém povazovat za zpfesnéni puvodni dopravni
ulohy. Nebot u dopravni ulohy vzdalenosti mezi mésty byly odhadnuty
bez uvazovani jemnéj$i prepravni sit€¢ zahrnujici piepravni uzly. Diky tomuto
postupu byly tyto odhady vzdélenosti nizsi nez pti uvazovani skutecnych vzdalenosti
s pfepravnimi uzly. Proto vyslednou optimalni hodnotu ucelové funkce u dopravni
ulohy lze povaZovat za dolni mez pfesnéji ur€ené optimalni hodnoty ucelové funkce
u prepravni ulohy. Jedna se vlastné o disledek, ze v prepravni tloze hraje svoji roli
trojihelnikova nerovnost, ktera nam zde konkrétné tikd, Ze cesta pies piepravni uzel
je delsi nebo rovna nez prima vzdalenost.

Obr. 4.8 — Vysledné toky v siti
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5 Problém nahodnosti poptavky

Obecny prepravni problém lze rozsifit o ndhodnost poptavky. Pfi nestalé poptavce,
kdy dochazi k jejim necekanym zménam, se musi dodavatel rozhodnout, kolik zbozi
posle. Tomuto rozhodovani v podminkdch neurcitosti mize byt nidpomocno
matematické programovani — presnéji stochastické programovani.

5.1 Stochastické programovani

Stochastické programovani se zacalo rozvijet v padesatych letech minulého stoleti.
Jednalo se o problémy zahrnujici nejistotu a nutnost rozhodnout v daném casovém
obdobi. Prvni teoretické vysledky byly zvetejnény v Sedesatych letech. Viz [10].

Mnoho zivotnich situaci zahrnuje nejistotu a ndhodnost. Viz napt: ve vyrob¢ — nejisté
naklady, v dopravé — nejist¢ pozadavky, ve spravé lesit — nepfedpovidatelnost
pozard, vichfic, atd.

Néhodnost se vétSinou znaci symbolem §, zapis b(§) znaci, Ze vektor b méd ndhodné
elementy.

Ulohu stochastického programovani Ize obecn& formulovat v nasledujicim tvaru:
min{f (x,H)|x € C(§) = (x € X € R"|g(x,§)  0}}

Tedy dodame-li nahodnost poptavky b(¢) do naseho modelu, dostaneme:
min{c”x|Ax = b(§),x > 0}
X

5.2 ,Wait - and - see” pristup (WS)

Hlavni problém je, ve kterém Casovém okamziku budeme moci rozhodnout. Povaha
aplika¢niho problému obvykle urci, ze se miizeme rozhodnout bud’ predtim, nez je
nahodny parametr § pozorovan nebo az po pozorovani, kdy uz je jeho hodnota
znama.

Piistup WS znac¢i ten druhy ptipad — pfed realizaci rozhodnuti zname realizaci
nahodného parametru ¢, tedy nase rozhodnuti x muize vyuzit tuto informaci.
Modifikujeme tedy naSe rozhodnuti podle pozorovanim a ztoho divodu mizeme
rozhodnuti povazovat za funkci ndhodného parametru, zapisujeme x(§). Pak také
hodnota ucelové funkce je ndhodna proménna.

Tento pfistup ma svlij vyznam v aplikacich matematickych statistiky.

5.3 ,Here - and - now" pristup (HN)

Rozhodnuti x musi byt provedeno pfed v soucasnosti nezndmou budouci realizaci
nahodného parametru §. Pii feSeni naSeho aplikacniho piikladu budeme vychazet
z toho, Ze nase rozhodnuti musi byt provedeno, nez je poptdvka znama.
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5.4 Scénarové ulohy

Necht’ & je diskrétni ndhodny vektor na pravdépodobnostnim prostoru s kone¢nym
poctem moznych realizacir, r € Ny. Mnozina S = {1,2,...,7}.

Symbolem p, ozna¢ime pravdépodobnost, Ze nastane dana realizace &°, Vs € S.
Z vlastnosti pravdépodobnostni funkce plyne

Y PE=e)=Yp=1

SES SES

Nadale budeme uvazovat pouze ty realizace &°, jejichz pravdépodobnost pg je
nenulova. Tyto realizace se nazyvaji scénare.

5.5 Formulace ulohy

Jelikoz se potykdme s ndhodnou poptavkou a nase rozhodnuti je HN, mize nastat
situace, kdy je zbozi nedostatek ¢i piebytek. To feSime tzv. kompenzacnim
rozhodnutim y;, ptislusnému danému vrcholu i, i € I € V, kde mnoZina I obsahuje
vSechny cilové vrcholy, a scénafi s € S. Tedy v piipadé nedostatecné poptavky
musime zboZi y;; odebrat za cenu g; . A naopak pfi neuspokojeni poptavky musime
na naSe dal$i naklady q;f dopravit chyb&jici zbozi y;.. Pfirozené se snazime
dodatecné naklady minimalizovat.

Taktéz musime zahrnout pravdépodobnost p; , s € S, kazdého mozného scénéte, coz
ucinime tak, Ze budeme minimalizovat stfedni hodnotu dodate¢nych nakladu.

5.6 Matematicky model

Minimalizujeme
(5.1)
Z= Z Cij¥ij +Zps (Z 9 Vis +Zqi‘yi‘s)
ijEE SES i€l i€l
Za podminek
(5.2)
Z AigjinXji + Vis — Vis = bis, VS € S,Vi €
jkEE
(5.3)
Z AijryXje = by, Vi€V =1
JKEE
5.4)
lij <xjj < Vij€EE
(5.5)

Vit v =0,VielLVs€S
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(5.6)
xij > O,Vij €EFE

Oznaceni proménnych a parametri:
Xij ... tok pfes hranu ij € E

.. dolni mez toku ptes hranu ij € E

U;j ... horni mez toku pies hranu ij € E

.. cena jednotky toku skrz hranu ij € E

bs ... pozadavek vrcholu i € V pro pfislusny scénéi s € S
b;s > 0 pro cil
b; = 0 pro ptepravni uzel
b; < 0 pro zdroj

Vis ... Vyrovnavaci kapacita pro vrchol i € V a scénar s € S
yit ... pii nedostatku zbozi

y

qi .. vyrovnavaci cena pro vrchol i € V

s --. pfi nadbytku zbozi

o~

q;" ... pii nedostatku zbozi
q; ... ptinadbytku zbozi
ps ... pravdépodobnost daného scénafe s € S
S ... mnoZina vSech moznych scénait
a;(jk) --- Prvky inciden¢ni matice grafui € V, jk € E
E ... mnozina hran
V ... mnozina vrchol

[ c V ... mnozina cilovych vrcholi

34



5.7 Aplikacni priklad

Navazuje se na priklad predstaveny v kapitole 4 s komplikaci v podobé ndhodnosti
poptavky. K feSeni je pouzit scénatovy pristup.

Mozné scénate poptavky b(i,s),i = 5,6,7 s pravdépodobnosti p(s) viz Tab. 5.1.
Tab. 5.1

s=1 s=2 s=3

b(5,s) 22 25 20
b(6,5) 13 10 17
b(7,s) 27 23 19
p(s) 0,5 0,3 0,2

Implementace v GAMSu

5Title: Nahodnost poptavky

Sets
i prepravni
ci cile /
7 hrany /
5-1, 5-
7-12, 8
11-5, 11-7,
5 scenare /
Parameters
c(3)
/1=
5-1
7-12
11-5
b(i) kapacita uzlu 1
/1 -17, 2 -10, 3 -13, 4 -20 /

o
5

gplus (ci) kompenzacni cena Jjednotky pro wvrchol 1

s
/5 ENN - 50 7 500/
) 6 500 ,7 500/
y 500, © 500 ,7 500,

6 500 ,7 500/
6 1 3UUy

gminus (ci) kompenzacni cena jednotky pro wrchol i

;

Table A (i, )

i matice grafu

1-5 1-8 2-8 2-9 3-5 3-12 4-7 4-12 5-1 5-3 5-8 5-9 5-11 6-10 6-12 7-4
1 -1 -1 1

2 -1-1

3 -1 -1 1

4 -1 -1 L
8 11 1

9 1 1

10 1

12 1 1 1
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7-11 7-12 8-1 8-2 8-5 9-2 9-5 9-10 10-6 10-9 11-5 11-7 12-3 12-4 12-¢6 12-7
1 1
2 1 1
3 1
4 1
8 -1 -1 -1
9 -1 -1 -1 1
10 1 -1 -1
11 1 -1 -1
12 1 -1 -1 -1
Table AA (ci, )
1-5 1-8 2-8 2-9 3-5 3-12 4-7 4-12 5-1 5-3 5-8 5-9 5-11 ©-10 6-12 7-4
5 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
6 -1 -1
7 1 -1
T
7-11 7-12 8-1 8-2 8-5 9-2 9-5 9-10 10-6 10-9 11-5 11-7 12-3 12-4 12-6 12-7
5 1 1 1
5] 1 1
7 -1 -1 1
Table bb(ci,s) kapacita uzlu ci pro scenar s
1 2 3
5 22 25 20
] 13 10 17
7 27 23 19 ;
scalar
deltaP prepinac pro variabilitu poptavky (scenare)
/L1/
deltaD prepinac pro variabilitu poctu hran
/07
Variable
z celkove naklady ;

Positive Variable

®(7) objem prepravy pres hranu j
yplus (ci,s) kompenzacni rozhodnuti
yminus (ci, s) npenzacni rozhodnuti ;
Binary Variable
delta(j) =zda dojde k vybudovani nove hrany ;
Equations
ucelfce, omezl (i), cmezZ(ci,s),omez3(j);
ucelfce .. z == sum((j), c(j)*=z(j)) + deltaP*(sum( (=), p(=)*(sum((ci),
*yplus (ci,s) + gminus(ci)*yminus(ci,s))))) 7
omezl (i) sum(j, A(i,3)*=(3)) =e= Db(i) ;
omez? (ci, s) sum(j, AA(ci,j)*x(j)) + deltaP*(yplus(ci,s) - yminus(ci,s)) =e=
(ci, =) i
omez3 (3) x(j) =1= (l-deltaD)*100 + deltaD*100*delta(j) -
Model transport /all/ ;

Solve transport using

Display =.1, z.1 ;

mip minimizing z ;

36

gplus(ci)»

bl»



Optimalni FeSeni
Vystup v GAMSu:

—_——— 108 WARIAEBELE x.L objewm prepravy pres hranu j

1-5 17.000, 2-9 10,000, 3-5 10,000, i-12 3.000, 4-7 20.000
5-11 5.000, 9-10 10.000, 10-6 10.000, 11-7 5.000, 12-6 3.000
- 105 WARIAEBELE =.L = 5199.000 celkowve naklady

Pro ptehlednost jsou toky znazornény do grafu Obr. 5.1. Celkové minimalizované
naklady jsou z = 8199.

Proti pfedchozim ptikladiim dopravniho a pfepravniho modelu jsme navic uvazovali
nahodnost poptavky a jeji nesplnéni jsme penalizovali. Tato penalizace vyznamné
zvysila hodnotu ucelové funkce. Protoze v Uni¢oveé poptavka ndhodné kolisa smérem
nahoru od plivodni hodnoty uvazované poptavky (nyni hodnoty 20, 22, 25 a dfive
hodnota 20) a ve Sternberku tato hodnota kolisa doli (nyni 19, 23, 27 a dfive 27) je
logické, ze v optimalnim feSeni v Uni¢ové bude ponechéna hodnota 5 (dfive 3) a do
Sternberka bude dovezeno 5 pies Brnitko (diive 7). Toto je jedind odlidnost mezi
feSenim pivodni deterministické tlohy a scénarové stochastické tlohy. S ohledem na
to, ze uvedené feSeni je optimdlni pro stochastickou ulohu, pouziti feSeni
deterministické tlohy v podminkéach nahodné poptavky by jesté vice zvysilo hodnotu
ucelové funkce, tj. naklady.

9 1z

Obr. 5.1 — Vysledné toky v siti
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6 Problém pridani hran

6.1 Formulace ulohy

M¢jme obecnou piepravni ulohu. Muze pak nastat ptipad, kdy je vyhodnéjsi
(levngjsi) postavit novou silnici (hranu), nez ptepravovat naklad oklikou.

Tedy do naseho modelu piidavame ndklady na vybudovani nové hrany d;; mezi
vrcholem i a j. Proménna §;; € {0,1} nam pak znaci, zda k vystavéni nové hrany
doslo 6;; = 1, ¢inedoslo §;; = 0.

Ptedpokladame konstantni néklady c;;.

6.2 Matematicky model

Minimalizujeme néklady na ptepravu:

(6.1)
z= Z Cijxij + Z d;jb;;
ijEE ij€EE
pii splnéni omezujicich podminek:
(6.2)
z ai¢jryXjk = by, Vi€V
JKEE
(6.3)
lij < x5 < w645, Vij €EE
(6.4)
x;j=0,Vij€EE
(6.5)

85, €{0,1},Vij € E

Oznaceni proménnych a parametri:
Xij ... tok pfes hranu ij € E
lij ... dolni mez toku ptes hranu ij € E
U;j ... horni mez toku pies hranu ij € E
Cij ... cena jednotky toku skrz hranu ij € E
.. naklad na vybudovani hrany mezi vrcholy iaj,i,j €V
8;j ... znaCi, zda k vystaveni nové hrany mezi vrcholy i a j, i,j € V doslo

6;; = 1, pokud k vybudovani hrany doslo
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8;j = 0, k vybudovani nedoslo
b; ... pozadavek vrcholu i € V

b; > 0 pro cil

b; = 0 pro prepravni uzel

b; < 0 pro zdroj
Q;(jk) --- prvky inciden¢ni matice grafui € V, jk € E
E ... mnozina hran

V ... mnozina vrcholu

6.3 Aplikac¢ni priklad

Navazuje se na priklad predstaveny v kapitole 4 s komplikaci v podobé variability
poctu hran.

Pteprava mezi jednotlivymi mésty miize probihat 1 pies cesty které byly pies zimu
uzavieny, a to za malou investici, které je pfivede do znovu provozuschopného stavu.
Nutné investice do rekonstrukce je:

Medlov — Strelice ... 60
Kralova — Cervenka ... 56
Brni¢ko — Zelechovice ... 70
Brnicko — Piiovice ... 90
Cervenka — Piiovice ... 123

Hrany urcené k rekonstrukci viz mapa Obr.6.1 a jeho pievedeni do grafu viz Obr.6.2.

Néklady na ptepravu mezi uzly viz Tab.6.1.

Tab. 6.1 — Prepravni naklady

1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10| 11 | 12
1 63 38
2 33 | 57|70
3 35 20 | 59
4 90 72
5 | 63 35 45 | 39 15
6 23 77
7 90 137 | 118
8 | 38 | 33 45 49
9 57 39 49 41
10 70 23 41 66
11 20 15 77 103
12 59 | 72 77 | 118 66 | 103
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Obr. 6.2 — Prevedeni mapy na graf, pricemz po hrané se mizeme pohybovat obéema
smery. Moznad hrana na pridani je znacena carkovane.
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Implementace v GAMSu

5Title: Varibialita poctu hran
Sets
i uzly / o1*12
j hrany / 1-5, 1-8, 2-8, 2-9,
5-1, 5-3, 5-8, 5-9, 5-11, &
-1z, 8-1, 8-2, 8-5, 9-2, 9
11-5, 11-7, 12-3, 12-4, 12—
§-9, 2-10, 11-3, 11-12, 10-
Parameters
b(i) kapacita uzlu i
/1 -17, 2 -10, 3 -13, 4 -20, 5 20
c(j) distribucni nakalady pres h
/ 1-5 &3, 1-8 38, 2-8 33, 2-9 57,
5-1 63, 5-3 35, 5-8 45, 5-9 39, 5-
7-12 118, 8-1 38, 8-2 33, B8-5 45,
11-5 15, 11-7 77, 12-3 58, 12-4 7Z
11-3 20, 11-12 103, 10-12 66, 9-8
d(j) naklady na wvybudovani hrany
/ 8-9 €0, 2-10 56, 11-3 70, 11-12
9-8 &0, 10-2 56, 3-11 70, 12-11
Table A(i,]J) incidencni matice graf
1-5 1-8 2-8 2-9 3-5 3-12 4-7
1 -1 -1
2 -1 -1
3 -1 -1
4 -1
5 1 1
6
7 1
g 1 1
g 1
10
11
12 1
+
7-11 7-12 8-1 8-2 8-5 9-2 9-5
1 1
2 1 1
3
4
5 1 1
6
7 -1 -1
g -1 -1 -1
9 -1 -1
10
11 1
12 1
+
-9 2-10 11-3 11-12 10-12 9-8
1
2 -1
3 1
4
5
[
7
8 -1 1

]

3-5, 3-12, 4-7, 4-12,

-10, e-12, 7-4, 7-11,

-5, 9-10, 10-6, 10-9,

6, 12-7,

12, 9-8, 10-2, 3-11, 12-11, 12-10 / ;

, 613, 7 27 /

ranu j

3-5 35, 3-12 59, 4-7 90, 4-12 72,

11 15, &-10 23, é-12 77, 7-4 @0, 7-11 137,

9-2 57, 9-5 39, 9-10 41, 10-¢ 23, 10-9 41,

, l2-¢ 77, 12-7 113, 8-9 49, 2-10 70,

49, 10-2 70, 3-11 20, 12-11 103, 12-10 66
7 (neni uvedeno - hrana je jiz vybudovana)
90, 10-12 123
90, 12-10 123 /;

u

4-12 5-1 5-3 5-8 5-9 5-11 6-10 &-12 7-4

1
1
-1 1
-1 -1 -1 -1 -1
-1 -1
-1
1
1
1
1
1 1
9-10 10-6 10-9 11-5 11-7 12-3 12-4 12-¢ 1
1
1
1
1 1
1
- 1
-1 -1
-1 -1
-1 -1 -1
10-2 3-11 12-11 12-10
1
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scalar
deltaP prepinac pro variabilitu poptavky

e
/ 0/

deltaD prepinac pro variabilitu poctu hran
/1) ;
Variable
zZ celkove naklady ;

Positive Variable
x(J) objem prepravy pres hranu

[B

Binary Variable

delta(j) =zda dojde k vybudovani nove hrany ;
Equations
ucelfce, omezl (i), omez2(j);
ucelfce .. z =e= sum((j), c(j)*=(j)) + deltaD*(sum((j), d(j)*delta(i))) ;
omezl (i) .. sum(j, A(i,3)*x(j)) =e= b(i) ;
omez2(j) .. x(j) =1= (l-deltaD)*100 + deltaD*100*delta(]) ;

Model transport /all/ ;

Solve transport using mip minimizing z ;
Display x.1, z.l ;

Optimalni FeSeni

Vystup v GAMSu:

—_—— 100 VARIAELE x.L ocbhjewm prepravy pres hranu j

1-5 14.000, 1-3 3.000, 4-7 Z20.000, 9-10 3.000, 10-6 13.000
11-5 o.000, 11-7 Y.00a0, g-9 J.000, 2-10 10.000, 3-11 13.000

- 100 VARTALELE =.L 5140.000 celkowe naklady

Pro piehlednost jsou toky zndzornény do grafu Obr. 6.3. Celkové minimalizované
naklady jsou z = 5140.

S ohledem na niz§i nastaveni nakladii na otevieni cest po zimni piestavce, byly
vyuzity pro dopravu tfi dal$i hrany. To umoznilo snizit celkové pfepravni naklady
adoslo k zdsadnim zméndm v ptepravnich planech. Napiiklad dosud dopravené
mnoZstvi z Troubelic do Uni¢ova pokratovalo &asteéné pres Brni¢ko na Sternberk.
S ohledem na otevienou cestu z Zelechovic do Brni¢ka je tato cesta vyuZita
k dopravé jak do Sternberka, tak do Uniova (je tieba upozornit, Ze néklady na cestu
do Unicova ptes Brnicko nebo pfimo jsou s ohledem na kvalitu komunikaci stejné,
neni vhodné se nechat zmast pouze mapou s umisténim cest). Rovnéz zasobovani
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Litovle je s ohledem na moznost vyuziti otevieni cest z Medlova a Kralové feseno
efektivnéj$§im zplisobem. Z hlediska poctu hran nejslibnéjsi ptepravni uzel Pnovice
JiZ neni vyuZit.

Qs
/
3

1“;\14’
af9\>.5

2 3
K
@ 10 13 ®;
30 0
\
7
¢ u e
o
ad

Q12

Obr. 6.3 — Vysledné toky v siti
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7 Variabilita poptavky i pocCtu
hran

7.1 Formulace ulohy
Vychazime z obecné piepravni ulohy a pfidavame problémy fesené v kapitole 5 a 6.

Tedy v modelu uvazujeme nadhodnou poptavku a existuje moznost postavit nové
cesty (hrany) mezi jednotlivymi uzly.

Do modelu obecné piepravni ulohy zapracujeme kompenzacni rozhodnuti y;
pfislusnému danému vrcholu i € I, kde [ je mnozina cill, a scénafi s €S
s pfisluSnou pravdépodobnosti p; a naklady na vybudovani hrany d;; mezi vrcholem

iaj,i,jeV.

7.2 Matematicky model

Minimalizujeme
(7.1)
zZ = Z CijXij + Z dij&'j + ZPS <Z qui“_; + Z qi‘yi‘s>
LJEE jEE SES i€l iel
Za podminek
(7.2)
z AigjinXji + Vis — Vis = bis, VS € S,Vi €
jkEE
(7.3)
Z aijiyXjk = b;, Vs ES,VieV =1
JKEE
(7.4)
lij < x;j <u;;6;,Vij EE
(7.5)
x;j 2 0,Vij EE
(7.6)
Vi Vs =0,Viel,Vs€S
(7.7)

8, €{0,1},Vij €E
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Oznaceni proménnych a parametri:

Vis ---

q; -..

Ds -

i ... tok pfes hranu ij € E
.. dolni mez toku ptes hranu ij € E
i ... horni mez toku ptes hranu ij € E
.. cena jednotky toku skrz hranu ij € E
.. ndklad na vybudovani hrany mezi vrcholyiaj, i,j €V

.. znaci, zda k vystaveni nové hrany mezi vrcholy i a j, i,j € V doslo

6;j = 1 pokud k vybudovani hrany doslo

6;; = 0 k vybudovani nedoslo

.. pozadavek vrcholu i € V pro pfislusny scénéi' s € S

b;s > 0 pro cil

b; = 0 pro ptepravni uzel

b; < 0 pro zdroj

vyrovnavaci kapacita pro vrchol i € V a scénar s € S
yit ... pfi nedostatku zbozi

Yis --. pfi nadbytku zboZi

vyrovnavaci cena pro vrchol i € V

q;" ... pii nedostatku zbozi

q; ... ptinadbytku zbozi

pravdépodobnost daného scénafe s € S

S ... mnozina vSech moznych scénaiti

Q;(jk) --- prvky inciden¢ni matice grafui € V, jk € E

E ... mnozina hran

V ... mnozina vrcholu

I c V ... mnoZina cilovych vrcholi

7.3 Zobecnéna formulace ulohy

Vychazime zmodelu 7.2 a pfidame tzv. piepinace 4, a 4,. Jejich pomoci,
tzn. nastavenim jejich hodnot na nulu nebo jedni¢ku, budeme moci pfepinat mezi

modely, které byly popsany vyse.

Tedy mezi modely:

e obecnym pifepravnim problémem

(44=0,4,=0)

e obecnym pifepravnim problémem s ndhodnosti poptavky
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(4=0,4,=1)
e obecnym pifepravnim problémem s moznosti ptidavani hran
(4,=1,4,=0)

e obecnym piepravnim problémem s ndhodnosti poptavky 1 moznosti pfidavani
hran

(4,=1,4,=1)

7.4 Zobecnény matematicky model

Minimalizujeme
(7.8)
z= Z Cijxij + 44 Z dij6ij + 4, Zps <z qyis + z ql'_Yi_s)
ijEE ij€EE SES iev iev
Za podminek
(7.9)
Z AijryXjk + Vis — Vis = bis, VS ES, Vi €]
JkEE
(7.10)
z aijiyXjk = b;, Vs € S,VieV —1
JKEE
(7.11)
Lij < x;j < (1 —A)w; + A4u;i6;;,Vij EE
(7.12)
Xij 2 0,Vij e E
(7.13)
yt,yi.=0,VielLVs€S
(7.14)

0;; €{0,1}L,VijEE

7.5 Aplikacni priklad

Navazuje se na piiklad predstaveny v kapitole 4 s komplikacemi variability poctu
hran a nahodnosti poptavky soucasné. Data pouzijeme stejna jako v kapitolach 5 a 6.
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Implementace v GAMSu

3Title: Ndhodnost poptavky i variabilita poctu hran

Sets
i prepravni uzly a zdroje / 1,2,3,4,8,9,10,11,12 /
ci cile /S 5,6,7 /

j hrany / 1-5

5-1, 5-3, 5

r 3T -
8, 9, 11, 6-10, e-12, 7-4, 7-11,
/-12, 8-1, 8-2, 8-5, 9-2, &-5, ©-10, 10-6, 10-9,
11-5, 11-7, 12-3, 12-4, 12-¢, 12-7
§-9, 2-10, 11-3, 11-12, 10-12, 9%-8, 10-2, 3-11, 12-11, 12-10 /
5 scenare / 1*3 / ;
Parameters
c(j) distribucni nakalady pres hranu j
/ 1-5 63, 1-8 38, 2-8 33, 2-9 57, 3-5 35, 3-12 59, 4-7 90, 4-12 72,
5-1 63, 5-3 35, 5-8 45, 5-9 39, 5-11 15, ©-10 23, &-12 77, 7-4 90, 7-11 137,
7-12 118, 8-1 38, 8-2 33, 8-5 45, 9-2 57, 9-5 39, §-10 41, 10-¢ 23, 10-9 41,
11-5 15, 11-7 77, 12-3 5%, 12-4 72, 12-¢ 77, 12-7 118, 8-9 49, 2-10 70,
11-3 20, 11-12 103, 10-12 €6, 9-8 49, 10-2 70, 3-11 20, 12-11 103, 12-10 €6 /
b(i) kapacita uzlu 1
/ 1 -17, 2 =10, 3 -13, 4 -20 /
pl(sg) pravdepocdcocbnost jednotlivych scenaru s
/1 0.5, 2 0.3, 30.2/
agplus(cl) kompenzacni cena jednotky pro vrcheol 1
/ 5 500, 6 500 ,7 500/
gminus (ci) kompenzacni cena jednotky pro vrchol 1
/ 5 500, & 500 ,7 500/
d(j) naklady na vybudovani hrany j (neni uvedeno - hrana je jiz vybudovana)
/ 8-9 &0, 2-10 5¢, 11-3 70, 11-12 90, 10-12 123
9-8 &0, 10-2 56, 3-11 70, 12-11 90, 12-10 123 /;
Table A (i,j) incidencni matice grafu
1-5 1-8 2-8 2-9 3-5 3-12 4-7 4-12 5-1 5-3 5-8 5-9 5-11 &6-10 6-12 7-4
1 -1 -1 1
2 -1 -1
3 -1 -1 1
! -1 -1 1
8 1 1 1
9 1 1
10 1
11 1
12 1 1 1
+
7-11 7-12 8-1 8-2 8-5 9-2 9-5 9-10 10-6 10-9 11-5 11-7 12-3 12-4 12-6 12-7
1 1
2 1 1
3 1
4 1
8 -1 -1 -1
9 -1 -1 -1 1
10 1 -1 -1
11 1 -1 -1
12 1 -1 -1 -1 -1
+
8-9 2-10 11-3 11-12 10-12 9-8 10-2 3-11 12-11 12-10
1
2 -1 1
3 1 -1
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1 -1
10 1 -1 -1 1
11 -1 - 1
12 1 - -1
Table AZ (ci,j) incidencni matice grafu
1-51-8 2-8 2-9 3-5 3-12 4-7 4-12 5-1 5-3 5-8 5-9 5-11
5 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
3
7 1
+
7-11 7-12 8-1 8-2 8-5 9-2 9-5 9-10 10-6 10-9 11-5 11-7
5 1 ’ 1
[ 1
7 -1 -1 1
n
-9 2-10 11-3 11-12 10-12 9-8 10-2 3-11 12-11 12-10
5
s}
Table bb(ci,s) kapacita uzlu c¢i pro scenar s
1 2 3
5 22 25 20
© 13 10 17
7 27 23 18 ;
scalar
deltaP prepinac pro varliabilitu poptavky (scenare)
av)
deltaD prepinac pro variabilitu poctu hran
IRV
Variable
z celkove naklady ;
Positive Variable
®(J) objem prepravy pres hranu j
yplus(ci,s) kompenzacni rozhodnuti
yminus (ci, s) kompenzacni rozheodnuti ;
Binary Variable
delta(]j) =zda dojde k wvybudovani nove hrany ;
Equations
ucelfce, omezl (i), omez2(ci,s), omez3(3);
ucelfce .. z == sum((j), c(j)*x{(j)) + deltaP*(sum((s), p(s

gplus (ci) *yplus(ci, =)

6-10

-1

12-3

) * (sum( (c

6-12
-1
12-4

+ gminus (ci) *yminus (ci,=s)))))
+ deltaD* (sum( (7)), d(j)*delta(j)))

omezl (i) .. sum(j, A(i,7)*=(3)) =e= b(i) ;

omez2(ci,s) .. sum(j, AA(ci,]j)*=(J)) + deltaP* (yplus(ci,s)

=e= Dbb(ci,s)

omez3(j) .. x(3) =1= (1-deltaD)*100 + deltaD*1l00*delta(])

Model transport /all/ ;
Solve Cransport using mip minimizing z

Display x.1, z.1 ;

r
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Optimalni FeSeni
Vystup v GAMSu:

-— 131 WARIAELE =x.L objew prepravy pres hranu j

1-5 14.000, 1-5 3.00a0, 4-7 Z0.000, 9-10 3.00a0, 10-¢ 13.000
11-5 &.000, 11-7 5.000, g5-9 3.000, Z2-10 10.00a0, 3-11 13.000
-— 131 WARIAELE =.L = 7216.000 celkove naklady

Pro piehlednost jsou toky zndzornény do grafu Obr. 7.1. Celkové minimalizované
naklady jsou z = 7916. Protoze jsme umoznili vyuziti dalSich hran za nizké
naklady, je hodnota ucelové funkce nizsi nez hodnota ucelové funkce piedchozi
ulohy stochastického programovani. Protoze jsme umoznili vyuzivani v zimé
zavienych cest, struktura optimalniho feSeni, tj. pouzité cesty jsou stejné jako
v kapitole 6. Protoze uvazujeme nadhodnost, méni se ovSem piepravované mnozstvi
do Unicova z Brnicka (zvySuje se z6 na 8 kvili ndhodnému ristu poptavky)
anaopak se snizuje prepravované mmnoZstvi z Brni¢ka do Sternberka (kvili
nahodnému poklesu poptavky) ze 7 na 5.

;9\.5

R 13 8
¢ 1 e’
“_
9 12

Obr. 7.1 — Vysledné toky v siti




8 Dynamické ocenovani

V této kapitole jsem se inspirovala pfednaskami prof. Haugena z norské univerzity
v Molde, kterych jsem se zucastnila pii jeho navstévé FSI VUT Brno v 1été roku
2009. Vice 1ze nalézt o dana problematice v textech [12], [13].

Probira v nich problém tzv. ,dynamic pricing®, coz ptekladdm jako problém
dynamického ocetiovani. Prof. Haugen tento pfistup aplikuje na jiné optimalizacni
problémy, ja jsem se rozhodla pro ptivodni aplikaci tohoto pfistupu na nas problém.
Muzeme pouzit linedrni aproximaci tak jako prof. Haugen.

8.1 Linearni model

Zmeéna poptavky v zavislosti na cené¢ ma spiSe hyperbolicky prib¢h, ale pro uzky
vySetfovany interval pouZijeme linedrni aproximaci. Viz Obr.8.1.

A

poptavka

b
u

v

1 u’ cena
Obr. 8.1 — Linearni priibéeh zavislosti poptavky na cene

Rist ceny c;; omezujeme horni hranici [j; a jeji pokles dolni hranici uf;, Vij € E.
Pak samoziejmé nastava i omezeni poptavky hranicemi 2 < by <ub, , VieV
aVs €S.

Budeme-li uvazovat scéndfovy pfipad poptavky, predpoklddame, na zakladé¢
konzultaci s prof. Haugenem, Ze s poklesem ceny narusta rozptyl poptavky. Viz Obr.
8.2.
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A

poptavka

b
u 9

~o

\,\\\\\\\\\

7

()

v

1 u’ cena

Obr. 8.2 — Pripad vice scénaru priibéhu poptavky

8.2 Formulace ulohy

Méme danou poptavku b;(c;) jako linearni funkci ceny c;, kde ¢/ bereme jako
primérnou cenu jednotky toku ¢, prichazejici do vrcholu i € I z vrcholu j € V.

Z linearniho modelu se poptavka rovna b, = ;s — fisc;, kde Bis je smérnice
ptimky zavislosti poptavky b;s na cené ¢/, Vi € I,Vs € S.

8.3 Matematicky model

Minimalizujeme
(8.1)
z= z Cijxij + 44 Z d;j6; + 4, ZPS <z qi yis + Z q;)’i)
ijeE ijEE SES iel iel
Za podminek
(8.2)
z ai(jryXjk + Ap(yl?fg — Vi) = s — PisCi, VS ES, Vi€
JjkEE
(8.3)
Z ai(jryXjk = by, Vs €S,VieV =1
JKEE
(8.4)
Lij <x;j < (1 — A + Aqu;i6,Vij EE
(8.5)
Xij = 0,Vij €E
(8.6)

yt,yi.=0,VielLVs€S

51



(8.7)
0<If<c;<uf,VijeE
(8.8)
¢ =Co,VIELVJEV
(8.9)
§;€{01},Vij€E

8.4 Aplikacni priklad

Navazuje se na piiklad predstaveny v kapitole 4 s komplikacemi variability poctu
hran a ndhodnosti poptavky soucasné s pfidanim problému dynamického ocenovani.

Mésta Unicov, Litovel a Sternberk se podileji na programu sniZovani
nezaméstnanosti, kterd je na Olomoucku tradicné vysoka a dostavaji dotace od statu,
pokud denné€ zaméstnaji minimaln¢ 5 lidi bez prace.

Nahodna cena za piepravu jednoho ¢lovéka se pohybuje v intervalu (30, 120).

Pribéh zavislosti poptavky na cené pro vrchol 5 viz Obr.8.3, pro vrchol 6 viz
Obr.8.4, pro vrchol 7 viz Obr.8.5

30

25

20

15

10

0 T T T T T g 1
0 20 40 60 30 100 120 140

Obr. 8.3 — Priibeh poptavky pro vrchol 5 a scénar s
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0\ S=1
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14 § =3
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0 T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140
Obr. 8.4 — Priibeh poptavky pro vrchol 6 a scénar s
30
) S=1
25 .\ S=
4‘\ e $=3
” “\ 2\/
: 2\
10
5
O T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140

Obr. 8.5 — Priibéh poptavky pro vrchol 7 a scéndr s

Vycisleni smérnic a;q, fisviz Tab.8.1.

Tab.8.1
i=5 i=6 i=7
s=1 s=2 s=3 s=1 5=2 s= s=1 s=2 s=3
a;s 2767 35 25 | 15,67 (11,67 | 21 |34,33| 29 | 23,67
Bis 0,19 | 0,33 | 0,27 | 0,09 | 0,06 | 0,13 | 0,24 0,2 0,16
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Implementace v GAMSu

$Title: Dynamic pricing
Sets
i prepravni uzly a zdroje
ci cile / 5,6,7 /
3 hrany / 1-5, 1-8, 2-8,
5-1, 5-3, 5-§, 5-9, 5-
/7-12, &5-1, &8-2, 8-5, @9
11-5, 11-7, 12-3, 12-4
§-9, 2-10, 11-3, 11-12
s scenare / 1%¥3 / ;
Parameters
b(i) kapacita uzlu i
/1 -17, 2 -10, 3 -13, 4 -20
p(s) pravdepodobnost jednot

/1 0.5 2 0.3, 30.2/

gplus (ci) kompenzacni cena

/ 5 500, © 500 ,7 500/

gminus (ci) kompenzacni cena

/ 5 500, © 500 ,7 500/

d(] naklady na vybudovanil

/ 8-9 €0, 2-10 56, 11-3 70,
-8 &0, 10-2 5¢, 3-11 70,

Table A (i,j) incidencni matice
1-5 1-8 2-8 2-9 3-5 3-12
1 -1 -1
2 -1 -1
3 -1 -1
4
8 1 1
9 1
10
11
12 1
T
7-11 7-12 8-1 8-2 8-5 9-
1 1
2 1
3
4
3 -1 -1 -1
10
11 1
12 1
+
§-9 2-10 11-3 11-12 10-1
1
2 -1
3 1
4
3 -1
] 1
10 1 -
11 -1 -1
12 1

/ 1,2,3,4,8,9,10,11,12 /
2-9, 3-5, 3-12, 4-7, 4-12,
11, 6-10, 6-12, 7-4, 7-11,
-2, 9-5, 9-10, 10-6, 10-9,
, 12-6, 12-7
10-12, 9-8, 10-2, 3-11, 12-11,

/

livych scenaru s

jednotky pro vrchol 1

jednotky pro vrchol 1

12-10 /

6-12

T-4

12-3 12-4 12-¢

12-7

hrany j (neni uvedeno - hrana Je jiz wvybudovana)
11-12 @0, 10-12 123
12-11 80, 12-10 123 /;
grafu
4-7 4-12 5-1 5-3 5-8 5-8 5-11 ¢&-10
1
1
-1 -1
1
1
1
1
1
2 9-5 9-10 10-6 10-9 11-5 11-7
1
1
L -1 -1
1 -1 -
-1 -1
-1
Z 8-8 10-2 3-11 12-11 1z2-10
1
-1
1
-1
1 -1 1
1 1
1 -1 -1
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Table AA(ci,]j) incidencnli matice grafu
1-5 1-8 2-8 2-9 3-5 3-12 4-7 4-12 5-1 5-3 5-8 5-9 5-11 6-10 &6-12 7-4
5 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
& -1 -1
7 1 -1
+
7-11 7-12 8-1 8-2 8-5 9-2 9-5 9-10 10-6 10-9 11-5 11-7 12-3 12-4 12-6 12-7
5 1 1
[ 1 1
7 -1 -1 1 1
+
§-9 2-10 11-3 11-12 10-12 9-8 10-2 3-11 12-11 12-10
5
o)
Table bb(ci, s) kapacita uzlu ci pro scenar s
1 2 3
5 22 25 20
[ 13 10 17
7 27 23 19
Table alfa(ci,s) vysec
1 2 3
5 27.867 35 25
& 15.67 11.67 2
7 34.33 29 23.67
Table beta(ci,=) smernice
1 2 3
5 0.19 0.33 0.17
3 0.08 0.06 0.13
7 0.24 0.2 0.16 ;
scalar
deltaP prepinac pro variabilitu poptavky (scenare)
/1)
deltaD prepinac pro variabilitu poctu hran
/L
Variable
Z celkove naklady ;

Positive Va

riable

®(7) objem prepravy pres hranu j

yplus(ci,s) kompenzacni rozhodnuti

yminus (ci,s) kompenzacni rozheodnuti

c(3) nahodna cena jednotky toku pres hranu J

cprum{ci)

Binary Vari
delta(]j)

Equations

prumerna cena toku prichazejici do vrcholu ci ;

able
zda dojde k vybudovani nove hrany ;

ucelfce,omezl (1),omez2 (ci,s),omez3(j),omezd (J),omezd (J) ,prums, prume, prum7;

ucelfce

omezl (1)

omez?2 (ci, s)

z —e= sum((j), <(j)*=
gplus (ci) *yplus

+ deltaD* (sum( (

(an
(ci,s
i), d

+ deltaP* (sum( (s),

(J)*delta(d))) »

sum(j, A(i,J)*xz(J)) =e= b

(1) 7

sum({j, AA(ci,]j)*x(3J)) + deltaP*(yplus(ci,s)

p(s
) + gminus(ci)*yminusici,s)))))

) ¥ (sum( (¢

i),

- yminus(ci,s))
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=e= alfa(ci,s)-betal(ci,s)*cprum(ci) ;

omez3(Jj) .. x(J) =1= (l-deltaD)*100 + deltaD*100*delta(]j) ;

omezd (3) .. 30 =1= c(3) ;

omez5(3) .. c(j) =1= 120 ;

prumb .. cprum('5') =e= (c('1-5")+c('3-5")+c('E-5")+c('9-5")+c("'11-5"))/5 ;
prumé .. cprum('6') =e= (c('10-&")+c('1l2-6"))/2 ;

prum? .. cprum('7') =e= (c('11-T7")+c("4=-T")+c('12=-7"))/3 ;

Model transport / all / ;

Solve transport using minlp minimizing z ;

Display =.1, z.1 ;
Optimalni FeSeni
Vystup v GAMSu:

—-——— 149 VARTARBLE x.L objem prepravy pres hranu j

1-5 17.000, 3-5 2.900, 3-12 10.100, 4-7 =z=20.000, 10-6 10.000
1z-6 2.970, 1z-7  7.130, 2-10 10.000
—-——— 149 VARTAELE =.L = 5208.43421 celkove naklady

Jak vidime, doSlo k necelo¢iselnosti vysledkil. To oSettime zaokrouhlovanim.

Pro ptehlednost jsou toky znazornény do grafu Obr. 8.6. Celkové minimalizované
naklady jsou z = 5208,421. S ohledem na nastaveni hodnot parametrti optimalni
feSeni ulohy vyuzilo moznosti snizovat nebo zvySovat ceny piepravy v urCitém
intervalu k tomu, aby vyznamné snizilo ptfedeSlou optimalni hodnotu primérnych
nakladli. Bylo upfednostnéno sniZzeni cen i za cenu nartstu variability poptavky
v uzlech. Z nabizenych cest k otevieni byla vyuZita pouze jedna, kterd zleviiuje
dopravu do Litovle. Diky snizeni nakladi na dopravu byla uspokojena vyssi
poptavka ve Sternberku a ziroven niz&i poptavka v Uniové. Model zahrnujici
nahodnost poptavky, vyuzivani dalSich cest a moznost ménénim ceny piepravy
ovliviiovat poptavku pfedstavuje vypoctové narocnou ulohu celociselného
nelinearniho programovani se scénafi. Pouziti tohoto modelu poskytlo feSeni, které
ma piehledné;si strukturu, nez v pfedchozich stochastickych tllohach.
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Obr. 8.6 - Vysledné toky v siti
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9 Zaver

Ve své praci jsem se zaméfila na formulaci pfepravni Ulohy, jeji zobectiovani
a modifikace. Jednotlivé modely jsem implementovala v programu GAMS.
Na model dopravni ulohy jsem navédzala modelem specidlni pfepravni tlohy. Ten
jsem zobecnila pro piipad jednoduchého grafu. Modely jsem implementovala
v systétmu GAMS pomoci reprezentace grafu incidencni matici. To mi umoznilo
na uvedeny model navazovat dal§imi zobecnénimi bez komplikovanych zmén.

Nejprve jsem v obecné prepravni uloze uvazovala ndhodnost poptavky, kterou jsem
modelovala pomoci scénait. Zvolila jsem HN pfistup k ndhodnosti v modelu. Reseni
ziskané na aplikaénim piikladé mi umoZznilo srovnani s predchazejicim
deterministickym piipadem. Déle jsem se zabyvala moznosti vyuziti dalSich hran
k ptepravé. Vhodnym modelem se ukdzala uloha celoc¢iselného linedrniho
programovani. Spojenim pifedchozich dvou modeli vznikl model kombinujici
nahodnost poptavky a vyuZiti dalSich hran. S ohledem na zvoleny postup je uvedeny
model opét ulohou celociselného linearniho programovani. Snizeni hodnot ucelové
funkce s ohledem na moznost vyuziti dalSich cest klade ovSem naroky na realizovany
vypocet tim, ze misto ulohy linearniho programovani odpovidajici scénafové

programovani.

Pivodnim modelem v diplomové praci je model, ktery navic zahrnuje dynamické
naroky, protoze se jedna o ulohu celoCiselného nelinedrniho programovani se
scénafi. Pro modelovani zavislosti poptavky na cené jsem volila linedrni model podle
prof. Haugena. Proto jsem volila aplikacni problém odpovidajici velikosti (fesené
ulohy zahrnovaly stovky omezeni a redlnych proménnych, a dale desitky
proménnych celoc¢iselnych podle volby dat). Zvolend velikost dat mi dale umoznila
vizualizovat ¢ast vstupnich dat a vysledkii pfehledné¢ pomoci grafti a map. VSechny
aplikacni ulohy byly implementovany a vyfeSeny pomoci systtmu GAMS.
Vytvorené zdrojové kody lze snadno upravit pro jiné datové soubory.

Pti feSeni diplomové prace byly vyuzity poznatky projektti vyzkumného centra CQR
MSMT CR ¢&. 1M06047 a dale subprojektt B/CZ0046/2/0021 a B/CZ0046/3/0035
projektu EHS NVF CR a zejména pfistup dynamického oceniovani bude vyuzit pii
modelovani optimaliza¢nich uloh v dalSich inZenyrskych aplikacich, kde je nutné
zohlednit zavislost nahodného parametru narozhodnuti, viz projekty GACR
¢.103/08/1658 a vyzkumny zamér MSMT CR ¢.MSMO0021630519
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Seznam pouzitych symbolu

€1 pramérna hodnota ceny tokti ze vSech j € V doi € |
Ay prepina¢ pro variabilitu hran

A, piepina¢ pro nahodnost poptavky

Qi(jk) prvek matice incidence

b; kapacita vrcholu i

b;. kapacita vrcholu i pfisluSna scénafi s

Cij cena jednotky toku skrz hranu ij

di; naklady na vybudovéni hrany ij

1P dolni hranice poptavky vrcholu i

Lij dolni hranice toku pies hranu ij

li; dolni hranice ceny hrany ij

15 dolni hranice poptavky vrcholu i a scénaie s

Ds pravdépodobnost prislusna scénari s

q; vyrovnavaci cena pro vrchol i pti nedostatku zbozi
q; vyrovnavaci cena pro vrchol i pfi nadbytku zbozi
u,b horni hranice poptavky vrcholu i

Ujj horni hranice toku ptes hranu ij

uj; horni hranice ceny hrany ij

ub. horni hranice poptavky vrcholu i a scénare s

Xij tok pfes hranu ij

yi vyrovnavaci kapacita pro vrchol i a scénar s pii nedostatku zbozi
Vie vyrovnavaci kapacita pro vrchol i a scénaf s pti nadbytku zbozi
Al(G) matice incidence piislusna grafu G

A5(G) matice sousednosti pfislu$na grafu G

N, prirozena Cisla s 0

R" n-rozmérny prostor realnych cisel

b” vektor kapacit

c’ vektor

b;; znaéi, zda dojde k vybudovani hrany ij

C cilové uzly

G graf

P ptepravni uzly

S mnozina scénait

Z zdrojoveé uzly

i oznaceni vrcholl

ij hrana mezi vrcholy i a j

j oznaceni vrchold

S scénar

z ucelova funkce

A matice incidence

E mnozina hran
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mnozina cilovych vrcholi

pfirozena Cisla

realna Cislo

mnozina vrcholu

vektor toka

M w < |z ~

vektor nahodnych elementt
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