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Abstrakt

Ve své praci se zabyvam aplikaci teorie systému autonomnich diferencialnich rovnic v bi-
ologii a to v analyze modelu vzajemné koexistence dvou populaci. Matematické modely
jsou popsany obecné nelinearnim autonomnim systémem diferencialnich rovnic. Uvedla
jsem klasifikaci typt singularnich bodt, které jsou dilezité pro nasledujici feseni konkrét-
nich modeli. V posledni ¢asti je prehled nejzndméjsich modeli dvou populaci (predator
x kofist) a konkrétni modely pro spolecenstva bezobratlych zivoc¢ichi a savcti.

Abstract

In his work dealing with applications, systems theory of autonomous differential equations
in biology to the analysis model of coexistence of two populations. Mathematical models
are described in general non-linear autonomous system of differential equations. I intro-
duced the classification of types of singular points that are important for the following
solutions to specific models. In the last part is an overview of the most famous models
of the two populations (predator x prey) and specific models for the communities of
invertebrate animals and mammals.

Klicova slova

Autonomni systém, singularni bod, model ristu populace.

Keywords

Autonomous system, singular point, model of population growth.

BENACKOVA, J. Systémy autonomnich diferencidlnich rovnic. Brno: Vysoké uéeni
technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2009. 31 s. Vedouci bakalarské prace
Mgr. Zdenék Oplustil, Ph.D.



Prohlasuji, ze jsem bakalaiskou praci Systémy autonomnich diferencidlnich rovnic vy-
pracovala samostatné pod vedenim Mgr. Zdenka Oplustila, Ph.D. s pouzitim materiali
uvedenych v seznamu literatury.

Jana Benackova



Dékuji svému skoliteli Mgr. Zdeniku Oplustilovi, Ph.D. za vedeni mé bakalarské prace.

Jana Benackova



Obsah

2 Systémy nelinearnich diferencialnich rovnic

3.2
3.3

3.4

3.5

Uvod . . ..
Existence a jednoznacnost . . . . . . ... ..o
Stabilita feseni . . . . . . . . . ..

Autonomni systémy

Zakladni pojmy . . . . ...
Typy singulédrnich bodd vroviné . . . . . . . . ... .. .. ... ... ..
Singularni body linedrniho homogeniho autonomniho systému . . . . . .
331 detA=0 ... ..
332 detA£0 ...
Shrnuti typt singularnich boda . . . . . . .. .. ... ...
34.1 Priklady . . . ...

Singularni body nelinearnich autonomnich rovnic . . . . . .. ... ...

1 Uvod
2.1
2.2
2.3

3
3.1

4 Modely spolecenstva predator xkorist
4.1 Klasicky Lotka-Voltertiv model spolecenstva predator xkotist . . . . . . .
4.2 Model spolecenstva predator xkorist s vnitrodruhovou konkurenci kotisti
4.3 Model predatorxkorist Gausseho typu . . . . . . ... L
4.4 Gausseho model s trofickou funkci typu 2. . . . . . ... ... L.
4.5 Gausseho model s trofickou funkci typu 3 . . . . . ... ..o L
5 Zavér

10
10
10
11

12
12
12
13
14
14
16
16
18

19
19
21
23
24
27

30



1 Uvod

Matematika (z feckého mathematikés = milujici poznéni) je véda zabyvajici se z formal-
niho hlediska kvantitou, strukturou, prostorem a zmeénou. Charakteristickou vlastnosti
matematiky je jeji diraz na absolutni presnost metod a nezpochybnitelnost vysledki.
Mezi jinymi védami se matematika vyznacuje nejvyssi mirou abstrakce a presnosti. Diky
témto vlastnostem je ¢asto oznacovana za kralovnu véd.

Aplikovana matematika pouziva abstraktni matematické nastroje k feSeni praktickych
problému z jinych oblasti védy, predevsim fyziky, ekonomie, chemie, ale i biologie nebo
mediciny.

Jednim ze zakladnich nastrojt pro popis a vypocet praktickych problémi jsou diferencialni
rovnice. Rovnice tohoto typu hraji zasadni roli pfi modelovani mnoha technickych a pii-
rodovédnych problémii. Diferencidlni rovnice jsou matematické rovnice, ve kterych jako
proménné vystupuji derivace funkci. Za zakladatele této teorie jsou povazovani G. W.
Leibnitz (1646 - 1716) a I. Newton (1642 - 1727). Nejvétsi rozvoj teorie diferencidlnich
rovnic probéhl v 18. stol., o ktery se zaslouzili A. Clairaut (1713 - 1765), J. d’Alembert
(1717 - 1783), J. L. Lagrange (1736 - 1813) a pfedevs§im L. Euler (1707 - 1783), ktery
zavedl dodnes pouzivany zptisob zapisu.

Specialnim pripadem diferencialnich rovnic jsou autonomni rovnice. Tyto rovnice, které
nezavisi na proménné t (obvykle ¢as), popisuji hlavné jevy, pfi kterych se s ¢asem neméni
jejich podminky. Autonomni rovnice se pouzivaji napitikla pro modelovani ristu populace.
Systémy autonomnich rovnic popisuji model koexistence obecné n druhi.

Ve své praci se zabyvam pravé aplikaci teorie systémii autonomnich diferencialnich rovnic
v biologii a to v analyze modelu vzajemné koexistence dvou populaci (n = 2). Nejprve
jsem zavedla systém nelinearnich diferencialnich rovnic, protoze autonomni systém, je
pouze jeho specialnim piipadem. Klasifikovala jsem typy singularnich bodt, které jsou
dtlezité pro nasledujici feseni konkrétnich modelti. V posledni ¢asti je prehled nejzna-
méjsich modeltt dvou populaci (predator x kofist) a konkrétni modely pro spoleGenstva
bezobratlych zivocicht a savci.



2 Systémy nelinearnich diferencialnich rovnic

2.1 Uvod

Budeme se zabyvat systémem diferencialnich rovnic
:L‘;l = filt,x1,...,x,),
xh : fa(t,xy, ... xy), 0
o = fult,re, ... 1),

kde " = % a f1, fa,..., fn jsou funkce definované na néjaké mnoziné Q C R, Tento

systém budeme zapisovat ve vektorovém tvaru
x' = f(t,x), (2)
kde x = (z1,...,2,), £(t,x) = (fi(t,x1, ... 2n), oy fults 1, .o 20)).

Definice 2.1 Resenim budeme rozumét n—uvektorovou funkci x diferencovatelnou na né-
jakém intervalu I a takovou, Ze prot € I je [t,x1(t),...,x.(t)] € Q a X'(t) = £(t,x(¢)).

Bud nyni x¢ € R, [ty,Xo] € Q. Problém urcit feSeni rovnice (2), které spliiuje poc¢ateéni
podminku
X(to) = Xo, (3)

se nazyva pocatecni (Cauchyho) problém nebo tiloha. Rikdme, Ze poc¢atecni tiloha
x = f(ta X), X(tO) = Xo (4>

je jednoznacna, jestlize ke kazdym dvéma FeSenim x(t), t € Jy, y(t), t € J problému (4)
existuje 0 > 0 takové, ze x(t) = y(¢) pro kazdé t € J; N Jo N (to — I, to + 9).

Definice 2.2 Necht x(t) je Teseni pocdatecni ulohy (4) definované na intervalu I, Z(t) je
reseni pocdtecni tilohy (4) definované na intervalu I a ty € I N 1. Rekneme, Ze x(t) je
rozsivenim 7(t), jestlize I C I a pro kazdé t € I plati x(t) = T(t). x(t) se nazyjvd uplné
resend pocatecni ulohy (4), jestliZe neexistuje jeho rozsirent.

2.2 Existence a jednoznacnost

Pocate¢ni tloha (4) nemusi byt vzdy fesitelnd resp. jednoznacné resitelnd. Nyni uvedeme
postacujici podminky, kdy tomu tak je.

Véta 2.1 (Peanowva): Budte a,b € RY, ty € R, x9 € R" a oznaéme I = (tg,to+a), D =
{x € R" : |x — xo| < b}. Necht funkce f : I x D — R" je spojitd. Pak ezistuje asporn
jedno teseni pocdtecniho problému (4), které je definované na intervalu J := (to,ty + ),
kde o := min(a,bm™"), m = maxp xjerxp |£(¢, x)|.

Véta 2.2 (Picardova - Lindeldfova): Budte a,b € R* ty € R, x9 € R" a oznacme
J = (to,to +a),D ={x € R": |x — xo| < b}. Predpoklidejme, Ze funkce f:J x D — R"
je spojitd a spliiuje Lipschitzovu podminku (vzhledem k x): existuje L € Ry tak, Ze plati

£(t,x) —f(t,y)| < Lx—y|, [t,x],[t,y] € JxD. ()
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Pak existuje pravé jedno feseni pocdatecni ulohy (4) definované na intervalu (to, to + §) =: J,
kde

§ = min(a,bm™1),
pricemz

m = max |f(¢,x)].
[tx]eJxD

2.3 Stabilita reseni

Dalsi vlastnosti feseni, ktera nas zajima, je jeho stabilita.

Definice 2.3 (Persidskij): Necht xo = Xo(t) je Teseni systému (1) definované na in-
tervalu (0,00). Reseni xq se nazjvd stejnomérné stabilni, kdy? ke kazdému ¢ > 0 ezistuje
d > 0 tak, Ze pro kazdé ty > 0 vSechna reseni x = x(t) systému (1) splriujici podminku
|x(to) —xo(to)| < 0 existuji pro vSechna t > ty a spliuji pro né nerovnost |x(t) —xo(t)| < €.
Neni-li resent xq stabilni, nazyvd se nestabilni.

Definice 2.4 (Ljapunov): Reseni xo = xo(t) systému (1) definované na intervalu
(0,00) se nazyvd ljapunovsky stabilni (struénéji stabilni), kdyZ ke kaZdému ¢ > 0 a
to > 0 ezistuje 6 > 0 tak, Ze kaZdé Teseni x = x(t) systému (1) wvyhovugici podmince
|x(to) — xo(to)| < & ezistuje prot >ty a spliiuje pro tato t nerovnost |x(t) — xo(t)| < e.

Definice 2.5 (Ljapunov): Necht xo = xo(t) je Teseni systému (1) definované na in-
tervalu (0, 00). Reseni xq systému (1) se nazgvd asymptoticky stabilni, kdy? je stabilni a
existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé t; > 0 a vSechna Teseni x = x(t) systému (1) spliugict
nerovnost |x(t1) — xo(t1)| < 0 plati

1tlim |x(t) — x0(t)] = 0.
Definice 2.6 Reseni xo systému (1) se nazjvd exponencidlng stabilni, jestlize existuji
konstanty K > 0, > 0 a 0 > 0 takové, Ze pro kazdé t; > to je TeSeni x systému (1)
splriugict podminku |x(t1) — xo(t1)| < d definovdno pro vSechna t > t1 a plati

x(t) = xo(1)] < K [x(t1) — xo(t2)| e, 1> 11, (6)

Véta 2.3 Bud A konstantni matice. JestliZe vSechny koveny jeji charakteristické rovnice
det(A — M) = 0 (viastni ¢isla matice A) maji nekladnou redlnou édst a ty s nulovou
redlnou ¢dsti jsou jednondsobné, pak teSeni xo = Xo(t) = 0 linedrniho autonomniho
systému X’ = A X je stejnomérné stabilni.

Véta 2.4 Jestlize alespon jedno vlastni cislo matice A mda kladnou redlnou ¢édst, pak
resenti xo = Xo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému x' = A x je nestabilni.

Véta 2.5 Reseni xo = Xo(t) = 0 linedrniho autonomniho systému x' = Ax je stej-

nomérné asymptoticky stabilni praveé tehdy, kdyZ vsechna vlastni cisla matice A maji
zdapornou redlnou cast.
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3 Autonomni systémy

3.1 Zakladni pojmy

Vektorova diferencidlni rovnice

dx
] 1)

kde vektorova funkce f je definovana na néjaké oblasti €2 v prostoru R", se nazyva auto-
nomni systém. Casto byva = R™. V této kapitole budeme piedpokladat, ze f je spojita
n-vektorova funkce a Ze pocatecni problém (7) s poc¢ateéni podminkou x(¢y) = X¢ je jed-
noznaény pro libovolné [tg, Xo] € R x €. Resenim budeme dfisledné rozumét tiplné fesend.

Refenim x = ¢(t) rovnice (7) mtizeme interpretovat budto jako graf funkce x = o(t)
v prostoru R x 2 nebo jako kiivku v prostoru {2 danou parametricky rovnici x = .
Ve druhém piipadé se takova kiivka nazyva trajektorie systému (7). Je to kolmy pramét
grafu funkce x = ¢(t) z R x 2 do Q.

Poznamka 3.1 Pro autonomni systémy pojmy stabilni reseni a stejnomérné stabilni re-
sent splyvagi.

Véta 3.1 Bud x = ¢(t) 7eseni rovnice (7) spliujici pocdatecni podminku p(to) = Xo.
Pak pro kazdé ¢ € R je tézZ x = )(t) := ¢(ty + ¢) Tesenim (7) a spliuje podminku
W(ty — ¢) = xq. Je-li p(t) definované na intervalu (t1,ts) je 1(t) definované na intervalu
(tl —C, tQ — C).

Véta 3.2 Budte p, 1 feseni rovnice (7). Pak jejich trajektorie budto splyvaji, nebo nemagi
ani jeden spolecny bod.

Definice 3.1 Bod xq se nazyvd singuldrni bod (kriticky bod nebo staciondrni bod) rovnice
(7), jestlize £(xq) = 0.

Véta 3.3 Autonomni systém (7) miZe mit trajektorie trojiho typu:
e Singuldrni body. Odpovidaji konstantnim resenim.
o Uzavrené trajektorie (cykly). Odpovidaji nekonstantnim periodickym tesenim.

o Trajektorie, které samy sebe neprotinayji.

3.2 Typy singularnich bodi v roviné

Bud dan autonomni systém dvou rovnic ve vektorovém tvaru
x' = f(x), (8)

kde Q@ = R? a predpokladdejme existenci a jednoznacnost feseni kazdého pocatecniho
problému.

Definice 3.2 Kriwvka, na nichZ jsou smerové elementy uvazZovaného dvojrozmerného sys-

tému autonomnich diferencidlnich rovnic rovnobézZné se souradnymi osami, se nazyvd
nulklina.
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Singularni bod xo rovnice (8) se nazyva:
e stred, kdyz existuje ryzi okoli O bodu xq takové, Zze kazdym bodem a € O prochazi

jedina trajektorie, ktera je uzaviena a obsahuje ve svém vnitiku bod xg;

e ohnisko, kdyZ existuje ryzi okoli O bodu xq takové, ze bod x(t) trajektorie x vy-
chézejici z libovolného bodu a € O ma tu vlastnost, ze konverguje pro t — co nebo
T T— s

t — —oo k xg, a to tak, ze velikost orientovaného uhlu vektoru zq z(t) od néjakého
pevného vektoru zgyz; ma nevlastni limitu;

e uzel, kdyz existuje ryzi okoli O bodu xq takové, ze pro bod z(t) trajektorie x vy-
chézejici z libovolného bodu a € O plati

lim x(t) = %o nebo lim x(t) = xo, 9)

t—o00 t——o00

—_

pfi¢emz velikost orientovaného thlu vektoru zx(t) od néjakého pevného vektoru
—_— , v . .

o x1 ma konec¢nou limitu;

e sedlo, kdyz existuje jen koneény pocet trajektorii x = x(t) takovych, zZe

lim x(t) = xg nebo lim x(t) = Xo. (10)

t—o0 t——o00

Poznamka 3.2 Je-li xo # 0 singuldrni bod rovnice (8), lze posunutim y = x — Xp
transformovat rovnici (8) na rovnici y' = f(y + Xo), kterd ma singuldrni bod v pocatku
fdzového prostoru R?. Touto transformaci se neméni typ singuldrniho bodu.

3.3 Singularni body linearniho homogeniho autonomniho systému

Provedeme nyni klasifikaci singularnich bod a popiSeme pribéh trajektorii linearnich
autonomnich systémt ve fazovém prostoru R2.
Bud dan homogenni autonomni systém dvou rovnic zapsany ve tvaru

/ _

Ty = an + Q12 T2
/ _

Ty = 2177 -+ G99 T2

(11)
a oznacime

Q21 A22

a a
A:( 11 12)7 aij€R2>

pak vlastni ¢isla matice A jsou koreny charakteristické rovnice

ap; — A Q12
21 azy — A

det(A — \I)

‘ = )\2 — (CLH + a/22))\ + 11 A2 — A12 Q21 — 0. (12)

Je-li x feSenim systému (11), je téZ cx,c € R, feSenim tohoto systému. Trajektorie od-
povidajici takovym feSenim jsou tedy stejnolehlé se stfedem stejnolehlosti v pocatku. S
pomoci vhodné linearni transformace miizeme x = Py prevést na tvar

y =By, kde B=P 'AP. (13)
Podle povahy kotenii A\i, Ao charakteristické rovnice matice A miize byt B tvaru
(A0 (A0 (M1 B RA)  S(A)
Bl—( 0 Ag)’B2—( 0 A >’B3—< 0 )\1>’B4_ ( 30 R

13



Prvni tvar odpovidd dvéma redlnym riznym kofentim, druhy dvojnasobnému kofenu
A1, je-li |aa| + |agi| = 0. Tteti tvar odpovidd dvojnidsobnému kofenu za podminky
la1a| + |a21| # 0. Posledni tvar odpovidéa pfipadu komplexné sdruzenych kofentt Aq, As.
Vysetfovani priibéhu trajektorie systému (11) miizeme tedy nahradit vySetfovanim sys-
tému (13), protoZe jsme jej obdrzeli linearni transformaci, ktera geometricky predstavuje
otoCeni a tudiz neméni typ singularniho bodu. Budeme tedy uvazovat, ze y = (y1, v2)-

3.3.1 detA =0

Jestlize det A = aj1 ags — as a1z = 0, pak alespori jedno vlastni ¢islo rovnice (12) je
rovno 0. Systém (11) a tedy i (13) ma v tomto pfipadé nekoneéné mnoho singularnich
bodu. Je-li navic A # O, jsou singularni pravé vsechny body pfimky x. Je-li A = O, je
kazdy bod fazového prostoru R? singuldrni.

3.3.2 detA #£0

Pokud det A # 0 pak systém (11) mé jediny singularni bod a to v pocatku fazového
prostoru R?. O kotenech A;, Ay rovnice (12) miiZzeme Fict, Ze A\ Ay # 0.

(1) B=B,

Maé-li charakteristickd rovnice (12) realné kofeny \; # A, je

(M0
B_(o AQ)'

ReSenim autonomniho systému (13) je vektorovéa funkce o slozkach

At Aot
ylzclelv 92202627

kde ¢1, co € R jsou libovolné konstanty. Pokud se konstanty nerovnaji 0, plati

A A
& ’ — 6)\1 Aot — % '
1 )

takze kazdou trajektorii systému (12) mizeme psat ve tvaru

22 A2

Y2 =cac gt (14)

e Je-li A\j, Ay > 0, pak pro t — —oo konverguje bod y(t) = [y1(t), y2(t)] k pocatku

a plati
lim y(t) T Mgt 00, lezi-li [c1, o] v 1. nebo 3. kvadrantu,
t——oo gy (t)  t——oocy ApeMt | —oo, lezi-li [c1, o] v 2. nebo 4. kvadrantu.

Pocatek je tedy odpudivy uzel.

e Je-li A\, \s < 0, transformace t — —t prevadi tento piipad na predchéazejici.
Priabéh trajektorii je stejny, pouze pohyb bodu po trajektorii je opac¢ny, singu-
larni bod je tedy pritazlivy uzel.

e Jsou-li A\j, Ay opacnych znamének je i—f v rovnici (14) zéporny. A singuldrnim

bodem v pocatku fazového prostoru je sedlo.
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Ma-li charakteristicka rovnice (12) dvojnasobny kofen \; # 0 a |aja| + |az1| = 0, je

A0
B = :
(o)
V tomto piipadé jsou trajektoriemi rovnice (13) polopfimky vychazejici z poc¢atku

— A1t _ A1t
hh=acae , Ya=C€e ",

c1,60 € R—0.
V pocatku je tedy opét uzel.
(3) B=Bs
Ma-li charakteristicka rovnice (12) dvojnasobny kofen \; # 0 a |aja| + |agi| # 0, je

(a1
B_(o )\1)'

Trajektorie systému (11) jsou uréeny rovnicemi

Y1 = (e +eat) e yp = cpeM.

Pokud ¢3 # 0 lze rovnici trajektorii psat ve tvaru

Y2 C2 Y2
==(c1+— In=).
U1 e (01 N nc2)

Priubéh trajektorii kolem pocatku fazového prostoru je opét uzel.

(4) B = By
Ma-li charakteristicka rovnice (12) nerealné kofeny A, Ay € C je

5= () )

Ozna¢me p = R(Ay), v = S(\1).
e Necht ;= 0. Jedn4 se tedy o systém
Vi =V, Yo =V,
takze y/ = —1v?y; a parametrické rovnice trajektorii jsou
y1 = ¢y cos(vt+ ca), Yo = —cy sin(vt +c3), c1,00 € R\ {0}.
Trajektoriemi jsou tedy kruznice y? + y3 = ¢} a pocatek je stred.
e Je-li p # 0, jedna se o systém
Vi =Ryt vy, Yh= vyt .
Zavedenim polarnich soutadnic y; = r cos @, ys = rsin @, obdrzime
=Yy + ey = pr,
r_ Yo U1 — Y2 Yy _

vi + 3
Resenim tohoto systému jsou funkce

r=ce’, p=cy—vt, kde c1,co €R.

Pro ¢; > 0 to jsou parametrické rovnice logaritmickych spiral, takze pocatek
fazového prostoru je ohnisko.
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3.4 Shrnuti typt singularnich bodu

Vysledky predchoziho odstavce lze shrnout takto.
Ozna¢me D jako diskriminant charakteristické rovnice (12) a T'r jako stopu matice A.

D = (au - 6l22>2 +4ajsas, TT(A) =aj; +ax a detA = aqaxn — an an

Pak jednotlivé typy singularncih bodd miizeme urcit podle néasledujici tabulky.

det(A) D Tr(A) Typ singularniho bodu
det(A)>0| D<0|Tr(A)#0 ohnisko
det(A) >0 | D <0 | Tr(A) =0 stied
det(A)>0| D >0 uzel
det(A) <0 sedlo

o« o *A:(6 _35)—’P(A)Z(6—A)(3—A)+5=A2—9A+23

y = x+4+3y 1
— A= %ﬁ — singularni bod je odpudivé ohnisko

Obrazek 1: Singularni bod typu odpudivé ohnisko

¥ = 2x+y (=2 1 NV o
° y = —z—2 —>A—<_1 _2)—>P()\)—( 2=N)(—2—-AN)+1=X+4\+5
— A2 = —2 £ ¢ — singularni bod je pritazlivé ohnisko

Obrazek 2: Singularni bod typu ptitazlivé ohnisko

¥ = 3x+y B 3 1 e - e
y = —x+y _>A_<—1 1>—>P(A)—(3 NI =A) +1=22—4\+4

— A2 = 2 — singuldrni bod je odpudivy uzel
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Obrazek 3: Singularni bod typu odpudivy uzel

AN

= -z (-1 0 NV
*y o= 32—y HA_( g 1 ) P =11 =422+ 1
— A2 = —1 — singularni bod je pritazlivy uzel

N

Obrazek 4: Singularni bod typu pfritazlivy uzel

A

o = 3r+4y—5 —>A:(3 4)_>p()\):(3_,\)(1—)\)—8:)\2—4)\—5

y = 2x +y 2 1
— Ao = _51 — singularni bod je sedlo
Obrazek 5: Singularni bod typu sedlo
e U= Y A (L) L py ) (1A 2= a2
y = 20—y 2 -1 N N

— A2 = £i — singulérni bod je stred
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Obréazek 6: Singularni bod typu stred

3.5 Singularni body nelinearnich autonomnich rovnic

Nyni uvedeme, jak se urcuji singularni body u nelinearnich autonomnich rovnic.

Definice 3.3 Singuldrni bod xy se nazyvd bod rotace, jestlize v libovolném okoli bodu xg
existuje alespon jeden cyklus, obsahujici ve svém wvnitrku bod xg.

Nyni zavedeme oznaceni:

fl __ Of(x10,%20) f2 __ Of(x10,%20)

o0z ’ Oxo ’
__ 0g(x10,220) __ 0g(x10,220)
g1 = Ozr1 ) g2 = Oy .

Véta 3.4 Predpoklddejme, Ze funkce f(x1,x2), g(x1,x2) jsou spojité a magi spojité par-
cidlni derivace druhého vddu v okoli bodu [x19, xa0| a Ze f(x19,T20) = g(T10, T20) = O.

Necht o s
det | 71 72 0.
‘ [ g1 92 } 7

Pak je bod [x19, xag] izolovanym singuldrnim bodem autonomniho systému. Pritom je bod
[0, yo| uzel, ohnisko nebo sedlo pro autonomni systém, je-li pocdtek singularnim bodem
stejného typu pro linedrni systém

/
xy = fix1 + faxe,
L .
Ty = G171 + G272

Je-li vsak pocdtek stred pro tento systém, je bod [xg,yo| bud bod rotace nebo ohnisko pro
puvodni autonomni systém.
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4 Modely spolecenstva predator xkorist

Nyni se budeme zabyvat konkrétnim modelem vyvoje dvou populaci z nichz jedna (pre-
dator) se zivi druhou (kofist).

Specializujeme se na situaci, kdy se predator zivi jen jednim typem kofisti a v jeji nepfi-
tomnosti vymira, naopak kofist je lovena pouze jednim typem predatora.

Oznacme = = x(t) velikost populace kofisti v ¢ase t a y = y(t) velikost populace predatora
v Case t (velikost je dana bud jako pocet jedinct, ¢ hustota populace). Dale ozna¢me

a; = ag(x) jako specifickou miru ristu populace kofisti,

V = V(x,y) jako mnozstvi kofisti ulovené jednim predétorem, zavisi jak na velikosti
populace predatora (napf. ¢im vic predatort, tim vétsi konkurence), tak na mnozstvi ko-
Fisti (napf. ¢im méné kofisti, tim je horsi Sance pro predatora ji najit a ulovit),

€ jako miru vymirani populace predatora, ¢ > 0,

as = as(V') jako miru porodnosti predatora (zavisi na mnozstvi ulovené kofisti).
Jsou-li v ¢ase t velikost populace kofisti x(t) a predatora y(t), pak v ¢ase t + At jsou

w(t + At) = x(t) + aa (2(t)) () AL — V(2(1), y())y(t )
y(t + At) = y(t) — ey(t) At + on (V(x(t), y(t)))y(t) At

kde o (z(t))z(t)At je piirastek (tbytek) populace kofisti za ¢as At, V(z(t), y(t))y(t)At
je mnozstvi ulovené koftisti za Cas At.

Za predpokladu diferencovatelnosti funkei z(t), y(¢) a spojitosti funkei oy, ap a V' limitnim
prechodem At — 0 dostavame z predchozi rovnice obecny model predator x kofist

¥ =a(x)r —V(z,y)y
Y =(—e+aV(z,y)y.

4.1 Klasicky Lotka-Volteruv model spolec¢enstva predator xkorist

Zakladnim matematickym modelem popisujici chovani populaci predator x kotist je Lotka-
Voltertiv model. Tento model nezavisle na sobé poprvé popsali matematici Vito Volterra
a Alfred Lotka ve 20 letech minulého stoleti. Zavedeme oznaceni:

x ... velikost populace koristi,

y ...velikost populace predatora,

a1 ...stfedni rychlost riistu velikosti populace koristi,

Qg ...stfedni rychlost ristu velikosti populace predatora.
Pro jednoduchost budeme pfedpokladat, ze predator a kotist ziji izolované od ostatnich
zivo¢isnych druht (napf. na pustém ostrové), ze predator se zivi pouze kofisti a korist ma
dostatek potravy, tzn. oy > 0. Kdyby se predator nezivil kotisti, postupné by vyhynul, z
¢ehoz muzeme usoudit, ze as > 0. Predpokladejme, Ze existuji dvé konstanty ci,co > 0
takové, ze pro zménu velikosti populace kofisti Az (resp. predatora Ay) pfi zméné casu
At plati

Ar = aixAt —c oyt

Ay = —agyAt+cryAt. (15)

Clen c; zy At predstavuje tibytek populace kofisti vlivem lovu predatort, naproti tomu
¢len ¢y x y At predstavuje nartust populace predatora vlivem dostatku potravy (kofisti).
Podélenim predchozi rovnice zménou casu At a limitnim prechodem At — 0 dostavame

/ — —
'T/ - (al C1 y) x? (16)

Yy = (—ag+c1)y.
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Kazdy pocatetni problém tohoto systému mé jediné a Gplné feseni. Systém (16) ma body

singularity v [0,0] a [22, 2]. Jacobiho matici zapiSeme ve tvaru
[ a1 —ay —Cx
J(x’w_( Coy —ag—l—ch)'

Pak plati

(e 0 a ar) _( 0 e
J(()’O)_(O _O‘2>’ J(C2’Cl)_(% 0 >

Vlastni ¢isla Jacobiho matice J(0,0) jsou A\; = a3 a Ay = —a, tedy Ay > 0a Xy <02z
¢ehoz muzeme urcit typ singularniho bodu, sedlo.

Vlastni ¢isla druhé Jacobiho matice J (3—22, i‘—;) jsou A2 = *iy/ajaq, takze [22, %] je

ca’ c1
singularnim bodem typu stred.
Velikost populaci predatora a koftisti se cyklicky opakuji, pricemz kolisaji kolem rovno-
vaznych stavi; @ (kofist) kolem ¢2 a y (predator) kolem ¢+ (Obrazek 7).

Pokud systém neni ovliviiovan vnéjsimi podnéty, velikost populace kotisti x kolisa ko-

lem ‘2‘—22, zatimco velikost populace predatora y kolisa kolem vyssi hodnoty 06“—11

Lovem koftisti se snizuje stredni rychlost ristu velikosti populace kofisti a;, x potom kolisa

kolem ‘;—22, zatimco y kolisa kolem nizs$i hodnoty 3—11

Lovem predatora se snizuje stfedni rychlost ristu velikosti populace predatora as, x po-

tom kolisa kolem vyssi hodnoty ¢2, y kolisa kolem *.

Pokud branime korist a nesnizujeme pocet populace predatora, klesaji konstanty cy, cs,
a1 a2

zatimco %, 22 vzristaji.
c1’ co

¥l

Obrazek 7: Klasicky Lotka-Volteriv model
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4.2 Model spolecenstva predatorxkorist s vnitrodruhovou kon-
kurenci koristi

Klasicky model, ktery je ukazan v predchozim odstavci mé jeden nerealny rys. Pokud
by vymfela populace predatora, populace kofisti by zacala neomezené rist. Ale protoze
jsme ptvodné predpokladali, Ze ziji na opusténém ostrové, neméli by dostatek prostoru
ani potravy. Proto do rovnice (15) zaclenime omezujici ¢len vyvoje kofisti. Ozna¢me:

x ... velikost populace koristi,

y ...velikost populace predatora,

a1 ...specifickou miru rustu populace koristi,

—qp . ..specifickou miru ristu populace predatora izolovaného od kofisti,

a ...miru vnitrodruhové konkurence koristi,

c1 ...specifickou miru ni¢eni populace kotisti predatorem,

b ...efektivnost pfemény znicené kotisti na populaci predatora,
kde vSechny konstanty jsou kladné a polozme ¢, = b ¢;. Pro model spolecenstva predator x kotist
s vnitrodruhovou konkurenci tedy plati

¥ = (g —ax—cy)u,

/

Y = (-awatern)y (17)

Kazdy pocatecni problém pro tento systém je jednoznacné urcen. Zajimaji nas pouze
feSeni lezici v prvnim kvadrantu. Body singularity tohoto systému jsou [0, 0], [2*, 0] a pro

a caar1—aqn

Coaq > aay také [z, yx| = [ ] . Jacobiho matici zapiSeme ve tvaru

co? c1c2
ap—2ax—cry —C1 T
J(x*, y*x) = . 18
O G S (19
Vlastni ¢isla matice J(0,0) = ( %1 (; ) jsou a; > 0 a ay < 0, takze singularni bod
—Qy
0,0] je sedlo.
_ _aa

Je-li cpa1 < aaw, pak vlastni ¢isla matice J(2,0) = ( (()11 enary o ) jsou —ay; < 0 a

—(620‘1;“0‘2) < 0, takze singularni bod je typu uzel (Obrazek 8).

Pro csa; > aay jsou vlastni ¢isla predchozi matice J(<4,0) s opaénymi znaménky, takze
. Va 7 . a
singularni bod je sedlo.

_aa  _cop
Opét vezmeme predpoklad coay > aqw, pak vlastni ¢isla matice J(zx, y*) = ( c2 c2

jsou

kde oznac¢ime D = a?a2 — 4cocia(cray — aay).

Jestlize D > 0, pak singularni bod je uzel (Obrazek 10).

Jestlize D < 0, pak singuldrni bod je ohnisko (Obrazek 9).
Oba pripady jsou stabilni.
Pocet kust kofisti se ustali na hodnoté x* a pocet predatorti na y*. K tomuto ustalenému
stavu populace dojdou s tlumenymi oscilacemi nebo kone¢nym poctem zakolisani.
Lovem predatora se snizuje jeho populace a zvySuje se populace kofisti (pouze omezené).
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Obrazek 10: Model s vnitrodruhovou konkurenci za predpokladu caa; > aag, D > 0
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4.3 Model predator xkorist Gausseho typu

Oba modely v pfedchozich oddilech vysvétlovaly jevy vyskytujici se ve skute¢nych popu-
lacich, vyskytoval se v nich stacionarni stav, kolem kterého kolisaly velikosti obou popu-
laci. Modely ale maji taky nezanedbatelné nedostatky. Realné populace podle klasického
Lotka-Volterova modelu by se nevyvijely v pravidelnych cyklech, ale nepredvidatelné koli-
saly diky ndhodnym vliviim. Model s vnitrodruhovou konkurenci tento nedostatek nem4,
ale nevysvétluje cyklické kolisani velikosti populaci.

Opét oznacime = = xz(t) jako velikost populace kofisti a y = y(t) jako velikost popu-
lace predatora. Predpokladejme:

e piiristek (resp. ibytek) izolované populace kofisti je imérny jeji velikosti, tzn. v Case
t mé x jedinct, pak v ase t + At méa x + ayxAt jedincd, kde «ay(x) je specifickd
mira rastu

e jeden predator zabije za jednotku casu V kusi kofisti, tzn. za ¢as At predator zabije
V At kusu kofisti, kde V' (z,y) je mnozstvi zabitych kusi kofisti

e korist je jedinym nebo alespon hlavnim zdrojem potravy predatora, ten tedy bez
kotisti vymira konstantni rychlosti €5 > 0, tzn. v ¢ase t ma populace predatora y
jedinci, pak v case t + At ma y — eoyAt jedinci

e pokud ma predator potravu, muze se rozmnozovat, potom tedy za jednotku casu
mize mit predator oy mladat, tzn. za éas At se narodi aoyAt mladat, kde as(V) je
specifickd mira porodnosti predatora

Z uvedenych predpokladt plynou rovnice

z(t+ At) = () + ar(x(t)x(t) At — V(x(t), y(t))y(t) At,
y(t+ At) = y(t) — eay(t) At + aV(x(t), y(t))y(t) At.

Predpokladejme, ze x, y jsou diferencovatelné a oy, ag, V' jsou spojité, limitnim pfechodem
At — 0 dostaneme systém rovnic

/

d = a(z)r—Vizy)y,
y/ — [_52—|—042(V(x7y>)}y'

Konkrétni modely ziskame blizsim urc¢enim funkei oy, as, V.

Predpokladejme, Ze izolovand populace kofisti se chova podle modelu a4 (z) = &1 — ax,
kde £1,a > 0 a Ze predatofi se pfi lovu neovliviiuji, coz znamend V' = V(x). Dalsim zjed-
nodusenim bude, ze mnozstvi ulovené kofisti se pfimo podili na rtstu populace predatora,
tj. aa(V) = kV, kde kladna konstanta x predstavuje efektivnost pfemény populace ko-
Fisti na populaci predatora. S pouzitim téchto predpokladi mtizeme systém (19) zapsat
ve tvaru

(19)

/

¥ = (g1 —ax)r —V(x)y,
y = [—ex+kV(2)]y.

Nyni specifikujme funkci V(x), kterd se nazyva trofickd funkce nebo funkéni odpovéd

predatora. Pfedpokladejme, ze funkce V(x) je spojité a spliiuje nasledujici predpoklady:

(20)

e 1/(0) =0, tzn. pokud neni kofist, predator nic neulovi

e lim, .., V(z) = M, tzn. i pfi nadbytku kofisti ulovi predator jen omezeny pocet
kust
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e funkce V je neklesajici
Rozlisujeme ¢tyfti typy trofické funkce:

e typ 1. tento typ se pouziva pro predatory, ktefi se zivi filtrovanim vody nebo spa-
(. . Joar, z<M/c
sanim travy, V(z) = M, x> M/e

ax

) nebo

e typ 2. tento typ je charakteristicky pro bezobratlé zivocichy, V(x) =
V(z) =M1 —e*") kdea>0ake(0,1)

e typ 3. tento typ se vyuziva v prostiedi, kde pro kofist existuji ukryty a predator ma
dalsi zdroje potravy, rovnice je stejna jako pro typ 2., jen k > 1

e typ 4. tento typ se pouziva pro obratlovce, tedy pro zivocichy schopné slozitého

0, x <b/c
chovéni, V(z) =< cx —0b, b/e<ax<(M+b)/c, kdeb,c>0
M, o> (M+b)/e,

4.4 Gausseho model s trofickou funkci typu 2.

Model reélné populace bezobratlych Zivocichit mé trofickou funkci typu 2, V(z) = bé’il,
kde b > 0. Pro tento systém analyzujeme jeho typy singularnich bod.
¥ = (g1 —ax)x — way (21)

Yy = (—e2+ rpy)y

Stacionarni body zjistime pomoci nulklin.
x-nulkliny: 2/ =0

er(l— %)

y-nulkliny: ¢y =0
(— 52+/<;bz+1)y =0=z= b(ﬁ Pt
Stacionarni body tedy jsou [0, 0], [k, 0],

bﬁﬂ =0, kde oznacime & = k. = v =0,y = £(1 - £)(bx + 1)

y=20
[ Eln(bk(n—zsg)—ag)] _ [x*’y*]

b(k— 52 b2k(k—e2)?

Nyni sestrojime Jacobiho matici, kam dosadime stacionarni body. Podle tabulky z od-
stavce 2.4 urc¢ime jejich typy.

[ &1 —2ax —V'(2)y —V(z)
J(z,y) = ( kKV'(x)y —e9 + KV () )

1. J(0,0) = 55 _052

detJ(0,0) = —e169 — detJ(0,0) < 0 a tedy singularni bod je typu sedlo.

2. 3(k,0) = ( o e )

detJ(k,0) = e160 — e16V (2) je-li

k> iy — detJ(k,0) < 0 = singuldrni bod je tedy typu sedlo,

k<inimy — detJ(k,0) > 0 = singuldrni bod je tedy typu uzel nebo ohnisko.
= [bk(e1 — €2 + k) + (61 — €2)]*> > 0 = singularni bod je uzel (Obrazek 11).
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5 3y - (O -2 -V V@) )):(a—m*—v'(x*)y* —a

RV (x*)y* —e9 + KV (z*
aby bod [z*, y*] byl v prvnim kvadrantu musi byt & >
detJ(z*, y*) = Wy > 0 = wuzel nebo ohnisko.

KV (x*)y*

Mna)

Nyni vyfesime stabilitu stacionarniho bodu pomoci stopy matice Tr(J(z*, y*)).
Tr(J(z*,y*)) = e — 252" — V'(a*)y* = —2bx™ + bka* — a* = a*(a* — bl‘;bl)
Tr(J(z*,y*)) > 0 pro z € (0,%-1) — nestabilni staciondrni bod (Ohnisko) viz.
Obrazek 13

Tr(J(z*,y*)) < 0 pro z € (%1 00) — stabilni stacionarni bod (Ohnisko) viz.
Obrézek 14

Nyni vySetiime chovani modelu v okoli vyznamnych bodt, tj. x = 0,2 = k,x = b’;—gl

Ozna¢me h(r) = D(z) = (a11 — ag2)? + 4aipag; = (61 — 2az — V'(2)y + &3 — 6V (2))? —
4V (2)V'(x)y.
e lim, .o+ h(z) = (g1 +&2)? > 0 = v okoli 0 bude (z*,y*) nestabilni uzel

e lim, ;h(z) = (—&1)? > 0= v okoli k bude (x*,y*) stabilni uzel (Obrazek 12)

. limgHL;l h(z) = =482 < 0 =v okoli %21 bude (2*,y*) ohnisko

Shrnuti modelu s trofickou funkci typu 2

Ptiblizi-li se z k hodnoté k, pak y se blizi k 0. V tomto bodé [k, 0] jsme urcili singularni
bod typu stabilni uzel, coz lze interpretovat jako stav, kdy populaci predatora nestaci
pocet kofisti a vymira, zatimco populace kofisti se ustali na hodnoté k, coz je kapacita
prostiedi.

Pokud se x blizi k %L zleva (nestabilni oblast), singularnim bodem je nestabilni ohnisko.
Populace predatora a kor1st1 opakované osciluji.
Pro x blizici se k %1 zprava (stabilni oblast), populace predatora i kofisti se ustali na

urc¢ité hodnoté, smgularmm bodem je totiz stabilni ohnisko.
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Obrazek 11: Gauseho model s trofickou funkci typu 2, pro z = k
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4.5 Gausseho model s trofickou funkci typu 3

Model redlné populace savc (napf. rys X zajic) md trofickou funkei typu 3, V(x)

M bb;” 5, kde b > 0. Pro tento systém analyzujeme jeho typy singularnich bodu.
ba?

bx2+1y

y' = ( €2+ ’ibx2+1)y

Stacionarni body zjistime pomoci nulklin.
x-nulkliny: 2/ =0

¥ = (eq —ax)r —

bx?

ei(l = &)z — 7577y =0, kde oznacime < = k. = z =0,y =&1(1 - z)beil

y-nulkliny: ¢’ =0
(— 52+ﬁbx+l)y:0:>x: =2 =0

Stacionarni body tedy jsou [0, 0], [k, 0], {‘ |5ty Bl (, ot t+ ) <\/_k N T 52)} =

[7*, "]

Nyni sestrojime Jacobiho matici, kam dosadime stacionarni body. Podle tabulky z od-

stavce 2.4 urcime jejich typy.

(&1 —2ax —V'(2)y —V(x)
I(z.y) = ( KV (z)y —e9 + KV (2) )

1. J(0,0) = ( 55 —052 )

detJ(0,0) = —e169 — detJ(0,0) < 0 a tedy singularni bod je typu sedlo.

2. J(k,0) = ( _051 —Ez_‘f‘—/’i@(k) )

detJ(k,0) = e169 — 16V (k) je-li
k>, /m — detJ(k,0) < 0 = singularni bod je tedy typu sedlo,

k< W — detJ(k,0) > 0 = singularni bod je tedy typu uzel nebo ohnisko.

D= [/{Mal‘jfﬂ + (61 — €2)?]> > 0 = singularni bod je uzel.

ax*2+1

3. J(a*y") = g1 — 2ax* = V'(z*)y* —V(x*) [ &1 —2ax" — %ﬁ{k)
LY = KV (a*)y —e+KV(2") ) B

aby bod [z*, y*] byl v prvnim kvadrantu musi byt & > | et

detJ(z*,y*) = %ﬁ;/k) > 0 = uzel nebo ohnisko.

Nyni vyfesime stabilitu staciondrniho bodu pomoci stopy matice T (J(z*, y*)).

Tr(3(a*,y")) = e — 24 — B = —6ba™® 4 bha? — k= 0
Vysettili jsme prubeh funkce a ZJlstlh jsme, ze v kladné poloose ma maximum v %

dime do —6bz*3+bkz**— k za x = £, dostaneme vyraz k(ak—

, dosa-

. Pak pro ak? > 27 ex1stuje

interval nestability stacionarnich bodi, pro ak? < 27 je stamonarm bod vzdy stabilni.

Nyni vySetiime chovani modelu v okoli vyznamnych bodt, tj. z =0 a z = k.
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Ozna¢me h(z) = D(x) = (a11 — an)? + 4asa9; = (g1 — 2az — V'(2)y + &2 — KV (2))? —
4V (2)V' (x)y.

e lim, o+ h(z) = (—&1)* > 0 = v okoli 0 bude (z*, y*) uzel

e lim, ., h(z) = (g1)? > 0 = v okoli k bude (z*, y*) uzel (Obrazek 15)

e Necht T je bod, kde se méni stabilita (pokud existuje), tzn. Ze a3 + aze = 0
2
e h(z) = —4(e; — Z22) et

Je-li % > x — nestabilni (resp. stabilni) ohnisko (Obréazek 16 (resp. Obréazek 17)).
Je-li § < @ — stabilni uzel (Obrazek 18).

Shrnuti modelu s trofickou funkci typu 3

Ptiblizi-li se  k hodnoté k, pak y se blizi k 0. V tomto bodé [k, 0] jsme ur¢ili singularni
bod typu stabilni uzel, coz lze interpretovat jako stav, kdy populaci predatora nestaci
pocet koristi a vymira, zatimco populace kofisti se ustali na hodnoté k, coz je kapacita
prostredi.

Je-li ¢ < g, populace se pro jakékoliv poc¢ateéni hodnoty po Case ustali na konkrétni

hodnoté a to v singularnim bodé typu stabilni ohnisko.

Pro z > % se populace, pro jakékoliv pocatecni hodnoty, po case ustali na konkrétni

hodnoté v singularniho bodu typu stabilni uzel. V tomto pripadé se do ustaleného stavu
dostane populace mnohem rychleji, nez je tomu u stabilniho ohniska.
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Obrazek 15: Gausseho model s trofickou funkei typu 3, pro x — k

28



ju]

50 75 100
%(t)

=i
o]
m

Obrazek 16: Gausseho model s trofickou funkci typu 3, pro % > x,x € intervalu nestability

5 B BT R R R
] T L
] B M B e
. T O L

47 e T
] e o e e T i
. o

o EHE R
] SEOAETN N R e e

i) o ' A CRER R Y
] | T

5] | N NN A AR
2 | SRS
i )}\\\\\\
] |, )\\\\\

11 I Il }\\\\
] e F T g BTN
L P W eSS e S A A N
i \‘ Sy Ty —_——— P ] S

L= T | T | T | T | T | T | I | T | T | T | 1
i 10 20 30 40 50 B0 70 B0 o0 100

Obrazek 17: Gausseho model s trofickou funkci typu 3, pro % > x,x € intervalu stability
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Obrazek 18: Gausseho model s trofickou funkci typu 3, pro z > %
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5 Zavér

MiiZzeme si povSimnout, Ze v pfirodé se populace chovaji podle urcitych zakonitosti. V této
praci jsem se je snazila priblizit pomoci matematickych modelt s vyuzitim autonomnich
diferencialnich rovnic. Ukazala jsem zde nejznaméjsi modely koexistence dvou populaci
predator x korist. Mezi né patii klasicky Lotka-Volteriv model, model s vnitrodruhovou
konkurenci a nejrealnéjsi Gausseho model.

Pomoci Gausseho modelu jsem vysetfila model populaci pro bezobratlé zivocichy (odsta-
vec 4.4), pro které je pouzita trofickd funkce typu 2 a model populaci savci (odstavec
4.5), pro které je pouzita trofickd funkce typu 3.

V obou modelech ndm vyjdou singularni body v [0, 0] jako sedla a p¥iblizi-li se x k hodnoté
k, pak y se blizi k 0. V tomto bodé [k, 0] jsme uré¢ili singuldrni bod typu stabilni uzel,
coz lze interpretovat jako stav, kdy populaci predatora nestac¢i pocet koristi a vymira,
zatimco populace kofisti se ustali na hodnoté k, coz je kapacita prostiedi.

U modelu bezobratlych zivocichi pak dalsi vyznamny bod je x — b’;—;l Pokud se z blizi k
% zleva (nestabilni oblast), singuldrnim bodem je nestabilni ohnisko. Populace predé-
tora a koristi opakované osciluji. Pro x blizici se k b’;—gl zprava (stabilni oblast), populace
predatora i kofisti se ustali na urcité hodnoté, singularnim bodem je totiz stabilni ohnisko.
U modelu savci je také vyznamny bod x = % Je-li totiz x < %, populace se pro jakékoliv
pocatecni hodnoty po case ustali na konkrétni hodnoté a to v singularnim bodé typu
stabilni ohnisko. Pro x > g je tomu také tak, jen se do tohoto stavu dostane mnohem
rychleji.
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