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Abstrakt

Tato prace predstavuje a studuje vymazdvaci systémy jako alternativni formélni jazykovy
model k obecngm skdkajicim koneénym automatim. Vyznamnym rozdilem oproti danym au-
tomattm je vyuziti fidiciho regularniho jazyka namisto stavového rizeni v podobé obecného
kone¢ného automatu. Vymazavaci systémy ponechévaji praci s fetézci na vstupni péasce,
pricemz samotné regularni jazyky mohou byt prijimdny klasickymi koneénymi automaty.
Zéaroven se zavedenim nového formalniho systému prace prokazuje jeho vztahy se znAmymi
jazykovymi rodinami, rodinou jazykt zamichani, Dyckovymi jazyky a uzavérové vlastnosti.
Na zékladé formalni specifikace vymazavaciho systému je uvedeno vice aplikaci v oblasti
bioinformatiky pro molekuldrni biologii, textovych editor a kompozi¢niho Sachu, véetné
navrhu algoritmt a prezentovani implementac¢niho feseni.

Abstract

This thesis introduces and studies erasing systems as an alternative formal language model
to general jumping finite automata. A significant difference compared to the given automata
is the use of a control regular language instead of state control in the form of a general
finite automaton. Erasing systems leave the string work on the input tape, whereas regu-
lar languages themselves can be accepted by classical finite automata. At the same time,
with the introduction of a new formal system, the thesis demonstrates its relations with
well-known language families, the family of shuffle languages, Dyck languages and closure
properties. Based on the formal specification of the erasing system, multiple applications
in bioinformatics for molecular biology, text editors and compositional chess are shown,
including designing algorithms and presenting the implementation solution.
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Kapitola 1

Uvod

Informacni technologie se staly neodmyslitelnou soucasti kazdodenniho zivota. Se stéle se
rozsirujicimi znalostmi a dovednostmi lidstva nachézeji pocitace a obecné veskeré vypocetni
stroje své dalsi uplatnéni. Nové technologie, algoritmy a modely ¢im dél vice nahrazuji
mnohdy monoténni lidskou préaci a vytvareji prostor pro kreativni ¢innosti. Samotné po-
¢itace ovSsem v modernim pouziti pro provadéni tloh byly nejprve popsany v teoretickém
smyslu jako Turinguv stroj. Tento matematicky model vypoc¢tu tvori dilezitou soucast ob-
lasti teorie automati a obecné teorie formdlnich jazyku, kterda ma velky vliv na samotné
odvétvi informacnich technologii.

Teorie formalnich jazyki studuje zpltsoby vyjadreni jazykt matematicky spolu s jejich
vlastnostmi. Nejbéznéjsi formalni jazykové modely pouzivané k definici jazyku jsou gra-
matiky a automaty. Gramatiky slouzi jako zafizeni generujici jazyk. Naopak automaty se
vyuzivaji jako zarizeni pro jeho rozpoznavani. Automat si lze jednoduse predstavit jako
stroj, ktery ¢te vstupni retézec symbol po symbolu zleva doprava a odpovidajicim zpiiso-
bem méni sviij stav, pricemz jako Tetézec se uvazuje sekvence symbolt. Pokud se automat
dostane do koncového stavu zaroven s tim, ze byl pfecten cely vstupni fetézec, dany fetézec
patii do jazyka, ktery prislusny automat rozpoznava.

V prubéhu vyzkumu v oblasti teorie automati, jenz se vénuje jejich studiu, vznikly
ruzné modifikace a rozsireni klasickych konecnych automati, které obsahuji konecny pocet
stavi. Jednu z téchto modifikaci predstavuji také skdkajici koneéné automaty. Ty pracuji
jako klasické konecné automaty s vyznamnou vyjimkou, ze nectou vstupni retézec zleva
doprava, ovSem po precteni symbolu a zméné stavu mize ¢teci hlava preskocit na libovolnou
pozici ve zbyvajicim vstupu. Skakajici konecné automaty podléhaji dikladnému studovani
a jednd se stdle o aktualni téma vyzkumu nejen v oblasti teorie automatt, ale i jejich
aplikace na realné problémy.

Samotné skakajici konecné automaty ridi prijimani fetézce pomoci zmény stavu, pri-
¢emz stav automatu je ménén na zakladé vstupu. Ovsem v jisté souvislosti k requlovangm
automatum, jenz pri prijimani retézce mohou byt fizeny soucasné stavem a také jazykem,
lze pfirozené uvazovat novy formalni systém, ktery by namisto stavi vyuzival pouze ridici
jazyk.

Tato prace si klade za cil zavedeni nového formalniho systému, nazyvaného vymazdvaci
systém, v oblasti formalni teorie jazyki. Zaroven odpovidéd na otazky typu, jaké jsou priji-
maci schopnosti a vlastnosti tohoto systému. Vyznamnou tilohou je zkoumani jeho uplatnéni
na treseni redlnych problému v oblasti bioinformatiky pro molekuldrni biologii, v textovych
editorech ¢i kompozicnim Sachu. Neméné dulezity ucel této prace také zastupuje navrh al-



goritmu samotného vymazavaciho systému a jeho aplikaci, véetné vytvoreni programového
feseni demonstrujiciho jejich funkcionalitu.

Celkoveé prace rozdéluje jeji jednotlivé tilohy do osmi kapitol. Po tivodu uvedeném v této
kapitole, kapitola 2 shrnuje zaklady teorie formalnich jazyku, vCetné nezbytnych matema-
tickych pojmt a notace pouzité v této praci, za icelem eliminovani pripadnych nejasnosti.
Nasledné kapitola 3 navazuje ivodem do teorie automatt a predstavuje fundamentalni
formélni modely stéZejni pro pochopeni navazujiciho obsahu. Poté kapitola 4 predstavuje
definice, priklady a samotné vztahy a vlastnosti skdkajicich konecnych automatt. Kapi-
tola 5 formalné zavadi vymazavaci systémy do teorie formalnich jazyku, véetné ukazkovych
prikladt, prokazani jejich prijimacich schopnosti, vymezeni sily vici nékterym jazykovym
rodindm a uzavérovych vlastnosti. Na tuto kapitolu navazuje kapitola 6, kterd studuje
a demonstruje jednotliva uziti nového formélniho systému na realné problémy a nésledné
kapitola 7 vyobrazuje navrh algoritmii a popisuje programové feseni vymazavaciho sys-
tému a jeho aplikaci. Zavérecna kapitola, kapitola 8, shrnuje dosavadni prokizané vztahy
a vlastnosti vymazavacich systémil, diskutuje o jejich uziti a navrhuje nové oteviené pro-
blémy s nimi souvisejicimi. S tim zaroven prednasi nové oblasti vyzkumu v teorii formalnich
jazyku, a to predevsim na vyvoj novych formalnich modeld inspirovanych molekularni bio-
logii.



Kapitola 2

Zaklady teorie formalnich jazyku

Cilem této kapitoly je predstavit zakladni terminologii tykajici se teorie formalnich jazykt
a vybrané podstatné ¢asti matematické teorie véetné pouzité notace. VSechny souvisejici
definice jsou uvedeny v rozsahu potfebném pro tuto praci a lze je oznacit za klicové pro plné
pochopeni celého textu. Ctenéfi, kterj je jiz obezndmen s teorif formélnich jazyki, lze
doporucit, aby se ke kapitole 2 navracel v pripadé potieby.

Tato kapitola je rozdélena do osmi sekci, jenz kazdéd zastupuje jednotny celek, af jiz
z oblasti matematické teorie, nebo teorie formalnich jazykt. Sekce 2.1 prezentuje vybrané
specifické partie z teorie mnozin. Sekce 2.2 poskytuje prehled definic zdkladnich prvkua
teorie formalniho jazyka, predevSim se zamérenim na fFetézce, jazyky a operace s nimi.
Po upevnéni pouzité zakladni notace pro minimalizaci nebezpe¢i mozné zdmény sekce 2.3
predstavuje po fadé Chomského gramatiky a jejich rozdéleni do ttid dle Chomského hie-
rarchie. Nasledné sekce 2.4 predstavuje specifické partie oblasti formalni teorie, které lze
oznacit fundamentalnimi pro odlisné ¢asti této prace.

2.1 Vybrané partie matematické teorie

Tato sekce definuje vybrané pojmy z matematické teorie a predpoklada alespon zakladni
znalosti teorie mnozin. Pro dalsi informace je ¢tendf odkazan napriklad na souhrnné pre-
hledy v [19, 20]. Pro vice informaci lze poté odkézat jiz na jednotlivé publikace [8, 12, 14, 18].

Definice 2.1.1. Necht S je mnozina. Pro mnozinu S, card(S) znaéi kardinalitu této mno-
ziny (pocet prvka v S) [20].

Definice 2.1.2. Necht Q)1 a (2 jsou dvé mnoziny. Pak funkce 1 z Q1 do Q)2 je relace z Q1
do @2, pricemz pro kazdé x € Q1,

card({y|y € Q2 a (z,y) € ¥}) <1
dle [20].

Definice 2.1.3. Necht 1 a Q2 jsou dvé mnoziny. Nechf @ je funkce z @)1 do Q2. Pak
rozsah (anglicky range) v, znacen range(v), je definovan jako

range() = {y|y € Q2 a (x,y) € ¥ pro n&jaké « € Q1}
dle [20].



2.2 Abeceda, retézec a jazyk

Cilem této sekce je predstaveni zakladnich pojmt formélni teorie se zamérenim predevsim
na retézce a jazyky. Podsekce 2.2.1 predklada zakladni stavebni prvky formalni teorie, a to
abecedy a retézce. Na definované pojmy navazuje podsekce 2.2.2 prezentovanim jednotlivych
operaci s Fetézci, které jsou déle v této praci vyuzity. Pro rozsiteni obecnych pojmil ve stejné
posloupnosti podsekce 2.2.3 a 2.2.4 zavadi po fadé definice formalnich jazykt a nésledné
moznych operaci s formélnimi jazyky.

2.2.1 Abecedy a retézce

Definice 2.2.1. Abeceda je konec¢nd, neprazdnd mnozina elementi, které jsou nazyvany
symboly [19].

Definice 2.2.2. Necht ¥ je abeceda. Pokud card(X) = 1, pak X je undrni abeceda [20)].

Definice 2.2.3. Necht ¥ je abeceda. Retézec nad ¥ je jakakoliv kone¢nd sekvence symbolil
ze Y. [20] V Fetézci jsou déle vynechdvany vSechny oddélovaci ¢arky. To znamend, Ze fetézec
ai,as, ...,a, pro néjaké n > 1, je zapisovin jako ajas...a,. Retézec neobsahujici zadny
symbol, znacen ¢, je nazyvan prazdngm retézcem. [20]

Definice 2.2.4. Necht x je Tetézec nad abecedou X. Délka x, znacena |z|, je definovina
nasledovné:

(i) Pokud z = ¢, pak |z| = 0.

(ii) Pokud z = ajas...an, kde a; € ¥ pro vSechna i = 1, ...,n pro néjaké n > 1, pak |z| = n
[19].

Definice 2.2.5. Necht x je fetézec nad abecedou Y. Pocet viskyti daného symbolu a € %
v x je znacen |x|q [21].

Definice 2.2.6. Necht z je fetézec nad abecedou X. Abeceda x, znacena alph(x), je defi-
novana nasledovné:

(i) Pokud = = ¢, pak alph(x) = 0.
(ii) Pokud =z = ajasg...an, kde a; € ¥ pro vSechna i = 1,...,n pro néjaké n > 1, pak
alph(z) = {a1, az, ..., an} [20].
2.2.2 Operace s retézci

Definice 2.2.7. Necht z je fetézec nad abecedou X. Reverzace Tetézce x, znacena rev(z),
je definovana nésledovné:

(i) Pokud z = ¢, pak rev(z) = €.

(ii) Pokud =z = ajasg...an, kde a; € ¥ pro vSechna i = 1,...,n pro néjaké n > 1, pak
rev(x) = apap_1...a2a1 [20].

Definice 2.2.8. Necht x a y jsou dva fetézce nad abecedou Y. Konkatenace x a y je Fetézec

xy. Pro konkatenaci fetézce x a prazdného fetézce € nad abecedou X plati

XTE =EXT =T
dle [20].



Definice 2.2.9. Necht z je retézec nad abecedou Y. Pro n > 0, n-td mocnina Tetézce zx,
znacena x", je Tetézec nad X, rekurzivné definovan jako

I
o

n xnfljnz 1

8 8
I
8

dle [19].

Definice 2.2.10. Necht z a y jsou dva retézce nad abecedou X. Pak z je prefixem y, pokud
existuje Tetézec z nad X, pricemz xz = y. Pokud z ¢ {e,y}, pak x je vlastnim prefizem y.
Pro fetézec y, prefixz(y) znac¢i mnozinu vSech prefixu y, tudiz
prefiz(y) = {z |z je prefix y}
dle [19].

Definice 2.2.11. Necht x a y jsou dva retézce nad abecedou X. Pak x je sufizem y, pokud
existuje fetézec z nad abecedou X, pricemz zx = y. Pokud = & {e,y}, pak z je vlastnim
sufixem Tetézce y.

Pro fetézec y, suf fix(y) znac¢i mnozinu vSech sufixi y, tudiz

suf fiz(y) = {z |z je sufix y}
dle [19].

Definice 2.2.12. Necht x a y jsou dva Tetézce nad abecedou Y. Pak x je podretézcem v,
pokud existuji dva Fetézce z a 2’ nad abecedou X, pticemz zxz' = y. Pokud z € {g,y}, pak
x je vlastnim podretézcem tetézce y.

Pro fetézec y, sub(y) zna¢i mnozinu vSech podfetézcu y, tudiz

sub(y) = {x |z je podietézec y}.
Navic pro kazdy retézec y plati nasledujici tii vlastnosti:
(i) prefiz(y) C sub(y),
(if) suffiz(y) € sub(y),
(it) {e,y} € prefiz(y) N suf fiz(y) N sub(y) [19].

Definice 2.2.13. Necht = a y jsou dva fetézce nad abecedou X. Zamichdni (anglicky
shuffle) x a y, znaceno W, je definovano jako

T Wy = {T1y1%2Y2... TnYn | U = T122...20,V = Y1Y2...Yn, T3, Y € L, 1 <i <n,n > 1}

dle [11].



2.2.3 Formalni jazyky
Definice 2.2.14. Necht ¥ je abeceda. Necht ¥* zna¢i mnozinu vSech fetézch nad Y. Mno-
Zina
»T ="~ {¢}
zna¢i mnozinu vSech neprazdnych fetézcu nad X [19].
Definice 2.2.15. Necht ¥ je abeceda. Jazyk L nad abecedou ¥ je kazd4d podmnozina ¥*,

L C ¥*. Mnozina X* je nazyvana univerzdlnim jazykem, protoze se sklada ze vSech retézcu
nad ¥ [20].

Definice 2.2.16. Necht L je jazyk nad abecedou . Pokud L je konecnd mmnozina, pak
se jednd o komecny jazyk. V opacném pripadé jazyk L je nazyvan jazykem mekonecngym.
Mnozina vSech kone¢nych jazykt nad ¥ je znacena fin(X). Pokud card(X) = 1, pak L je
undrnd jazyk. Prdazdny jazyk je znacen ) [20].

Definice 2.2.17. Necht L je jazyk nad abecedou X. Pro L € fin(X), maz(L) znaci délku
nejdelsiho fetézce v L. Déle je stanoveno maz () = 0 [20].

Definice 2.2.18. Necht L je jazyk nad abecedou X. Abeceda jazyka L, znacena alph(L), je
definovana jako

alph(L) = U alph(x)
zeL

dle [20].

2.2.4 Operace s formalnimi jazyky

Definice 2.2.19. Necht L je jazyk nad abecedou X. Reverzace jazyka L, znacena rev(L),
je definovana jako

rev(L) = {rev(x)|x € L}
dle [20].

Definice 2.2.20. Necht L; a Ly jsou dva jazyky nad abecedou . Jelikoz jsou jazyky
mnoziny, lze definovat mnozinové operace jako sjednocent, prinik, rozdil a doplnék:

LiULy={x|x € Ly nebo x € Ly},
LinLi={x|x € Liax € Ly},
Li—Ly={zx|z € Liax ¢ Ly},
T=%"—1I,

kde L je jazyk nad abecedou X [20].

Definice 2.2.21. Necht L a Lo jsou dva jazyky nad abecedou X. L1 a Lo jsou ekvivalentni,
zapsano L1 = Lo, pokud L; U {e} a Ly U {e} jsou identické. Pro jazyky L; a Lo plati,
ze L1 C Lo pokud jazyk L U {e} je podmnozinou jazyka Lo U {e} [20].



Definice 2.2.22. Necht L, a Ly jsou dva jazyky nad abecedou Y. Konkatenace L1 a Lo,
znacena LiLs, je definovana jako

LiLy={xy|z € L1ay € Ly}
dle [19]. Konkatenace jazyku je asociativni, protoZze konkatenace Fetézcu je asociativni [16].

Definice 2.2.23. Necht L je jazyk nad abecedou X. Jelikoz konkatenace jazyku je asocia-
tivni, lze definovat jazyk L™ pro n > 1, ktery je jazykem ziskanym konkatenaci n kopii L,
nazyvany jako n-td mocnina jazyka L, rekurzivné definovana jako

L= {5}7

L"=LL" ' n>1
dle [16].
Definice 2.2.24. Necht L je jazyk nad abecedou ¥. Jazyk L je jazyk {e} obsahujici pouze
prazdny fetézec €. Pro jakykoliv jazyk L,

L) =0L =0,
L{ie} ={e}L =1L

dle [16].

Definice 2.2.25. Necht L je jazyk nad abecedou X. Iterace jazyka L, znaCena L*, kde *
je Kleeneho hvézdicka [21], je definovana jako sjednoceni vSech mocnin jazyka L,

r=r,
=0
dle [16].

Definice 2.2.26. Necht L je jazyk nad abecedou . Pozitivni iterace jazyka L, znacena LT,
kde + je Kleeneho plus [21], je definovana jako sjednoceni vSech kladnych mocnin jazyka L,

o0
Lt = U L.
=1

Z toho vyplyva, ze L je ekvivaletni L* nebo L* — {e} v zdvislosti na tom, zda ¢ € L nebo
e ¢ L [16].

Definice 2.2.27. Necht L; a Ly jsou dva jazyky nad abecedou X. Levy kvocient L1 podle
Lo je definovan jako

Lo\Ly = {y|zy € L; pro néjaké z € Lo}
dle [16].



Definice 2.2.28. Necht L; a Ly jsou dva jazyky nad abecedou X. Pravy kvocient L1 podle
Ly je definovan jako

Li/Ly = {y|yz € Ly pro n¢jaké z € Ly}
dle [16].

Definice 2.2.29. Necht L; a Lo jsou dva jazyky nad abecedou Y. Operace zamichdni
(anglicky shuffle) je definovana jako

Liw Ly = U (u W)

uelq
vE L2

pro u,v € ¥* a Ly, Ly C ¥* [11].

Definice 2.2.30. Pro L C ¥*, opakované zamichani (anglicky iterated shuffle) L je defi-
nované jako

)

W w,n

poe = (J e,
n=0

kde L0 = {e} a LW = LY=L 1y L proi > 1 [11].

Definice 2.2.31. Necht ¥ a I' jsou dvé abecedy. Totélni funkce o ze ¥* na 2', pficemz
o(xy) = o(z)o(y) pro kazdé x,y € ¥*, je substituce [20]. Pokud o je definovana ze ¥* na ol
tedy € € o(a) pro kazdé a € ¥ [21], pak je substituce nazyvana substituci bez € [20]. Pokud
card(o(a)) je koneénd pro kazdé a € X, pak substituce je nazyvana konecnou substituci [21].
Dle definice o(e) = {e} a o(a1as...a,,) = o(a1)o(az)...0(ay), kde n > 1 a a; € ¥ pro vSechna
i=1,...,n. TudiZ o je plné specifikovina definovinim o(a) pro kazdé a € ¥. Pro L C ¥*,
je definice o rozsitena na

dle [20].

Definice 2.2.32. Necht > a I' jsou dvé abecedy. Totalni funkce ¢ ze ¥* na I'*| pricemz
o(zy) = @(x)p(y) pro kazdé z,y € ¥X*, je homomorfismus, nebo synonymné morfismus.
Jelikoz kazdy homomorfismus je specialni pripad konecné substituce, je ¢ specifikoviano
analogicky dle specifikace o [20]. Tudiz ¢ je homomorfismem bez e, pokud ¢ & p(a) pro
kazdé a € ¥ [21]. Pro jazyk L C ¥*, je definovano

p(L) = {p(x) [z € L}
dle [20].

1

Definice 2.2.33. Necht ¢ je homomorfismus. Pak ¢=" znaci inverzni homomorfismus,

definovany jako

¢~ (w) = {z € X[ p(z) = w}
dle [21].
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2.3 Chomského gramatiky a hierarchie

Cilem této sekce je predstavit zakladni zarizeni pro generovani jazyku vyuzivané v oblasti
formalni teorie, a to gramatiky. Nasledné popisuje jejich rozdéleni do hierarchickych trid.

Jako prvni podsekce 2.3.1 predstavuje jednotlivé typy Chomského gramatik na zédkladé
jejich generativni sily a podsekce 2.3.2 rozrazuje definované formalni gramatiky do trid
podle Chomského hierarchie.

2.3.1 Chomského gramatiky

Tato podsekce definuje zafizeni, kterd v teorii formalnich jazykt hraji dilezitou roli jako ja-
zykové modely pro generovani jazykt, obecné nazyvané gramatiky. Déle se definice zaméruji
pouze na gramatiky znamé jako Chomského gramatiky, pticemz postupné jsou predstaveny
jejich jednotlivé zakladni typy se snizujici se generativni silou.

Definice 2.3.1. Frdzovd gramatika (anglicky phrase-structure grammar), zkrdcené PSG,
je ¢tverice
G=(N,T,P,S),
kde
e N je abeceda netermindli,
o T je abeceda termindli, pricemz N N'T = (),
o P je konecna mnozina pravidel tvaru x — y, kde x € (NUT)*N(NUT)*, y € (NUT)*,
o S € N je pocatecni symbol [24].
Definice 2.3.2. Necht G = (N, T, P, S) je PSG a Vg = NUT. Pro x,y € V&, relace primé

derivace, znaCena =, je definovana jako

T =gy

tehdy a jen tehdy, kdyz x = z1ux2, y = r1vx9 pro néjaké ri1,zo € V* a u — v € P. Pokud
G je pochopeno, je zapisovano x = y, pficemz je feCeno, ze x primo derivuje y (vzhledem
ke G) [24]. Jelikoz = je relace, =" je n-t4 mocnina = pro n > 0, =7 tranzitivn{ uzévér
= a =" reflexivné-tranzitivni uzaveér = [20].

Jazyk generovany G, znaceny L(G), je definovan jako

L(G)={zeT"|S =" x}.
Dvé gramatiky G a G2 jsou ekvivalentni, pokud L(G1) = L(G2) [24].

Definice 2.3.3. Kontextovd gramatika (anglicky context-sensitive grammar), zkracené

CSG, je PSG

G=(N,T,P,S),

pricemz kazdé u — v € P je tvaru

u = u1Aug, v = urxUs

proul,UQEV(;,AGNaxGVg,kde Vo =NUT [20].
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Definice 2.3.4. Bezkontextovd gramatika (anglicky context-free grammar), zkracené CFG,
je PSG

G: (N7T7P?S)7

pricemz kazdé pravidlo v P je tvaru

A—x
pro Ac Naxe Vi kde Vg =NUT [20].

Definice 2.3.5. Linedrni gramatika (anglicky linear grammar), zkrdcené LG, je PSG

G=(N,T,P,S),

pricemz kazdé pravidlo v P je tvaru

A — By nebo A — z,
kde A,B € N a z,y € T* [20].
Definice 2.3.6. Reguldrni gramatika (anglicky regular grammar), zkracené RG, je PSG

G=(N,T,P,S),

pricemz kazdé pravidlo v P je tvaru

A — aB nebo A — a nebo A — ¢,
kde A,Be N aacT [24].

2.3.2 Chomského hierarchie

Cilem této podkapitoly je prezentovani klasifikace jednotlivych gramatik do ttid, které tvori
prvky celkové struktury oznacované jako Chomského hierarchie.

Chomského hierarchie je hierarchie tiid forméalnich gramatik generujicich formalni ja-
zyky. Hierarchie radi jednotlivé typy gramatik na zédkladé jejich obecnosti a nésledné jejich
generativni sily, pricemz plati, Ze ¢im vyssi je ¢islo typu gramatiky, tim je mensi generativni
sila.

Frazova gramatika, kontextova gramatika, bezkontextova gramatika a regularni grama-
tika jsou také prislusné nazyvany gramatikami typu 0, typu 1, typu 2 a typu 3.

RE, CS, CF, LIN a REG znadi rodiny jazykt generované prislusnymi libovolnymi
kontextovymi, bezkontextovymi, linedrnimi a reguldrnimi gramatikami (RE zna¢i rodinu
rekurzivné spocetnych jazyku) [24].

Plati nasledujici striktni inkluze:

REG C LIN C CF C CS C RE,

pricemz se jednd o Chomského hierarchii [24] (viz [4, 5]). Uzavérové vlastnosti vyjmenova-
nych jazykovych rodin jsou uvedeny v priloze B.
Dle [20] je také uvazovana rodina koneénych jazyku, znacena FIN, pricemz

FIN C REG.

Pro dikazy v této praci se dale neuvazuje rodina jazyki, kterd je generovana linedrnimi
gramatikami (LIN).
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2.4 Specifické oblasti formalni teorie jazykua

Po predstaveni zakladnich a stézejnich pojmu z oblasti formalni teorie jazyka pridava nasle-
dujici sekce k zavedenym definicim jesté urcité specifické formalismy, které jsou vyuzivany
v této praci.

Celkem se jednd o ¢tyri oblasti. Nejprve podsekce 2.4.1 predstavuje bezkontextové jazyky
znamé jako Dyckovy a polo-Dyckovy jazyky. Poté podsekce 2.4.2 zavadi jazykové operace se
zamérenim na vkladani jako inverzni operaci k vymazavani. Nakonec podsekce 2.4.3 a 2.4.4
postupné prezentuji dva typy vyrazu, a to reguldrni vjrazy a vyrazy zamichdni.

2.4.1 Dyckovy jazyky

Tato podsekce predstavuje Dyckovy a polo-Dyckovy jazyky, které jsou dulezitymi podrodi-
nami rodiny bezkontextovych jazyki.

V oblasti formalnich jazyku jsou Dyckovy jazyky bezkontextové jazyky, které obsahuji
fetézce s vyvazenym poctem spravné vnorenych zavorek. V této sekci jsou nejprve pred-
staveny samotné Dyckovy jazyky a nésledné takzvané polo-Dyckovy jazyky, které obsahuji
fetézce se stejnym poctem odpovidajicich symboli (muze se jednat opét o zavorky), ovSem
na rozdil od Dyckovych jazyki nezajistuji korektni uzavorkovani.

Definice 2.4.1. Dyckiv jazyk (anglicky Dyck language), znacen D,,, nad
T, = {a1,d},as,ab, ..., an,a,},
kde n > 1, je bezkontextovy jazyk generovany gramatikou

G=({S},Tn,S,{S —¢&,8— SS}U{S — a;Sa;|1 <i<n},9).

Dvojice (a;,a}), kde 1 < i < n, mohou byt uvazovany jako zavorky, leva a prava, ruznjych

druht. Pak D,, se skladd ze vSech Fetézcu spravné vnorenych zavorek [21].
Definice 2.4.2. Polo-Dyckiv jazyk (anglicky semi-Dyck language), znacen S, nad

/ / /
Tn = {ala a1,02,09, ...,0n, an}a

kde n > 1, je bezkontextovy jazyk generovany gramatikou

G=({S},T,,8,{S = ¢,8 = SS}U{S — a;Sa},S — a;Sa; |1 <i<n},S9).
Polo-Dyckovy jazyky generuji vSechny fetézce stejného poctu odpovidajicich symbola [2].
Necht D a § oznacuji rodiny bezkontextovych jazykti generované prislusnymi libovol-

nymi gramatikami pro Dyckovy jazyky a polo-Dyckovy jazyky.

2.4.2 Vlozeni a kompozice

Hlavnim cilem této podkapitoly je definovani specifickych jazykovych operaci a samotnych
typu jazyku s durazem na operaci vkladani, které jsou vyuzity v této praci pro nékteré
vybrané dtkazy. Nasledujici definice predstavuje operaci vloZent, kterou vyuziva takzvana
kompozice.
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Definice 2.4.3. Necht K, L C ¥* jsou jazyky. VioZeni K do L je definovano jako

L+ K = {ujvug |uyug € L,v € K}.

Obecnéji pro kazdé k£ > 1 oznacujeme

L+*"K=(L+"'K)+«+ K,

L+*K=|JL+'K,
1>0

kde L +° K znamena L. Ve vyrazech s < a <*, jednoprvkovi mnozina {w} miize byt
nahrazena w. Sekvence Ly < Ly < ... + L4 vlozeni je vyhodnocena zleva. Napriklad
Ly < Ly < L3 znamend (Lj < Lg) < Ls. V souladu s [9], L C ¥* je jednotkovy jazyk
(anglicky wunitary language), pokud L = w <* K pro w € ¥* a koneény jazyk K C ¥* [27].

Definice 2.4.4. Jazyk K C ¥* je kompozice, pokud K = {€} nebo

K=c+ ujg+ujg_q14 ... us < u

pro néjaké wuy, ug,...,uqg € X*,d > 1. Kompozice K je stupné n > 0, pokud K = {e} nebo
lu;| < n pro kazdé i € {1,...,d}. Pro kazdé n > 0, necht UC,, oznacuje t¥idu jazyku L,
které mohou byt zapsany jako

L=JK,

KeC

kde C je jakdkoliv (muze byt i nekoneénd) mnozina kompozic stupné n. Také je znaceno
UC = J,,~, UC,,. Zkratka UC znamena sjednoceni kompozic (anglicky union of composi-
tions) [27].

2.4.3 Regularni vyrazy

Za ucelem struéného a srozumitelného znaceni regularnich jazyku v sekvenéni formé se pou-
zivaji takzvané requldrni vyrazy. Obecné vzato se jedna o vyrazy s operatory ,,-“, ,+“ a ,**,
které znaci v tomto poradi konkatenaci, sjednoceni a iteraci.

Definice 2.4.5. Necht X je abeceda. Reguldrni vgrazy nad ¥ a jazyky, které tyto vyrazy
znaci, jsou rekurzivné definovany néasledovneé:

(i) 0 je regularni vyraz znadici prazdnou mnozinu.

(ii) € je regularni vyraz znacici {c}.

(iii) a, kde a € X, je regularni vyraz znacici {a}.

(iv) Pokud r a s jsou reguldrni vyrazy znacici po radé jazyky L, a Ls, potom:
(a) (r-s) je regularni vyraz znacici jazyk L = L, Ls.
(b) (r + s) je regularni vyraz znacici jazyk L = L, U L.

(¢) (r*) je regularni vyraz znacici jazyk L = L [19].
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Plné uzdvorkované reguldarni vyrazy, které byly zavedeny definici 2.4.5, mohou byt zjed-

noduseny. Pro redukci poc¢tu zavorek ve vyrazech predpokladejme, ze ., ma vyssi prioritu

nez ,-*“ a ,,-“ ma vyssi prioritu nez ,,+“. Mimoto vyrazy lze zkratit vynechanim symbolu ,,-*

Navic vyraz rr* je obvykle pro stru¢nost zapisovan jako r*. Tato zjednoduseni ¢ini regu-

Pro regularni vyraz r, L(r) oznacuje jazyk znaceny r.

Definice 2.4.6. Necht L je jazyk nad abecedou X. L je reguldrni jazyk nad X, pokud
L = L(r) pro reguldrni vyraz r nad ¥ [19].

Definice 2.4.7. Dva regularni vyrazy r a s jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyz
L(r) = L(s) [19].
2.4.4 Vyrazy zamichani

Tato podsekce predstavuje vyrazy zamichdni vyuzivajici stejnojmenné jazykové operace,
véetné jejich sémantiky. Tyto vyrazy jsou diulezité pro vybrané diukazy nasledné uvedené
v této praci.

Definice 2.4.8. Symboly 0, ¢ a kazdé w € £V jsou (atomické) vyrazy zamichdni (anglicky
shuffle expressions), dale oznac¢ované jako SHUF vgrazy. Pokud S; a Sy jsou SHUF vyrazy,
potom

(S1+ S2),
(51 LLI SQ),
(Sl)LLI,*

jsou SHUF vyrazy [11].

Definice 2.4.9. Sémantika SHUF vyrazu je definoviana nésledovné:

dle [11].

Dale SHUF jazykem rozumime jazyk generovany libovolnym SHUF vyrazem. Necht
SHUF znaci rodinu jazyka generovanych SHUF vyrazy.

15



Kapitola 3

Automaty a prevodniky

Zatimco gramatiky slouzi pro generovani jazykt v oblasti formalni teorie, automaty se vy-
uzivaji pro jejich rozpoznavani. Obecné pro vstupni fetézec automat rozhodne, zda dany
fetézec nalezi do prislusného jazyka ¢i nikoliv. Pokud automaty nepracuji pouze se vstupem
a obsahuji zaroven i vystup, neslouzi pouze pro rozpoznavani jazyka, ale i pro pfevody mezi
jednotlivymi jazyky, pricemz jsou prislusné nazyvany jako prevodniky.

Nejprve sekce 3.1 definuje konecné automaty véetné jejich jednotlivych variant, konfigu-
raci a prechodu. Pro ndazorné prezentovani prislusné sekce zaroven obsahuje priklad, ktery
dikladné popisuje jejich funkcionalitu. Ve stejném sledu sekce 3.2 pridava k zavedenym
kone¢nym automatim vystup a definuje jednotlivé varianty prevodniki.

3.1 Definice a priklady konec¢nych automati

Cilem této sekce je definovani a sezndameni se s koneénymi automaty jako jazykovymi mo-
dely pro rozpoznavani jazykt. Postupné jsou predstaveny jednotlivé varianty konecénych
automati pocinaje témi nejobecnéjsimi. Néasledné zavadi také klicovou terminologii véetné
konfigurace ¢i prechodu a prezentuje funkcionalitu jednoduchého konec¢ného automatu v na-
zorném prikladu.

Pokud neni uvedeno jinak, veskeré definice jsou prevzaty z [20].

Definice 3.1.1. Obecny konecny automat (anglicky general finite automaton), zkracené
GFA, je pétice

M: (szaRa'S?F)a
kde

e () je konecna mnozina stavi,

e 3 je vstupni abeceda,

e RCQ xX*x(Q je konecné relace nazyvana taktéz kone¢nou mnozinou pravidel,
e 5 € (@ je pocdtecni stav,

e I C @ je mnozina koncovych stavi.

Namisto (p,y,q) € R je déle zapisovano py — ¢q € R.
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Definice 3.1.2. Necht M = (Q,%, R, s, F') je GFA. Konfigurace M je jakykoliv Tetézec
X € QX*. Relace prechodu, symbolicky znacena s, je definovana nad QX* jako

pyx b g,
tehdy a jen tehdy, kdyz pyx, qr € QX* a py — q¢ € R. Pokud M je pochopeno, je zapisovano
pyx - gx. Pokud y = €, neni ze vstupni pasky precten zadny symbol.
Necht -7, =1 a * znadi prislusné n-tou mocninu - pro néjaké n > 0, tranzitivni uzévér -
a reflexivné-tranzitivni uzaveér F.
Definice 3.1.3. Necht M = (Q,%, R, s, F) je GFA. Jazyk prijimany M, znacen L(M),
je definovan jako

LIM)={w|lweX" swt" f, feF}.
Definice 3.1.4. Necht M = (Q,%, R, s, F) je GFA. M je GFA bez e-prechodi, pokud
pro kazdé py — q € R plati, ze y # ¢.

Definice 3.1.5. Necht M = (Q, %, R, s, F') je GFA. M je konecny automat (anglicky finite
automaton), zkrdcené FA, tehdy a jen tehdy, kdyz py — ¢ € R implikuje, Ze |y| < 1.

Definice 3.1.6. Necht M = (Q,%,R,s,F) je FA. M je deterministicky FA (anglicky
deterministic finite automaton), zkrdcené DFA, tehdy a jen tehdy, kdyz py — ¢ € R
implikuje, ze |y| = 1 apy — q1,py — ¢2 € R implikuje, Ze q; = g2 pro vSechna p, ¢, q1,¢2 € Q
aye X

Definice 3.1.7. Necht M = (Q,%X,R,s, F) je DFA. M je uplng FA (anglicky complete
finite automaton), zkracené CFA, tehdy a jen tehdy, kdyz pro vSechna p € @ a pro vSechna
a € X, pa — q € R pro néjaké q € Q.

katniho oznaceni r, pricemz r : pa — ¢, jenz je formalizovano néasledujici definici.

Definice 3.1.8. Necht M = (Q,X%, R, s, F') je FA. Necht ¥ je abeceda oznaceni pravidel
(anglicky rule labels), pricemz card(¥) = card(R) a1 je bijekce z R do ¥. Pro zjednoduseni
za Ucelem vyjadreni, ze v pfitazuje r pravidlo pa — ¢ € R, kde r € ¥, je zapisovano
r:pa— q € R. Tudiz r : pa — q odpovida ¥ (pa — q) = r.

Definice 3.1.9. Necht M = (Q, %, R,s,F) je FA. Prokazdé y € ¥* ar:pa —-q€ R, M
provede prechod z konfigurace pay do konfigurace qy podle r, zapsano jako

pay = qy [r].

Definice 3.1.10. Necht M = (Q,%, R, s, F') je FA. Necht x je jakdkoliv konfigurace M.
M provede nula prechodi z x do x podle &, symbolicky zapsano jako

x FO x [e]-

Necht existuje sekvence konfiguraci xo, X1, ---, Xn Pro néjaké n > 1, pricemz

Xi-1 b xilril,
kde r; € ¥ proi = 1,...,n. Pak M provede n prechodi z xo do x, podle r1...r,, symbolicky
zapsano jako
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Xo F" Xn [T1.7n]-

Déle F* a F* jsou definovany standardnim zptisobem.

Definice 3.1.11. Necht M = (Q, %, R,s,F) je FA a necht x a x’ jsou dvé konfigurace
M. Lze predpokladat, ze pro néjaké n > 0, x " x'[p] v M, kde p = rq...r,, pFiCemz
ri € R pro vsechna i = 1,...,n (p = € pokud n = 0). Pak p, nazyvané jako retézec pravidel
odpovidajici x F" X’ v M, specifikuje sekvenci n pravidel, podle kterych M provadi x " x’.
Pokud p reprezentuje nadbytecnou informaci, x F™ x’ [p] je zjednoduseno na x ™ x’ [19].

Definice 3.1.12. Necht M = (Q, X, R, s, F') je FA a necht y a x’ jsou dvé konfigurace M.
(i) Pokud existuje n > 1, pricemz x =" X' [p] v M, pak x =1 X/ [p].
(ii) Pokud existuje n > 0, pricemz x F" x' [p] v M, pak x F* x' [p].

Analogicky k F" je mozné zjednodusit FT a F* zépisem x F1 x/ namisto x T X’ [p]
a zapisem y H* x’ namisto x H* x’ [p] [19].

Teorém 3.1.1. Pro kaZdy obecny konecny automat M existuje CFA M', pricemz L(M') =
L(M), viz [28].

Teorém 3.1.2. Jazyk K je reguldrni tehdy a jen tehdy, kdyz existuje CFA M, pricemz
K = L(M), viz [28].

Tudiz konecné automaty prijimaji presné rodinu requldrnich jazyku.
Priklad 3.1.1. Uvazujme FA

M= ({s, f},%,R,s,{s, f}),
kde ¥ = {a, b} a

R={sa— s,sb— f, fb— f}.

O——O
H
Obrazek 3.1: Stavovy diagram konecného automatu M.

7 pocatecniho stavu s mize M nejprve precist libovolny pocet symbolt a. Jakmile je
pomoci M zpracovan prvni symbol b, dédle se jiz v Tetézci precteném ze vstupni pasky
muze vyskytovat libovolny pocet pouze symbolt b, pricemz vstupni Fetézec je zpracovavan
sekvencéné zleva doprava. Na zakladé skutecnosti, Ze pocCatecni stav s je zaroven stavem
koncovym, je M prijat i prazdny Tetézec € a fetézec obsahujici pouze symboly a. Tudiz
prijimanym jazykem je jazyk

L(M) = {a}"{b}".

Stavovy diagram FA M je uveden na obrazku 3.1.
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3.2 Definice a priklady prevodniku

Jak jiz bylo uvedeno, kone¢né automaty mohou byt rozsitreny o vystup, pricemz kazdy
prechod obsahuje pro prislusny vstupni retézec prifazeny retézec vystupni. Tim umoznuji
prevadéni Tetézct mezi jednotlivimi jazyky. Souhrnné jsou piislusné varianty konecénych
automatli nazyvany jako prevodniky. Tato sekce kromé samotného definovani prevodnikl
zavadi také kone¢ny prevod a prezentuje v prikladu funkcionalitu vybrané varianty prevod-
niku.

Pokud neni uvedeno jinak, veskeré definice jsou prevzaty z [24].

Definice 3.2.1. Konecny prevodnik (anglicky finite transducer), zkracené F'T, je Sestice
T=(Q,%A,0,sF),
kde
e () je konecnd mnozina stavi,
e X je vstupni abeceda,
o A je vystupni abeceda,

e 0 je prechodova a vystupni funkce z konecné podmnoziny z () X ¥* do konec¢nych
podmnozin z QQ x A*,

e 5 € (@ je pocdtecni stav,
e F C @ je mnozina koncovych stavi.

Pro dany retézec u € ¥* je feceno, ze v € A* je vystup T pro u, pokud existuje sekvence

prechodi T, (q1,v1) € o(s,u1), (q2,v2) € o(qi,u2), .y (qn,vn) € 0(qn-1,un) a qn € F,
to znamena

u1/v1 u2/v2 Un [Un
a1 gn € F,

priCemz u = ujius...uy, kde ui,us,...,un, € X* a v = viv2...0,, kde v1,v2,...,v, € A*,

Je zapisovano, ze v € T'(u), kde T'(u) zna¢i mnozinu vSech vystupt T pro vstupni fetézec u.

Déle s € F implikuje, ze € € T'(¢).

Definice 3.2.2. Necht T' = (Q,%,A,0,s,F) je FT. T je jednohodnotovy FT, pokud
pro kazdy vstupni fetézec u, T obsahuje nanejvys jeden odlisSny vystup vzhledem k u,
to znamena, ze |T'(u)| < 1 pro kazdé u € X*.

Definice 3.2.3. Necht T'= (Q, X, A, 0,s, F) je FT. T je zobecnény sekvencni stroj (anglicky
generalized sequential machine), zkrdcené GSM, pokud o je funkci z Q x ¥ do kone¢nych
podmnozin z Q) x A* to znamend, ze T preéte pravé jeden symbol pii kazdém ptrechodu.

Definice 3.2.4. Necht T = (Q,%,A,0,s,F) je GSM. T je deterministicky GSM (ang-
licky deterministic generalized sequential machine), zkracené DGSM, pokud jeho zakladni

kone¢ny automat (to jest T' bez vystupu) je DFA. Tudiz o je ¢dstecnd funkce z Q x X
do Q x A*.
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Kazdy koneény pievodnik T = (Q, %, A, 0, 5, F) definuje konecng prevod T : ©* — 227,
Pro vstupni fetézec w € ¥*, kone¢ny prevod T'(w), coz je mnozina vSech vystupnich fetézca
vzhledem k w, muze byt koneénd nebo nekoneénd. T'(w) = (), pokud T' nemuze dosdhnout
koncového stavu ¢tenim w. Lze poznamenat, ze T' je pouzivano pro oznaceni jak konec¢ného
prevodniku, tak i samotného kone¢ného prevodu z diivodu, Ze nelze pochybovat o vyznamu.
Pro jazyk L C ¥*, je definovano

weL

Koneény prevod T muze byt také povazovan za relaci Ry C ¥* x A* definovanou jako

Ry = {(u,v) |v e T(u)}.

Definice 3.2.5. Necht T'= (Q, 3, A, 0,s,F) je FT. T je FT ve standardnim tvaru, pokud
o je funkei z Q x (X U {e}) do 2@%(A{h .| To znamend, 7e standardni tvar omezuje vstup
a vystup pro kazdy prechod pouze na jeden symbol nebo €.

Pro ustéaleni konvence zapisu FT s FA je déle prechodova a vystupni funkce FT, o,
uvedena jako mnozina pravidel. Tudiz namisto (q,v) € o(p,u) je zapisovano pu — qu.

V celém textu je nadale vyuzivan koneény prevodnik ve tvaru dle definice 3.2.1 z [24].
Za ucelem odstranéni pochybnosti lze upozornit na skutecnost, ze se tato definice muze lisit
oproti nékterym publikacim, viz napiiklad [19], kde je uvazovéno, ze o C Q(XU{e}) x QA*.

Priklad 3.2.1. Uvazujme DGSM

T = (Q? 27 A? 0-7 S’ F)?

kde
Q= {s,r},
Y ={a,b},
A={cde f},
o = {sa — rcd,
rb — sef},

F = {s}.

a/cd

-O__©

b/ef

Obréazek 3.2: Stavovy diagram deterministického zobecnéného sekvencéniho stroje T'.

7 pocatecniho stavu s, ktery je zaroven koncovym stavem, muze T precist symbol a,
pricemz tento symbol je preveden na fetézec cd. Poté T musi precist symbol b, ktery je
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preveden na Tetézec ef, aby se opét zacinalo od stavu s. Dochazi tedy k prevodu symbolu a
na cd a symbolu b na ef, pricemz symboly a a b se musi ve vstupnim Tetézci nachazet pirimo
za sebou ve stejném poradi a pocet symbolu ve vstupnim fetézci musi byt sudy (0,2, ...).
Vstupni fetézce T nalezi do jazyka definovaného jako

L = {ab}".
Vyplyva, ze

T(L) = {cdef}*.
Stavovy diagram DGSM T je uveden na obrazku 3.2
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Kapitola 4

Skakajici konecné automaty

V pribéhu historie teorie automati byl klasicky konecny automat modifikovin mnoha rtz-
nymi zpisoby. Jednou z téchto modifikaci, kterd se vyznacuje tim, Ze vstup neni c¢ten
kontinualnim zptisobem, jsou také skakajici konecné automaty.

Tato kapitola predstavuje samotné skakajici konec¢né automaty, které pracuji jako kla-
sické kone¢né automaty s vyznamnou vyjimkou, Ze nectou vstupni fetézec zleva doprava
po symbolech, ovsem po precteni symbolu a prechodu do nového stavu muze ¢teci hlava
preskocit na libovolnou pozici ve zbyvajicim vstupu. Jakmile je jednou symbol precten
ze vstupni pasky, nemuize byt precten znovu.

Kapitola poskytuje vSechny potfebné znalosti tykajici se skakajicich konec¢nych auto-
matt pro pochopeni dalsi ¢dsti textu a je usporadana do Ctyr sekci nasledovné. Nejprve
sekce 4.1 zavadi samotné skakajici konecné automaty véetné jejich variant. Poté sekce 4.2
porovnava jejich silu s dobte znamymi, jazyk definujicimi formalnimi zarizenimi, pricemz
obsahuje pouze vycet vztahti. Nasledné sekce 4.3 prezentuje vysledky vyzkumu uzavérovych
vlastnosti rodin skakajicich konec¢nych automati. V posledni radé sekce 4.4 predstavuje cha-
rakteristiku, a to z hlediska operace zamichani, rodiny jazykt prijimanych nejobecnéjsi verzi
skdkajicich koneénych automati, obecnymi skdkajicimi konecnymi automaty.

Obsah sekci vychdzi z [20], kromé posledni sekce 4.4, kterd vychézi z [11]. Veskeré
definice jsou prevzaty z [20].

4.1 Definice a priklady

V této sekci jsou definovany samotné skdkajici konecné automaty véetné jednotlivych vari-
ant, poc¢inaje nejobecnéjsi, a to obecnym skakajicim kone¢nym automatem. Mimo jiné tato
sekce zavadi terminologie jako konfiguraci ¢i relaci skoku. Uvedené formalismy néasledné
vyuziva ilustracni piiklad.

Veskeré definice jsou prevzaty z [20].

Definice 4.1.1. Obecny skdkajici konecny automat (anglicky general jumping finite auto-
maton), zkrdcené GJFA, je pétice

M: (Q7Z7R7S7F)7
kde

e () je konecnd mnozina stavi,
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e Y je vstupni abeceda, ¥ N Q = 0,
e RCQ xX*xQ je konecna relace,
e 5 € (@ je pocdtecni stav,

e« F C @ je mnozina koncovych stavi.

Cleny R jsou oznacovany jako pravidla M a namisto (p,y,q) € R je zapisovano py — q € R.

Definice 4.1.2. Necht M = (Q,%, R, s, F') je GJFA. Konfigurace M je libovolny fetézec
v X*QX*. Binarni relace skoku, symbolicky znacena ~j;, nad 3*QX*, je definovana nasle-
dovné. Necht z, 2,2/, 2/ € ¥*, pficemz zz = 2’2’ a py — ¢ € R. Pak M provede skok z xpyz
do 2/qZ’, zapséno jako

xpyz N /g7

Pokud M je pochopeno, je zapisovano zpyz ~ x'qz’. Standardnim zpisobem lze rozsirit
relaci ~ na ~", kde n > 0. Na zikladé A" je mozné definovat ~T a ~* oznacujici
tranzitivni uzavér ~ a reflexivné-tranzitivni uzavér .

Definice 4.1.3. Necht M = (Q,%, R, s, F') je GJFA. Jazyk prijimany M, znacen L(M),
je definovan jako

L(M) ={uv|u,v € X usv ~"* f, f € F}.

Necht w € ¥*. M prijimd w tehdy a jen tehdy, kdyz w € L(M). M neprijimd w tehdy
a jen tehdy, kdyz w € X* — L(M). Dva GJFA M a M’ jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy,
kdyz L(M) = L(M’).

Definice 4.1.4. Necht M = (Q,3, R, s, F) je GIFA. M je GJFA bez e-prechodi, pokud
py — q € R implikuje, ze |y| > 1. M je stupné n, kde n > 0, pokud py — ¢ € R implikuje,
ze lyl < n. M je skdkajici konecny automat (anglicky jumping finite automaton), zkracené
JFA, pokud se jednéd o automat stupné 1.

Definice 4.1.5. Necht M = (Q,X,R,s,F) je JFA. M je JFA bez e-prechodi, pokud
py — q € R implikuje, ze |y| = 1. M je deterministicky JFA (anglicky deterministic JFA),
zkracené DJFA, pokud M je JFA bez e-prechodu a pro kazdé p € Q) a kazdé a € ¥ neexis-
tuje vice nez jedno q € @ takové, ze pa — q € R. M je iplng JFA (anglicky complete JFA),
zkracené CJFA, pokud M je DJFA a pro kazdé p € Q a kazdé a € ¥ existuje pravé jedno
q € @ takové, ze pa — q € R.

Definice 4.1.6. Necht M = (Q, %, R, s, F') je GJIFA. Prechodovy graf M, znacen A(M), je
multigraf, kde uzly jsou stavy z ) a existuje pravé jedna hrana z p do g oznacena y tehdy
a jen tehdy, kdyz py — ¢ € R. Stav ¢ € @ je dosazitelny, pokud existuje cesta z s do ¢
v A(M). Stav q je ukoncujici, pokud existuje cesta z ¢ do néjakého f € F. Pokud existuje
cesta z pdo q, p = q1,92,...,Gn = q pro néjaké n > 2, kde q;y; — ¢;+1 € R pro vsechna
1=1,...,n— 1, lze zapsat

Py1Y2---Yn ~ g.

Déle jsou predchozi definice ilustrovany na ukézkovém prikladu.
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Priklad 4.1.1. Uvazujme GJFA

M = ({8, f}; {a, b}7 R, s, {f})7
kde

R={sba— f, fa— f,fbo— f}.

H( )ba b

Obrazek 4.1: Stavovy diagram obecného skdkajicitho kone¢ného automatu M.

7 pocatecniho stavu s musi M precist fetézec ba, ktery se muze vyskytovat kdekoliv
ve vstupnim retézci. Poté mize M precist libovolny pocet symboli a a b, ale také jiz nemusi
precist zadny symbol. Tudiz pfijimanym jazykem je jazyk

L(M) = {a,b}*{ba}{a,b}".

Stavovy diagram GJFA M je uveden na obrazku 4.1.

Necht GJFA, GJFA ¢, JFA, JFA ¢ a DJFA znaci rodiny jazyku prijimanych po radé
obecnymi skdkajicimi koneénymi automaty, obecnymi skdkajicimi koneénymi automaty
bez e-pfechodii, skdkajicimi koneénymi automaty, skakajicimi koneénymi automaty bez
g-prechodti a deterministickymi skakajicimi koneénymi automaty.

4.2 Vztahy se znamymi jazykovymi rodinami

Cilem této sekce je definovat a vyobrazit vztahy rodin jazyki pfijimanych obecnymi skaka-
jicimi koneénymi automaty (déle jen GJFA) a klasickymi skdkajicimi kone¢nymi automaty
(dale jen JFA) s jazykovymi rodinami dle Chomského hierarchie (viz sekce 2.3).

Pro konkrétni dukazy jednotlivych teorému lze odkazat na [20].

Teorém 4.2.1. FIN ¢ GJFA.

Teorém 4.2.2. REG a GJFA jsou neporovnatelné.
Teorém 4.2.3. CF a GJFA jsou neporovnatelné.
Teorém 4.2.4. GJFA C CS.

Teorém 4.2.5. FIN a JFA jsou neporovnatelné.

Vztahy GJFA a JFA s jednotlivimi uvedenymi jazykovymi rodinami dle Chomského
hierarchie jsou vyobrazeny na obrazku 4.2.

24



{wlwla = |wlp = |wlc} U {de}

{a"0"c" | n > 0} {wlfwla = |wlp = |wl}

{wfwlo = [wly}

{a™b™ |n > 0} /

{wl|wla = |wls}
U{de}

{a,b}*{ba}{a,b}* \\
FIN

{a}*{b}" / {ab}

Obrazek 4.2: Vztahy rodin jazyki prijimanych obecnymi skdkajicimi koneénymi automaty
(GJFA) a klasickymi skékajicimi koneénymi automaty (JFA) s jazykovymi rodinami
dle Chomského hierarchie. FIN znaci rodinu kone¢nych jazyki, REG znaci rodinu jazykt
generovanych regularnimi gramatikami, CF znaci rodinu jazykt generovanych bezkontex-
tovymi gramatikami a CS znadi rodinu jazyki generovanych kontextovymi gramatikami.

{a}”

{ab, ba}

4.3 Uzavérové vlastnosti

Tato sekce predstavuje uzavérové vlastnosti jazykovych rodin prijimanych obecnymi skaka-
jicimi koneénymi automaty (déle jen GJFA) a klasickymi skdkajicimi kone¢nymi automaty
(dale jen JFA). Pro jednotlivé konkrétni dikazy uzavérovych vlastnosti je ¢tenai odkazan
na [20]. Na tuto uvedenou publikaci navazuje [27], kde jsou zodpovézeny nédsledujici oteviené
problémy:

e Je GJFA uzavfena vic¢i zamichani?
e Je GJFA uzaviend vuci Kleeneho hvézdic¢ce?
e Je GJFA uzavrena vuci Kleeneho plus?
e Je GJFA uzaviena vici reverzaci?
A jsou upraveny dikazy pro uzavérové vlastnosti GJFA vuci

(i) konecné substituci,

(ii) homomorfismu,

(iii) homomorfismu bez ¢,

(iv) inverznimu homomorfismu.

Celkové shrnuti uzavérovych vlastnosti je uvedeno v tabulce 4.1.
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GJFA JFA REG
Znaceni konce - -
Konkatenace - -
Doplnék - +
Sjednoceni + +
Prunik - +
Prinik s regularnimi jazyky — —
Substituce - -
Regularni substituce — -
Konecna substituce — —
Homomorfismus - -
Homomorfismus bez ¢ - -
Inverzni homomorfismus - +
Kleeneho hvézdicka - -
Kleeneho plus - -
Zamichani - +
Reverzace + +

i e T e i s

Tabulka 4.1: Uzavérové vlastnosti jazykovych rodin pfijimanych obecnymi skdkajicimi ko-
neénymi automaty (GJFA) a klasickymi skdkajicimi koneénymi automaty (JFA). REG
znaci rodinu regularnich jazykt. Symbol ,+“ znaci, ze rodina jazykt je uzaviena vici ope-
raci. Symbol ,,—“ naopak znaci, Ze rodina jazykl neni uzaviena vuci operaci.

4.4 Operace zamichani

Hlavnim cilem této sekce je predstaveni vztahu jazykové rodiny prijimané obecnymi skaka-
jicimi koneénymi automaty (déle jen GJFA) s rodinou jazyku generovanych SHUF vyrazy,
déle oznacované jako SHUF.

Jednotlivé vztahy jazykové rodiny prijimané klasickymi skakajicimi koneénymi auto-
maty (dale jen JFA) a GJFA s SHUF byly dukladné studovdany v [11] a pro blizsi infor-
mace je ¢tenai odkazan na uvedenou publikaci. Tato sekce obsahuje pouze vycet nékterych
prokézanych skutecnosti stézejnich pro zbytek prace.

Veskeré piiklady, lemmata a teorémy jsou prevzaty z [11].

Priklad 4.4.1. Necht

M = (Q’ E’R’ S7F)
je GJFA, kde

Q= {s},

¥ ={a,b,c,d},

R = {sab — s,scd — s},
F={s},

ktery prijimé jazyk L(M), pficemz jej lze prirozené prevést na vyraz zamichdni S =
(ab + cd)**. Lze lehce ovéfit, ze kazdy fetézec, ktery je prijimany M, muze byt zéroven
vygenerovan S, ale jelikoz acbd € (L(S)\L(M)), potom vyplyva, ze L(M) C L(S5).
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Lemma 4.4.1. Necht M = (Q, %, R, s, F) je GJFA, kde

Q = {s},

¥ ={a,b,cd},

R = {sab — s, scd — s},
F = {s}.

Pak L(M) neni SHUF jazyk, viz [11].
Lemma 4.4.2. Necht L = L(acw (bd)"). L ¢ GIJFA, viz [11].
Teorém 4.4.3. GJFA a SHUF jsou neporovnatelné.

Diikaz. SHUF N GJFA C GJFA vyplyva z definice a lemmatu 4.4.1. SHUF N GJFA C
SHUF vyplyva z definice a lemmatu 4.4.2. O
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Kapitola 5
Vymazavaci systémy

Skakajici konecné automaty podléhaji dikladnému studovani a jednd se stile o aktualni
téma vyzkumu nejen v oblasti formalni teorie, ale i jejich aplikace na realné problémy.
Nejobecnéjsi varianta téchto automati, obecny skédkajici koneény automat, jako stavové
tizeni vyuzivd obecny koneény automat. V jisté paralele k regulovanym automatim lze
uvazovat formalni systém, ktery namisto stavového Tizeni vyuziva tidici regularni jazyk.
Zaroven by bylo zachovano vymazavani retézcu ze vstupni pasky, pricemz samotné regularni
jazyky mohou byt prijimany klasickymi koneénymi automaty.

Cilem této kapitoly je zavést novy formalni systém v oblasti formalni teorie, nazy-
vany vymazdvaci systém, prezentovat jej na nékolika prikladech a prokazat nékteré vztahy
a vlastnosti rodiny jazykt pfijimanych témito systémy.

Celkové kapitola rozdéluje jednotlivé tlohy do ¢tyr sekci. Nejprve sekce 5.1 definuje
samotny vymazavaci systém véetné zavedeni formalismu jako je konfigurace ¢i vymazd-
vaci krok, a to nevyjimaje jazyka prijimaného vymazdvacim systémem. Tato sekce rovnéz
predstavuje funkcionalitu vymazavacich systémi na nékolika ukazkovych prikladech. Déle
sekce 5.2 porovnava jejich silu s dobfe znamymi formélnimi zafizenimi definujicimi jazyk.
Na tuto sekci navazuje sekce 5.3 prokazujici vztahy rodiny jazykd prijimanych vymazéava-
cimi systémy a Dyckovymi jazyky, véetné jazyku polo-Dyckovych. Nasledné sekce 5.5 pre-
zentuje vlastnosti jazykové rodiny prijimané vymazavacimi systémy s jazyky generovanymi
vyrazy zamichéni. Jako posledni, shrnuje sekce 5.6 dosazené teoretické vysledky zkouméni
a diskutuje odlisné vlastnosti obecnych skédkajicich koneé¢nych automati a vymazavacich
systému.

5.1 Definice a priklady

Tato sekce definuje vymazavaci systém a zavadi terminologie jako je konfigurace ¢i relace
vymazavaciho kroku. Zaroven obsahuje veskerou pouzivanou notaci v souvislosti s vymaza-
vacimi systémy. Nésledné uvedené formalismy a samotnou funkcionalitu nového formalniho
systému ilustruje na péti ndzornych prikladech.

Definice 5.1.1. Vymazdvaci systém (anglicky erasing system), zkracené ES, je trojice

ES = (27 E? R)7
kde

e Y je abeceda, kterd vzdy obsahuje specidlni symbol, #,
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o EC (¥ —{#})* je konetnd mnozina vymazdvacich retézcu (anglicky erasing strings),
o RC (X —{#})" je reqularni jazyk.

Definice 5.1.2. Nechf ES = (X, E, R) je ES. Polozme Y = ¥ — {#}. Konfigurace ES je
libovolny &len (u,v) € & {#}%" x &". Necht pro kazdy fetézec u € E a pro kazdy fetézec
z,y, 2y, 2z €, pidems zy = 2'y/,

(z#uy, 2) >ps ('#y', 2u)

je vymazdvaci krok, kde # € X. Necht >%¢ je n-td mocnina relace >pgg, kde n > 0.
Necht DES je tranzitivni uzavér relace >pg a D>Tg je reflexivné-tranzitivni uzdvér re-
lace >gg.

Neformalné specialni symbol, #, urcuje pozici ve vstupnim retézci, za kterou se nachazi
vymagzavaci fetézec, ktery bude v nasledujicim vymazévacim kroku vyjmut ze vstupniho
fetézce. V kazdém vymazavacim kroku vstupni fetézec obsahuje pravé jeden symbol #.

Definice 5.1.3. Necht ES = (3, E, R) je ES a ¥ = ¥ — {#}. Jazyk prijimany ES, znaceny
L(E, R), je definovan jako
L(E,R) = {uv|u,0 € 5, (uftv,e) b (#,w), # € 5, w € R},

Necht w € L(E, R). Rikdme, 7e w ndleZi ES tehdy a jen tehdy, kdyz w € L(E, R).
Retézec w nendleZi ES tehdy a jen tehdy, kdyz w € ¥* — L(E,R). Dva systémy ES
definovany E, R a E', R’ jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyz L(E,R) = L(E', R').

Definice 5.1.4. Necht ES = (3, E, R) je ES. ES je stupné n, kde n > 0, znaceno ES™,
pokud u € E implikuje, ze |u| < n.

Déle jsou ilustrovany predchozi definice na péti prikladech.

Priklad 5.1.1. Uvazujme ES,

ES = (3, E, R),
kde
Y ={a,b,c},
E ={a,b,c},
R = {abc}*.
Jazyk

L(E, R) = {w € {a,b,c}" | [w]a = [w]p = |w]}

je jazykem prijimanym FES. Poté lze pro vstupni fetézec w = ababce provést vymazavaci
kroky
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ze kterych vyplyva abcabe € R, coz implikuje w € L(E, R).

Lze poukézat na skutecnost, ze jazyk L(E, R) v ptikladu 5.1.1 je dobfe znamy konteztovy
jazyk.
Priklad 5.1.2. Uvazujme ES,

ES = (%, E,R),
kde

¥ ={a,b},

E = {a,b},

R = {ab}*{a}Jr.
Jazyk

L(E, R) = {w € {a,b}" | |w]q > |w],}

je jazykem pfijimanym ES. Poté lze pro vstupni fetézec w = aabbaba provést vymazavaci
kroky

(aabb#aba, €) >pg (aa#bbba, a)
> s (aabb#a, ab)
>gs (aab#b, aba)
> s (#aab, abab)
> s (a#b, ababa)
> s (#a, ababab)

>ps (#, abababa),

ze kterych vyplyva abababa € R, coz implikuje w € L(FE,R), pticemz jazyk L(FE,R) je
bezkontextovy jazyk.

Priklad 5.1.3. Uvazujme ES,
ES=(X,E,R),
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kde

¥ ={a,b},
E = {a,b},
R = {bb,a}*{b}.

Jazyk

L(E,R) = {w € {a,b}* ||uly je lich}

je jazykem pfijimanym ES. Poté lze pro vstupni fetézec w = aababba provést vymazavaci
kroky

(aababbi#ta, €) > ps (aa#tbabb, a)
>ps (aaab#tb, ab)
> s (a#taab, abb)
> s (#aab, abba)
> s (#ab, abbaa)
> s (#b, abbaaa)

>ps (#, abbaaab),

ze kterych vyplyva abbaaab € R, coz implikuje w € L(FE,R), pticemz jazyk L(FE,R) je
reguldrni jazyk.

Priklad 5.1.4. Uvazujme ES,

ES = (3,E,R),
kde

Y ={a,b},

E ={a,b,ba},

R = {ba}{a,b}".
Jazyk

L(E,R) = {a,b}*{ba}{a,b}*

je jazykem prijimanym E.S. Poté lze pro vstupni fetézec w = baabbaaa provést vymazavaci
kroky
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(baab#tbaaa, <) >gs (baftabaa, ba)
> s (bab#aa, baa)
> s (#baba, baaa)
>gs (#aba, baaab)
>gs (#ba, baaaba)
>gs (#a, baaabab)

> s (#, baaababa),

ze kterych vyplyvd baaababa € R, coz implikuje w € L(E, R), pricemz jazyk L(E,R) je
regularni jazyk.

Priklad 5.1.5. Uvazujme ES,

ES = (27 E? R)’
kde
¥ ={a,b,c},
E = {ab,c},
R = {c}*{ab}.
Jazyk

L(E,R) = {c}{at{c}" {b}{c}"
je jazykem prijimanym ES. Poté lze pro vstupni fetézec w = cccaccbee provést vymazavaci
kroky

(cettcaccebee, €) > pg (ccaccbette, ¢

> pg (cca#cchbe, cc
> g (cca#cbe, cee
>ps (ccab#c, cece
>Es
> gs (#cab, cccece

> gs (#ab, ccceece

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~

)
)
)
)
#ccab, ceece)
)
)
)

> s (#, cccececab),

ze kterych vyplyva cccccecab € R, coz implikuje w € L(E, R), ptficemz jazyk L(E, R) je
regularni jazyk.
Déle necht ES znadi rodinu jazyku pfijimanych ES.
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5.2 Vztahy se zndmymi jazykovymi rodinami

Cilem této kapitoly je stanovit vztahy mezi rodinou jazykt pfijimanych vymazavacimi
systémy (déle jen ES) a zndmymi jazykovymi rodinami, véetné rodiny konecnych jazyku
(dale jen FIN), rodiny reguldrnich jazyku (dale jen REG), rodiny bezkontextovych ja-
zyku (dale jen CF) a v posledni fadé rodiny kontextovych jazyki (dale jen CS). Néasledné
obsazend ilustrace graficky vyobrazuje vztah ES s témito rodinami jazyku.

Na zékladeé jisté paralely vymazéavacich systému (déle jen ES) s obecnymi skdkajicimi
kone¢nymi automaty (dale jen GJFA) lze na definovany systém aplikovat nékteré dikazy
v upravené formé jako pro GJFA. Tudiz dikazy pro

e teorém 5.2.4, 5.2.5, 5.2.6,
e lemma 5.2.3

jsou inspirovany z [20], jenz zavadi GJFA do formdlni teorie.
Lemma 5.2.1. {a,b,ab} ¢ ES.

Diikaz. Lze provést sporem. Necht K = {a,b,ab}. Predpokladejme, Ze existuje ES, ES =
(3, E, R), takovy, pro ktery plati, ze L(E, R) = K. Necht w = ba, pficemz w ¢ K. Ponévadz
fetézce a, b a ab nalezi K, musi nalezet také do mnoziny vymazavacich fetézci E a do re-
gularniho jazyka R. Vyplyva, Zze lze vymazéavaci fetézce a a b vyuzit pii prijimani w tak,
Ze nejprve je vymazan fetézec a a poté fetézec b, pricemz fetézec vznikly jejich konkatenaci,
ab, nalezi R. To implikuje, ze w € K a dochézi ke sporu s predpokladem, ze L(E,R) = K.
Tudiz neexistuje ES takovy, ktery by pfijimal jazyk {a,b, ab}. O
Teorém 5.2.2. FIN a ES jsou neporovnatelné.

Diikaz. ES € FIN vyplyva z piikladu 5.1.1. FIN ¢ ES vyplyva z lemmatu 5.2.1. O

Lemma 5.2.3. {a}*{b}* ¢ ES.

Diikaz. Lze provést sporem. Necht K = {a}*{b}*. Predpokladejme, Ze existuje ES, ES =
(X, E, R), takovy, pro ktery plati, ze L(F,R) = K. Necht w = a"b, kde n je stupen ES.
Ponévadz w € K, béhem vymazivini w vymazavaci fetézec a'b € E, kde 0 < i < n,
musi byt pouzit. Nicméné, pokud je fetézec a’b vymazéin v jediném kroku a vSechny dalsi
symboly ve w jsou stejné, fetézec a’ba™ ! miize byt piijat definovanym ES za pouziti stejnjch
vymazéavacich Fetézcti béhem piijimani w. To implikuje, Ze a’ba™* € K. Jedni se tedy
o rozpor s predpokladem, ze L(F, R) = K. Tudiz neexistuje ES takovy, ktery by prijimal
jazyk {a}*{b}*. O

Teorém 5.2.4. REG a ES jsou neporovnatelné.
Diikaz. ES ¢ REG vyplyva z prikladu 5.1.1. REG ¢ ES vyplyva z lemmatu 5.2.3. O

Teorém 5.2.5. CF o ES jsou neporovnatelné.

Diikaz. ES ¢ CF vyplyva z prikladu 5.1.1. CF € ES vyplyva z lemmatu 5.2.3. O
Teorém 5.2.6. ES C CS.

Dikaz. Vymazavaci krok muze byt simulovan kontextovymi gramatikami, tedy ES C CS.
Z lemmatu 5.2.3 vyplyvd, ze CS — ES # (), coz dokazuje teorém. O

Dale obréazek 5.1 vyobrazuje vztahy ES s jednotlivymi uvedenymi jazykovymi rodinami.
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{a"b"c" | n > 0} {wlwla = |wlp = |wlc} U {de}

{a"0" |n > 0} {wlfwla = |wlp = |wl}

/- CS
{w| %?de:} wlp} /@ {w]||wls = |wlp}
{a,b}*{ba}{a,b}" {a}”
REG ES )/
{a}*{b} \\ {ab,ba}
N /// /
{a, b, ab} {ab}

Obrézek 5.1: Vztah rodiny jazykt prijimanych vymazavacimi systémy (ES) s jazykovymi
rodinami dle Chomského hierarchie. FIN znac¢i rodinu kone¢nych jazykt, REG znadi ro-
dinu jazykt generovanych reguldrnimi gramatikami, CF znadi rodinu jazykt generovanych
bezkontextovymi gramatikami a CS znaci rodinu jazykt generovanych kontextovymi gra-
matikami.

5.3 Vztahy s Dyckovymi a polo-Dyckovymi jazyky

Vyznamnou vlastnosti vymazavacich systému jsou vztahy s Dyckovymi a polo-Dyckovymi
jazyky. Obecné oba typy jazykt obsahuji dvojice komplementarnich symboli, jenz mohou
v pripadé klasickych Dyckovych jazyki predstavovat spravné uzavorkovani.

Pokud bude uvazovano, ze jednotlivé dvojice odpovidajicich symbold, jenz jsou zapsany
za sebou, budou z fetézce postupné vymazavany, lze takto ovérit, zda:

(i) fetézec obsahuje pouze povolené symboly,

(ii) obsahuje pouze spravné vlozeni komplementarnich dvojic, at jiz se striktnim uréenim
poradi dvou symboli ¢i nikoliv.

7 této myslenky vychazi nasledujici dva teorémy, které prezentuji, ze Dyckovy jazyky
a polo-Dyckovy jazyky mohou byt prijimany vymazavacimi systémy.

Teorém 5.3.1. D C ES.

Diikaz. Necht L € D. Déle necht T' oznacuje abecedu terminalii gramatiky generujici L
(viz definice 2.4.1). Jelikoz L je Dyckuv jazyk, existuje n > 1 takové, ze lze T vyjadfit jako

!/ / /
T ={a1,ay,a2,as, ...,an, a, }.
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Déle je definovan ES,

ES = (X¥,E,R),
kde

Y =T ={a1,d},as,d,...,an,a,},
E = {a;a;|1 <i<n},
R = FE*.

Z definice 5.1.3 vyplyva, ze jazyk prijimany definovanym ES je jazyk L(E, R) = L. Tudiz
D C ES. Z prikladu 5.1.1 vyplyva, ze ES — D # 0, coz dokazuje teorém. O

Teorém 5.3.2. S C ES.

Dikaz. Necht L € 8. Déle necht T' oznacuje abecedu terminéla gramatiky generujici L (viz
definice 2.4.2). Jelikoz L je polo-Dyckuv jazyk, existuje n > 1 takové, ze lze T vyjadrit jako

/ / /
T ={a1,ay,a2,as,...,an,ay, }.
Dale je definovan ES,

ES = (3,E,R),
kde

/ !/ !/
Y =T ={a1,ai,as,a,...,an,a,},
E = {a;a},dla; |1 <i <n},
R =FE".

Z definice 5.1.3 vyplyva, ze jazyk prijimany definovanym ES je jazyk L(E, R) = L. Tudiz
S C ES. Z piikladu 5.1.1 vyplyva, ze ES — S # 0, coz dokazuje teorém. O

5.4 Uzavérové vlastnosti

V této sekci jsou prokdzany uzdvérové vlastnosti rodiny jazykt pfijimanych vymazavacimi
systémy (dale jen ES) viudi riznym operacim.

Na zékladé podobnosti vymazéavaciho systému (dédle jen ES) s obecnymi skdkajicimi
kone¢nymi automaty (dédle jen GJFA) lze na nékteré teorémy ¢i lemmata aplikovat totozné
dikazy v modifikované formé. Tomu tak je dle [20] pro

e teorém 5.4.1, 5.4.2, 5.4.3, 5.4.10, 5.4.12,
o dusledek 5.4.12.1,

e lemma 5.4.11
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a dle [27] pro

o teorém 5.4.9, 5.4.13, 5.4.15, 5.4.16,
o lemma 5.4.5, 5.4.6, 5.4.7, 5.4.8,

o piiklad 5.4.1.

Teorém 5.4.1. ES neni uzavrend vici znaceni konce (anglicky endmarking).

Dikaz. Uvazujme jazyk K = {a}*, pricemz K € ES. Dukaz, ze neexistuje ES, ktery by
prijimal K{$}, kde $ je takovy symbol, ze $ # a, lze provést analogicky k lemmatu 5.2.3. [

Teorém 5.4.2. ES neni uzavrend vici konkatenaci.

Diikaz. Teorém 5.4.1 implikuje, ze ES neni uzaviena vici konkatenaci, pricemz uvazujme,
ze ES,

ES = (3,E,R),
kde
X ={s$},
E = {3},
R = {$},

prijima {$}.

Teorém 5.4.3. ES neni uzavrend vici doplriku.

Dikaz. Uvazujme ES z prikladu 5.1.4. Doplikem jazyka L(E, R) daného ES je jazyk

L(E, R) = {a}"{b}",

pri¢emz neexistuje zadny ES takovy, ktery by ptijimal jazyk L(E, R) (viz lemma 5.2.3). O
Teorém 5.4.4. ES nent uzavrend vici sjednocent.

Dikaz. Lze provést sporem. Necht ES; = (31, F1,R1), ESy = (X2,F2,Re) a ES, =
(X4, By, Ry,) jsou tfi ES. Necht je definovano, ze

Yu = 21 U X,
E,=FE; U Es,
R, = R1 U Ry,

z ¢ehoz je predpoklddédno, Ze jazyk prijimany ES, ES,, je jazyk L(E,, R,) = L(E1,R;) U
L(FEs, Rs). Uvazujme, ze pro ESq,
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21 - {CL, C, d}7
E1 = {a, Cd},
Ry = {cda},

pricemz ES; pfijima jazyk

L(Ey, Ry) = {acd, cda}.

Pro ES; uvazujme, ze

E2 = {ba ¢, d}7
E2 = {ba ¢, d}7
Ry = {cdb}.

Ptijimanym jazykem ES2 je jazyk
L(E3, Ry) ={bcd, cbd, cdb}

Uvazujme fetézec w = cad, pficemz w ¢ L(E1, R1) a w ¢ L(E2, Ry) dle definice 5.1.3.
Ponévadz vymazavaci fetézce ¢, d € E,, které obsahuji jeden symbol a jenz ptvodné na-
lezely pouze do mnoziny Fs, mohou byt pouzity pfi prijimani fetézce w pomoci ESy, je
implikovdno, ze w € L(E1, R1) U L(Fs, Re). Tudiz dochazi ke sporu vudi predpokladu,
ze L(Ey, R,) = L(E1, R1) U L(E, R2). Ve skutecnosti je fetézec w prijat na zédkladé faktu,
ze Tetézec vznikly konkatenaci vymazavacich fetézci pouzitych pii prijimani w néalezi do R,
pricemz R; C R,,. Lze si také povsimnout, zZe jako reguldrni jazyky R; a Rs byly vyuzity
jazyky, které jsou zaroven jazyky kone¢nymi. O

Lemma 5.4.5. Necht ES = (3, E, R) je ES. Poloime = = % — {#}. Pro kazdé z,2" € ¥
aw,w’ €% ndsledujici jsou ekvivalentni:
(1) (z1#xe, 2) Dhg (2#ah, 2") pro # € 3, x1, 29,27, 25 € Y smay=w a2z =w'.

(ii) z=2" a w=w" nebo

wE W 4 Ug & Ug] & ... < U — Uy, (5.1)
kde ui,us,...,uq € E a 2" = zujus...uq, kde d > 1.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Ze bod (i) plati a ozna¢me

c = (x1#x9, 2),
)
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Pokud ¢ = ¢, potom z = 2 a w = w”. V opacném pripadé d; >gg ... >gs d; pro néjaké
konfigurace di,...,d; ES s ¢ = dy, ¢’ = d;, kde i > 2. Nésledné bude pouzita indukce
podle 1.

Pokud i = 2, pak ¢ >gg ¢ a podle definice >pg existuje u € E a t1,t, 1" th,y € I,
priCemz x1 = t1, xo = ute, o =i, 2§ = t5 a 2’ = zu. Tudiz w € W + w a 2" = zu,
kde u € F.

Pokud i > 3, pak ¢ >pgg ¢ >gs ¢’ pro néjakou konfiguraci ¢ = (z)#), 2’'). Oznacme
w' = & x},. Dle indukéniho predpokladu aplikovaného na 2/, 2", w', w” ziskdme, ze

" /
2" = Z'ug...uq,

kde ug,..,uq € Esd > 2aw € w + ug < ... + us. Pro uzavieni dikazu je toto
dostateéné k prokazani, ze 2z’ = zu a w € w' < u, kde v € F pro u = uq, z ¢ehoz oboji
vyplyva z ¢ >gg ¢ dle predchozi analyzy pripadu pro i = 2.

Za druhé, necht bod (ii) plati. Pokud z = 2" a w = w”, pak (x1#x2, z) = (2{#x},2")
pro z1 =z =€, x2 = w a z§ = w”. V opaéném piipadé stanovme

Z” = ZU1U2...Uq,

kde w1, us,...,uq € E pro d > 1. Dale bude pouzita indukce podle d. Ozna¢me u = u;.
Necht d = 1. Pak w € w” <~ u a 2" = zu, kde u € E. Dle definice «+ (viz definice 2.4.3)
existujf t1,ty € T, piicemz w = t1uts a w” = t1ty. PFirozens, (t1#tute, z) > s (t1#t2, 2")
vyplyva z definice I>pg. JelikoZ I>pg je specidlni piipad >7g, je dikaz pro d = 1 uzavien.
Necht d > 2. Z vyrazu 5.1 a definice < vyplyva, ze
wew +u (5.2)

Ve 7’ ¥
pro néjaké w’' € ¥ s
w € w’ < ug < ug_q — ... < us. (5.3)
Oznacme 2z’ = zu. Dle indukéniho predpokladu aplikovaného na 2/, 2", w’, w” ziskdme

(2425, 2) > g (27425, 2")

Ve 7 X
pro néjaké ), zh, 2, € ¥ s 2izh = w' a2zl =w’.

Zbyva prokazat, ze (z1#xe, z) >pg (¢ #xh, 2') pro néjaké x1,x9 s z122 = w. Vzhledem
k vyrazu 5.2 existuji t1,to € E*, pricemz w = tyuty a w’ = t1ty. Z definice >gg dohromady
s 2jah, = w' = tity a tim, ze u € E, vyplyva, Ze
(t1#tute, 2) >ps () #h, 2).

Dukaz uzavieme oznacenim, ze x1 = t1 a T9 = uts. ]

Lemma 5.4.6. Necht ES = (X, E,R) je ES, Y =% — {#} aw € . Potom w € L(E, R)
tehdy a jen tehdy, kdyz w =€ a € € R nebo

WEE<S UJ < UJ—1 < ... & UQ < UL,

kde ui,us,...,uq € £ a ujus...uqg € R prod > 1.
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Diikaz. Pokud w € L(E, R), pak w = x1z9 pro x1,20 € X s (T1#22,2) Blye (#,2'), kde
2z =c¢ a z € R. Je aplikovdna dopfednd implikace lemmatu 5.4.5 na 2, 2’,w a €. Na druhou
stranu pro n&jaké 2’ plati, ze 2’ € R a je aplikovdna zpétnd implikace lemmatu 5.4.5
na z,2,w a e. O

Priklad 5.4.1. Uvazujme nésledujici dva jazyky, které oba nalezi ES (viz teorém 5.3.1).
1. Dyckuv jazyk D nad abecedou T7 = {a,a}, D =€ <* aa.
2. Jakykoliv Dyckuv jazyk D,, nad abecedou T}, = {a1,a71, as,az, ..., n, ay, }-

Lemma 5.4.7. ES C UC.

Dikaz. Uvazujme, ze ES = (3, E,R) je ES. Necht P je mnozina vSech fetézcu v =
ULU9...Ug, PFiCemz ui, us,...,uq € £ av € R pro d > 1. Podle lemmatu 5.4.6 definujeme

L(E,R) —{e} = U (€ ¢ Upd, < Upd,—1 ¢ o & Up2  Up1),
pEP
kde up1up2..Upd, = P, Up 1, Up2, ..., Upq, € E, d, > 1. Jelikoz {€} je kompozice, L(E, R) €
UC, kde n = max{|u| | u € E}. O
Lemma 5.4.8. {ab}* ¢ ES.

Dikaz. Lze provést sporem. Predpokladejme, ze L € ES. Podle lemmatu 5.4.7, L € UC,
a tudiz L € UC,, pro néjaké n > 0. Pokud n = 0, 1ze pozorovat, ze L = {e¢}, a tudiz dochézi
ke sporu. V opac¢ném piipadé stanovme w = (ab)"*!. Dle definice UC,,, w nalezi kompozici
K C L ve formé

K=c+ ug+ujg_14 ... us < u

stupné n. Jelikoz w # ¢, existuje nejméné cs d > ¢ > 1 a u, # €. Navic

K=K +u

pro vhodné K’ a u = u.. TudiZ w = zquxs pro x1x2 € K'. Jelikoz |u| < n, plati alespon
jeden z nésledujicich pripadi:

(i) Predpokladejme, Ze |z1| > 2, zapsano jako x1 = abzy. Pokud u za¢ind symbolem a,
vyplyva aubzixs € K. Pokud u za¢ind symbolem b, vyplyva abuzize € K.

(ii) Predpokladejme, ze |xa| > 2, zapsano jako xo = ZTzab. Pokud u zac¢ind symbolem a,
vyplyva x17zaub € K. Pokud u zac¢ind symbolem b, vyplyva x1Z2abu € K.

V kazdém pripadé K obsahuje fetézec s vyskytem nékterého z faktord aa, bb. Tudiz
K ¢ L a dochazi ke sporu. Neformalné kazdé w, které néalezi do jazyka L € UC,, musi
obsahovat Tretézec v maximéalni délky n. Tento fetézec muze byt vlozen na jakékoliv misto
Vv z12, pricemz vysledek stéle nédlezi do jazyka L. V ptipadé L = {ab}* tato vlastnost neni
dodrzena. O

Teorém 5.4.9. ES neni uzavrend vici priniku.
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Diikaz. Uvazujme ES,

ES = (3,E, R),
kde

5 = {a,a},

E = {aa,aa},

R = {aa}*{aa}.

Pro kazdé d > 1 existuje pravé jeden retézec v délky d, ktery nalezi R. Podle lemmatu 5.4.6

L=|J Ky

d>1

kde K1 = ¢ < aa a K;11 = K; < aa pro ¢ > 1. Bude ukéazano, ze

DN L ={aa}",

kde D € ES je Dyckuv jazyk z prikladu 5.4.1 a jazyk {aa}* nendlezi ES viz lemma 5.4.8.
Prokézéani {aa}* C DN L je snadné. Co se tyée DN L C {aa}*, vyplyva, ze

DNL=Dn|JK.s=|J(DNKa),
d>1 d>1

coz je dostacujici pro ovéreni, ze DN Ky C {aa}* pro kazdé d > 1. Pro ptipad d = 1, K; =
{aa}. Pro pokracovani dle indukce bude stanoveno d > 2. Pro kazdy fetézec w € DN Ky,
w = ujaaus pro uius € Ky 1. Z D = € <* aa vyplyva, ze u; € DaD, us € DaD, a tudiz
ujuz € D. Podle indukéniho pfedpokladu, uius € {aa}*. Tudiz w € {aa}*{aa}{aa}* nebo
w € {aa}*{a}{aa}{a}{aa}*. Prvni pfipad implikuje w ¢ D a dochéazi ke sporu. Pro druhy
plati w € {aa}*. O

Teorém 5.4.10. ES neni uzavrend viuci praniku s requldrnimi jazyky.

Dikaz. Uvazujme jazyk J = {a,b}*, ktery muze byt prijat napiiklad nésledujicim ES:

ES = (%, E,R),
kde
¥ ={a,b},
E ={a,b},
R = {a,b}".

Daéle uvazujme regularni jazyk K = {a}*{b}*. Ponévadz J N K = K, tento teorém vyplyva
z lemmatu 5.2.3. O

Lemma 5.4.11. {a}*{b}* U {b}*{a}* ¢ ES.
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Drikaz. Ditkaz lze provést analogicky k lemmatu 5.2.3. 0
Teorém 5.4.12. ES neni uzavrend vici substituci.

Diikaz. Uvazujme jazyk K = {ab,ba}, ktery je pfijimany nasledujicim ES:

ES = (%, E,R),
kde
Y ={a,b},
E = {a,b},
R = {ab}.

Definujme substituci o z {a,b}* na 219" pticemz o(a) = {a}* a o(b) = {b}*. Zaroven
o(a) a o(b) mohou byt pfijimany ES. Nicméné o(K) nemuze byt prijiména zadnym ES
(viz lemma 5.4.11). O

Ponévadz substituce o v dikazu teorému 5.4.12 je regularni, je ziskdn nasledujici di-
sledek.

Dusledek 5.4.12.1. ES nend uzavrend vici requldrni substitucs.

Teorém 5.4.13. ES neni uzavrend vici

(i) konecné substituci,
(ii) homomorfismu bez ¢,

(iii) obecnému homomorfismu.

Diikaz. Pro homomorfismus bez € uvazujme

¢ :{a}" = {a,b}"
s p(a) = ab. Plati, ze L = {a}* € ES a p(L) = {ab}* ¢ ES (viz lemma 5.4.8). Jednoduse
v je také obecny homomorfismus a konec¢na substituce. O

Teorém 5.4.14. ES neni uzavrend vici

(i) Kleeneho hvézdicce,

(ii) Kleeneho plus.

Dikaz. Plati, ze {ab} € ES a {ab}* ¢ ES (viz lemma 5.4.8). Lze odvodit, ze {ab}* ¢ ES,
pricemz diikkaz je mozné provést analogicky k lemmatu 5.4.8. O

Teorém 5.4.15. ES neni uzavrend vici inverznimu homomorfismu.
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Drikaz. Uvazujme nésledujici ES

ES = (X¥,E,R),
kde

E - {a'lva'il; a’27a72}7
E = {aa1,a1a1, azaz},

R = {aia1, acaz}*{ara }.

Necht L = L(E,R). Lze pozorovat, ze L = Dya;D2a1 D2, kde Dy je Dyckuv jazyk
se dvéma typy zavorek, a to ajaj a agas. Podle prikladu 5.4.1, Dy € ES. Necht ¢ : {a,b}* —
>* je definovano jako

a predpokladejme, zZe

¢ (L) = {ab}*,

pricemz se jednd o jazyk, ktery neni pfijimany zddnym ES (viz lemma 5.4.8).

Pro kazdé v = (ab)’ s i > 0 plati, Ze ¢(v) = a1(az2az)" ‘a1, pokud i > 1 a p(v) = ¢,
pokud i = 0. V obou piipadech ¢(v) € L, a tudiz v € o~ 1(L).

Déle uvazujme jakykoliv fetézec v € ¢ !(L) a stanovme w € L s p(v) = w. Jelikoz
w € L, plati w = ujugus pro uy,us € Dy a ug € ayDoay. Jakmile w € range(yp), w zaéind
a1 nebo a3 a konéi a; nebo as. Protoze u; € Dy nemuze zacinat @y ani as a ug € Do
nemuze konc¢it ay ani ag, vyplyva, ze u1 = ug = ¢ a w € a;D2aq. Oznaéme v = T1x2...Ty,
pro x1,2, ..., Ty, € {a,b}. Jelikoz w € a;Dsay, 1 = a, x,, = b a

w = a1a2p(x2)..-p(Tm—1)a20a1,

kde

agp(r2)...o(Tm—1)az € Ds.
Z4dny z faktorti asa; a a1Gz se nemize vyskytovat v Ds. Z toho vyplyvé, ze pro kazdé
i=2,...,m— 2 plati, ze
T, =b <= x;41 = a,

coz dohromady s x1 = a a x,, = b implikuje, ze v € {ab}*. O

Oproti puvodnimu znéni posledni ¢asti dikazu v [27] byla v teorému 5.4.15 opravena
chyba s hodnotami indext pro z, podle kterych je urc¢eno, kdy dané z zastupuje symbol a
nebo symbol b.

Teorém 5.4.16. ES neni uzavrend vuci zamichangi.
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Dikaz. Uvazujme ¥ = {a1,ar,az,az} a uvazujme Dyckuv jazyk L = Dy € ES nad 3.
Je pozadovano, aby Do LDy ¢ ES. Podle lemmatu 5.4.7 predpokldddme spor, ze Do LlLUDy €
UC,, pro n > 1. Déle je znaceno w = al'asa;"az". Retézec w nalezi kompozici K stupné n
majici formu K = K’ < u, tedy w = zyuxs pro x1z9 € K.

Piirozené existuje y € {a1,as} takové, Ze je splnén alespon jeden z nasledujicich pred-
poklad:

(i) Pfedpokladejme, Ze u obsahuje y. Jestlize |u| < n, nemiize obsahovat 7. Retézec z1xou
nalezi K, ovSéem obsahuje vyskyt y a zaroven neobsahuje vyskyt 3 napravo od y, tedy
nenéalezi Dy L Ds.

(ii) Piedpoklddejme, Ze u obsahuje 7. Jestlize |u| < n, nemiize obsahovat y. Retézec urixa
nalezi K, ovsem obsahuje vyskyt 7 a zaroven neobsahuje vyskyt y nalevo od g, tedy
nenalezi Dy LU Dy.

O]

Teorém 5.4.17. ES neni uzavrend vici reverzaci.

Dikaz. Lze provést sporem. Pro libovolny ES, ES = (X, E, R), definujme rev(ES) nésle-
dovné:

rev(ES) = (X, E',R'),

kde
Y=y,
E/ — ER
R = RE.

Jednoduse, rev(rev(ES)) = ES pro kazdy ES. Predpoklddéame, ze

L(E',R) = L(E,R),

piicemz L(E, R)® je vidy jazykem pfijimanym néjakym ES. Dale uvazujme nasledujici ES:

ES = (%, E,R),
kde
E = {a’ b7 C}?
E = {a,bc},
R = {bca},

ktery prijima jazyk
L(E, R) = {abc, bca}.

43



Reverzaci daného jazyka je jazyk

L(E, R)f = {cba, acb}.
Uvazujme fetézec w = cab, w ¢ L(E, R)f. Dale uvazujme

rev(ES) = (X', E',R'),
kde

¥ =% ={a,b,c},
E' = Ef = {a,cb},
R = R = {acb},

piicemz w € L(E', R') dle definice 5.1.3. To implikuje, ze w € L(E, R)?, a tudiz dochazi
ke sporu vii¢i predpokladu, ze L(E', R') = L(E, R)~. O

Shrnuti uzévérovych vlastnosti rodiny ES je uvedeno v tabulce 5.1.

ES GJFA REG
Zmaceni konce - -
Konkatenace — —
Doplnék - -
Sjednoceni - +
Pranik — —
Prinik s regularnimi jazyky  — —
Substituce - -
Regularni substituce — —
Konecna substituce — —
Homomorfismus - -
Homomorfismus bez ¢ — —
Inverzni homomorfismus - —
Kleeneho hvézdicka — —
Kleeneho plus - -
Zamichani — —
Reverzace — +

e e e i e i e

Tabulka 5.1: Uzavérové vlastnosti jazykové rodiny prijimané vymazédvacimi systémy (ES).
GJFA znadi rodinu jazyk pfijimanych obecnymi skdkajicimi konec¢nymi automaty a REG
znaci rodinu reguldrnich jazykt. Symbol ,+“ znaci, Ze rodina jazykl je uzaviena vuci
operaci. Symbol ,—* naopak znaci, ze rodina jazykt neni uzaviena vici operaci.

5.5 Operace zamichani

Hlavnim cilem této sekce je predstaveni vztahu rodiny jazykt prijimanych vymazavacimi
systémy (dale jen ES) s rodinou jazyku generovanych SHUF vyrazy, déle oznacované jako
SHUF.
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Nasledujici lemmata a teorémy dokazuji, ze také ES a SHUF jsou neporovnatelné
shodné s rodinou jazyku prijimanych obecnymi skakajicimi koneénymi automaty (GJFA)
a SHUF.

Vzhledem k paralele vymazavacich systému (dale jen ES) a obecnych skékajicich konec-
nych automatt (dale jen GJFA) lze pouzit lemmata, teorém a piiklad uvedené v [11].

Priklad 5.5.1. Na zékladé vlastnosti GJFA v [11] lze pro ES uvazovat totozny néasledujici
pripad. Necht

ES = (,E,R)
je ES, kde

¥ ={a,b,c,d},

E = {ab, cd},

R = {ab,cd}",

ktery prijiméa jazyk L(E,R), pricemz jej lze prirozené prevést na vyraz zamichini S =
(ab+cd)**. Lze jednoduse ovérit, ze kazdy retézec, ktery je prijimany E.S, muze byt zaroven
vygenerovan S, ale jelikoz acbd € (L(S)\L(E, R)), potom vyplyva, ze L(E, R) C L(S).

V nasledujici ¢asti 1ze pozorovat, ze jazykové rodiny ES a SHUF jsou neporovnatelné.

Lemma 5.5.1. Necht ES = (X, E, R) je ES, kde

Y ={a,b,c,d},
E = {ab, cd},
R = {ab,cd}".

Pak L(E, R) neni SHUF jazyk.

Diikaz. Lze provést sporem. Necht S je SHUF vyraz, pticemz L(S) = L(E, R). Jelikoz
pocet vyskyti a a d je neomezeny v Fetézcich nélezejicich L(E, R), jeden z néasledujicich
dvou pripadu musi platit:

1. S obsahuje podvyraz (T)"*, pricemz existuje w € L(T) s |w|, > 1 a |w|qg > 1.

2. S obsahuje podvyraz T) LW T, pficemz existuje w € L(T1) s |w|e > 1 a w' € L(T5)
s lw|qg > 1.

Oba piipady implikuji, ze L(S) obsahuje fetézec s faktorem ad. Dochazi tedy ke sporu,
jelikoz takové Tetézce nenalezi do L(E, R). O

Lemma 5.5.2. Necht L = L(acw (bd)*"*), pak L ¢ ES.

Diikaz. Lze provést sporem. Predpoklddejme, ze jazyk L je prijiman ES znacenym ES.
Necht n je vétsi nez maximalni délka Tetézce u € £ v ES a necht w = ab™cd™. Vypocet
ES, ktery bude prijimat w, pouzije pravé jeden vymazavaci fetézec u, ktery obsahuje c.
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faktory, které jsou zcela obsazeny v prefixu ab™* nebo v sufixu d" 7, pricemz w =
ab™ " (b*cd?)d™ 7. Je implikovano, ze za pouziti stejné sekvence vymazavacich fetézct
ES muze pfijimat w’ = b'cd’?ab™ *d"™ .

e V opacném pripadé u = ab"cd® pro r,s > 0, pricemz obsahuje a i c. Dle vybéru
n, difvéjsi vymazany fetézec b* s k > 0 byl pouzit. Nicméné to implikuje, ze také
w” = ab™ Fed™b* je piijimany ES.

Pifpad w’' € L(E, R) porusuje podminku, ze symbol a predchaz{ symbolu ¢ v fetézcich
z L, zatimco pripad w” € L(E, R) odporuje faktu, ze fetézce v L nekoné¢i symbolem b. [

Teorém 5.5.3. ES a SHUF jsou neporovnatelné.

Dikaz. SHUF NES C ES vyplyva z definice a lemmatu 5.5.1. SHUF N ES C SHUF
vyplyva z definice a lemmatu 5.5.2. O

5.6 Shrnuti dosazenych vysledkit

V této kapitole byly zavedeny vymazavaci systémy jako nové formalni modely v oblasti for-
malni teorie jazykt, které reprezentuji alternativni volbu k obecnym skakajicim konecnym
automattim.

Kromé samotného formalizovani nového systému pomoci definic a nasledné demonstro-
vani jeho funkcionality na nékolika ukazkovych ptikladech, byly v této kapitole studo-
vany a prokazany vlastnosti rodin jazykt prijimanych témito systémy se znamymi jazyky
dle Chomského hierarchie. V této oblasti vlastnosti vymazavacich systémii obsahuji hlavni
rozdil oproti zminénym obecnym skakajicim koneénym automatiim, a to neporovnatelnost
rodiny kone¢nych jazyka (FIN) a rodiny jazyku pfijimanych vymazévacimi systémy (ES).
Obecné lze uvazovat, ze duvod, pro¢ obecné skakajici koneéné automaty mohou prijimat
jakykoliv konecny jazyk, je predevsim urc¢en prechody mezi stavy, kdy lze presné urcit,
jaky Tetézec ma byt odstranén ze vstupni pasky. Na druhou stranu vymazéavaci systém ma
urcenou celkovou posloupnost symbolt fidicim reguldrnim jazykem, ovSem zpusob, jakym
budou vymazavany jednotlivé Tetézce z mnoziny vymazavacich Tetézci tak, aby Fetézec
vznikly jejich konkatenaci nédlezel do reguldrniho jazyka (a odpovidal jedné z moznych po-
sloupnosti symbolti), jiz nelze déle ¥idit. Neni tedy mozné urcit, jaky vymazéavaci fetézec,
ve kterém kroku vymazavani bude pouzit.

Nasledné jako velmi dilezity a prakticky vyuzitelny znak téchto systému jsou jeho
vztahy s Dyckovymi a polo-Dyckovymi jazyky, jenz mohou velmi snadno nalézt redlné
vyuziti.

Vyznamny rozdil vymazavacich systému oproti uvedené varianté skdkajicich automatu
lze zpozorovat v uzavérovych vlastnostech jejich rodin jazykt. Ze vsech vlastnosti, které
si tato prace klade za cil prozkoumat, se tyto dva jazykové modely shoduji az na uzavienost
jejich rodin jazyka vici operaci sjednoceni a reverzaci. Na rozdil od obecnych skakajicich
konec¢nych automatt rodina jazyka prijimanych vymazavacimi systémy neni uzaviena vuci
témto operacim.

V prvnim pripadé pro operaci sjednoceni, obecné skakajici konetné automaty vyuzi-
vaji svého rysu v podobé pravidel obsahujicich oznaceni stavii, kdy kazdé pravidlo presné
urcuje, ktery retézec mize byt vymazan ze vstupni pasky a odlisuje od sebe stavy jednotli-
vych automati, které byly sjednoceny do celkového nového automatu (viz [20]). Toto ovSem
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neplati u vymazéavacich systému vyuzivajicich ridici regularni jazyk a vymazavaci retézce.
7 tohoto duvodu totiz nelze urcit, ktery vymazavaci fetézec bude pouzit pro vymazani,
pokud mnozina vymazavacich retézcli obsahuje také podretézce nékterych vymazavacich
fetézci s délkou vétsi nez dva symboly, pricemz konkatenace podietézcii odpovida pt-
vodnimu fetézci. Pokud takova situace nastane pro novy vymazavaci systém, ktery vznikl
sjednocenim dvou rozdilnych vymazavacich systému, na zdakladé této skutecnosti prijimany
jazyk bude odlisny od jazyka definovaného sjednocenim jazyku prijimanych jednotlivymi
vymagzavacimi systémy.

V druhém piipadé s operaci reverzace, odlisnosti obecnych skakajicich koneénych auto-
mati oproti vymazavacim systémum je, ze mohou pri reverzaci automatu vyuzivat pouze
reverzace Tetézcu reprezentujicich znaceni prechodu (viz [27]). Naproti tomu vymazavaci
systémy pri této operaci, kromé reverzace retézcti v mnoziné vymazavacich retézct, musi
provést reverzaci celého regularniho jazyka. Tudiz dochazi také ke zméné poradi vymazavani
fetézcu dle ridiciho jazyka, z ¢ehoz vyplyva, ze jazyk prijimany reverzovanym systémem je
odlisny od reverzace jazyka prijimaného puvodnim vymazavacim systémem. Ovsem kromé
téchto dvou rozdilnych ryst se vlastnosti obou jazykovych modeli ve zkoumanych oblastech
shoduji.

Soucasné s aktudlnim vyzkumem skikajicich automati byly na vymazavaci systém apli-
kovany diikazy ohledné vztahi jejich jazykové rodiny s rodinou jazykt generovanych vyrazy
zamichani. V tomto ohledu se novy formélni systém ztotoznuje s obecnymi skdkajicimi ko-
necnymi automaty.
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Kapitola 6

Aplikace vymazavacich systému

Druhou velmi dilezitou soucédsti této prace je studium uziti a aplikaci zavedeného formal-
niho systému, ktery byl predstaven v kapitole 5, na realné procesy.

Tato prace si klade za cil vyuzit novy formélni model, nazyvany vymazdvaci systém,
v oblasti bioinformatiky pro molekuldrni biologii, ddle v textovych editorech a v posledni
radé uvazuje o jeho aplikaci na problémy v kompozi¢nim Sachu.

Kapitola dle uvedenych oblasti uziti rozdéluje navrzené aplikace do tii sekci. Jako prvni,
sekce 6.1 navrhuje tii aplikace vymazavaciho systému pro zpracovani sekvenci, které se vy-
uzivaji pfi bunécénych procesech. Déle sekce 6.2 na zakladé ziskanych teoretickych poznatku
studuje aplikaci vymazavacich systémi na tlohy pouzivané v textovych editorech. V po-
sledni Fadé sekce 6.3 predstavuje trochu netradi¢ni aplikaci formalniho systému na ovérovani
spravnosti feseni problému n dam z oblasti kompozi¢niho Sachu.

6.1 Aplikace v oblasti molekularni biologie

Formalni modely dle svého navrhu mohou reprezentovat redlné bunééné procesy, viz na-
priklad [21]. Vyzkum aplikace novych formélnich modela v oblasti biologie je stale velmi
aktualni. To plati také pro diive predstavené skdkajici konecné automaty. Na zdkladé podob-
nych vlastnosti uvedenych automatt a nové zavedeného vymazavaciho systému lze uvazovat
jeho uziti v bioinformatice.

Tato podkapitola predstavuje tti aplikace vymazéavaciho systému v oblasti bioinforma-
tiky pro molekularni biologii.

Nejprve podsekce 6.1.1 uvadi zékladni pojmy a poznatky pro molekuldrni biologii.
Poté podsekce 6.1.2 zavadi prvni aplikaci vymazavaciho systému pro vyhleddvani podsek-
venci v molekularnich sekvencich. Nésledné podsekce 6.1.3 na zakladé ziskanych poznatkt
o aplikaci vymazavacich systému pro vyhledavani modifikuje navrzenou aplikaci také pro vy-
hledavani v sekvencich proteini a samotnych aminokyselin, které je tvori. Jako posledni
uzit{ vymazavacich systémti v této oblasti aplikace predstavend v podsekci 6.1.4 studuje
vlastnosti sekundéarni struktury RNA.

6.1.1 Uvod do molekularni biologie

Cilem této podsekce je zasvétit ¢tenatfe do zakladti molekuldrni biologie nezbytnych pro po-
chopeni nésledujici ¢asti textu. Postupné jsou predstaveny zdkladni pojmy, jako protein,
DNA ¢ RNA. Tato podkapitola také popisuje proces transkripce a translace. Jako posledni
uvadi takzvanou sekunddrni strukturu RNA.
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Struktura proteini

Tato podkapitola byla pfevzata z [1]. Proteiny ¢ili bilkoviny tvoii vétsinu suché hmotnosti
bunky. Nejsou vsak pouhymi stavebnimi kameny, z nichz je bunika vytvorena, ale obstaravaji
vétsinu bunécénych funkci.

Proteiny jsou tvoreny sekvenci aminokyselin (nazyvana taktéz jako aminokyselinovd
sekvence), pricemz kovalentni vazba mezi dvéma sousednimi aminokyselinami se nazyva
peptidovd vazba. Aminokyselinové sekvence urcuje, jak bude dany protein sbalen do funkéni
informace. V proteinech se bézné nachédzi jednadvacet druhtt aminokyselin, z nichz kazd4 ma
jiné vlastnosti. Tato skupina dvaceti jedna aminokyselin se vyskytuje napri¢ vSemi proteiny
od bakterif pfes rostliny az k zivoc¢ichlim.

Molekula proteinu je tedy tvorena retézcem téchto aminokyselin spojenych se svymi sou-
sedy kovalentni peptidovou vazbou. Kazdy typ proteinu mé jedinec¢né poradi aminokyselin,
které je u vsech molekul tohoto proteinu stejné.

Struktura DNA

DNA (deoxyribonukleovd kyselina) je molekula, kterd hraje tstfedni roli v mikrobiologii.
V biochemickém svété velkych a malych molekul, polymert a monomeru je DNA polymer,
ktery je spojen dohromady z monomeru nazyvanych deoxyribonukleotidy. DNA je klicovou
DNA: kédovani pro produkci proteint a vlastni replikaci, takze presnd kopie je predana
do bunék potomstva, a tudiz zastava funkci nosice genetické informace [21].

Jak jiz bylo Teceno, monomery pouzivané pro konstrukci DNA jsou deoxyribonukleo-
tidy, kde kazdy deoxyribonukleotid se sklad4 ze tii slozek: pétiuhlikového sacharidu (cukru),
jedné ¢i vice fosfatovych skupin a dusikaté baze. Pro zjednodusSeni nézvoslovi se pouziva
termin nukleotidy namisto deoxirybonukleotidl z divodu, ze onim sacharidem je vzdy de-
ozyribosa [21].

Molekula DNA se sklada ze dvou dlouhych polynukleotidovych vldken slozenych ze ¢tyr
typu nukleotidovych podjednotek. Obé tato vldkna jsou nazyvana jako retézce DNA nebo
vlidkna DNA a jsou vzajemné spojena vodikovymi mustky mezi bazemi nukleotida. V pripadé
nukleotidt bazi muze byt adenin (A), cytosin (C), guanin (G) nebo thymin (T). Nukleo-
tidy jsou spojeny v fetézec kovalentnimi vazbami mezi sacharidy a fosfaty, které tak tvori
skostru“ ze dvou stridajicich se ¢asti (cukr-fosfat-cukr-fosfit...). Protoze se podjednotky
DNA lisi pouze bazemi, symboly A, C, G a T jsou obvykle pouzivany k zaznamenavani ¢tyr
ruznych nukleotidi — bézi s navdzanym sacharidem a fosfatovou skupinou [1].

Zpusob, jakym jsou nukleotidy spojeny, dava fetézci DNA polaritu. Pokud si predsta-
vime na kazdém nukleotidu vyénélek misto fosfatu, a jamku, do které vycénélek zapada,
misto cukru, mohou se nukleotidy spojovat jen jednim, a to orientovanym zpusobem. Navic
jsou oba konce fetézce snadno odlisitelné, nebot na jednom konci je vycnélek a na druhém
jamka. Diky této polarité fetézce DNA je konvenéné jeden konec oznacovan jako 3’ (konci
-OH skupinou sacharidu) a druhy jako 5" (konéi fosfatovou skupinou) [1].

Oba polynukleotidové Fetézce jsou v dvousroubovici DNA drzeny pohromadé vodikovymi
mustky mezi bézemi ruznych fetézci. Baze nukleotidu se déli na dva druhy: puriny (adenin
a guanin) a pyrimidiny (cytosin a thymin). Ty se paruji tak, ze adenin se vize s thyminem
a guanin s cytosinem a dochazi ke komplementdrnimu pdrovdni [1].

Baze se mohou spolu parovat ve dvousroubovici jen v pripadé, ze jsou oba fetézce vici
sobé antiparalelni, to znamend, ze polarita jednoho Fetézce je opacna k polarité druhého
fetézce DNA. Z péarovani bazi vyplyva, ze prvni fetézec DNA molekuly obsahuje sekvenci
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nukleotidi, kterd je presné komplementdrni k nukleotidové sekvenci druhého, partnerského
fetézce [1].

Struktura RNA

RNA (ribonukleovd kyselina) je polymer, ktery mé zasadni vyznam pro zivé buriky. Jeho
struktura je velmi blizka strukture DNA. Je tvofen z monomeru zvanych ribonukleotidy.
Ribonukleotid se 1isi od deoxyribonukleotidu dvéma zpiisoby:

(i) Obsahuje ribozovy cukr namisto deoxyribézového cukru.

(ii) Thyminova baze je nahrazena v ribonukleotidu uracilovou béazi (U). Cty¥i mozné béze
jsou tedy A, U, C a G [21].

Zatimco se DNA v burice vyskytuje vzdy jako dvousroubovice (s vyjimkou nékterych
viril), RNA je jednofetézcova molekula [1].

Transkripce a translace

Obsah této podkapitoly vychazi z [1]. Jesté pred identifikaci genetického kédu bylo zndmo,
ze DNA néjakym zpusobem Tidi vznik proteinti. Proteiny jsou jednou ze zakladnich slozek
bunék, u kterych urcéuji nejen jejich strukturu, ale i jejich funkce.

DNA nefidi syntézu bilkovin, ovsem jestlize bunka potiebuje néjaky konkrétni pro-
tein, je nukleotidova sekvence v patfiéné oblasti dlouhé molekuly DNA nejprve zkopirovana
do RNA. Tato RNA se primo vyuzivad jako templat pro tvorbu proteint. Genetickd in-
formace je tedy predévana z DNA do RNA a nésledné z RNA do proteinu. Prepis DNA
do RNA je znamy také pod pojmem transkripce a vyuziti RNA k syntéze proteint jako
translace.

Transkripce (pfepis) probihd tak, Ze jednotlivé ¢asti DNA (geny) jsou prepisovany
do RNA a dochdzi k jejich kopii. Dalsi proces zpracovani RNA se lisi u eukaryotnich (zi-
vocisnych a rostlinnych) bunék a u bunék prokaryotnich (bakteridlnich). Eukaryotni RNA
podléhaji posttranskripénim upravim pred samotnym prekladem na sekvenci aminokyselin.
Nejprve transkripty podléhaji dvéma zdkladnim tpravam: priddni cepicky na 5’ konci RNA
a takzvané polyadenylaci, pti které je pridan poly(A)-konec na 3’ konec RNA. Po zminénych
upravach jsou eukaryotni geny prerusovany nekédujicimi sekvencemi. Tyto tiseky se nazyvaji
introny. Useky kédujicich sekvenci se nazyvaji ezony. Dalsi Gpravou transkriptu je sestrih
RNA, pti kterém dochézi k odstranéni intront. Jakmile se tato modifikace transkriptu pro-
vede, mize byt nasledné prekladan na proteiny. RNA, at jiz eukaryotni ¢i prokaryotni, ktera
bude preklddana na proteiny, je nazyvana také jako medidtorovd RNA (mRNA).

Pii translaci (prekladu) RNA dochdzi k prevodu jednotlivych trojic nukleotida RNA
na aminokyseliny. Zacatek je rozpoznan pomoci start kodonu, ktery je oznacen trojici nukle-
otidi AUG. Nasledujici trojice nukleotid jsou poté prekladany na jednotlivé aminokyseliny
dokud neni nalezen stop kodon, ktery je oznacen jednou trojici nukleotidl z nasledujicich
t11 sekvenci, a to UUA, AAG nebo UGA. Protoze RNA je linedrni polymer slozeny ze ¢tyr
podjednotek, spojenim tii nukleotidu 1ze vytvorit 4 x 4 x 4 = 64 kombinaci: AAA, AUA,
AUG a tak déle. V proteinech se vSak vyskytuje obvykle pouze jednadvacet aminokyselin.
Skupina nékolika tripleti (trojic nukleotidu) se tedy preklddd na stejnou aminokyselinu.
Napriklad pro aminokyselinu Alanin, kterd je znacena symbolem A, to mohou byt triplety

GCA, GCC, GCG nebo GCU.
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U eukaryot zjednodusené translace probiha tak, ze start kodon AUG je vyhledavan
od zac¢atku mRNA s vyuzitim piidané ¢epicky na 5" konci. Eukaryotni mRNA obvykle ne-
sou informaci jen pro jediny protein. Vybér start-kodonu u prokaryot (bakterii) je odlisny.
Bakterialni mRNA nemd na svém 5 konci ¢epicku. Namisto toho maji nékolik nukleotidu
pred kodonem AUG signalni sekvenci znacici poc¢atek translace (za tcelem navazani tak-
zvaného ribosomu). Diky tomu muze byt pocatek translace proveden i uprostfed mRNA
a z jedné mRNA mtze byt prelozeno nékolik proteint.

Geneticky kod, tedy samotné prevody tripleti nukleotidii na aminokyseliny, je ve formé
tabulky uveden v ptiloze C.

Sekundarni struktura RNA

RNA se na zdkladé parovani bazi muze sbalit do riznych tvari podobné jako polypeptidovy
fetézec do koneéného tvaru bilkoviny. V rdmci jedné molekuly RNA se tedy mohou tvorit
nukleotidové pary. I pres to, ze je RNA jednoretézcova molekula, ¢asto obsahuje tuseky,
které se mohou péarovat s komplementarnimi sekvencemi nachézejicimi se na jiném misté
téze molekuly [1]. Na zékladé toho RNA vytvari sekundérni a tercidrni strukturu.

Se zaméfenim pouze na sekundarni strukturu jsou jednotlivé opakujici se prvky klasi-
fikovany do kategorii. Naptiklad se muze jednat o stonkové smycky (anglicky stem-loops),
pseudouzly (anglicky pseudoknots) nebo o vnitrni smycky (anglicky internal loop). Vice viz
napiiklad [15, 22].

Existuji rizné typy reprezentaci sekundarni struktury RNA pro algoritmické zpracovani
¢i vizualizaci. Jednou z nejrozsirenéjsich notaci, kterou vyuziva také tato prace, je takzvana
teckovand zdvorkovd notace (anglicky dot-bracket notation), pficemz je vyuzivina rozsi-
fend verze této notace. To znamend, ze kromé symbola pro zavorky ,(“ a ,,)“ pro parové
nukleotidy a symbolu ,, pro neparové nukleotidy, jsou povoleny také dalsi pary zavorek,
jako {}, [], & <> a komplementarni dvojice velkych a malych znakii anglické abecedy'.
pseudouzly. Jelikoz ruzné nastroje pro predikci sekundérni struktury RNA uvazuji i jiné
symboly pro oznaceni neparového nukleotidu, souhrnné mize byt reprezentovan symbolem

13 13 [44
5y i nebo |

6.1.2 Vyhledavani sekvenci v DNA, RNA a sekundarni strukture RNA

Na zakladé skakajicich vlastnosti vymazavacich systému lze predpokladat, Ze tyto vlastnosti
jsou vhodné pro vyhledévani vice jak jednoho symbolu ¢i podretézce ve vstupnim fetézci.
Vlastnosti vymazavaciho systému, ktery pracuje také s vymazavacimi fetézci, jenz obsahuji
dva a vice symboli, ovsem obsahuji jista uskali, kterd jsou dédle popsana.

Necht ES = (X, E, R) je vymazéavaci systém. Déle jsou uvazovany dva rozdilné retézce
u,v € E, pricemz |u| > 2, |[v| > 2, a také Fetézec w € (X —{#})*, ktery je preCten ze vstupni
pasky. Nelze s jistotou tvrdit, ze pokud byl nejprve napriklad vymazan fetézec u z Fetézce
w a nasledné Tetézec v, ze druhy Tetézec nevznikl konkatenaci dvou fetézct, které se pred
vymazanim nachézely napravo a nalevo od vymazavaného retézce u.

Pokud by ovsem bylo uvazovano, ze jesté pred prvnim vymazanim vymazavaciho Fetézce
ze vstupniho fetézce w by byly vsSechny neprekryvajici se vyskyty oznaceny specidlnim
symbolem, napriklad symbolem ~, poté je mozné prohlésit, ze pokud se v Tetézci nachazi
vSechny vyhleddavané podrietézce zacinajici symbolem ~, dany vstupni retézec obsahuje

1https ://www.tbi.univie.ac.at/RNA/ViennaRNA/doc/html/rna_structure_notations.html
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alespon jeden vyskyt kazdého vyhleddavaného podretézce, pricemz se zaroven neprekryva
s jinym nalezenym podietézcem. Oznaceni vyhledavanych podretézci ve vstupnim fetézci
w je mozné pomoci konec¢ného prevodniku.

Na zékladé definice koneéného prevodniku (viz definice 3.2.1) pro vstupni Fetézec, vystu-
pem piislusného prevodniku miize byt vice jak jednoprvkovd mnozina vystupnich retézct.
Tato situace nastava i v pripadé oznacovani vyhleddvanych podretézci, jelikoz nedetermi-
nismus prevodniku zpusobi, Ze se vygeneruje vice vystupu s tim, zda pripadny nalezeny
podretézec je oznacen ¢i nikoliv. Je tomu tak i v pfipadé prekryvajicich se vyskytt vyhle-
davanych fetézci, kdy muze byt oznacen pouze jeden z podietézci, a tudiz dokonce jenom
pro tento konkrétni pripad budou vytvoreny dva vystupy. Lze s jistotou prohlasit, ze pokud
se vsechny vyhledavané sekvence nachazi ve vstupnim fetézci, tak, ze mohou byt vyjmuty,
aniz by se prekryvaly, pak jeden z vystupnich fetézct spravné sestaveného prevodniku ob-
sahuje patfi¢né oznaceni podretézciu.

Vyhledavani podsekvenci prirozené mutze mit praktické vyuziti v oblasti molekuldrni
biologie pri praci se sekvencemi RNA, DNA ¢i se sekvenci sekundarni struktury RNA.
Pokud dané sekvence obsahuji jisté podsekvence, které se zaroven neprekryvaji, mohou tim
splnovat urcité vlastnosti, které lze nasledné podrobnéji zkoumat.

Popis algoritmu vyhledavani sekvenci v RNA

Néasledné bude popsan cely algoritmus vcéetné vytvoreného konecného prevodniku a vy-
magzavaciho systému. Jelikoz postup pro odlisné vstupni struktury je velmi podobny, dale
jako vstup bude uvazovdna sekvence RNA ve sméru 5 — 3'. Aplikace pro DNA a sekun-
dérni strukturu by se predevsim lisila v pouzité abecedé (Xpnya = {A,T,G,C} pro DNA
aXrnva sec=1{.0),L1.{,}»<,>,4,....,Z,a,..., z} pro sekundarni strukturu RNA pfi vy-
uziti teckované-zavorkové notace a za pouziti symbolu ., pro neparovy znak.). Pfi aplikaci
na vstupni strukturu DNA lze uvazovat, zda se maji vyhledédvané podsekvence vyhledavat
na obou vldknech DNA, ¢i pouze na jednom. Navic pro druhé vldkno ve sméru 3’ — 5
lze uvazovat, zda ma byt vyhledavani providéno v totozném sméru ¢i v opa¢ném sméru.
Tuto veskerou funkcionalitu nabizi implementace dané aplikace.

Dale bude uvazovano, Ze jako vstupni Fetézce w bude sekvence RNA ve sméru 5 — 3/,
pricemz w € Yhya, 2rNA = {A,U,G,C}. Necht je pozadovano, aby vstupni sekvence
obsahovala napiiklad podsekvenci CAGCGU a pak nésledné jesté nékolik dalSich podsek-
venci, které nyni pro demonstraci algoritmu nejsou primo uvedeny. Je definovin konecny
prevodnik

T = (Q? Z’ A’ 0—7 87 F)?
kde

Q= {s},

Y ={AU,G,C},

A={AUG,C}U{~},

o={sA — se,..,.sCAGCGU — s ~ CAGCGU, ...},
F = {s}.
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Ale, Ule, GJe, CJe

*> CAGCGU/ ~ CAGCGU

Obréazek 6.1: Stavovy diagram konecného prevodniku 7.

Lze si povSimnout, ze jednotlivé vstupni nukleotidy, které se nenachdzi ve vyhledavané
podsekvenci, se prevadi na prazdny fetézec €. To je providéno za tcéelem, aby vymaza-
vaci systém nemusel ovérovat abecedu, nad kterou je definovany vstupni fetézec, pricemz
by dochézelo k duplicité kontroly (jiz se provadi pomoci kone¢ného prevodniku).

Tento prevodnik T, jehoz stavovy diagram je uveden na obrazku 6.1, oznac¢i vSechny ne-
prekryvajici se vyskyty vyhleddvanych retézct ve w, pricemz ponecha pouze nalezené pod-
sekvence, a vytvori mnozinu vystupnich retézcu, kterda obsahuje vSechny moznosti oznaceni
vyskytujicich se podsekvenci, které jsou vyhledavany.

P1i implementaci lze algoritmus optimalizovat tak, ze vystupni fetézce, které neobsa-
huji alespon takovy pocet oznacenych podsekvenci, jako je pocet vyhledavanych sekvenci,
nejsou uvazovany a jsou z mnoziny vystupnich retézci odstranény. Pokud po tomto kroku
je mnozina neprazdnd, lze s vyuzitim datové struktury seznam seradit vystupni Fetézce
od nejvyssiho pocétu oznacenych podsekvenci, pficemz je mozné uvazovat, ze s vyssim po-
¢tem oznacenych retézcli se mize zvysovat pravdépodobnost nalezeni vsech vyhledavanych
sekvenci. Pokud je jeden z Tetézcu prijat dale definovanym vymazavacim systémem, zbylé
Tetézce jiz nejsou ovérovany.

Nasledné jednotlivé vystupni Fetézce jsou postupné retézcem, ktery je precten ze vstupni
pasky pomoci vymazavaciho systému

ES = (3,E,R),
kde

2 - {N7A7 U7 G7 C}7
E = {~ CAGCGU,...},
R={~CAGCGU}™ ...

Je-li vstupni retézec prijat definovanym vymazdvacim systémem, pak vstupni Fetézec
obsahuje vSechny vyhledavané podretézce. V opacném piipadé, pokud se ve vstupnim fe-
tézci nevyskytuji vsechny pozadované podretézce alespon jednou, neni retézec prijat danym
vymazavacim systémem.

Pokud je alespon jeden vystupni fetézec z mnoziny vystupnich fetézcti konec¢ného pre-
vodniku pfijat definovanym vymazavacim systémem, pak vstupni sekvence RNA obsahuje
vsechny vyhledavané podsekvence, jejichz nalezené vyskyty se neprekryvaji.
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6.1.3 Vyhledavani proteinti a sekvenci aminokyselin proteini

Na zakladé aplikace vymazavaciho systému na vyhledavani sekvenci v oblasti molekularni
biologie, kterou predstavila podsekce 6.1.2, lze uvazovat jesté dalsi mozné uziti na bézi
vyhledavani. Konkrétné nebyla zminéna jesté sekvence, kterd v oblasti mikrobiologie zastu-

vvvvv

protein.

Algoritmus pro vyhledavani proteina a sekvenci aminokyselin proteint

Déle bude popsan algoritmus prevodu sekvence RNA (mRNA) na sekvence proteini tvore-
nych aminokyselinami a samotné vyhledavani celych proteinii ¢i jejich jednotlivych podcéésti
(podsekvenci aminokyselin) pomoci vymazavaciho systému.

Nejprve je ovSsem nutné zminit dilezitou vlastnost vstupnich fetézci RNA, a to tu,
ze aplikace uvazuje pouze prokaryotni RNA. Duvody, pro¢ aplikace nemuze pracovat s eu-
karyotnimi RNA jsou nasledujici. Jak jiz bylo uvedeno v podsekei 6.1.1, eukaryotni RNA
po transkripci podstupuji jesté posttranskripcni dpravy, véetné takzvaného sestrihu, jeli-
koz eukaryotni RNA obsahuje také nekddujici sekvence. Tudiz nékteré podsekvence RNA
(takzvané introny) se pri translaci jiz nevyskytuji v této upravené RNA (mRNA). Navic
muze dochazet také k alternativnimu sestrihu, kdy z RNA miuze vzniknout pokazdé odlisna
mRNA (viz [1]). Byla zde zminéna pouze nejdilezitéjsi tskali, kterd jsou ale pro vylouceni
aplikace algoritmu na eukaryotni RNA dostacujici. Po rozpoznavani jednotlivych kédujicich
a nekddujicich sekvenci je nutné se opfit o pravdépodobnostni modely, viz naptiklad [29]
s vyuzitim skrytgch Markovovgch modeli (anglicky hidden Markov models, zkracené zndmo
jako HMM) nebo napiiklad [10] za pouziti neuronovych siti (anglicky neural networks,
zkracené znamo pod NN).

Algoritmus aplikace je nasledujici. Samotnou translaci sekvence mRNA, které je zaddna
ve sméru 5 — 3, na sekvence proteinti lze provést pomoci kone¢ného prevodniku. Necht je
definovan konec¢ny prevodnik

Ty = (@1, %1, A1,01, 8, F1),
kde

Q1= 1{s,p,q,7},
¥ ={A,U,G,C},
Ay ={¢1,0,A,C,..,Y},
o1 ={sU — se,sG — se,sC — se,sA — pe,
pA — pe,pG — se,pC — se,pU — qe,
qgA — se,qU — se,qC — se,qG — r1M,
rAUG — rM,rGCA — rA, ...,
rUAA — 508, rUAG — s0,rUGA — s0%$},

Fl = {Sapu Q}a
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AUC/E
UGC/E

GCA, GCC,
GCG, GCU/A

—

UAA, UAG, UGA/0

Obréazek 6.2: Stavovy diagram kone¢ného prevodniku T7.

ktery provede uvedenou translaci vstupni sekvence mRNA na sekvence proteind. Stavovy
diagram T} je uveden na obrazku 6.2. Jednotlivé celé proteiny zacinaji symbolem 1 a jsou
ukonceny symbolem 0. Tento kone¢ny prevodnik je navrzen tak, ze jeho prechody neobsahuji
nedeterminismus v tom smyslu, ze v kazdém stavu a pro kazdy vstupni fetézec pri daném
stavu, prevodnik mize pouzit pravé jedno pravidlo pro prechod do nového stavu. Tudiz
mnozina vystupnich Fetézci obsahuje pouze jeden vystupni retézec. Souhrnné prechody
kone¢ného prevodniku 7 dodrzuji geneticky kéd (viz priloha C). Dle tohoto genetického
kédu prevzatého z [1] se neuvazuje, ze kodon zastoupeny trojici nukleotidi UGA slouzi
pro syntézu selenocysteinu, a tudiz zastava pouze tdlohu terminac¢niho kodonu pro zakladni
variantu genetického kédu.

Pri implementaci dané aplikace se uvazuje, ze stav r v Q1 pro 77 miuze volitelné také
nalezet do mnoziny koncovych stavii Fi. To znamena, ze preklad na urcity protein zapocal,
ovsem prislusna sekvence neni ukoncena nékterym z terminacnich kodoni, Cimz se umoznuje
podobnd funkcionalita, jako napiiklad nabizi nastroj ExPASy — Translate Tool®.

Déle uvazujme, ze se pozaduje, aby vstupni mRNA sekvence po prekladu na jednotlivé
aminokyseliny obsahovala protein sloZzeny ze sekvence aminokyselin M RTGN AN a pod-
sekvenci aminokyselin KC'F, pricemz pro popis algoritmu je jako protein uvazovan velmi
kratky protein Microcin C7°. Dale mohou byt pozadovany dalsi proteiny a podsekvence,
ovsem pro popis algoritmu nejsou primo uvedeny.

Vystup konec¢ného prevodniku 77 je zpracovan koneénym prevodnikem

Ty = (Q2, X2, A2, 00,5, F),

kde

’https://web.expasy.org/translate/
3https://www.uniprot.org/uniprotkb/Q47505/
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Q2 = {s},

¥ ={1,0,A,C,..,Y},

Ay ={1,0,4,C,...Y}U{~},

o9 = {sl — se,s0 — se,sA — se, ...,
SIMRTGNANQO — s ~1MRTGNANOQO, ...
sKCF — s~ KCF,...},

Fy ={s},

1/e, 0/e, Ale, Cle, ...

. IMRTGNANO/ ~ IMRTGN ANO,
KCF/ ~ KCF

Obrazek 6.3: Stavovy diagram konecného prevodniku 75.

ktery oznaci a ponecha ve vystupnim fetézci vSechny vyhledavané proteiny a neprekryva-
jici se podsekvence aminokyselin. Stavovy diagram 75 je uveden na obrazku 6.3. Vyznam
specidlniho symbolu ~ je totozny jako v podsekci 6.1.2. To stejné plati rovnéz pii zpraco-
vani mnoziny vystupnich fetézcli, pricemz pro popis lze odkézat na uvedenou podkapitolu.
Jednotlivé vystupni fetézce konecného prevodniku 75 jsou nédsledné vstupem vymazavaciho
systému, ktery je definovan jako

ES = (27 E? R)7
kde

¥ =1{1,0,~,4,C,...Y},
E={~1MRTGNANO,~ KCF,...},
R={~1MRTGNANO}"..{~ KCF}*....

Je-li vstupni fetézec, ktery je precteny ze vstupni pasky vymazavacim systémem, pri-
jat, pak vstupni fetézec obsahuje vsechny vyhleddavané proteiny a sekvence aminokyselin,
pricemz jejich nalezené vyskyty se neprekryvaji.

Z uvedeného lze konstatovat, ze vstupni sekvence mRNA obsahuje patii¢né podsekvence
triplet, které koduji jednotlivé proteiny ¢i sekvence aminokyselin. Zaroven plati, ze kodujici
triplety se nachazi v sekvenci mRNA mezi start kodonem a jednim ze stop kodoni, takze
ve skuteCnosti jsou pri translaci opravdu prekladany.
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6.1.4 Vlastnosti sekundarni struktury RNA

Jednotlivé nukleotidy RNA mohou vytvaret vazbu s komplementérnimi nukleotidy pomoci
vodiku. Sekundarni struktura RNA poté obsahuje urcity pocet parovych nukleotidiu (nuk-
leotidy, které jsou ve vazbé) a nukleotidi neparovych (vice viz podsekce 6.1.1). Pro blizsi
zkouméni RNA ovSem muZe byt vhodné studovat pouze ty sekvence, které obsahuji uréity
pocet parovych nukleotidi.

7 davodu velkého mnozstvi nukleotidi v jednom tetézci RNA je vhodné zvolit pro-
centualni definovani mnozstvi. Tim lze urcit, ze Tetézec je vhodné dale zkoumat pouze
za podminky, pokud spliuje minimalni a maximalni mnozstvi parovych nukleotidd vuci
vSem obsazenym nukleotidim (parovym a neparovym). Pro testovani pouze minimélni nebo
pouze maximéaln{ hranice lze pro druhou hodnotu uvazovat jeji zékladni hodnotu (100% pro
maximalni mnozstvi a 0% pro mnozstvi minimalni).

Na zakladé skutecnosti, ze vymazéavaci systém je schopny ovérovat, zda vstupni fetézec
obsahuje prislusny vztah mnozstvi jednotlivych symboli, lze po prislusném prevodu vstupni
sekvence sekundarni struktury RNA ovérovat popsané vlastnosti.

Popis algoritmu pro ovéreni vlastnosti sekundarni struktury RNA

Nejprve bude algoritmus popsan pro jednu zvolenou procentualni hranici mnozstvi parovych
nukleotidi (minimdlni ¢i maximélni). Po zvoleni procentuédlni hranice bude uréen pozado-
vany vztah poctu parovych a neparovych nukleotidi za tcelem splnéni podminky. To lze
provést nésledujici sekvenci kroki.

Necht je uvazovano celé ¢islo 0 < x < 100, které udava pozadované minimélni ¢i maxi-
malni mnozstvi parovych nukleotidi vic¢i celkovému poctu nukleotidd RNA v procentech
(napriklad = = 50 urcuje hranici 50%). Zaroven prislusnd hodnota udava pozadovany mi-
nimalni ¢i maximélni pocet parovych nukleotidia vaci 100 nukleotidim.

Pro minimalizaci po¢tu nukleotidi z implementac¢niho hlediska je vhodné zmensit pocet
parovych nukleotidi vaci 100 nukleotidiim pTi zachovani stejného poméru. Toho lze docilit
pomoci nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel  a 100 pomoci funkce ged (z anglického
greatest common divisor),

gcd(z,100) = d. (6.1)
Nasledné 1ze obé uvedena cisla vydélit nejvétsim spoleénym délitelem d a vypocitat pocet
symbolu pro jeden péarovy nukleotid (p z anglického paired) a jeden nukleotid nepérovy
(u z anglického unpaired):

x
= - 2
u=- (6.2)
1
p:%—u. (6.3)

Na zakladé urc¢enych hodnot, pii zachovani pozadovaného poméru parovych nukleotidu
vici celkovému poctu nukleotidi, lze sestavit prislusny prevodnik. Ten prevede vstupni
sekvenci sekundarni struktury RNA na Tetézec, ve kterém kazdy symbol zastupujici parovy
¢i neparovy nukleotid je nahrazen retézcem s prislusnym poctem symbolt se zachovanim
parovych vlastnosti.

Vstupni sekunddrni struktura RNA muze byt zadané v libovolném sméru, a to 5 — 3’
nebo 3’ — 5. Déle je uvazovdna teckované zavorkova notace, pii pouziti symbolu ,,* pro
neparovy nukleotid (viz podsekce 6.1.1).
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Necht

T=(Q,%X A0, F) (6.4)

je deterministicky zobecnény sekvenéni stroj (dale jen DGSM), pficemz

Q= {s},
Y=4{,(),4,0a,..,2Z,z2},
A ={U, P},

o= {s. — sU" s(— sPP,..},
F = {s}.

(a)v [,],{,},<,>,A,a,B,b,...,Z,z/Pp

*> JU

Obréazek 6.4: Stavovy diagram deterministického zobecnéného sekvencéniho stroje T'.

V definovaném DGSM T, jehoz stavovy diagram je vyobrazen na obrazku 6.4, PP znaci
p-tou mocninu retézce obsahujiciho pouze symbol P a U" znaci u-tou mocninu fetézce ob-
sahujiciho pouze symbol U. Pti implementaci daného prevodniku probihd samotné kontrola
validity vstupni sekundarni struktury RNA jesté pred jeho sestavenim, tudiz implemento-
vany DGSM uvazuje zaroven vsechny povolené symboly pro neparové nukleotidy, a to ,,.,
5 a | dle podkapitoly 6.1.1.

Doposud popsany algoritmicky postup se provede jednou pro miniméalni mnozstvi péaro-
vych nukleotidd a jednou pro maximalni mnozstvi. Pokud minimalni ¢i maximéalni hodnota
obsahuje zakladni hodnotu, lze celé ovétovani vstupniho fetézce vynechat, jelikoz je splnéna
kazdym vstupnim retézcem sekundarni struktury RNA. Navic vynechanim vsech algorit-
mickych kroku pro minimdlni hodnotu 0% je zabranéno, aby vstupem funkce gcd bylo ¢islo
nula.

Déale muze byt sestaven vymazavaci systém pro minimalni pocet nukleotidiu (véetné
pozadované hranice),

kde
me = {U, P}7
Emin = {U, P}v

Ryin = {UP}Y{P}*

a vymazavaci systém pro maximélni pocet nukleotidi (véetné pozadované hranice),
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ESmax = (Emama Emam; Rmax)a
kde

Z]maat = {U, P}7
Ema:p = {U, P}7
Ryae = {UP}{U}".

Jazyky prijimané témito vymazavacimi systémy jsou

L(EmznpRmzn) = {U) € {Uv P}* | |UJ‘P Z |w‘U}7
L(EmavamaJ:) = {U) S {Uv P}* | |w‘U > |w’P}

Pro oba uvedené vymazavaci systémy je vstupnim retézcem vystupni retézec prevod-
niku T z jednoprvkové mnoziny vystupnich fetézcti. Jediny rozdil v téchto dvou definova-
nych vymazavacich systémech, ESyin a ESnaz, je v Fidicim reguldarnim jazyku.

Pri miniméalnim pozadovaném mnozstvi parovych nukleotidu je nutné, aby bylo docileno
toho, zZe retézec obsahuje minimalné totozny pocet symboltd U a P, které byly do vstup-
niho fetézce vymazavaciho systému zakdédovany pomoci DGSM T v pozadovaném mnozstvi
pro parové a neparové nukleotidy. Po odstranéni dvojic téchto symboli miize fetézec obsaho-
vat pouze symbol P v libovolném poctu. Toho je docileno pomoci definovaného regularniho
jazyka {UP}*{P}*, kdy po vymazéani vsech dvojic symbola U a P muze byt vymazan
ze vstupni pasky libovolny pocet symbolu P.

Naopak pro maximalni pozadované mnozstvi musi po odstranéni vSech dvojic symbola
U a P vstupni retézec obsahovat pouze libovolny pocet symbolu U, ¢ehoz je docileno pomoci
regularniho jazyka {UP}*{U}*.

Naésledné navrzeny algoritmus bude jesté popsan na jednom ukézkovém prikladu.

Priklad 6.1.1. Necht je uvazovan vstupni fetézec sekvence sekundarni struktury RNA za-
dany ve sméru 5" — 3, w = ((.(([[.[[)))-)]-]]], pfi¢emz se jednd o teoreticky sestaveny Fetézec,
ktery obsahuje presné 80% parovych nukleotidi. Pozadované minimalni mnozstvi parovych
nukleotidi vuci celkovému poctu nukleotidu v sekvenci RNA je 80%, tudiz vyplyva x = 80.
Déle dle névrhu algoritmu je nejprve vypocitan nejvétsi spolecny délitel ¢isel 80 a 100:

ged(80,100) = 20. (6.6)

Poté mohou byt obé vstupni ¢isla funkce ged vydélena nejvétsim spoleénym délitelem a vy-
pocitdn pocet symboli pro jeden péarovy nukleotid (p, viz vyraz 6.8) a pocet symbola
pro nukleotid nepéarovy (u, viz vyraz 6.7):

80
= =4 6.7
u=5 =4, (6.7)
100
P=2 (6.8)
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Nésledné muze byt sestaven deterministicky zobecnény sekvencni stroj (déle jen DGSM)
pro prevod vstupni sekundarni struktury RNA do patfi¢ného tvaru pro vymazavaci systém.
Jako tento prevodnik je uvazovan DGSM T (viz vyraz 6.4). Celkové tedy bude fetézec w
preveden na vystupni fetézec w’, pricemz

w' = PPUUUUPPPPUUUUPPPPPUUUUPPUUUUPPP.

Jelikoz pozadované maximalni mnozstvi parovych nukleotidi je zédkladni hodnotou ur-
¢eno jako 100%, tato vlastnost nemusi byt ovéfovana, protoze je splnéna kazdym vstupnim
fetézcem sekundarni struktury RNA. Déle bude testovdna tedy pouze minimdlni hranice
poctu parovych nukleotidt. Jako vymazavaci systém se uvazuje vymazavaci systém ESp,ip
(viz vyraz 6.5). Ten muze provést takovou sekvenci vymazavacich kroku, ze lze pfijmout
vstupni Fetézec w’, a tudiZ je mozné prohlasit, ze vstupni sekunddrni struktura RNA obsa-
huje minimélné 80% parovych nukleotidi. Ve skutecnosti plati, ze |w'|p = |w'|y. Tato si-
tuace také reprezentuje, ze vstupni Fetézec w obsahuje presné 80% péarovych nukleotidu.

6.2 Aplikace v oblasti textovych editori

Nasledujici sekce se zaméruje na pouziti vymazavaciho systému pro zpracovani obecného
a zdrojového textu v riznych programovacich jazycich s vyuzitim v textovych editorech.

Podsekce 6.2.1 nejprve uvadi zakladni navrh vyuziti vymazavaciho systému pro zpra-
covani obecného a zdrojového textu. Poté predstavuje navrh algoritmu navrzené aplikace
s moznym vyuzitim v textovych editorech, véetné jednoduchého nazorného prikladu.

6.2.1 Vyvazené zavorky v textovych editorech

Jak jiz bylo dfive prokazano, vymazavaci systém prijima jakykoliv Dycktv jazyk dle teo-
rému 5.3.1. Tento jazyk je dobfe znamym bezkontextovym jazykem, a to predevsim svou
schopnosti definovat vSechny Fetézce s vyvazenymi zavorkami [6]. Takové Fetézce pak obsa-
huji odpovidajici pocet dvojic zavorek zapsanych v prislusném poradi. NejCastéji se jedna
o pary, kdy se nejprve zapisuje takzvand ,oteviraci“ zavorka a poté jeji komplementarni,
zavorka ,uzaviraci“, pricemz jednotlivé dvojice jsou spravné zanoreny.

Pii zpracovani textu je mozné pracovat celkem se tfemi typy dvojic zavorek, a to (), []
a {}. Par zdvorek <> neni uvazovan. Dané zavorky se mohou nachézet jak v obecném textu,
tak napftiklad i ve zdrojovych kdédech programi v rtznych programovacich jazycich. Mezi
vyjmenovanymi dvojicemi se pak dale muze nachazet libovolny tisknutelny znak vyjma

znaku pro zavorky a znaky pro mezery (samotnd mezera, znaky oznacujici novy radek
a dalsi).

Algoritmus pro ovéreni vyvazenych zavorek

Pro ti¢ely demonstrace algoritmu budou uvazovany pouze znaky ASCII! namisto v soucasné
dobé nejrozsitensjsiho kédovani UTF-8°. K samotné problematice lze pfistoupit dvéma od-
liSnymi zplsoby pri zpracovani textu pomoci vymazavaciho systému. Prvni pristup defi-
nuje takovy vymazavaci systém, ktery nejprve vymaze vSechny znaky ASCII vyjma znakt
pro zavorky. Po jejich vymazani jsou vymazavany jednotlivé dvojice zavorek. Druhy pri-
stup zarazuje pred zpracovani textu vymazavacim systémem deterministicky zobecnény

“https://www.asciitable.com/
Shttps://home.unicode.org/
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sekvencni stroj (ddle jen DGSM), ktery slouzi predevsim pro prepis vSech znakd, vyjma
znaki pro zavorky, na prazdny symbol. Pro aplikaci a implementaci bude zvolen druhy
z popsanych pristupil predevsim za tcelem minimalizace nedeterminismu pti vyhleddvani
symboll ve vstupnim fetézci vymazavacim systémem.

Vstupni text je nejprve zpracovan DGSM

T=(Q,% A0, F), (6.9)
kde

Q= {3}7
Y= {alph(ASCII - {<7 )7 [7]7 {7 }})}7
A= {€7 (,), [a]v {7 }}7

o= {sa — se,sb— se,...,s(— s(,...},
F={s},

(ASCH - {(v )7 [7]7 {7 }})/5

(GONs VLI 4 33

Obréazek 6.5: Stavovy diagram deterministického zobecnéného sekvencéniho stroje T'.

jehoz stavovy diagram je uveden na obrazku 6.5. Vystup tohoto DGSM je déle zpracovan
vymazavacim systémem

ES = (3,E,R), (6.10)
kde

X = {(a)v [7]7{7}}7
E={0,1,{}},
R = {()a []7 {}}*

Nutno poznamenat, ze pri implementaci dané aplikace jsou symboly zdvorek nevhodné
pro definovani regularniho vyrazu reprezentujiciho regularni jazyk. Také na zakladé al-
goritmu vymazavaciho systému nejsou tyto symboly povoleny, pokud nezastupuji urcity
ucel v reguldrnim vyrazu a zaroven implementace vymazavaciho systému povoluje prislus-
nou funkcionalitu pouzit. OvSsem dané omezeni lze jednoduse vyresit a minimalizovat jeho
dopady. Implementace prevadi jednotlivé symboly zavorek na znaky z anglické abecedy

61



pri vyuziti velkych a malych znakta — symboly (, ), [, |, { a } po fadé zastupuji znaky A,
a, B, b, Cac

Dale bude navrzeny algoritmus demonstrovan na nazorném prikladu.

Priklad 6.2.1. Necht je uvazovano, ze vstupem deterministického zobecnéného sekvencéniho
stroje T' (viz vyraz 6.9) je jednoduchy program v jazyce C:

#include <stdio.h>

int main()

{
printf ("Hello world.\n");
}

Zdrojovy kdd tohoto programu prevede dany kone¢ny prevodnik na fetézec w’ = (){()},
ktery nésledné zpracovava vymazavaci systém ES (viz vyraz 6.10). Lze provést vymazéavaci
kroky

ze kterych vyplyva (){}() € R, coz implikuje w’ € L(FE, R). MuzZe byt tedy konstatovino,
ze vstupni text obsahuje vyvazené zavorky.

6.3 Aplikace v oblasti kompozi¢niho Sachu

Cilem této podkapitoly je predstavit aplikaci vymazavaciho systému ve velmi specifické
oblasti, a to v oblasti kompozi¢niho sachu. Konkrétné se obsah nésledujici ¢asti zaméruje
na problém n dam rozmisténych na Sachovnici s n? poli. Samotny vymazavaci systém piimo
nefesi dany problém, ovsem jeho vlastnosti 1ze oznacit za idedlni pro ovéreni, zda poskytnuté
feseni daného problému odpovidéd pravidlim a je spravnym resenim.

Nasledujici podsekce, podsekce 6.3.1, nejprve predstavuje ivod do kompoziéniho sachu
a popisuje kritéria vyhodnoceni problému n dam. Néasledné obecné predstavuje nosnou
myslenku aplikace vymazavaciho systému v dané oblasti a definuje algoritmus krok po kroku
vcetné nazornych priklada.

6.3.1 Problém n dam

Jiz v roce 1848 némecky Sachista Max Bezzel, ktery se vénoval problematice kompozi¢niho
sachu, definoval problém osmi kréloven [3], ktery lze formulovat nésledovné. Ukolem je
polozit osm Sachovych dam na Sachovnici 8x8 tak, aby zadné z nich nelezela v itoé¢ném poli
nékteré z ostatnich. Jinymi slovy, zddné dvé damy nesmi lezet ve stejném radku, sloupci
nebo diagondle. Existuje celkem 92 resent, kterd spadaji do 12 trid (11 z 8 FeSeni a 1 ze 4),
pokud jsou identifikovina symetricka Feseni [3]. Nésledné v roce 1869 Franz Nauck rozsiFil
tento problém na problém n dam, pii rozmisténi na $achovnici s n? poli [7].
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Ovéreni pravidel problému n dam vymazavacim systémem

Pokud bude ovérovano kritérium, ze zadné dvé damy se nesmi nachéazet ve stejném radku,
znamens to, ze pri oznaceni Ffadkt posloupnosti ¢isel 1,2, ..., n, se nesmi pro dvé figury damy
vyskytovat v souradnici na vertikdlni hrané Sachovnice stejné ¢islo (osa y v rovinné kartéz-
ské soustavé souradnic). Taktéz je tomu i v pfipadé druhého pravidla, kdy pfi posloupnosti
symbolu z anglické abecedy se nesmi v soufadnici na horizontalni hrané sachovnice (osa z
v rovinné kartézské soustavé souradnic) vyskytovat pro dvé figury damy dva totozné sym-
boly.

Na zékladé této skutecnosti lze uvazit, ze vymazavaci systém miize oveérit spravny pocet
vyskytti symboli ve vstupnim fetézci. Tak je tomu i v pripadé kontroly pravidel pro radky
a sloupce problému n dam, kdy kazdé oznaceni bude zastoupeno pravé jednou. V piipadé
diagondlnich souradnic (levd a prava diagonalni soufadnice) pfi poc¢tu soufadnic 2 xn — 1
a pri poc¢tu n figurek dam neni mozné pouzit stejny vymazavaci systém z toho davodu,
ze (2*xn —1)—n = n — 1 symbold nebude ve vstupnim fetézci zastoupeno. Diagonalni
soutadnice Sachovnice jsou vyobrazeny na obrazku D.2 v ptiloze D. Nabizi se dvé mozna
Teseni:

(i) Kazdy symbol, ktery oznacuje diagondlni souradnici, se muze vyskytovat v Fetézci nej-
vyse jednou. V pripadé fidiciho regularniho jazyka to znamena, ze bud se na vstupni
pasce dany symbol vyskytuje pravé jednou nebo se uvazuje prazdny retézec €.

(ii) Lze pomoci vymazavaciho systému ovérit, zda neni porusena podminka, ze se zadné
dvé figurky dédmy nesmi nachazet na totozné diagonalni souradnici. To znamen4,
ze pokud prislusny vymazavaci systém prijima vstupni fetézec, vysledek je negaci
vyhodnoceni, tudiz vstupni feSeni neodpovida sprdvnému rozmisténi a nejméné dvé
Sachové damy jsou umistény na stejné diagonale. V opacném piipadé, pokud dany vy-
magzavaci systém neptijme Tetézec, ktery je precten ze vstupni pasky, pak ve vstupnim
feSeni se nenachdazi zadné dvé figurky damy na stejné diagonalni souradnici.

Za tucelem eliminace prazdného retézce v ridicim regularnim jazyku navrh algoritmu
vyuzivd druhy z uvedenych algoritmickych postupt.

Navrh algoritmu pro validaci feSeni problému n dam

Nejprve je nutné navrhnout zakédovani rozmisténi dam na Sachovnici do tetézce. To lze
prirozené provést pomoci konkatenace jednotlivych symbolt souradnic kazdé z dam, kdy
nejprve se zapise souradnice fadku, na kterém se figura nachazi, a poté sloupce. Napriklad
pro Ssachovnici 8x8 jedno z moznych feseni, uvedené na obrazku 6.6, mize byt zakédovano
do Tetézce 2a4b6c8d3el f7g5h. Stanoveny postup zakédovani lze primo vyuzit pro vstupni
fetézce vymazavaciho systému pro n < 9. Pokud je hodnota n > 10, neni mozné pomoci
vymazavaciho systému spravné rozpoznat vstupni zakédovani z divodu, ze ¢iselnd hodnota
se zapisuje ve dvou ¢i vice symbolech. Pro vyuziti vymazavaciho systému pii ovérovani reseni
i pron > 10 je nutné ¢iselné hodnoty prevést do zakddovani, kde kazdy radek oznacuje prave
jeden symbol. Jelikoz kazdy sloupec oznacuji znaky anglické abecedy, prirozené se nabizi
prevést ¢iselné hodnoty na znaky abecedy fecké ve stejném poradi. Tato abeceda obsahuje
celkem 24 znaki, kdy kazdy znak lze zapsat jako maly ¢i velky, tedy celkem recka abeceda
nabizi k dispozici 48 symbolii®. Na zakladé skutecnosti, Ze pro zakédovani diagondlnich

Shttps://www.britannica.com/topic/Greek-alphabet
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8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1

Obrazek 6.6: Vybrané feseni problému 8 dam.

souradnic je zapotiebi 2 * n — 1 symboli, nejvétsi mozny rozmér sachovnice se stanovi jako
n = L‘“THJ = 24. OvSem pro n = 24 pii poctu 227 514 171 973 736 feseni’ je povoleny
rozsah rozmeéru Ssachovnice pro demonstra¢ni ucely vice nez dostatecny. Pro vétsi rozmeéry
sachovnice by bylo nutné zvolit dalsi unikatni symboly pro zakédovani.

Na zakladé navrhu zakdédovani l1ze definovat konecény prevodnik pro zpracovani vstup-
niho retézce. Nutno poznamenat, ze pri implementaci aplikace se dany prevodnik vytvari
dynamicky podle hodnoty n. Nyni pro demonstraci algoritmu bude zvoleno n = 8. Jedna
se tedy o bézny rozmér Sachovnice. Necht

Ts = (Q,%, A, 0,5, F) (6.11)

je kone¢ny prevodnik, kde

Q= {s,r},

Y ={1,..,8,a,..,h},
A={a,..,0,a,.., h},
o={sl »ra,..s8—rb,

ra — sa,...,rh — sh},
F= {3}7

ktery je vyobrazen na obrazku 6.7.

"https://oeis.org/A000170
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Obréazek 6.7: Stavovy diagram konecného prevodniku Tg.

Vystup konecného prevodniku Ty zpracovava vymazavaci systém, ktery je sestaven
presné pro dany rozmér Sachovnice, tedy pro dané n. Tim zaroven pomoci prislusného
vymazavaciho systému probéhne kontrola, zda vstupni retézec, ktery obsahuje zakédované
feSeni, obsahuje pouze platné symboly pro n (hodnoty v povoleném rozsahu pro rozmeér
sachovnice).

Je definovan vymazavaci systém

ESs = (3s, Es, Rg), (6.12)
kde

Ys=A{a,...,0,a,... . h},
Es={a,...,0,a,.., h},
Rg = {a...0a...h}.

Definovany vymazéavaci systém, ESg, prijme vstupni retézec tehdy a jen tehdy, kdyz se
nenachézi zadné dvé damy ve stejném sloupci ¢ fadku Sachovnice a po Sachovnici s 8% = 64
poli je rozmisténo 8 dam. Provede se tudiz kontrola feSeni v horizontalnim a vertikdlnim
sméru sachovnice.

Pro kontrolu feseni v diagonalnich souradnicich je nyni nutné prevést souradnice jed-
notlivych dam na Sachovnici ze soufadnic na horizontalnich a vertikalnich hranéch na sou-
fadnice diagondlni. Zakladni a diagondalni souradnice jsou vyobrazeny v priloze D.

Pro dynamické mapovani souradnic dle hodnoty n je zapotiebi urceni vztahu pozice
dédmy v horizontalné-vertikalnich soufadnicich a soufadnicich diagondlnich.

Necht proménnd i znac¢i poradi znaku v fecké abecedé pfi ¢islovani od nuly. Pro znaky
a, B,7, ... je odpovidajici hodnota proménné i po radé 0, 1,2, ... nejvice do n — 1. Totoznym
postupem lze odvodit poradi symbolt v anglické abecedé, jenz znaci proménnd j. Pro ur-
¢eni nového symbolu oznacujiciho levou diagondalni soutadnici proménna g uchovava pozici
nového znaku v fecké abecedé pti zachovani ¢islovani od nuly. Opét jako v predchozim pii-
padé je tomu i s proménnou e pro symbol anglické abecedy oznacujici pravou diagonalni
soutradnici. Na zakladé definovani proménnych lze urc¢it nasledujici vztahy:

g=n+i—j5—1, (6.13)
e=1i+j. (6.14)

Nézorna ukédzka vypoctu prevodu souradnic pro feseni uvedené v obrazku 6.6 je ve formé
prikladu pripojena v priloze D.
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Po provedeni prevodu z horizontalné-vertikalnich souradnic je mozné ovérit, zda vstupni
feseni neobsahuje dvé ¢i vice figur na stejné diagondle, tedy af jiz na levé ¢i pravé diago-
nalni souradnici. Vicenasobny vyskyt dam na stejné diagondle by byl v prevedeném fetézci
zastoupen mnohacetnym vyskytem symbolu. Ovéfeni spravnosti vstupniho feseni provadi
nasledujici vymazavaci systém, ktery je definovan jako

ESps = (Xps, Eps, Rpg), (6.15)
kde

Yps ={a,...,0,a,...,0},
Eps ={a,...,0,a,...,0},

Rps = (aq, ..., 00, aa, ...,00)(q, ...,0,a, ...,0)".

Jak jiz bylo dfive zminéno, ovéreni validity vstupniho feseni v diagondlnich soutradni-
cich je negaci vysledku vymazéavaciho systému ESpg. Pokud tedy dany vymazavaci systém
prijme vstupni fetézec, ve vstupnim feseni se vyskytuji alespon dvé figury damy na stejné
diagonale. Nejsou tedy splnény podminky problému n dam pro n = 8 a vstupni feSeni
neni spravnym reSenim problému. V opacném pripadé, pokud ESpg neptijme Tetézec, re-
seni obsahuje na kazdé diagonalni soufadnici nejvyse jednu figuru damy. Jsou tedy splnény
podminky problému a feSeni lze prohlasit za spravné.

Pro ukazku bude uvedeny algoritmus jesté demonstrovan na nasledujicich dvou prikla-
dech, pricemz zadné z uvedenych vstupnich feseni nespliiuje pravidla problému n dam.

Priklad 6.3.1. Necht Tetézec w = 2a4b6c¢8d2el fT7gbh je vstupem algoritmu pro ovéreni
spravnosti Feseni problému rozmisténi n dam na Sachovnici s n? poli pro n = 8. Vstupni
rozmisténi figur dam vyobrazuje obrazek 6.8a. Retézec w nejprve zpracuje koneény pievod-
nik Ty (viz vyraz 6.11), ktery jej pievede na fetézec w' = BadblchdBea fngeh. Nasledné
w' je Tetézcem, ktery je preCten ze vstupni pasky pomoci vymazavaciho systému ESg (viz
vyraz 6.12). Retézec w’ ovéem neni piijat danym vymazéavacim systémem na zakladé skutec-
nosti, ze vstupni reseni obsahuje dvé figury damy umisténé na stejném radku, a to presnéji
na druhém radku oznacenym ¢islem 2. Lze tedy prohlésit, ze vstupni rozmisténi dam na sa-
chovnici neni spravnym fesenim problému n dam pro n = 8.

Priklad 6.3.2. Necht fetézec w = 2a4b6c8d1e3 f7g5h je vstupem algoritmu pro ovéreni
spravnosti feseni problému rozmisténi n dam na Sachovnici s n? poli pro n = 8. Vstupni
rozmistén{ figur dam vyobrazuje obrazek 6.8b. Retézec w nejprve zpracuje koneény prevod-
nik Ty (viz vyraz 6.11), ktery jej prevede na fetézec w’ = fadblcddaey fngeh. Nasledné w’
je Tetézcem, ktery je precten ze vstupni pasky pomoci ESs (viz vyraz 6.12) a timto vyma-
zévacim systémem je také prijat. Dle navrhu algoritmu nésleduje prevod souradnic feseni
z horizontalné-vertikalnich soufadnic do soufadnic diagonalnich. Retézec w' je tedy pre-
veden na Fetézec w” = ibkehukdechOmel, ktery ndsledné zpracovavd vymazdvaci systém
ESpg (viz vyraz 6.15). OvSem w” neni pfijato uvedenym vymazavacim systémem na z&-
kladé skutecnosti, ze vstupni feseni obsahuje dvé figury damy umisténé na stejné diagonéle,
a to presnéji na paté pravé diagondlni soutadnici oznacené e (viz obrazek D.2b). Lze tedy
prohlasit, Ze vstupni rozmisténi dam na sachovnici neni spravnym resenim problému n dam
pron = 8.
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N W ke ot O 3
N W ok~ ot & N
N W ok~ ot & N

N W ok~ ot & N

(a) Reseni se dvéma ddmami v jednom faddku. (b) ResSeni se dvéma ddmami v jedné diagondle.

Obrazek 6.8: Nespravné rozmisténi dam na Sachovnici pro n = 8.
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Kapitola 7

Implementace vymazavaciho
systému a jeho aplikaci

Nasledujici kapitola prezentuje algoritmus ¢innosti vymazavaciho systému, ktery byl zave-
den do oblasti formélni teorie jazyku v kapitole 5. Nésledné na zdkladé navrhu algoritmu
popisuje jeho implementaci, véetné programového reseni navrzenych aplikaci z kapitoly 6.

Pro implementaci byl zvolen vysoko-turoviiovy interpretovany programovaci jazyk Py-
thon 3. Jako vyhody volby uvedeného programovaciho jazyka lze oznacit pfedevsim vhodnou
zakladni funkcionalitu pro préci s Fetézci, rozsahlou standardni knihovnu a uzivatelskou pri-
vétivost. Na zakladé skutecnosti, ze vytvorené aplikace slouzi predevsim pro demonstracni
ucely navrzeného formalniho systému a nejednd se tedy o kritické systémy z hlediska vy-
konu, lze pouzit uvedeny interpretovany jazyk oproti jazykim kompilovanym ¢i jazyktum
vyuzivajicim oba zminéné pristupy. Implementace poskytuje jednotlivé aplikace vymazava-
ciho systému jako prislusné nastroje ve formé konzolovych aplikaci. Cilem téchto aplikaci
je predevsim predlozeni moznych praktickych vyuziti vymazéavacich systémi.

Hlavni struktura této kapitoly je rozdélena na dveé logické casti. Nejprve sekce 7.1
popisuje navrzeny algoritmus ¢innosti vymazavaciho systému véetné tvodu s dikladnym
popisem jednotlivych podcéésti algoritmu, jenz také zachycuje uvedeny pseudoalgoritmus.
Za druhé popisuje sekce 7.2 zakladni hierarchickou strukturu programového feseni aplikaci
vymazavaciho systému.

7.1 Algoritmus ¢innosti vymazavaciho systému

Cilem této sekce je predstavit zakladni algoritmus ¢innosti vymazéavaciho systému, ktery
byl zaveden do oblasti formalni teorie jazyku v kapitole 5.

Celkem je sekce rozdélena do tii ¢asti. Nejprve podsekce 7.1.1 popisuje zakladni koncept
algoritmu, vCetné jeho dikladného vysvétleni a navrzeného pseudoalgoritmu. Podsekce 7.1.2
popisuje rozdily mezi dvéma pouzitymi typy kvantifikatori. Nakonec podsekce 7.1.3 pribli-
zuje dtvody vyuziti testovani vSech pozic vymazavacich fetézci.

7.1.1 Hlavni algoritmus vymazavaciho systému

Vytvotrené programové reseni poskytuje obecnou implementaci ¢innosti vymazéavaciho sys-
tému bez primého definovani Feseni jakékoliv jeho aplikace. Tuto zminénou entitu, v podobé
ttidy dle objektové orientovaného navrhu ve vybraném jazyce, vyuzivaji jednotlivé nastroje.
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Samotny hlavni tok algoritmu ¢innosti vymazavaciho systému je nejprve obecné predstaven
ve vypisu uvedeném v piiloze E. Stejna priloha jej také prezentuje ve formé pseudokodu.

Obecné feceno cilem algoritmu je ovérit, zda existuje takova posloupnost vymazavacich
kroki, ze vysledny fetézec vznikly jejich konkatenaci nalezi do definovaného regularniho
jazyka. Tento jazyk Tidi samotny postup vymazavani, ovSsem algoritmus obsahuje nedeter-
ministické vlastnosti, kdy v prislusném kroku mize byt pro vymazani dle ridiciho jazyka
zvoleno vice vymazavacich fetézcl. Nelze vSak vyhodnotit, pouziti kterého vymazavaciho
fetézce vede ke spravnému reseni. Vyplyva, Ze samotnd c¢innost vymazavaciho systému,
ktery lze jednoduse formalné definovat, se transformuje na tlohu prohledavani stavového
prostoru (vice viz [25]).

Césteéné volba vymazavacich fetézci je uréena typem kvantifikitoru, jenz bude popsan
v nasledujici podkapitole. Nutno jesté uvést, ze kromé volby vymazavacich retézct pro né-
které vstupni fetézce také mize velmi zalezet na spravné volbé jejich vyskyti v fetézci,
pokud se na vstupni pasce nachazeji vice jak jednou. Na zakladé struktury aktualni podoby
Tetézce totiz muze byt nutné vymazat pravé jeden konkrétni vyskyt, aby po jeho vymazani
a spojeni obou stran vstupni pasky, nalevo a napravo od vymazavaného retézce, vznikl novy
podretézec, ktery musi byt ndsledné vymazan dle ridiciho jazyka.

P1i implementaci je ovSem pro nékteré aplikace prohledavani vsech pozic vymazavacich
fetézctl znacné neefektivni a na zdkladé definované abecedy nemusi byt ani tato moznost
testovana. Proto je volba, zda maji byt ovérovany vsechny pozice aplikovatelnych vymaza-
vacich Tetézca ¢i nikoliv, ponechana volitelné.

7.1.2 Chamtivy a liny kvantifikator

Pti implementaci popsany hlavni algoritmus ¢innosti vymazavaciho systému obsahuje roz-
siteni o typy kvantifikdtoru dle reguldrnich vyrazu (viz [13]), pficemz je mozné aplikovat
bud takzvany ,chamtivg“ kvantifikitor (z anglického greedy quantifier), ktery je nastaven

i

jako vychozi typ kvantifikdtoru, nebo poté takzvany ,liny“ kvantifikator (z anglického lazy
quantifier). Rozdil ve zpracovani vstupniho fetézce pomoci vymazéavaciho systému lze néa-
zorné popsat na nésledujicich dvou vymazavacich systémech. Necht ES| = (X1, E1, Ry) je
vymazavaci systém, kde

¥ ={a,b,c},
E, = {ab,ac},
Ry = {ab}*{ac}{ab}”,

a Tetézec w1 = abacab je Tetézcem, ktery je precten ze vstupni pasky pro E.S;. Déle necht
ES; = (X9, Eo, R9) je vymazavaci systém, kde

E2 = {a’a b7 ¢, d}a
Ey = {ab,ac, bd},
Ry = {ab}*{bdac}{ab}",

a Fetézec wo = abdaabced je Tetézcem, ktery je precten ze vstupni pasky pro ESs. Je uvazo-
vano, ze vymazavaci systémy jsou nastaveny v rezimu, kdy se neovéruji vSechny pozice vy-

69



magzavacich retézci, tedy pro algoritmus 1 v priloze E plati, ze test__all__positions < False.
Zpracovani vstupnich fetézcti pomoci jednotlivych vymazavacich systému pro dva typy
kvantifikdtori bude néasledujici:

e Chamtivy kvantifikdtor: Cilem chamtivého kvantifikdatoru je, aby operatory tidiciho
reguldrniho jazyka, jako je ,x“ a ,+“, pojmuly co nejvétsi mnozstvi znaki ze vstupniho
Fetézce, pricemz je zachovan jejich zdkladni vyznam (,,*“ znamend nula a vice iteraci,
,+¢ jednu a vice iteraci). Z vizudlniho hlediska je reguldrni jazyk prochézen linedrné
zleva doprava a kazdy operator pojme co nejvice Fetézct, pro které je prirazen. Pokud
by byl napiiklad uvazovan reguldrni jazyk R;, vstupni fetézec w; a vymazavaci fetézce
z F, budou nejprve vymazany vSechny podretézce ab z wy a teprve jako posledni bude
vymazan podretézec ac.

Implementace ovSsem zachovava postup chamtivého kvantifikdtoru v reguldrnich vy-
razech. Pokud by tedy dany operator nékteré podcasti regularniho jazyka zpracoval
co nejvetsi mnozstvi fetézet, ke kterym je prirazen, a zaroven na zakladé tohoto cho-
vani by nemohl byt v aktudlni fazi vstupni fetézec prijat definovanym vymazavacim
systémem, je proveden zpétny krok (anglicky backtracking, vice viz [25]) a ovéfovan
jiny postup vymazavani podfetézct ze vstupniho fetézce.

Dané chovani lze demonstrovat na definovaném vymazavacim systému F.So, vstupnim
fetézci wo a vymazavacich retézcich z Fo. Postup daného kvantifikdtoru je nejprve
takovy, ze ze vstupniho Tetézce jsou vymazany vsechny podfetézce ab, pricemz fetézec
na vstupni pasce po jejich vymazéani je fetézec w) = dacb. Ovsem dle reguldrniho
jazyka Ry a dle vymazavacich fetézci z Fo by mél byt jako nasledujici vymazan
podrietézec bd a nésledné podfetézec ac. V aktualni fazi vSak neni mozné aplikovat
vymazavaci fetézec bd. Bude tedy proveden zpétny krok, jelikoz neni mozné vymazat
jakykoliv jiny podretézec. Nésledné se ovéri jiny postup vymazavani fetézcli z FEs.
Pokud bude uvazovano, ze jako posledni podretézec byl vymazan fetézec ab v poradi
prvni zleva ve vstupnim Tetézci ws, tedy vizudlné znazornéno jako wg = abdaabcb,
bude v aktudlni fazi pro retézec abdacb, na rozdil od predchoziho postupu, vymazan
fetézec bd a nasledné i fetézec ac. Po vymazani téchto dvou fetézci bude Tetézcem
na vstupni pasce Tretézec ab, pro ktery se jako posledni vymazavaci retézec pouzije
prave Tetézec ab z Fs a vstupni Fetézec wo bude prijat vymazavacim systémem FE.Ss.

o Ling kvantifikdtor: Naopak cilem liného kvantifikdtoru je, aby operdtory reguldrniho
jazyka ,x“ a ,+“ pojmuly co nejméné Tetézctl, ke kterym jsou prirazeny, tedy pro ,x“
to je v idedlnim pripadé zadny Tetézec a pro ,,+“ pravé jeden. Postup liného kvanti-
fikatoru lze uvazovat jako zcela opacny ke kvantifikatoru chamtivému. Pokud je tedy
regularni jazyk prochazen linearné zleva doprava, kazdy operator pojme co nejméné
fetézci, ke kterym je pritazen. Pokud by byl napriklad uvazovan regularni jazyk R,
vstupni Tetézec wi a vymagzavaci fetézce z E7, bude nejprve vymazan podietézec ac
a nasledné az poté vsechny podretézce ab.

Jako je tomu v pripadé chamtivého kvantifikatoru, i liny kvantifikdtor zachovava po-
stup z regularnich vyrazu a je vyuzivan algoritmus zpétného kroku. Tento algoritmus
bude dale popsan pro vymazavaci systém ESs, tedy pro regularni jazyk Ra, vstupni
fetézec wo a vymazavaci fetézce z Fo. Postup bude nasledujici. Jako prvni se ze vstup-
niho fFetézce wo vymaze podretézec bd z Fs, tudiz prvni podcast regularniho jazyka,
{ab}*, nebude prozatim vyuzita pro vymazavani. Ze vstupniho Fetézce jako nésledu-
jici musi byt vymazan podietézec ac. To v aktudlni fazi neni mozné a provede se tedy
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zpétny krok. Po provedeni zpétného kroku opét neni prozatim zadny podretézec vy-
mazan ze vstupniho fetézce a namisto vymazavaciho fetézce bd bude nejprve pouzit
fetézec ab. Uvazuje se, ze jako fetézec ab bude zvolen v poradi druhy podietézec ab,
graficky zndzornéno jako we = abdaabch. Po jeho vymazani pro Fetézec wh = abdach
se vymazavaci systém pro liny kvantifikdtor opét nejprve pokusi vymazat podretézec
bd a nasledné podretézec ac. Nyni je mozné jak prvni, tak i druhy ze zminénych podre-
tézcu vymazat z divodu vymazani v poradi druhého podretézce ab z puvodniho tvaru
vstupniho Tetézce. Poté jiz vymazdvaci systém vyjme ze vstupniho fetézce wl = ab
posledni podretézec ab a vstupni fetézec je prijat E.Ss.

Pro lepsi vizudlni demonstraci celého postupu zpracovani vstupniho retézce ws pomoci
ESs, ktery byl popsan pro oba typy kvantifikatord, 1ze odkazat na obrazek 7.1. Varianta
zpracovani vstupniho fetézce wy pro chamtivy kvantifikdtor je uvedena v obrazku 7.1a.
Pro variantu zpracovani fetézce pro liny kvantifikator viz obrazek 7.1b. Je ovSem uvazo-
vano, ze podretézec ab nachéazejici se v druhé trovni stromu reprezentuje pro chamtivy
kvantifikdtor v poradi prvni podretézec v Tetézci wo = abdaabeb a pro liny kvantifikator
az druhy zleva, ws = abdaabcb. Jinak je zapotiebi uvazovat jesté zvoleni spravné pozice
podretézce a mize byt nutné provést béhem vykonavani algoritmu vice zpétnych krokt.
Pro demonstraci algoritmu je nyni uvazovana pro oba typy kvantifikdtort nejoptimalnéjsi
varianta.

Na zakladé stavového prostoru reSeni vstupniho problému pfi prijimani vstupnich re-
tézcu se da také na algoritmus nahlizet jako na algoritmus prohleddvdani do hloubky (ang-
licky depth first search, vice viz [25]), ktery je fizen reguldrnim jazykem a nedeterministicky
vymazavanymi fetézci. Jednotlivé vymazavaci retézce v obrazku 7.1 tvori uzly a pri procha-
zeni stromu je jako Tetézec vznikly konkatenaci uvazovan retézec, ktery vznikne konkatenaci
vSech Tetézcii zapsanych v uzlech od kofenového uzlu po aktudlné vyhodnocovany.

Na prvni pohled se muze zdat, ze jak pro chamtivy, tak i pro liny kvantifikator, prijme
vymazavaci systém vstupni Tetézec s vyuzitim stejného poctu kroka. Ovsem pocet kroku
k prijeti vstupniho Tetézce vzhledem k chovani danych typt kvantifikatort se predevsim
odviji od definice Fidictho regularniho jazyka a struktury vstupniho retézce. Algoritmické
zpracovani vstupniho fetézce pro totozny vymazavaci systém tedy muze byt na zdkladé
téchto vlastnosti velmi rozdilné dle zvoleného typu kvantifikatoru.

V implementac¢nim feseni pro oba typy kvantifikdtor jsou aplikovatelné vymazavaci re-
tézce oznaceny hodnotou, ktera urcuje tiroven pozice v regularnim jazyce. Napiiklad pro re-
guldrni jazyk definovany reguldrnim vyrazem (ab)*(cd)*(ef)*, podvyrazy (ab), (cd) a (ef)
reguldrniho vyrazu odpovidaji po fadé trovnim 1, 2 a 3. Zaroven pokud by pro dany regu-
larni vyraz mohly byt pouzity vymazavaci fetézce, které v sobé obsahuji iterace podvyrazi,
jsou pro kazdy vymazavaci Tfetézec oznaceny i pocty opakovani jednotlivych podvyrazu.

vvvvv

noty nejnizsi.

7.1.3 Testovani vSech pozic vymazavacich retézcu

Jak jiz bylo uvedeno, spravné vyhodnoceni, zda vstupni fetézec muze byt prijat definova-
nym vymazavacim systémem ¢i nikoliv, nezavisi pouze na vymazavacich retézcich, ale také
na zvolenych pozicich, ze kterych jsou retézce vymazavany, pokud se dané vymazavaci Te-
tézce vyskytuji ve vstupnim retézci vicekrat. Pro nazorny priklad uvazujme vstupni fetézec
wy = abdaabcb a vymazéavaci systém ESy z podsekce 7.1.2. Aby vstupni fetézec mohl byt
prijat definovanym vymazavacim systémem, je nutné, aby byl nejprve vymazan v potradi
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5 5
(=) (=)
6. 6
(a) Zpracovani pro chamtivy kvantifikdtor. (b) Zpracovani pro liny kvantifikdtor.

Obrézek 7.1: Zpracovani fetézce abdaabeb s vyuzitim obou typu kvantifikdtora (chamtivy
nebo liny) a za implicitni podminky zvoleni spravnych pozic vymazavacich fetézctu pro do-
cileni nejoptiméalnéjsiho chovani.

druhy podfetézec ab z Fetézce wo = abdaabcb. Teprve poté je mozné vymazat nésledné pod-
fetézce bd a ac a nasledné posledni podretézec ab, ktery vznikne konkatenovanim prvniho
a posledniho symbolu fetézce wy po spojeni vstupni pasky. Tudiz pii ¢innosti algoritmu vy-
mazavaciho systému popsaného v podsekci 7.1.1 je zapottebi pri nedeterministickém vybéru
vymagzavaciho fetézce také provést nedeterministicky vybér jeho pozice.

Pro nékteré specifické tlohy ovsem miize testovani vSech pozic prislusného vymazava-
ciho Tetézce zpusobit neefektivnost algoritmu, a to napriklad pro aplikaci vymazavaciho
systému pro vyhodnoceni vlastnosti sekundarni struktury RNA, ktera byla blize popsana
v podsekci 6.1.4. Jelikoz se vstupni Tetézec vymazavaciho systému sklada pouze ze dvou
symboli, a to U a P, nemé sebemensi vyznam testovat pozice téchto symboli na zdkladé
skutecnosti, ze vymazavaci retézce jsou jednosymbolové a zaroven totozné s uvedenymi
dvéma symboly. Naopak v nékterych pripadech, jako je tomu naptiklad pro fetézec ws
a vymazavaci systém FESy, je pfimo nutné otestovani vSech pozic vymazavacich fetézci,
pokud prozatim nebylo nalezeno takové feseni, ze by mohl byt vstupni fetézec prijat.

V popisu hlavniho algoritmu v podsekci 7.1.1 pro definovani, zda maji byt testovany
vSechny pozice vymazavacich Tetézcu ¢i nikoliv, slouzi proménna test_all_positions.

7.2 Architektura programového reseni

Nasledujici sekce popisuje architekturu implementace algoritmu vymazavaciho systému
predstaveného v sekci 7.1 a jednotlivych aplikaci popsanych v kapitole 6. Jednotlivé formalni
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modely byly otestovany pomoci vlastnich jednotkovych testi, které vyuzivaji knihovnu unit-
test' ze standardni knihovny jazyka Python 3.

Tato podkapitola je rozdélena celkem na Ctyii ¢asti. Nejprve podsekce 7.2.1 popisuje
zékladni architekturu celého programového reseni. Poté podsekce 7.2.2 priblizuje rozvrzeni
implementaci jednotlivych typt prevodnikti a podsekce 7.2.3 vysvétluje stézejni ¢asti im-
plementace vymazavaciho systému. V posledni fadé podsekce 7.2.4 prifazuje pro jednotlivé
aplikace vymazavaciho systému jejich nastroje v implementa¢nim feseni.

7.2.1 Zakladni architektura

Jednotlivé aplikace vymazéavaciho systému predstavené v kapitole 6 implementuji prislusné
nastroje. Kazdy néstroj predstavuje jednu implementaci aplikace a ve formé skriptu je
spoustén kazdy zvlast s prislusnymi argumenty.

Zakladni architektura implementac¢niho feSeni obsahujiciho jednotlivé nastroje se sklada
z nasledujicich ¢asti:

e Zpracovani vstupnich dat.

— Zpracovani argumenti prikazové radky.

— Nacteni dat ze vstupniho souboru.

e Zpracovani chybovych stava.

— Chybové navratové kody.
— Vlastni vyjimky.

e Formalni modely.

— Vymazavaci systém.

— Prevodniky.
o Niastroje implementujici aplikace.
e Pomocné nastroje.

e Testy pro formalni modely.

7.2.2 Prevodniky

Jak jiz bylo dfive uvedeno v kapitole 6, jednotlivé aplikace vymazavaciho systému vyuzi-
vaji riznych typa prevodnikil pro predzpracovani vstupniho retézce. Konkrétné aplikace
vyuzivaji dva typy prevodnikl, a to ten nejobecnéjsi, konecny prevodnik, a pak strikt-
néjsi, deterministicky zobecnény sekvencni stroj. Po fadé uvedené prevodniky implementuji
metody tfid FiniteTransducer a DeterministicGeneralizedSequentialMachine, které
s vyuzitim dédicnosti jsou potomky abstraktni tifidy FormalModel.

Zaroven totozné s formalnim pristupem je tiida DeterministicGeneralizedSequenti-
alMachine odvozena od tridy FiniteTransducer. Pro verifikaci jednotlivych implementaci
prevodniki pro kazdy typ prevodniku prindlezi jednotlivé testy, které obsahuji prislusné
tTidy FiniteTransducerTest a DeterministicGeneralizedSequentialMachineTest.

https://docs.python.org/3/library/unittest.html

73


https://docs.python.org/3/library/unittest.html

Hlavni funkci kone¢ného prevodniku implementuje metoda run() nélezejici do tiidy
FiniteTransducer. Zakladni logika funkce vychézi z implementace kone¢ného pievodniku?
v knihovné pyformlang’, kterd byla vytvoiena v [23].

7.2.3 Vymazavaci systém

Vymazavaci systém definovany v kapitole 5 a navrh prislusného algoritmu ¢innosti, po-

psaného v sekci 7.1, implementuji metody tiidy ErasingSystem. Dand tfida s vyuzitim
dédic¢nosti je potomkem abstraktni tiidy FormalModel, jako je tomu i v pfipadé prevod-
nikd.

Implementace algoritmu ¢innosti vymazavaciho systému

Samotny algoritmus vyuziva zpétného kroku, a tudiz dle intuitivniho pristupu i rekurziv-
nich volani na zakladé samotné rekurzivni definice problematiky. Metoda implementujici
hlavni{ algoritmus, _is_accepted (), pri své ¢innosti vyuziva i pomocnych metod a funkei.
Za fundamentalni 1ze predevsim oznacit metodu _match_regular_language(), kterd im-
plementuje samotné ovérovani, ze fetézec, ktery by vznikl konkatenaci doposud vymazanych
Fetézcl a nasledné nedeterministicky vybraného vymazavaciho fetézce, by po libovolném
poctu krokd mohl nélezet do fidiciho regularniho jazyka. Implementace algoritmu ¢innosti
vymazavaciho systému také uvazuje typy kvantifikdtori (chamtivy nebo liny kvantifikdtor),
jenz byly blize popsany v podsekei 7.1.2.

Jako tomu je v pripadné prevodniki, tak i pro verifikaci vymazavaciho systému prislusi
jednotkové testy implementované v metodach tiidy ErasingSystemTest.

7.2.4 Nastroje implementujici aplikace vymazavaciho systému

Na zakladé navrzenych aplikaci vymazévaciho systému, jenz byly uvedeny a popsany v ka-
pitole 6, implementuji jednotlivé aplikace ptislusné néstroje, jejichz vztahy k aplikacim jsou
uvedeny v tabulce 7.1. Veskeré hlavni algoritmy nastroji dodrzuji popsané a demonstrované
algoritmické postupy.

Aplikace vymazavaciho systému ‘ Prislusejici trida

Vyhledavani sekvenci v DNA, RNA a SequenceSearchTool

sekundarni strukture RNA

Vyhledavani proteinti a sekvenci AminoAcidSequenceSearchTool
aminokyselin proteint

Vlastnosti sekundarni struktury RNA SecondaryStructurePropertiesTool
Vyvazené zavorky v textovych editorech BalancedBracketsTool

Validace Tesen{ problému n dam NQuensProblemTool

Tabulka 7.1: Vztahy aplikaci vymazavaciho systému a piislusnych t¥id implementovanych
nastroju.

*https://github.com/Aunsiels/pyformlang/blob/ab999ff9ba73e4f5f9ec59dd919da1d85038700d/
pyformlang/fst/fst.py#L164
3https://github.com/Aunsiels/pyformlang
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Kapitola 8
Zaver

Cilem této prace bylo zavedeni nového formalniho jazykového systému nazyvaného vyma-
zdvact systém. Hlavni motivaci vytvoreni uvedeného systému bylo studovani forméalniho
modelu, ktery se skdkajicimi vlastnostmi podoba obecnym skdkajicim konecniym automa-
tum. Na zakladé inspirace requlovangmi konecngmi automaty je ale vyuzivan ridici regularni
jazyk namisto stavového Fizeni.

Tato prace definuje samotny vymazavaci systém, véetné jeho konfigurace, vymazdvaciho
kroku ¢i prijimaného jazyka. Zaroven odpovida na otdzku, jaka je jeho prijimaci sila za po-
uziti jazykovych rodin dle Chomského hierarchie. Dale poukazuje na jeho vztahy s Dycko-
vymi a polo-Dyckovymi jazyky. Velmi dilezitou soucasti této prace je prokazani uzdvérovich
vlastnosti vymazavacich systému vici bézné studovanym operacim v oblasti formélni teorie
jazyki. V uvedenych oblastech bylo dosazeno prekvapujicich vysledkl a prokazany rozdily
oproti nejobecnéjsi varianté skakajicich konecnych automati. Posledni tlohou teoretické
casti bylo studovani vztaht rodiny jazykd prijimanych vymazavacimi systémy s rodinou
jazyku zamichdni.

Druhou, stejné dilezitou c¢ast této prace, predstavuje vyzkum uziti nového forméalniho
systému na realné problémy a navrhy jeho aplikaci. Podarilo se nalézt uplatnéni prede-
vsim v oblasti bioinformatiky pro molekularni biologii, a to pfi praci se sekvencemi jako
je DNA, RNA ¢i sekundarni struktura RNA. Po uréitych tpraviach navrzeného algoritmu
lze vymazavaci systém vyuzit také pri praci s proteiny tvorenymi sekvencemi aminokyselin.
Vymazavaci systémy nalezly uplatnéni i v lingvistické oblasti, kde se za pouziti Dyckovych
jazyki vyuzivaji na problémy feSené v textovych editorech. Jako posledni, pro jiz vice te-
oretickou aplikaci, byl navrzen algoritmus pro ovéreni spravnosti reseni znamého problému
n dam z oblasti kompozi¢niho Sachu s vyuzitim zavedeného forméalniho modelu.

Veskeré navrzené aplikace a algoritmy byly implementovany a tento text poskytuje popis
algoritmu vymazavaciho systému za pouziti dvou typt kvantifikatori pro regularni vyrazy
definujici regularni jazyk. Nésledné je popsana hierarchickd struktura implementace a popis
stézejnich algoritmickych postupt.

Béhem vyzkumu vlastnosti a uziti vymazavaciho systému byly také dikladné studo-
vany procesy z oblasti molekularni biologie, a to sestrih RNA, ke kterému dochézi béhem
transkripce a také vytvareni sekundarnich struktur RNA. Pii pokusech aplikace vymazava-
citho systému v danych oblastech nedisponoval systém potfebnymi vlastnostmi. V prvnim
pripadé je zapotiebi se oprit o statistické modely a v druhém pripadé nedeterminismus
skdkajicich vlastnosti nedovoloval ridit rozpozndvani jednotlivych znamych sekundarnich
struktur.
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Tato prace prinasi oteviené problémy a nové oblasti studia formélnich modelt. S pfi-
spénim pana prof. RNDr. Alexandera Meduny, CSc. jsou polozeny néasledujici otazky:

o Na zakladé prekvapivych vysledki v oblasti uzdvérovych vlastnosti predevsim pro
operaci sjednoceni, vic¢i které neni rodina jazykt prijimanych vymazavacimi systémy
uzaviena, lze uvazovat uzavérové vlastnosti jako ndmeét pro dalsi studium. Jak by se
zménily vlastnosti vymazédvaciho systému, pokud by jako ridici jazyk byl uvazovan
jiny nez regularni jazyk? Napftiklad by bylo vhodné studovat, pokud by jako tidici
jazyky byly vyuzivany rizné takzvané podregularni jazyky. Jaka by byla rodina jazykt
prijimand takovymi vymazavacimi systémy?

Pan Ing. Zbynék Krivka, Ph.D. prispél nékolika dalsimi otevienymi problémy:

o Jaky je vztah rodiny jazyku prijimanych vymazéavacimi systémy (ES) a rodiny jazyku
prijimanych obecnymi skdkajicimi koneénymi automaty (GJFA). Plati, ze ES C
GJFA?

e Jaké jsou vzajemné vlastnosti vymazavacich systému a obecnych skiakajicich auto-
matt, které vyuzivaji pouze pravé ¢i pouze levé skoky?

Dale 1ze uvazovat takovy vymazavaci systém, kde by byly jeho skoky déle fizeny tak,
ze bude urceno, zda nasledujici skok se provede doprava nebo doleva od soucasné pozice
specidlniho symbolu (navésti). Proto kromé fidiciho regularniho jazyku muze byt uvazovin
jesteé jazyk, ktery ridi poradi skoku (pravé ¢i levé skoky). Jak by se zménily vlastnosti
takového vymazavaciho systému?

V dalsi radé lze poukazat na nésledujici téma zkoumaéani vlastnosti vymazavacich sys-
témi, a to na studium rozhodnutelnosti nékterych problémd.

Na zdkladé aktualnosti tématu aplikace formalnich systému v oblasti bioinformatiky
pro mikrobiologii by bylo vhodné polozit si otazku, zda lze navrhnout takovy vymazavaci
systém, ktery by dokazal v sekundarni strukture RNA rozpoznavat, zda obsahuje jednotlivé
podstruktury, jako napriklad pseudouzly, vnitrni smycky a dalsi.

Tato prace byla nominovana a vysledky prezentovany na studentské konferenci inovaci,
technologii a védy v IT — ExcelQFTT2023.
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Priloha A

Seznam vybranych zkratek
a znaceni

CFA
CFG
CJFA
CSG
DFA
DGSM

DJFA

ES
FA
FT
GFA
GJFA
GSM
JFA
LG
PSG
RG

CF
CS

uplny koneény automat (complete finite automaton)

bezkontextova gramatika (context-free grammar)

uplny skakajici koneény automat (complete jumping finite automaton)
kontextova gramatika (context-sensitive grammar)

deterministicky kone¢ny automat (deterministic finite automaton)

deterministicky zobecnény sekvenc¢ni stroj (deterministic generalized se-
quential machine)

deterministicky skédkajici koneény automat (deterministic jumping finite
automaton)

vymazavaci systém (erasing system)

koneény automat (finite automaton)

kone¢ny prevodnik (finite transducer)

obecny koneény automat (general finite automaton)

obecny skékajici kone¢ny automat (general jumping finite automaton)
zobecnény sekvenéni stroj (generalized sequential machine)

skdkajici koneény automat (jumping finite automaton)

linedrni gramatika (linear grammar)

frazova gramatika (phrase-structure grammar)

reguldrni gramatika (regular grammar)
rodina jazykt generovana bezkontextovymi gramatikami

rodina jazyku generovand kontextovymi gramatikami

rodina jazykl generovand gramatikami pro Dyckovy jazyky
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DJFA

ES

FIN
GJFA
GJFA~*

JFA
JFA~®
LIN
RE
REG

SHUF
ucC,
ucC

DNA
GCD
HMM
NN
RNA

rodina jazyku prijimand deterministickymi skakajicimi koneénymi auto-
maty

rodina jazyku pfijimana vymazavacimi systémy

rodina konecénych jazyku

rodina jazykt prijimana obecnymi skdkajicimi kone¢nymi automaty

rodina jazykt prijimand obecnymi skakajicimi koneénymi automaty bez
e-prechodti

rodina jazykl prijimand skdkajicimi koneénymi automaty

rodina jazykl prijimand skdkajicimi kone¢nymi automaty bez e-prechodii
rodina jazyku generovand linedrnimi gramatikami

rodina rekurzivné spocetnych jazyki

rodina jazykt generovana regularnimi gramatikami

rodina jazyku generovand gramatikami pro polo-Dyckovy jazyky

rodina jazyku generovand vyrazy zamichani

rodina kompozic (jazykl) stupné n

sjednoceni kompozic (union of compositions)

deoxyribonukleova kyselina (deoxyribonucleic acid)
nejvétsi spoleény délitel (greatest common divisor)
skryté Markovovy modely (hidden Markov models)
neuronové sité (neural networks)

ribonukleova kyselina (ribonucleic acid)
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Priloha B

Uzavérové vlastnosti jazykovych
rodin dle Chomského hierarchie

Uzavérové vlastnosti jednotlivych jazykovych rodin dle Chomského hierarchie jsou vyzna-
¢eny v tabulce B.1.

RE CS CF LIN REG
+ o+

Sjednoceni

Pranik

Doplnék

Konkatenace

Kleeneho hvézdicka

Prinik s regularnimi jazyky
Substituce

Substituce bez ¢
Homomorfismus
Homomorfismus bez ¢
Inverzni homomorfismus
Levy / pravy kvocient
Levy / pravy kvocient s reguldrnimi jazyky
Levéa / prava derivace
Zamichani

Reverzace

+ +
|
|

+ 4+ +++

_l’_

| I I
B e
e

+ +
+ +

+

|

| |
T sl s o o o S S A A

tH A+t

+ + o+

Tabulka B.1: Uzavérové vlastnosti jazykovych rodin z Chomského hierarchie. Prevzato
z [24].
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Priloha C

Geneticky kod

Cilem této prilohy je poskytnou vztahy prevodu trojic nukleotidi z mRNA na jednotlivé
aminokyseliny dle genetického kodu. Tabulka C.1 prezentuje kodony (trojice nukleotidi)
pro jednotlivé aminokyseliny.

Aminokyseliny a jejich symboly Kodony

Alanin Ala A GCA GCC GCG GCU

Arginin Arg R AGA AGG CGA CGC CGG CGU
Asparagova kyselina  Asp D GAC GAU

Asparagin Asn N AAC AAU

Cystein Cys C UGC UGU

Glutamova kyselina  Glu E GAA GAG

Glutamin Gln Q CAA CAG

Glycin Gly G GGA GGC GGG GGU

Histidin His H CAC CAU

Isoleucin Ile 1 AUA AUC AUU

Leucin Leu L UUA UUG CUA CUC CUG CUU
Lysin Lys K AAA AAG

Methionin Met M AUG

Fenylalanin Phe F uuC UUU

Prolin Pro P CCA CCC CCG cCcu

Serin Ser S AGC AGU UCA UCC UCG UcCu
Threonin Thr T ACA ACC ACG ACU

Tryptofan Trp W UGG

Tyrosin Tyr Y UAC UAU

Valin Val \Y GUA GUC GUG GUU

Stop-kodony UAA UAG UGA

Tabulka C.1: Geneticky kod. Podle konvence 5'-konec nukleotidové sekvence je vzdy zapiso-
van vlevo. Tt kodony nespecifikuji Zidnou aminokyselinu, misto toho maji roli terminac¢nich
kodonu (stop-kodony). Jeden kodon, AUG, funguje jednak jako inicia¢ni kodon (signali-
zuje zacatek translace) a také jako kodon, ke kterému je pritazen methionin. Dalsi kodon,
UGA, funguje bud jako terminac¢ni nebo kéduje selenocystein (zkracené Sec nebo U), pokud
se vyskytuje v sousedstvi urc¢itych nukleotidu [1]. V této préci se uvazuje zdkladni varianta
genetického kdodu, a tudiz dle genetického kédu uvedeného v [1] kodon UGA slouzi pouze
jako terminac¢ni kodon. Prevzato z [1].
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Priloha D

Zakladni a diagonalni souradnice
sachovnice

Tato priloha vyobrazuje zakladni, levé a pravé diagonalni souradnice Sachovnice. Pro sa-
chovnici s n? poli pro dané n je celkem 2 *n — 1 diagonalnich soufadnic pro kazdou stranu.
V této priloze je uveden piiklad s vypocty diagonalnich soufadnic pro vybrané feseni pro-
blému n dam.

Pri prevodu mezi souradnicovymi systémy je nutné prevést souradnice jednotlivych
dam na Sachovnici ze souradnic na horizontélnich a vertikalnich hrandch (viz obrazek D.1)
na souradnice diagonalni. Zakladni souradnice se uvazuji jiz po prevodu ¢iselnych hodnot
oznaceni na znaky fecké abecedy, vice viz kapitola 6, sekce 6.3. Mapovani jednotlivych
poli sachovnice do levych diagondlnich souradnic je vyobrazeno na obrazku D.2a. Déle
do pravych diagonalnich souradnic na obrazku D.2b.

Priklad D.0.1. Pro nazornou demonstraci vypoctu prevodu souradnic figur dam ze zdklad-
nich soutadnic na souradnice diagondlni lze uvazovat feseni uvedené na obrazku 6.6 z ka-
pitoly 6, sekce 6.3. Dané feseni v zakdodovaném ftetézci w = 2a4b6¢8d3el f7g5h je pomoci
definovaného kone¢ného prevodniku Ty (viz kapitola 6, sekce 6.3, vyraz 6.11) prevedeno
na fetézec w' = Badblcldyea fngeh.

Na zékladé prijeti fetézce pomoci vymazavaciho systému ESg (viz kapitola 6, sekce 6.3,
vyraz 6.12) nasleduje prevod zdkladnich soufadnic Sachovnice na soufadnice diagonalni.
To Ize pomoci vztahu 6.13 a vztahu 6.14, z kapitoly 6, sekce 6.3, provést nasledovné.
Pro oznaceni symbolti ve vstupnim retézci bude dale uvazovano, ze proménnd k znaci pozici
dvojice symbolii ve vstupnim Fetézci w’ pii ¢islovani od nuly. Tedy k = 0 znadi dvojici Ba,
k = 1 dvojici b, a tak déle. Pro dany vstupni fetézec jsou nové souradnice vypocitany
nasledovné:

1. k=0, dvojice Ba:

g=n+i—j—1=8+1-0-1=8=4, (D.1)

e=i+j=1+0=1=0. (D.2)
2. k=1, dvojice db:

g=n+i—j—1=84+3-1-1=9= &k, (D.3)

e=i+j=34+1=4=c. (D.4)
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3. k =2, dvojice (c:

g=n+i—7j—1=8+5-2-1=10= A, (D

e=i+j=54+2=7=h. (D
4. k = 3, dvojice 0d:

g=n+i—j—1=8+7-3-1=11=p, (D.7)

e=1+j=7+3=10= k. (D.8)
5. k =4, dvojice vye:

g=n+i—j—1=84+2-4-1=5=(, (D.9)

e=i+j=2+4=6=g. (D.10)
6. k =5, dvojice af:

g=n+i—j—1=84+0-5-1=2= 7, (D.11)

e=i+7j=0+5=5=f. (D.12)
7. k =6, dvojice ng:

g=n+i—j—1=84+6-6—-1=7=90, (D.13)

e=i+j=64+6=12=m. (D.14)
8. k=17, dvojice €eh:

g=n+i—j—1=84+4-T7T—-1=4=¢, (D.15)

e=i+j=44+7=11=1. (D.16)
Vstupni fetézec w' = Badblcldyeafngeh v horizontalné-diagonalnich souradnicich je

po prevodu do diagondlnich soufadnic zapsan jako Fetézec w” = tbkeA\huk(gy fOmel.
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a b ¢ d e f g h

O W =2 &9 a3
O W =2 o9 a3

a b ¢ d e f g h

Obrazek D.1: Zakladni souradnice Sachovnice.

C a b Nc Nd Ne Nf Ng
(a) Levé diagondlni soufadnice. (b) Pravé diagonélni soufadnice.

Obrazek D.2: Sachovnice v diagonélnich soufadnicich.
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Priloha E

Algoritmus Cinnosti vymazavaciho
systému

Cilem této prilohy je prezentace dikladného popisu navrzeného algoritmu ¢innosti vyma-
zévaciho systému véetné jeho zapisu s vyuzitim pseudokddu.

Pro dodrzeni formalnich definic uvazuji uvedené zapisy algoritmu navrh vymazavaciho
systému, jenz byl predstaven v kapitole 5, dle definic 5.1.1, 5.1.2 a 5.1.3. Proto vstupni
fetézec je definovany nad (X — {#})*. Podobné je tomu tak pro konfiguraci, mnozinu vy-
mazdvacich Tetézci Ci requldrni jazyk. Pro podrobnéjsi popis je ¢tendr odkdzan na uvedené
definice. Pfi samotném nédvrhu algoritmi a programového feseni jiz neni uvazovana prace
se specialnim symbolem, #, v té podobé, Ze je primo zapisovan na vstupni pasku.

Koncept hlavniho toku algoritmu nejprve predstavuje vypis E.1, jehoz transformaci
do pseudokdédu zachycuje algoritmus 1.

( N
Necht ES = (X,E,R) je vymazavaci systém. Dale se uvaZuje Fetézec v=c € (¥ — {#})*
a vstupni Fetézec w, w € (X — {#})*. Necht proménna otestovani_vsech_pozic

obsahuje pravdivostni hodnotu a definuje, zda maji byt vyhodnocovany vSechny
pozice, i prekryvajici se, vymazavaciho retézce na vstupni pasce. Je zavoléana
funkce je_pfijat() s Ffetézci w a v po fadé jako parametry, zapsano

je_prijat(w,v).

je_ptijat(w',v’):
1. Pokud w' =e:
a. Pokud v’ € R:
A. Navrati se w € L(E,R).
b. Jinak:
B. Navrati se w ¢ L(E,R).

2. Necht U 2znaci mnozinu vSech aplikovatelnjch vymazdvacich Ffetézcl, piicemz
je stanoveno U = ().

3. Jsou nalezeny vSechny vymazavaci Fetézce u, u € E, pfiCemz pro kazdé u
existuji Fetézce z,y,z € (X — {#})* takové, Ze w' =auy a v'uz € R.
Neformdlné receno retézec z slouzi pro vymezeni, Ze pokud bude
konkatenovan p¥isluSny Fet&zec u k Fetdzci v', stadle existuje Fetdzec
definovany nad (X — {#})* takovy, Ze vysledny Fet&zec vzniklyj konkatenaci
pouZitjch vymazadvacich retézcl bude ndleZet do ¥idiciho reguldrniho jazyka
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R. V8echny nalezené fetézce u, které odpovidaji definovanjm pravidlim,
jsou vlozeny do mnoziny U, U =U U {u} pro kazdé u.

4. Opakuje se, dokud U # (:
a. Nedeterministicky je zvolen jeden z vymazavacich fetézcid v/, v € U.

b. Dale se vyhledaji vSechny, i prekryvajici se, vyskyty zvoleného
vymazavaciho fetézce u' v fetézci w’. Je uvaZovana mnozina P = (), kterad
zna&i mnoZinu obsahujici vSechny pozice vyskytd u' ve w. Uvedena pozice
je znaCena jako p. VSechny nalezené vyjskyty se vlozi do mnoziny P,
ptic¢emz P = P U {p} pro kazdé p.

c. Opakuje se, dokud P # ():

A.

Nedeterministicky je zvolena jedna pozice vymazavaciho Feté&zce u/
ve vstupnim fet&zci w’, znalena p’.

Zvoleny vyskyt p’ vymazavaciho Fetézce u' se vymaZe z fetézce w’ pro
w' =zu'y, kde z,y € (¥ — {#})*. Dale se jako Fetdzec w” uvaZuje nové
vznikly fetdzec zy, w”’ =w' = xy.

. Vymazany Ffetézec u’ je konkatenovan k Fetdzci v’, ktery obsahuje

konkatenaci dfive vymazanjch vymazavacich Yetézch, pricemz jako

novy retézec v” se dale uvaZuje nové vznikly Fetdzec v'u’, v’ =v'u’.

S novymi hodnotami Fetézcd w’ a v, tedy s w” a v”’, zavold funkce
je_pfijat() sama sebe, zapsano je_p¥ijat(w”,v”).

. Pokud je navraceno w € L(E,R):

i. Navrati se w € L(E,R).

Jinak pokud proménnad otestovani_vSech_pozic obsahuje kladnou
pravdivostni hodnotu:

i. P=P—{p'}.

Jinak:
i. P=40.

d. Mnozina U se stanovi jako mnoZina U — {u'}, tudiz U =U — {v'}.

5. Navrati se w ¢ L(E,R).

Vypis E.1: Popis hlavniho toku algoritmu pro ¢innost vymazavaciho systému.
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Algoritmus 1 Algoritmus ¢innosti vymazavaciho systému prijimajictho jazyk L(E, R).

Input: input stringw € ¥ ,v=c € ,w =we X andv =v e, where & = X —{#},
test_all_positions € {True, False}.
Output: True if and only if w € L(E, R), False otherwise.

1: procedure IS_ ACCEPTED(w', v)

2 if w' = ¢ then

3 if v € R then

4 return True

5: else

6 return False

7 U«0

8 for all u € F do

9: if W' = zuy and v'uz € R and z,y,z € (¥ — {#})* then
10: U+ UU{u}

11:  while U # ) do

12: v < random(U)
13: P <+ all_overlapping_positions(w’,u’)
14: while P # () do
15: p' < random(P)
16: w” < erase(w’,p’)
17: v '/
18: if 1s_ ACCEPTED(w”, v") then
19: return True
20: else if test_all_positions = True then
21: P+ P— {p/}
22: else
23: P+0
24: U« U-{u}

return False
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Priloha F

Obsah prilozeného pamétového
média

Prilozené médium obsahuje nasledujici adresare a soubory:
e thesis_text/ — adresar obsahujici zdrojové soubory textu prace a jeji verze v pdf:

— thesis_pdf — adresar obsahujici obé verze textu prace v pdf,

— thesis_src — adresarl obsahujici zdrojové soubory textu prace v TEX a dalsi
soubory potiebné k jejimu vygenerovani,

e src/ — zdrojové soubory, programova dokumentace, testovaci data pro ukazkové
priklady a soubory potirebné k instalaci balicku a vygenerovani dokumentace:

— es-tools — adresar, ktery je korenovym adresarem programového feseni,

e excel_fit/ — adresar obsahujici veskeré materialy pouzité pro studentskou konfe-
renci Excel@FIT2023,

e README.md — soubor obsahujici popis rozvrzeni dat do adresari na pamétovém médiu
a dalsi doplnujici informace.
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Priloha G

Manual k prilozenym ukazkovym
prikladim

Tato priloha poskytuje manual na instalaci balicku a spusténi ukazkovych prikladi pro jed-
notlivé nastroje. Pro spusténi jednotlivych néastroju s vlastnimi parametry lze odkazat
na prilozenou dokumentaci.

Dle klasického pristupu je mozné ukazkové priklady spustit po instalaci balicku. Pro de-
monstracni ticely ovSem prislusny néstroj také nabizi spusténi ukazkového prikladu v rezimu
bez instalace.

G.1 Spusténi prikladu v rezimu bez instalace balicku

Pro spusténi ukazkového prikladu v rezimu bez instalace je nutné nachéazet se ve slozce
examples, jejiz cesta od korenové slozky projektu (es-tools) je es-tools/es_tools/exam-
ples. Déle se vyzaduje nainstalovany jazyk Python3' verze 3.10 nebo vys$i. Nésledné je
mozné spustit priklad pomoci ptikazu:

o Unix/macOS:

python3 run_example.py -t ndzev_ndstroje -n c¢iselné_oznaleni_testu -i

o Windows:
py run_example.py -t ndzev_ndstroje -n Eiselné_oznacleni_testu -1i

Parametr -i (v dlouhé varianté --noinstall) urcuje, ze ma byt ukazkovy piiklad spustén
v rezimu bez instalace.

Popis vyznamu dalsich parametri nastroje a konkrétni ukézkovy piiklad blize predsta-
vuje sekce G.3.

G.2 Instalace balicku a spusténi prikladu

Pro instalaci balicku es-tools je nutné nachézet se v korenové slozce projektu — slozka es-
tools, kterd obsahuje soubor pyproject.toml. Pro sestaveni je vyzadovan nainstalovany jazyk
Python3"' (pro spusténi programového feseni se pozaduje verze 3.10 nebo vyssi) a néstroj

"https://www.python.org/
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pip? (otestovdno s verzi 22.0.2). Déle se pozaduji balicky setuptools® verze rovna nebo
vysst 43.0.0 (otestovano s verzi 58.1.0 a vyssi) a wheel® (otestovano s verzi 0.87.1 a vyssi).
Samotnou instalaci lze provést nasledujicim prikazem (upozornéni: symbol ,.“ je soucdsti
prikazu a je nutné jej zadat):

o Unix/macOS:
python3 -m pip install .

o Windows:
py —m pip install

Po tspésné instalaci Ize prejit ke spusténi jednotlivych ukazkovych piikladia. Nejprve
je nutné nachazet se ve slozce examples, jejiz cesta od korenové slozky projektu je es-
tools/es_tools/examples. Nasledné je mozné spustit priklad pomoci prikazu:

o Unix/macOS:

python3 run_example.py -t ndzev_ndastroje -n Eiselné_oznaleni_testu

o Windows:
py run_example.py -t ndzev_ndstroje -n Ciselné_oznacleni_testu

Popis vyznamu jednotlivych parametrti nastroje a konkrétni ukazkovy priklad blize
predstavuje sekce G.3.

G.3 Popis parametri nastroje a demonstracniho prikladu

Tato sekce blize popisuje vyznam a funkcionalitu jednotlivych parametri nastroje, ktery
je urcen pro spusténi ukazkového ptikladu jiz pro konkrétni nastroj implementujici aplikaci
vymazavaciho systému. Na zavér sekce je predstaven jeden konkrétni priklad pro aplikaci
vymagzavaciho systému na ovéreni feseni problému n dam, kterou implementuje nastroj
n__queens__problem__tool.

Parametry -t (v dlouhé varianté --tool) a -n (v dlouhé varianté --number) jsou po-
vinné a znaci po rfadé nazev spousténého nastroje a ¢islo spousténého testu. Nézev nastroje
miize nabyvat jedné z hodnot:

(i) amino_ acid_ sequence_ search_ tool,

(ii) balanced_ brackets_ tool,

)
)
(iii) n_queens_ problem__ tool,
(iv) secondary_structure_ properties_ tool,
(v) sequence_search__tool.

Cislo spousténého testu nabyva hodnoty dle poétu testii pro dany néstroj, jenz lze nalézt
v prilozené dokumentaci (vétsinou se pohybuje v rozsahu 1-10).

’https://pypi.org/project/pip/
3https://pypi.org/project/setuptools/
‘https://pypi.org/project/wheel/
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Volitelné lze vyuzit parametr -v (v dlouhé varianté --verbose), jenz slouzi pro vypis
aktualniho tvaru vstupni pasky, jednotlivych pouzitych vymazavacich fetézci a ovérovaného
fetézce vzniklého konkatenaci doposud aplikovanych vymazavacich retézci.

Poslednim volitelnym parametrem je parametr -1 (v dlouhé varianté --1lazy). Pti zadani
uvedeného parametru veskeré vymazavaci systémy pouzivaji liny kvantifikator. V opa¢ném
piipadé je vyuzivan chamtivy kvantifikator jako vychozi.

Lze uvazovat nazorny piiklad:

o Unix/macOS:
python3 run_example.py -t n_queens_problem_tool -n 1 -v -1

o Windows:
py run_example.py -t n_queens_problem_tool -n 1 -v -1

V uvedeném prikladu je spustén test ¢islo 1 pro nastroj n_ queens problem__tool pii vy-
pisovani dodatecnych informaci pomoci parametru -v a pouziti liného kvantifikdtoru pro
vymazavaci systémy pomoci parametru -1.

Otestovano na tfech zafizenich s nasledujicimi parametry:

(i) Prvni zafizeni:

e Operacni systém: Ubuntu 22.04.1 LTS,
Verze Python3: 3.10.6,
e Verze pip: 22.0.2,

e Verze setuptools: 59.6.0,
e Verze wheel: 0.37.1.

(ii) Druhé zafizeni:
e Operacni systém: Windows 10 Education 22H2,
e Verze Pythond: 3.10.4,
e Verze pip: 22.0.4,
e Verze setuptools: 58.1.0,
o Verze wheel: 0.40.0.

(iii) TYeti zarizeni:
e Operacni systém: macOS High Sierra version 10.13.6,
e Verze Python3: 3.11.3,
e Verze pip: 23.0.1,

e Verze setuptools: 67.6.1,
e Verze wheel: 0.40.0.

Jednotlivé testy vyuzivaji data z nékolika databéazi, nastroju a zdroju, pricemz pro kazdy
piiklad je uveden zdroj vstupnich dat. Z vyuzitych databazi lze vyjmenovat: RNAcentral®,

*https://rnacentral.org/
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PseudoBase++2.0 Database® a bpRNA-1m’. Pro generovani sekvenci DNA byly vyuZity
néstroje Random DNA Sequence® a Reverse Complement”. Pro néstroj balanced_brackets -
tool byly pouzity priklady z [17, 26].

Shttps://rnavlab.utep.edu/database
"https://bprna.cgrb.oregonstate.edu/index.html
8https://www.bioinformatics.org/sms2/random_dna.html
“nttps://www.bioinformatics.org/sms/rev_comp.html
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