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Abstrakt

Cilem této prace je podat prehled zakladnich pojmi a vysledkt tenzorového poctu. Ten-
sory zavedeme jako multilinearni zobrazeni a ukazeme zakladni tensorové operace. V dalsi
¢asti uvedeme priklady tensort, zejména z oblasti diferencialni geometrie.

Summary

The goal of this thesis is to provide an overview of basic terms and results of tensor
calculus. We introduce tensors as multilinear mappings and introduce basic tensor ope-
rations. In the next section, we give some examples of tensors, especially from the field of
differential geometry.
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1. Uvod

Ve své nejstarsi podobé predstavovaly tensory jen urcité mnoziny ¢isel oznacenych vice
indexy. Za jejich predchiidce tak mtzeme povazovat vektory, tedy mnoziny ¢isel s jednim
indexem. Prvni pokusy o zavedeni takovych systémi se datuji az do starovéku, ale vekto-
rovy pocet jak jej chapeme dnes se objevuje az v pracich holandského inzenyra S. Selvina
(1548-1620). Pojem wvektor pouzil jako prvni irsky matematik W. Hamilton (1805-1865),
ktery se zaslouzil o dalsi rozvoj vektorového poctu, pfisel mimo jiné s geometrickou pred-
stavou vektoru jako orientované tsecky. Za dalsi krok ve vyvoji tensorti pak muzeme
povaZzovat matice. Na jejich vyvoji se nejvice podilel Anglican A. Cayley (1821-1895).

Systémy c¢isel s vice indexy se zacaly béhem 18. stoleti objevovat v oblasti mechaniky
pruznych téles a v 19. stoleti v algebfe a geometrii. Problémtim spojenym s pruznosti a
napétim se vénovali napi. L. Euler (1707-1783), P. Laplace (1749-1827) nebo O. Cauchy
(1789-1857), z geometrie pripomenme K. F. Gausse (1777-1855), B. Riemanna (1826-1866)
a E. B. Christoffela (1829-1900). V této dobé ale matematikim chybél nastroj, jak s tako-
vymi systémy pracovat a matematické zapisy tak ptsobily ponékud tézkopadné. S vhod-
nym nastrojem pro praci s vektory prisel koncem 19. stoleti americky matematik J. W.
Gibbs (1839-1903), ktery polozil zaklady vektorového poétu (za zakladatele vektorového
poctu mize byt povazovéan i britsky matematik Oliver Heaviside (1850-1925), ktery pfisel
nezavisle na Gibbsovi s podobnymi zévéry). Zobecnéni vektorového poc¢tu na systémy ¢isel
s vice indexy vymyslel italsky matematik G. Ricci (1853-1925), ktery je povazovan za za-
kladatele tenzorového poétu (ve své praci pouzival pojmenovani absolutni diferencidlni
pocet). Ricciho student T. Levi-Civita (1873-1942) pak absolutni diferencidlni pocet déle
rozvijel. Pojem ,tensor” zavedl az na prelomu 19. a 20. stoleti némecky fyzik W. Voigt
(1850-1919).

Velmi dtlezitym krokem ve vyvoji tenzorového poc¢tu pak byla jeho aplikace na te-
orii relativity v roce 1913, za kterou stali A. Einstein (1879-1955) a M. Grossmann
(1878-1936). Einsteinovym cilem bylo v prvni fadé pouzit tensory jako néstroj pro praci
na teorii relativity, ale jeho prace zaroven pfinesla dalsi rozvoj tenzorového poctu. Ein-
steinovym nejznaméjsim prinosem v oblasti tensori je zavedeni sumacni konvence v roce
1916. Algebraicky pfistup k definici tensoru predstavili H. Weyl (1885-1955) a O. Veblen
(1880-1960) a bezindexova podoba tensort, kterd umoznila zapisovat fyzikalni zdkony
nezavisle na souradnicich se objevila v 50. letech 20. stoleti v publikacich zamérenych
na mechaniku kontinua.

Prvni kapitola této prace je zamérena na uvedeni algebraickych pojmt, které jsou
linearni a bilinearni formy. Zobecnénim bilinearni formy v néasledujici kapitole predsta-
vime definici tensoru. K tensoru tedy pfistupujeme jako k multilinedrnimu zobrazeni.
Déle definujeme soufadnice tensoru a s jejich pomoci predstavime alternativni, méné abs-
traktni, definici tensoru. V praci je uveden diikaz, Ze obé zminéné definice tensoru vedou
ke stejnému geometrickému objektu a jsou tedy ekvivalentni. Druhé ¢ast druhé kapitoly
je vénovana ptehledu operaci s tensory.

Cilem tteti kapitoly je ukazat priklady nejznaméjsich tensori. V ptipadé tensoru se-
trvacnosti a prvniho zékladniho tensoru plochy uvedeme i jejich odvozeni. Zavérecna
kapitola pojednava o prikladu z moderni diferencidlni geometrie, konkrétné o tensorech
na diferencovatelnych varietach. Nejprve pfipomeneme pojem kiivky a plochy a varietu



1. UVOD

pak uvedeme jako jejich zobecnéni. Ukazeme, jak se zavede tecny prostor diferencovatelné
variety a podobné jako ve druhé kapitole zavedeme tensor a jeho soutadnice.



2. Algebraicky zaklad

V této kapitole pripomeneme nékteré zakladni pojmy a vysledky linearni algebry.
Jedna se zejména o zavedeni vektorového prostoru, dudlniho vektorového prostoru a bi-
linedrniho zobrazeni. Pro zjednoduseni nékterych algebraickych vyrazi je vhodné zavést
Einsteinovu sumacni konvenci, podle které se automaticky sc¢ita podle kazdého indexu,
ktery se v daném vzorci vyskytuje u jednoho vyrazu nahote a u jiného vyrazu dole. Misto
S xiy tedy piSeme x;y° apod.

Definice 2.1. Komutativni grupa V se nazyva vektorovy prostor (nad R ), jestlize pro ka-
7zdy prvek v € V' a kazdé realné ¢islo r € R je definovan prvek r - v = rv z mnoziny V a
pritom plati pro kazdé ueV,veV,reR, seR:

r-(u+v)=r-u+r-v,
r+s)-u=r-u+s-u,
(r-s)-u=r-(s-u),
l1-u=nu.

Prvky mnoziny V nazyvame vektory.

Definice 2.2. Budte V vektorovy prostor a vq,...,v, € V (n € N). Rekneme, Ze vektor
v € V je linedrni kombinaci vektortt vy, ..., vy, jestlize existuji ¢isla rt,...,r" € R tak,
ze plati

v=rlvi+- vy, = riv;

Vektory vy, ..., vy se nazyvaji linedrné zdvislé, jestlize existuji &slar!,...,r" € R, z nichz
alespon jedno je rtizné od nuly tak, ze plati
riv; = 0.
V opacném pripadé nazyvame vektory vy, ..., vy, linedrné nezdvislé.
Definice 2.3. Necht V' je vektorovy prostor a by, ...,b, € V (n € N). Soustava vektorii

{b1, ..., bn} se nazyva bdze vektorového prostoru V, jestlize vektory by, ..., by, jsou lineadrné
nezavislé a kazdy vektor v € V je linearni kombinaci vektort by, ..., by,.

Véta 2.1. Bud V wvektorovy prostor s bdzi {by,...,bn}. Pak kazdy vektor v € V lze
jednoznacné psdt ve tvaru .
v = v'by,

kde v* jsou redlnd ¢isla.

[10, str. 51]
Cisla v® nazyvame souradnice vektoru v vzledem k bdzi {by, ..., by}

Definice 2.4. Jestlize vektory {by,...,bn} tvofi bazi vektorového prostoru V', nazveme
¢islo n dimenzi vektorového prostoru V a piseme

dimV = n.
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Definice 2.5. Budte V vektorovy prostor s bazi B = {bi,...,b,} a v € V vektor
se soufadnicemi v*. Sloupcovy vektor

v
CB(V) =1 :
,UTL

se nazyva souradnicovy vektor vektoru v vzhledem k bazi B. Je-li {dy,...,d,} = D dalsi

baze vektorového prostoru V, polozime

A= [Cp(by),...,Cp(by)].

A je ¢tvercova matice fadu n, ktera se nazyva matice prechodu od baze B k bazi D. Kazdy
vektor d; druhé baze pak lze jednoznac¢né vyjadrit jako linearni kombinaci prvkia prvni
béze:

d; = Ab,. (2.1)

Véta 2.2. Necht (u', ..., u™) jsou soutadnice vektoruu € V v bdzi {by,...,bn} a (u!,...,u")
jsou soufadnice téhoZ vektoru v jin€ bdzi {dy,...,dn}. Necht dile A = (A}) je matice
prechodu od proni bdze ke druhé a mechf A = A~ je matice k ni inverzni. Pak plati
ndsledugjici transformacni vztahy:

u = A, w =AW, i=1,...,n. (2.2)
[7, str. 6]

Poznamka 2.1. Z predchozi véty vyplyvd, Ze je-li A matice prechodu od baze B k bdzi
D, matici prechodu od D do B je matice A = A~L.

Definice 2.6. Nechf V a W jsou vektorové prostory nad R. Rekneme, Ze zobrazeni
f:V — W je linearni, pokud pro kazdé vi,ve € V a kazdé a € R plati:

() f(vi+v2)=f(vi)+ f(va)
(i) flavi) = af(v1).
Priklad 2.1. (a) Definujme zobrazeni 1 : R® — R? vztahem

ale )= (2).

3,1 ,2 3 ‘.
Jut,ut,u’, e € R plati:

Pro libovolné v*,v? v

v! ul v+ ul L vt ul
ol o)+ (=t et = () =l )+ o 02))
v? u? 0?4+ u? v3 u?

v cv ol ) v
ote (02 |y =wi( e )= () = (%) =evt[ )

v? cv’ v?

Tedy zobrazeni v je linedrni.



(b) Pro libovolné vektorové prostory V. a W mizZeme definovat nulové linearni zobrazend
oV — W vztahem p(v) = 0 pro kazdé v € V.

Linearni zobrazeni f : V' — W nazveme izomorfismus vektorovych prostori V' a W pokud
je bijektivni. Potom piseme V = W.
Véta 2.3. Necht dimV =n. Pak V = R".

[7, str. 6]

Mnozinu v8ech linedrnich zobrazeni f,g,... : V. — W ozna¢me L(V;W). Soucet
linedrnich zobrazeni f a g pro kazdé v € V' definujeme vztahem

(f +9)(v) = f(v) +9(v)

a nasobeni zobrazeni f skalarem a € R vztahem

(af)(v) = af(v).

Je ziejmé, Ze f + g a af jsou opét linearni zobrazeni, a ze L(V; W) s témito operacemi
tvofi vektorovy prostor.

Definice 2.7. Vektorovy prostor L(V'; R) nazyvame vektorovym prostorem dudlnim k V.
Znacime ho V*. Jeho prvky nazyvame linedarni formy.

Piiklad 2.2. Prikladem linedrni formy miZe byt zobrazeni o : R? — R uréené predpisem

Q((Z;)) =o' + 0%,

2 ut,u? c € R plati

Je zrejme ze pro vSechna U , U

() + () = at(B i) =t vt vt = () ol ()
ote (1) = () = et = ol ()

a zobrazeni o je skutecné linedrni.

Definice 2.8. Necht {by,...,b,} je baze V. Pak linearni formy {f!,..., f/"} definované
1 01=17] ,

+ PP okt bézi V. Nazgvame ji dudlni bze. Symbol 5
0, proi#j
se nazyva Kroneckerovo delta.

vztahy fi(b;) = &5 =

Definice 2.9. Budte V' vektorovy prostor s bazi {by,...,b,} a V* prostor dudlni k V.
Pro kazdé v = v'b; € V akazdé f € V* plati f(v) = f(v'b;) = v'f;, kde f; = f(by).
Cisla f; nazyvame souradnice linedrni formy f vzhledem k bazi {by,...,by}.

Véta 2.4. Necht (fi,..., fn) jsou soutadnice linedrni formy f : V — R vzhledem k bazi
{by,...,bn} prostoru V a (f1,..., f,) jsou souradnice téze linedrni formy vzhledem k jiné
bazi {dy,...,dn}. Necht ddle A = (Aﬁ) je matice prechodu od pruni bdze ke druhé. Pak
plati ndsledugict transformacni vztahy:

fi=Alf, i=1,...,n. (2.3)
[7, str. 7]
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Definice 2.10. Rekneme, 7e zobrazeni f : V x V — R je bilinedrni forma, pokud pro ka-
7dé x,y,z € V a ¢ € R spliuje tyto vlastnosti:

(i) f(x,y+2)=fxy)+ f(x,2)
(ii) f(x,c y)=c-f(xy)
(iil) f(x+y,2)=f(x,2) + f(y,2)
(iv) fle-xy)=c- f(xy)

Definice 2.11. Bud g bilineérni forma na vektorovém prostoru V' a {bq,...,b,} baze
V. Pak pro x,y € V plati g(x,y) = g(z'b;, y’b;) = 2'yig(bs, b;) = gija'y’. Cisla

gi; = g(b;, b;)

nazyvame souradnice bilinedrni formy g vzhledem k béazi {bq,...,b,}. Matice G = (g;;)
se nazyva matice bilinedrni formy g.

Definice 2.12. Rekneme, Ze bilinedrni forma f: V x V — R je
(I) symetrickd, jestlize: f(x,y) = f(y,x) pro vSechna x,y € V;
(IT) pozitivné definitni, jestlize: f(x,x) > 0 pro kazdy nenulovy vektor x € V.

Pozitivné definitni a symetrickou bilinedrni formu na vektorovém prostoru V nazyvame
skaldrni soucin na V.

Necht g je skaldrni soucin na V. Cislo ||z|| = v/g(x,x) se nazyvéa velikost vektoru x.
Pro kazdy vektor a € V' je funkce g, : V — R definované predpisem:

ga(x) = g(a, x)

linearni forma na V. Pomoci skalarniho sou¢inu tedy mtzeme kazdému vektoru a €
V' prifadit linedrni formu g, € V*. V nasledujici vété ukdzeme, zZe toto zobrazeni je
izomorfismus vektorovych prostori.

Véta 2.5. Skaldrni soucin g na vektorovém prostoru konecéné dimenze V' urcuje izomor-
fismus F:V — V* F(a) = ga.

[7, str.8]
Diikaz. Je ziejmé, ze zobrazeni F' je linedrni. Je-li g, = gy, pro kazdé x € V' plati
g(a,x) = g(b,X) = g(a - b7X) =0.

Pro x = a — b dostaneme ||a — b|| = 0, a proto a = b. Zobrazeni F’ je tedy prosté. Zbyva
oveérit, ze libovolna linearni forma f : V — R je tvaru f = g, pro néjaké a € V. Polozme
L ={w € V,f(w) = 0}. Je-li L =V, tak staci polozit a = 0 a diikaz je ukoncen.
Piedpokladejme tedy, ze L # V a oznaéme L = {v € V; g(w,v) = 0, w € L}. Pak
existuje 0 # v € L. Z linearity f dale plyne, Ze f(x — MV) = f(x) — f(x) = 0, neboli

fv)
w=x—1¥y e[ pro libovolné x € V. PoloZzme nakonec a = SOy Pak plati g(x,a) =
& 1w /() 169 _f(v) s
g(W + va g(v,v)V) = g(v,v)g(w’ V> T Wg(v,v)g(v’ V> ~ gy 0+ f(X) - f<X) -




3. Tensory

3.1. Definice tensoru

Definice 3.1. Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze a F' multilinedrni forma

F:Vx--xV R,
k krat

tedy pro libovolné vi, v; € V., c € R plati

(i) F(vi,..., Vi1, Vi + Vi, Vigr, ..., Vi) = F((V1, ..., Vic1, Vi, Vi, - .-, Vi) +
+ F(Vi,...,Vi_1, Vi, Vig1, ..., Vi)
(ii)) F(v1,...,Vii1,C Vi, Vigy1,...,Vk) =C- F(Vv1,...,Vi_1, Vi, Vit1, ..., Vi)

Pak F' se nazyva k-krdt kovariantnim tensorem na V.

Mnozinu multilinedrnich forem F': V' x---xV — R zna¢ime L(V,...,V;R). V definici
dudlniho prostoru (2.7) jsme uvedli, ze V* = L(V;R), takze kazda lineérni forma z V* je
1-krat kovariantnim tensorem na V.

Dualni prostor V* je rovnéz vektorovy prostor. Proto mizeme v definici 3.1 nahradit
vektorovy prostor V' dualnim prostorem V*. Dostaneme tak k-linearni formu

F:V*x...xV* =R,
~—_——
k krat

kterou nazyvame k-krdt kontravariantni tensor. Je ziejmé, ze plati L(V*;R) = V, takze
kazdy vektor z V je linearni formou na V* a je tedy 1-krat kontravariantnim tensorem
na V. 7Z vyse uvedeného je dale patrné, ze plati identita

V=1V
Tensory k-krat kovariantni nebo kontravariantni nazyvame souhrnné ciste, jejich zobec-
nénim je tensor smiseny.

Definice 3.2. Bud V' vektorovy prostor koneéné dimenze. Smisenym tensorem typu (s, )
na V' rozumime multilinedrni formu
FrVx o xVxVix...xV" =R (3.1)

vV Vv
r krat s krat

F nazyvame také r-krat kovariantni a s-krat kontravariantni tensor na V. Mnozinu
viech takovych tensorti zna¢ime T7V. Cislo r + s nazjvame stupném tensoru.

Piikladem smiSeného tensoru typu (1, 1) je zobrazeni, které kazdému vektoruv € V' a
kazdé linedrni formé f € V* pfifadi ¢islo f(v) € R. Tensorem typu (0, 0) rozumime realné
¢islo, plati tedy TPV = R.

Poznamka 3.1. Snadno se ukdze, Ze mnoZina TT'V wvsech tensori typu (s,r) tvori vekto-
rovy prostor. Vektorovy prostor TV = L(V*, ..., V* R) rovnéZ znacime symbolem @V
a nazyvame ho s-tou tensorovou mocninou vektorového prostoru V. Analogicky znacime
vektorovy prostor
'V = L(V,...,V,V* ...,V R)
—_—— ———
r krdt s krat

symbolem @V @ Q"V*.

8
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Vzhledem k vysSe uvedenému oznaceni tedy mame nasledujici ziejmé identity

TV = L(V*,...,VR) = @V
krat

TV =LV R)=x'V=V

TV =L(V,...,V,V* ... V5R) =@V V"
krat krat

T02V — L(V’ V;]R) = ®2v* —V*Q V™
Priklad 3.1.

(a) Tensorem typu (0,2) je libovolnd bilinedrni forma, tedy napft. skaldrni soucin. JiZ
jsme wvedli, Ze pomoci skaldrniho soucinu se definuje norma vektoru, proto se ska-
larni soucin neékdy nazyvd metricky tensor.

(b) Z vlastnosti determinantu (viz napt. [9]) plyne, Ze determinant matice radu n, jejiz
radky jsou souradnice vektoriu vi,...,va € V je multilinedrni zobrazeni z V" do R
a tedy tensor typu (0,n) na V.

Poznamka 3.2. Tensory a tensorovy soucin @ vektorovych prostori je mozné zavést i
jingm zpusobem. Napiiklad v [1] se zavadi tensorovy soucin dvou vektorovich prostori
pomoct tzv. univerzalniho prvku.

Poznamka 3.3. Vektorovy prostor TTV mizZeme ztotoznit s vektorovym prostorem vsech
multilinearnich zobrazeni

K:Vx...xV =V
————

r krat
Kazdému tensoru

F:Vx - . xVxV*=2R
N————

r krdt

z prostoru TTV lze totiZ privadit multilinedrni zobrazeni K vztahem
(K(Vi,.. s Vo), [Y=F(vi,.. ..V, f), Vi,...,vp €V, fe V™

kde (v, f) = f(v) € R, tedy (v, f) znaci hodnotu linedrni formy f € V* na vektoruv € V.
Napriklad prostor TV tak miiZeme pomoci vise uvedeného ztotoZnit s prostorem vsech
linedrnich zobrazeni zV do V, tj. T}V =V @ V* = L(V; V).

Obdobnym zpiusobem muzZeme kaZdému tensoru typu (s,r) pritadit multilinearni zob-
razeni K : V' x (V*)* 1 =V a K : V'L x (V*)* = V* (viz napt. [3, str. 30]). Obvykle
pak nerozlisujeme mezi tensorem F a zobrazenimi K a K.

Nyni necht {by,...,b,} je baze vektorového prostoru V a {f!,..., f"} je béze du-
alniho prostoru V*. Pak r vektord vyq,...,vy € V a s linearnich forem h',... h* € V*
mizeme v téchto bazich vyjadrit ve tvaru

vi=ubp (i=1,....r), W =& (j=1....9)
a pro tensor F' € T,V plati:

F(Vl’ e 7Vr7h17 e ‘7hs> = F(Ufibgl’ o 7U£prr7€q11fql7 ce 7555-]0[13) =
= oty o o 6o Fi(bp,, . by, L fE).



3.1. DEFINICE TENSORU

Definice 3.3. Cisla
all% = F(bpy,...,bp., f®, ..., f¥),

pP1..-pr

kde indexy ¢, ...,q,,p1, ..., Ps nabyvaji hodnot 1,...,n, se nazyvaji souradnice tensoru
F vzhledem k bazi {by,...,by,}.

Pomoci soufadnic af!% dovedeme spocitat hodnotu tensoru pro libovolné vektory
Vi,...,Vy € V a linedrni formy h',..., h* € V*. MiiZzeme tedy ¥ici, Ze tensor F je svymi
souradnicemi jednoznacné urcen a strucnéji o ném mluvit jako o tensoru a-%:. Horni
indexy nazyvame kontravariantni indexy a dolni kovariantni indexy. Nésledup(n véta po-
pisuje chovani soufadnic tensoru pii zméné baze.

Véta 3.1. Necht afll:jjfj gsou soutadnice tensoru F € TI'V vici bazi {by,..., by}, aplz"':%j
jsou souradnice téhoZ tensoru vzledem k bdzi {dy,...,dn}, A je matice pfechodu od prunt

bize ke druhé a A = A=Y, Pak plati vztah

qai-ds — An Air AT AQS Jds

p1---Pr ) Z Y o b | Z1 s

7, str. 10]

Diikaz. Bud {f',..., f"} dudlni baze k bazi {by,...,bn} a {¢', ..., "} dudlni baze
k {di,...,dn}. Pak plati

a0t = F(dpy, ..., dp, g%, .., 0%) = F(Al by, ..., Ay, A it A% fie) =

p1...pr )
11 Iy q1 Qs J1---Js
= Ap1 . .AprAj1 . Ajsail...iw

]

Vétsina literatury zabyvajici se tensorovym poctem zavadi tensory pomoci nésledujici
definice, kterd vyuziva vztahy z véty 3.1. K tensoru se tak nepristupuje jako k multilinear-
nimu zobrazeni, ale jako k néjakému objektu, jehoz souradnice se pii zméné baze chovaji
predepsanym zpusobem. Tento pristup k tensortim nevyzaduje znalost pojmu jako dualni
vektorovy prostor nebo multilinearni forma a pro pouziti v inzenyrskych aplikacich je tedy
jednodussi.

Definice 3.4. Rekneme, 7e mnozina n'** &isel a]' 7 udéva soufadnice tensoru fadu r+s,

pokud se tato Cisla pii zméné baze vektorového prostoru V' transformuji vztahy

ant = AN A AT ATl (3.2)

p1...pr Pr-7J1 Zl Sy

kde A je matice prechodu od prvni baze ke druhé a A=A

- Z]: skuteéné predstavuji souradnice né&jakého

Dokazme nyni, Ze takto zadana cisla aj,
tensoru F' zavedeného definici 3.2. o
Necht {by, ..., by} je baze vektorového prostoru V odpovidajici éislim a;' "7* a {d, ...

—J1.. ]5

jind baze téhoz prostoru odpovidajici cislum a;;";*, ktera Jsou dana Vztahem 3.2. Zave-

deme zobrazeni F', které r vektorim v, ..., Vv, E V (Vk =uvfby, prok=1,2,...,r)asli-
nearnim forméam h',... h* € V* (W' =& fir (1=1,...,s)) piifadi disla vl v“ 1
Zobrazeni F' : V x---xXVxV*x---xV* — R je zftejmé multilinearni. Zbyva ukazat Jeho ne-
zéavislost na volbé baze prostoru V. Pro jinou bazi {dy,...,d,} plati vi = ?7}C d;, pro k =

1 Jieds

| ) jl . 4 L ~ i1 %
L2,...,rah = &e" (I =1,...,s) a musime ukazat, ze vi'... v ... & aj] 7 =

10

ydn}

S J1---Js
Y Pt S PO P



3. TENSORY

o) oprES L 6 Ze vatahu 3.2 a vztaht pro transformaci soutadnic vektort (2.1)

a linedrnich forem (2.3) dostaneme

1 cS =Jl--Js __ ~i1 —ir &1 ~S AC1 cr AJ1 Ads di..ds __
S T =t o A AT A Ayl =
— &t UCTfl fs Ail Air Adl AdsAcl ACTAJi /les adl...ds _
— Y1 Y Sdy cSds ey crf g Js f i1 e dy ds 'c1...Ccr T
_ cr ¢l s _dj...d,

=078y g a0 e

Cl...Cp °

I

Tento diukaz je prevzat z [7, str. 10].

3.2. Operace s tensory

Definice 3.5. Méjme dva tensory S, 7 € TTV. Soucet H = S+ T tensort S a T definu-
jeme jako tensor H € 1TV

H(vy,...,ve, bt . h%) = S(ve,...,ve, B o RS + T(ve, ..., ve, B R,

Poznamka 3.4. Jsou-li ¢isla sfi-%: soutadnice tensoru S vzhledem k néjaké bdzi B a Cisla

th-3s souradnice tensoru T' v téZe bdzi, tak pro souradnice hli-%: tensoru H = S+ T

vzhledem k bdzi B plati:

hiv-% = H(bp,,...,bp., f%, ..., f¥) = S(bp,,...,bp,, f1, ..., f")+

p1---Pr
q1 qs) — o91---9 q1...9s
+T(bpy,...,bp., f&, ..., f¥) = Sprpe Tl T

Soucin cisla ¢ € R a tensoru I je tensor c/' € TTV definovany vztahem
(cF)(vi,...,ve, bt o b)) =c- F(vy,...,ve,h' .. B%).

Poznamka 3.5. Operace scitdni tensori a ndsobeni tensoru skaldrem jsou asociativni,
proto muzeme mluvit o linedrni kombinaci tensoru téhoZ typu.

Definice 3.6. Pro libovolné tensory S € TyV, T € TV definujeme tensorovy soucin

S®T e T2V piedpisem

(S@T)(Vi, ... Vero, B, ..o h5HP) =

=S(vi,...,vi, Bt RS T (Vs -, Vego, BT L RETP),
V soufadnicich vzhledem k néjaké bazi B mame

(s@ )" = (SQ@T)(bsy, .., biros [, f147) = S(bygy, .., by, f1, ., f5)-

Jomsdrto SRR A
. . X is+1 7;5+p o lyeeyls . T451s+9ls+p
T(b.]r+1’ t 7b.]r+07 f A f ) - $j1,~~7j7‘ tjr+17-~'7jr+0.
Poznamka 3.6. Tensor (T'® S) definovany vztahem

(T®S)(Vl,...7Vr+07h17”'7hs+p> _

=T(Vi,..., Vo, B, .. BP) - S(Voy1, .-y Vorr, WP .. RPTS)
je obecné rizng od tensoru (S @ T). Tensorovy soucin tedy neni komutativn.

11



3.2. OPERACE S TENSORY

Definice 3.7. Necht S je tensor typu (s,7), s > 1, r > 1, {by,...,b,} je baze vekto-
rového prostoru V a {f' ..., f"} je baze k ni duélni. ZiZeni neboli kontrakce tensoru
S podle indext i, (o € 1,...,7)ajs (8 € 1,...,s) definujeme jako tensor 7' typu
(s —1,r—1):

T(Vl, ...,V 1, hl, N hs_l) =
= S(Vi,. . Va1, b, Vast, - Ve, R o RPTL R RPTL RS

(na pravé strané se sCita pres k).

Pro takto definovanou operaci je nutné dokéazat, ze T' nezavisi na zvolené bazi vekto-
rového prostoru V. Zvolime jinou bazi {d, ..., d,}. Baze k ni dudlni je {g¢',...,¢"}, A je

matice piechodu od ptivodni baze k nové a A = A~! je matice k ni inverzni. Potom plati:

S(Vi,. .., Vae1,di, Vag1, - -, Ve, b BT gF R R =
=S(V1,. ., Va1,A%be, Vs, ... v, Y L RPTE AR FE RPTL Re) =
= ATAFS(vy, . Va1, be, Vast, .. v, Y L RPTE LR RS =
=0rS(Vi, .-, Vac1, be, Vaga, ., v, Y RPT PR R
= S(Vi, ., Va1, be, Vaga, ., Ve, R L RPTL T ORSTL RS,

UZeni tensoru tedy na zvolené bazi nezévisi.
Jak vypadéa tzeni tensoru v souradnicich ukédzeme na prikladeé.

Piiklad 3.2. Bud A = (al}™) tensor typu (2,2). Provedeme jeho ziZeni podle druhého
horniho a druhého dolniho indexu. Dostaneme tensor H = (k") dany vztahem

]%(Vl7 hl) = A(Vly bi; h17 fl)
V' soutadnicich vici bdzi B plati:
Y = H(bs, f™) = A(bs, by, [, [*) = a}'.

Dalsim dzZenim tensoru H = (hZI*) dostaneme tensor typu (0,0), tedy redlné cislo h? =
hi+---+h!.

Pro tensory na vektorovém prostoru V' se skalarnim souc¢inem ¢ miizeme definovat
operace spousténi a zvedani indexi: Jak jsme ukézali ve vété 2.5, skalarni souc¢in nam
dava izomorfismus mezi V' a V*, ktery kazdému a € V' pritfazuje linedrni formu g, € V*.
Operaci spousténi indexu na tensoru S typu (s, r) pak definujeme nésledujicim zptisobem.

Definice 3.8. Rekneme, 7e tensor T typu (s — 1,7 + 1) definovany vztahem

T(vi,oos Vepn, B R R RS = S(va, o, Ve B R G BT RS
(3.3)
vznikl z tensoru S typu (s, r) spusténim indezu.

Je tfeba specifikovat, ze -ty horni index pteSel v r 4+ 1. dolni. Z toho, Ze pritazeni
Z — g, je izomorfismus vyplyva, ze T je skutecné tensor. V soutadnicich vzhledem k bazi

12



3. TENSORY

{b1,..., by} prostoru V a k ni dudlni bazi {f!,..., f*} vypad4 spousténi indexu tensoru
S takto:

taetst — T(by b b, fU, L, 5 =

P1,.-,Pr+1
:S<bp17"'7bpr7fq17'"’fqi717§b07fqi+l7"'7qu>:
- S<bp17 cee 7bpr7fq17‘ . '7fqI 17g0kf 7fql+17' . '7qu> - 8;1)11:2;1)? ’qsgok'

Operaci zvedani indexu miZzeme definovat pomoci vztahu 3.3. Ze zadaného tensoru T’
typu (s — 1,7 + 1) vznikne zvednutim indexu tensor S typu (s, 7).

Definice 3.9. Rekneme, 7e dva tensory R,S € T’V se sobé rovnaji, pravé kdyz se
sobé rovnaji vSechny odpovidajici si souradnice téchto tensorti, tedy pro vSechny hodnoty
1,...,nindext q4,...,q,,p1,...,Ds plati

SQl---QS — pq1--.Gs

p1...pr p1---pr’

Pti ovéfovani rovnosti dvou tensort, které maji soufadnice s rtizné umisténymi in-
dexy, musime nejdrive provést vhodna zvedani a spousténi indexii a teprve pak muzeme
porovnat soufadnice. Napiiklad dva tensory ¢} a ¢, se sobé rovnaji pokud plati rovnice

¢ = g% g},

3.3. Symetrické a antisymetrické tensory

Pro zjednoduseni budeme symetrii a antisymetrii definovat jen na kovariantnich tensorech.
Pro tensory kontravariantni se nasledujici pojmy definuji stejnym zpiisobem.

Definice 3.10. Kovariantni tensor S € TV nazveme symetricky, jestlize vztah
S(V1, ..y Vie1, Vi, Vig1, Vig2, - -+, Vi) = S(V1, ..., Vie1, Vit1, Vi, Vig2, - -+, Vi)
plati pro kazdé i € (1,...,7 — 1) a libovolné vektory vq,...,v, € V.
Soutadnicové definice 3.10 znamena

Sit.ir = Sig1).io@ry

pro libovolnou permutaci o z grupy P, vSech permutaci r prvki. Hodnota symetrického
tensoru se tedy neméni, kdyz libovolné zménime poradi vektori vq,...,v,. Piikladem
takového tensoru je skalarni soucin.

Definice 3.11. Kovariantni tensor S € TV nazveme antisymetricky, jestlize vztah
S(Vi,..+,Vie1, Vi, Vis1, Viz2, - - -, Ve) = =S(V1, ..., Vi_1, Vit1, Vi, Visa, - - -, Vi)
plati pro kazdé i € (1,...,r — 1) a libovolné vektory vy,...,v, € V.
V soufadnicich mame

Sil...ir - Sgn(0->sia(1)"-ia(r')7

13



3.3. SYMETRICKE A ANTISYMETRICKE TENSORY

pro kazdé o € P,. Ptisudé permutaci vektorti vq, ..., v, se tedy hodnota antisymetrického
tensoru neméni, zatimco pfi liché permutaci zméni hodnota znaménko. Jiz jsme zminili, Ze
vezmeme-li matici B fadu n takovou, ze kazdy jeji fadek je tvoren souradnicemi néjakého
vektoru z V', tak determinant |B| matice B pfedstavuje tensor typu (0,n) na V. Dalsi
vlastnosti determinantu je, ze pfi zaméné dvou radk matice zméni hodnota jejiho deter-
minantu znaménko [9, str. 320]. Z toho plyne, Ze determinant matice je antisymetricky
tensor.

Poznamka 3.7. Mnozina vsech symetrickych tensori tvori vektorovy podprostor S™V C
15V, mnoZina vsech antisymetrickych tensori tvori podprostor A"V C TyV.

Kazdému kovariantnimu tensoru S € 7§V muzeme pfiradit symetricky tensor
Sym(S) € SV definovany vztahem

1
Sym(S)(vy,...,vy) = ] Z S(Vo@)s -5 Vo))
oeP,
a antisymetricky tensor Alt(S) € A"V definovany vztahem
1
AlL(S)(vy, ..., V) = 5 > sgn(0)S (Vo) - -5 Vair)-
ocEP,

Definice 3.12. Zobrazeni Sym : TV — S"V nazyvame symetrizace tensori. Zobrazeni
Alt - T§V — A"V nazyvame alternace tensori.

Priklad 3.3. Pro tensor F € TSV je

Sym(F)(x,y,) = ¢ [F(x,y,2) + Flx5,y) + Fly.x7)+
+ F(y,z,x) + F(z,y,%x) + F(z,%,y)].

Alt<F)(X7Y>Z) = [F(X7Y7Z) - F(X7Z7Y) - F<Y7X7Z)+

+ F(y,z,x) — F(z,y,x) + F(z,x,y)].

| =

Je ziejmé, ze pro F € S"V je Sym(F) = F apro F € A"V je Alt(F)=F.

Poznamka 3.8. Pro kazdy kovariantni tensor 2. stupné F plati

Sym(F)(x,y) + Al(F)(x.y) = S[F(x.y) + Fly )] + 5[F0x y) = Fly, %) = F(x.y)

Tedy jsme dokdzali nasledujici vétu.

Véta 3.2. Kazdy tensor F typu (0,2) se dd rozloZit na soucet symetrického a antisymet-
rického tensoru, tedy plati F' = Sym(F') + Alt(F).

Poznamenejme, Ze pro tensory vyssich stupnt predchozi véta neplati.
Zatimco sc¢itani tensort zachovava vlastnosti symetrie a antisymetrie, tensorovy soucin
tyto vlastnosti obecné zachovat nemusi. Zavedeme proto nové operace.

14



3. TENSORY

Definice 3.13. Vnéjsi soucin S AT antisymetrickych tensora S typu (0,p) a T typu

(0,q) definujeme predpisem

(»+q)!
plq!

Definice 3.14. Pro symetrické tensory K typu (0, p) a L typu (0, ¢) definujeme symetricksy
soucin K ® L vztahem

SANT =

Alt(S®@T) € APV,

(p+q)!
plq!

Priklad 3.4. Pro tensory R € S*V, S € A’V o T € T}V bude

KoL=

Sym(K ® L) € SP+9V.

(ROT)(x,y,2) = %[R(X, y)T'(z) + R(y,x)T(z) + R(x,2)T(y) + R(z,x)T(y)+
+ R(y,2z)T(x) + R(z,y)T(x)] = R(x,y)T(z) + R(x,2)T(y) + R(y,z)T(x)

(SAR)(x,y,2) = %[R(X, y)T(2) — R(y,x)T(z) — R(x,2)T(y) + R(z,x)T(y)+
+ R(y, 2)T(x) — R(z,y)T(x)] = R(x,y)T(z) — R(x,2)T(y) + R(y, 2)T(x).
Véta 3.3. Pro libovolné tensory S € T4V a T € T{V plati SANT = (—1)PAT A S.
[12, str. 45]

3.4. Priklady tensoru

Jiz jsme uvedli, ze piikladem tensoru je vektor nebo linedrni forma. V této podkapitole
ukdzeme odvozeni dvou vyznamnych tensorid z mechaniky a diferencidlni geometrie a
bez odvozeni uvedeme nékteré dalsi typické priklady tensorti.

Priklad 3.5. Napjatost je v kazdém bodé A néjakého télesa L definovana jako mnoZina
obecngjch napéti pusobicich ve vsech Tezech vedenych bodem A. Dd se ukdzat, Ze napjatost
je jednoznacné urcena symetrickym tensorem druhého tadu, ktery nazyvame tensorem
napéti a znacime T,. Tento tensor ma 9 souradnic, které zapisujeme do matice takto:

Or Tyzx Tax
To=|Te 0y Tz
Tez Tyz O
Symboly o znaci normdlové slozky napéti a symboly T slozky smykové. Podrobné odvozeni

soutadnicového vyjadrent tohoto tensoru je mozné nagit v [14], jako multilinedrni zobrazeni
je odvozen v [3].

P¥iklad 3.6. Smiseny neboli vnéjsi soucin vektori u,v,w € R?® pfedstavuje tensor E
typu (0,3) na R3, ktery je definovdn vztahem E(u,v,w) = u - (v x w), kde symbol -
znaci skalarni soucin a symbol x znaci vektorovy soucin. Souradnicemi tohoto tensoru
gsou cisla €;;1, definovand vztahy

1 jestlize (i, 7, k) je sudd permutace cisel (1,2,3),
gijk = § —1 jestlize (i, 7, k) je lichd permutace cisel (1,2,3), (3.4)
0  ginak.
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3.4. PRIKLADY TENSORU

Tensor (ci;1) se nazyvd Levi-Civitiv nebo také permutacni tensor a md Siroké uplatnéni
v matematice a fyzice. Napviklad vektorovy soucin dvou vektori u,v € V = R? u =
u;b’, v = v;b’, kde {b,b% b3} je bdze V miZeme zapsat jako

(u x v) = gipbulv”.

Analogicky muzZeme definovat Levi-Civituv tensor ve vyssich dimenzich. Napriklad tensor
(Epwpo ), typu (0,4), se soutadnicemi urcenymi vztahy

1 kdyz pvpo je sudd permutace 0,1,2, 3,
Ewps = § —1  kdyZ pvpo je licha permutace 0,1,2, 3,
0  gpinak,
md uplatnéni v obecné€ teorii relativity (viz [5]).

Odvozeni nasledujiciho pfikladu je pfevzato z [4].

3.4.1. Prvni zakladni tensor plochy

Bud k néjak4 plocha a f = f(u,v) : D C R* — E? jeji parametrické vyjadfeni. Teény
vSech ktivek na plose k v bodé X € k tvori te¢nou rovinu plochy x v bodé X, kterou
znacime Tyk. MnoZzinu Tk = {1@ ; A, B € Txk} nazveme teénym prostorem plochy s
v bodé X. Txk je vektorovy prostor. Pozadavkem v definici plochy je linearni nezavislost
vektort f/ a f! (viz napf. [7, str. 44]). Za bézi prostoru Txx tak muzZeme vzit vektory
b1 = f!, be = f/. Kazdy vektor u lezici v Txx pak muzeme vyjadiit jako linearni
kombinaci téchto bazovych teénych vektort, tedy plati u = u'by, i = 1, 2.

TxK

Obrazek 3.1: Te¢na rovina plochy
Pro skalarni soucin ¢ libovolnych vektorti u,v € T'xx tak plati
g(u,v) = g(u'b;, v’bj) = u'v’ g(b;, by).

Pouzijeme oznaceni

9i; = g(bs, by) (3.5)
a definujeme ¢islo G' vztahem
_ 911 912 (3 6)
g21 92| ’
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3. TENSORY

Oznacime-li

1 _ 922 22 _ 911
G’ G’

g'2 = g2 Y12 g2 (3.7)
G G’

muzeme zavést pojem prvniho zakladniho tensoru plochy.

Véta 3.4. Cisla gy definovand vztahy 3.5 a ¢isla gV definovand vztahy 3.7 jsou kovari-
antni, resp. kontravariantni souradnice téhoZ tensoru druhého rddu. Nazyvame ho prvni
zékladni tensor plochy nebo téZ metricky tensor plochy.

[4, str. 176]

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze ¢isla gi; skutecné predstavuji souradnice néjakého tensoru.
Vyjdeme z rovnic
gkl = g(bk> b]), gpq = g(dp> dq)a

kde vektory dy,dz tvoii jinou bazi Txx. Bud A matice prechodu od prvni baze ke druhé
a A matice k ni inverzni. Pak zfejmé plati

Gpg = 9(dp, dq) = g(Alby, Alby) = AL Al g(by, by) = AL ALgy,

coz je vztah pro transformaci soutadnic 2-krat kovariantniho tensoru a prvni ¢ast véty
je tak dokazana. Dale musime ovérit tensorovy charakter cisel g*. Pro libovolny tensor
prvniho fadu A jehoz souradnice viic¢i druhé bazi jsou a, plati

g™, =a™ = AT’ = AMg¥a; = flgnfl?gijdn.
Plati tedy vztah
g = AT AT g
i 4y
coz je vztah pro transformaci soutadnic 2-krat kontravariantniho tensoru. Druhé ¢ast véty

je tedy dokézana. Zbyva ukizat, Ze g” a g jsou soutfadnice stejného tensoru. Vyjdeme
z rovnic

97 gir = 6. (3.8)
Spravnost téchto rovnic oveérime jejich rozepsanim a dosazenim ze vztahu 3.6:

gijgik = Qljgm + 92j92k =

922

gllg11 + g21g21 = G911 — %921 = 9229115912921 — gzzgﬂ:ggzzi — 1’ j=k=
) 9" g2+ 9P gar = B grp — L2go, = L2292 _ ), j=1,k=2
) 901 + 9%gn = — g1 + %l gy = IR = (), j=2k=1

912912 + 922922 — _%912 + %922 — 9119228912921 — gﬁgi:?ggi — 17 ] — k‘ —

Pomoci rovnic 3.8 se snadno dokaze, ze plati
gijgikgjl = 51@%1 = Gkl

Z tohoto vztahu a z definice rovnosti tensorti plyne rovnost tensorti g” a gy a véta je tim

dokazana.
O]
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3.4. PRIKLADY TENSORU

Skalarni soucin jsme definovali jako symetrickou bilinearni formu, plati tedy ¢;; = g
a z rovnic 3.7 vime, %e g = ¢’*. Prvni zakladni tensor plochy je tedy symetricky.

Méjme nyni plochu k zadanou vektorovou rovnici x = x(u',u?) a kiivku c lezici
na ploSe x zadanou v oblasti parametr D C R? plochy & rovnicemi

u' = u'(t).

Obrazek 3.2: Krivka na plose

Oznacime-liy = x(u*(t), u*(t)) vektorovou rovnici kiivky k, mtizeme dosadit do vzorce
pro délku kiivky znamého z integralniho poctu:

5= / NOBOL

kde y(t)-y(t) znaci skalarni soucin g(y(¢),y(¢t)). Kdyz skalarni sou¢in rozepiseme vztahem
9(y (1), y(t) = g(xit', x;0') = gy’

ziskdme vzorec pro délku s kiivky k na plose k

t
s:/ vV gij dut dud (3.9)
to

kde du® = 4! dt znadi diferenciél funkce u'(t). Ukézali jsme tak, Ze pokud v kazdém bodé
kiivky k zname souradnice prvniho zékladniho tensoru plochy, mizeme délku s ktivky k
na intervalu (ty,¢) spocitat pomoci vzorce 3.9.
Vyraz
©1 = gy du’ du? (3.10)

nazyvame pruni zdikladni forma plochy. Pokud zname prvni zékladni formu plochy, umime
vzdy vyjadiit prvni zakladni tensor plochy a obracené. Kromé délky kiivky na plose
existuji dalsi vlastnosti, které mtzeme urcit ze znalosti prvniho zédkladniho tensoru plochy.
Rikdme o nich, Ze patii do vnitini geometrie plochy (viz [7, str. 73]).

3.4.2. Tensor setrvac¢nosti

Nez pristoupime k odvozeni tensoru setrvacnosti, pfipomenime, zZe zobrazeni g : V — R,
kde V' je vektorovy prostor, nazyvame kvadratickda forma, jestlize existuje symetricka
bilinearni forma f : V' x V — R takova, ze pro kazdé v € V plati

9(v) = f(v,v).
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3. TENSORY

Necht {P, by, bs, bz} je kartézska soustava soufadnic na euklidovském prostoru E?. Uva-
zujeme rotaci télesa L upevnéného v bodé P kolem néjaké osy, ktera prochazi bodem P.
Predokladame, Ze téleso L je absolutné tuhé. Oznac¢ime-li w = wib; vektor tthlové rychlosti
a x = 2'b; privodi¢ bodu M € L, plati pro vektor rychlosti v v bodé M vztah v = w x x
zndmy z mechaniky (symbol x znadi vektorovy soucin). Kinetickd energie dT' elementu
télesa L v okoli bodu M se pak spocita vztahem dT = %V2dm, kde dm znac¢i hmotnost
elementu a v? je skaldrni sou¢in v - v. Vztah pro kinetickou energii celého télesa L pak

ma tvar )

T = 3 /L(w x x)2dm. (3.11)

7 vlastnosti vektorového soucinu pak primo plyne

(w X X)? = (a3 — w3x2)? + (wW3xy — wW1T3)? + (W1Ty — wWor1)? = (Waw3)? + (Waw2)*+
+ (wsz1)? + (w123)? + (W122)* 4 (War1)? — 2(WeTswsmy) — 2(wWsT Wi T3)—
— 2(w1Tow 1) = (Wi + w3 + w3)(z] + 23 + 73) — (Wi1T1 + WoTo + waw3)? =
= wx? — (w-x)%

(3.12)

Za pouziti soutadnicového vyjadreni vektori w a x pak mizeme psat w? = §;;w'w?,
x? = fpalaf, w-x = dyw'ah = 0;wiz!. Dosazenim do 3.12 dostaneme (w x x)? ve tvaru
2_6ij5kl 51]4:531_55 5.0 i, Jkol
(w x x)" = (6w’ ) (Oua"a’) — (Onw'z”) (0w’ s") = (3500 — duwdj)w'w’z 2.
Dosadime do 3.11, soutadnice vektoru w, které povazujeme za konstanty, vytkneme ptred
integral a dostaneme vyraz

1 o
T'= 50000 — dindj)w'w’ / 2Fztdm.
L

Tento vyraz neni zavisly na soufadnicich z* vektoru x, protoze se vzhledem k nim inte-
gruje. Vyraz pro kinetickou energii je tedy kvadratickou formou vzhledem k soutadnicim
w' vektoru w a koeficienty této formy piedstavuji 2-krat kovariantni symetricky tensor.
Tensorem setrvacnosti télesa L pak rozumime dvojnasobek tohoto tensoru.

Toto odvozeni tensoru setrvacnosti je prevzato z [7].
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4. Tensory na diferencovatelné
varietée

Pojem diferencovatelné variety predstavuje zobecnéni kiivek a ploch do vysSich di-
menzi a do prostortd, které jsou obecnéjsi nez R™. Proto pred uvedenim definice dife-
rencovatelné variety pfipomeneme definice kiivky a plochy. Zjednodusené se da fict, ze
diferencovatelna varieta je topologicky prostor, v némz kazdy bod mize slouzit jako poca-
tek lokalniho soutadnicového systému pro oteviené okoli tohoto bodu. K diferencovatelné
varieté mizeme definovat tecny vektorovy prostor, na kterém pak jiz znamym zptisobem
zavedeme tensory.

Definice 4.1. Mnozina C' C E,, se nazyva jednoduchd kiivka, jestlize existuje otevieny
interval I C R a zobrazeni f : I — E, takové, ze f(I) = C a f'(t) # 0 pro kazdé t € I.
Zobrazeni f pak nazyvame parametrizaci kiivky C.

Véta 4.1. Necht I a J jsou intervaly z R. Zobrazeni f(t): I - E, a g(7) : J — E, jsou
dvé parametrizace téze jednoduché krivky prdvée tehdy, kdyz existuje bijektivni zobrazeni
o:J =1, t=p(T) takové, Ze ¢'(1) #0 a g = f o pro kazdé T € J.

7, str. 25]

Definice 4.2. Zobrazeni ¢ : J — [ z véty 4.1 nazyvame reparametrizaci kiivky C.

Definice 4.3. Rekneme, 7e mnozina k C E, je kfivka, jestlize pro kazdy bod p € k
existuje jeho okoli U, v E,, takové, ze kNU, je jednoduché kiivka. Parametrizace priniki
kN U, nazyvame lokdlnimi parametrizacemi kiivky k.

Definice 4.4. Mnozina S C Ej3 se nazyva jednoduchd plocha, jestlize existuje oteviena
mnozina D C R? a prosté zobrazeni f(u,v) : D — Es takové, ze f(D) = S a vek-
tory f! a f] jsou linedrné nezavislé ve vsech bodech mnoziny D. Zobrazeni f nazyvame
parametrizace plochy S.

Véta 4.2. Necht D, D C R? jsou oteviené mnoZiny. Zobrazeni f : D — Es a f : D —
E3 jsou dvé parametrizace téZe jednoduché plochy prave tehdy, kdyZ existuje bijektioni
zobrazeni v : D — D takové, Ze pro kazdy bod x € D plati J(¢¥) #0 a f = f o).

7, str. 72]

Definice 4.5. Zobrazeni ¢ : D — D z véty 4.2 nazyvame reparametrizaci plochy S.
C S
/\/ r
f/ \g >
o

?

ol

® I

Obrézek 4.1: Reparametrizace kiivky a plochy
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4. TENSORY NA DIFERENCOVATELNE VARIETE

Definice 4.6. Rekneme, Ze mnozina x C Eg je plocha, jestlize pro kazdy bod p € &
existuje jeho okoli U, v E3 takové, ze kN U, je jednoducha plocha. Parametrizace priniki
k N U, nazyvame lokdlnimi parametrizacemi plochy k.

I

Obrazek 4.2: Lokalni parametrizace kivky a plochy

Ptirozenym zobecnénim ptfedchozich definic je zavedeni diferencovatelné variety.

4.1. Diferencovatelna varieta

Definice 4.7. Budte V7, V5 topologické prostory. Zobrazeni f : Vi — V5 nazveme homeo-
morfismus, pokud je spojité, bijektivni a jeho inverze je rovnéz spojité zobrazeni.

Definice 4.8. Topologicky prostor M nazyvame Hausdorffiv prostor, pokud pro kazdé
dva body K, L € M existuji oteviené mnoziny U, V' C M tak, ze plati K € U, L €'V,
UNV = (). Kazdé dva body Hausdorffova prostoru lze tedy oddélit otevienymi mnoZzinami.

Definice 4.9. Rekneme, 7ze Hausdorffav prostor M je topologickd varieta, jestlize ma
spocetnou bazi a pro vSechna x € M existuje oteviené okoli U C M a homeomorfismus
¢ : U — R"™. Dvojici (U, ¢) pak nazveme n-dimenziondlni mapa na M.

Definice 4.10. Jsou-li (Uy, pa) a (Us, @) dvé mapy na M, zobrazeni pzop, ' definované
na ¢, (U, N Us) nazyvame prechodovd funkce mezi témito mapami (viz obrazek 4.3).

Definice 4.11. Zobrazeni ¢ : U — R", kde U C R", nazveme difeomorfismus, pokud je
prosté na ¢ (U) a zobrazeni ¢ a ™! jsou hladka, tedy ti¥idy C*.

Definice 4.12. Rekneme, Ze mapy (Ua, ¢a), (Us, ¢5) jsou kompatibilni, jsou-li mnoziny
©0a(Ua NUgz) a pp(U, N Ug) oteviené a prechodova funkce je difeomorfismus mezi nimi.
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4.1. DIFERENCOVATELNA VARIETA

Obrazek 4.3: Pfechodova funkce

Definice 4.13. Rekneme, %e mnozina map {(Us, Pa)}aca tvoii atlas na M, jestlize plati:

(i) kazdé dvé mapy atlasu jsou kompatibilni

(i) M =U,eaU.

Definice 4.14. Rekneme, ze mapa (U, @) je kompatibilni s atlasem A na mnoziné M,
pokud je kompatibilni s kazdou mapou atlasu A, tedy pokud AU {(U, ¢)} je atlas na M.
Uplngm atlasem rozumime atlas, ktery obsahuje viechny mapy s nim kompatibilni.

Definice 4.15. Diferencovatelna varieta je topologicka varieta M spolu s iplnym atlasem.

Dimenzi variety M rozumime dimenzi map z atlasu na M. Zobrazeni ¢ : U — R" je

urceno n-tici funkei (z', ... z"), které nazyvame lokdini souradnice variety M.

Priklad 4.1. Kleinova lahev je varieta dimenze 2 uréend parametrizaci

w = rsin(t) sin(3)
x = (R + rcos(t)) cos(s)
y = rsin(t) cos(3)

= (R + rcos(t)) sin(s),

s,t € (0,27) [13, str. 46]. Na obrazku je jeji projekce do trirozmérného prostoru.

22



4. TENSORY NA DIFERENCOVATELNE VARIETE
4.2. Tensory na varieté

Definice 4.16. Necht M a M’ jsou dvé variety. Rekneme, Ze zobrazeni f : M — M’
je hladké, jestlize pro kazdé x € M a kazdou mapu (V,1) na M’ takovou, ze f(x) € V,
existuje mapa (U, p) na M takovd, ze x € U a zobrazeni 1o fop~! je hladké (viz obrazek
4.4). Funkce f : M — R je hladka, pokud je to hladké zobrazeni mezi varietami M a
R. Prostor vsech hladkych funkeci na varieté M oznacujeme C°°(M). Hladké zobrazeni
f I — M, kde I C R, nazyvame drdhou na variet¢ M. Budeme predpokladat, ze
interval I vzdy obsahuje nulu.

R" ¢
Wofo™
o(U) | y(v)

Obrazek 4.4: Hladka funkce

Definice 4.17. Rekneme, 7e dvé drédhy f,g : I — M spliujici f(0) = ¢(0) = m se
dotykaji v bodé m variety M, jestlize existuje soufadnicové okoli U bodu m s lokalnimi
soufadnicemi (z°), pro které plati:

d(z' o f)(0) _ d(a’ 0 g)(0)
dt dt '
Da se ukazat, ze predchozi definice nezavisi na volbé lokalnich soufadnic.
Ttidu ekvivalence drah f(¢) na varieté M, které spliuji f(0) = m a dotykaji se v bodé

m € M nazyvame tecny vektor variety M v bodé m a znacime u,, = i (O) . Cisla &' uréena

vztahem i A H0)
) xt o
b —— 4.1
¢ - (1)

nazjvame souradnice vektoru u,, v lokdlnich soufadnicich (x?).

Pro libovolnou hladkou funkci v : M — R plati

d(yo [)(0) =~ dv(m)d a:of
dt _Z oxt Z

=1 =1

U, () = xl (4.2)

Hodnotu u,,(7) z rovnice 4.2 nazyvame derivace funkce v podle vektoru u,, a mizeme
s ni zavést tecny vektor variety timto ekvivalentnim zpiisobem:
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4.2. TENSORY NA VARIETE

Definice 4.18. Necht M je varieta a f je draha na M takova, ze f(0) = m, kde m € M je
pevné zvoleny bod. Linearni zobrazeni u,, : C*°(M) — R nazveme tecny vektor ke kiivce
f v bodé m, pokud pro vSechny funkce v € C*°(M) plati

d(yo f)

o (0).

um(’Y) =
Vsechny tecné vektory u,, v bodé m € M ke v8em kiivkam f v M spliiujicim f(0) = m
tvofi prostor, ktery znacime T, M a nazyvame tecny prostor k M v bodé m.
Priklad 4.2. Prikladem tecného vektoru variety jsou operdtory (a‘zi)m(v) = %, které
funkci v € C®(M) priradi jeji derivaci v bodé m podle z'.

Véta 4.3. Tecny prostor T,,M je vektorovy prostor. Je-li (U, ) mapa na M takovd, Ze
m € U, pak bdzi T, M tvori vektory {(52:)m, . - -, (32 )m}-

[13, str. 48]

Definice 4.19. Necht f € C*°(M), m € M. Diferencial funkce f v bodé m je linedrni
zobrazeni (df),, : T,,M — M definované rovnosti

(df ) () = v (f), w, €T, M.

Prostor T M := (T,,M)* je dudlnim vektorovym prostorem k 7,,M a nazyvame ho
kotec¢nyj prostor variety M v bodé m. Jeho bazi tvori prvky (dz'),,, coz jsou diferencidly
lokalnich soufadnic (z*) na M.

Definice 4.20. Bud M diferencovatelnd varieta. Vektorovym polem na M rozumime
zobrazeni, které kazdému bodu m € M pritadi tecny vektor u,, € T,,M.

Kowektorovym polem na M rozumime zobrazeni, které kazdému m € M priradi linearni
formu h,, na T,,M.

Definice 4.21. Zobrazeni F', které kazdému bodu m variety M pfifadi tensor typu (s, )
na 7,,M nazveme tensorem typu (s,r) na varieté M.

Ziejmé tensorem typu (1,0) na varieté M je vektorové pole, tensorem typu (0,1) je
kovektorové pole a tensorem typu (0, 0) je redlna funkce na M.

Definice 4.22. Nechf F' je tensor typu (s,r) na varieté¢ M a (z',...,2") jsou lokalni
soufadnice na M. Funkce a'7* definované vztahy

1.0y

jiods

0 0
a =

JE— - Ji Js
e (awil,...,axir,dx yee e, dat®)
se nazyvaji souradnice tensoru F v soufadnicich (x!,... z™).

Podobné jako v pripadé tensorii na vektorovém prostoru miizeme na varietach tensory
nasobit, tensory stejného typu scitat a smisené tensory uzit. V souradnicich tyto operace
vypadaji na varieté stejné jako na vektorovém prostoru.
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5. ZAVER

5. Zaveér

Tato bakalarska prace je rozdélena do tii kapitol. V prvni kapitole jsme definovali
a jejich baze. Na vektorovych prostorech jsme poté zavedli bilinearni formy. Zobecnénim
bilinearnich forem na libovolny pocet vektorovych prostori jsme ve druhé kapitole do-
spéli ke kovariantnim tensortim. Obdobnym zptsobem jsme dale zavedli kontravariantni
a smisené tensory a s vyuzitim tensorovych soutadnic jsme ukazali jinou, ,inzenyrskou®,
definici tensoru.

V ¢asti vénované tensorovym operacim jsme kromé zakladnich operaci (napi. s¢itani
tensort nebo tensorovy soucin) zavedli symetrické a antisymetrické tensory. Symetrické
tensory se Casto vyskytuji v inzenyrskych aplikacich, ve tieti kapitole jsou uvedeny pii-
klady tensorti a vétSina z nich jsou prave tensory symetrické.

V posledni kapitole jsme predstavili diferencovatelné variety a tensory na nich. V tivodu
této kapitoly jsme definovali kiivky a plochy a s pomoci nékolika obrazk nastinili jejich
souvislost s varietami. Poté jsme zavedli te¢ny vektor variety jako linearni zobrazeni spliu-
jici urcité vztahy a tec¢ny prostor k varieté, coz je prostor vSech tec¢nych vektori. S vyuzi-
tim pojmu te¢ného prostoru k varieté jsme nakonec definovali tensor na diferencovatelné
variete.
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