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Abstrakt

Tato diplomova préce se zabyva numerickym modelovéanim tlakovych pulsaci v
pruznych potrubich. V préci je odvozena rovnice kontinuity tekutiny v pruzné trubici s
uvazovanim tlumeni v materidlu trubice. Reologicky model trubice odpovida
Voigtovu (Kelvinovu) modelu. K feSeni dynamickych jevi v ¢asovém prostoru jsou
pouzity numerické metody pro feSeni proudeéni stlatitelné tekutiny: FTCS,
Lax-Friedrichs a Lax-Wendroff. Numerické vysledky jsou v zavéru konfrontovany
s experimentem. Pri modelovéni experimentu byla uvazovana rychlost zvuku v kapaling
jako funkce tlaku. Tato préace poklada dil¢i za&klady k zjistovani materidovych konstant
popisujicich dynamické vlastnosti pruznych trubic z méteni tlakovych pulsaci.

Kli¢ova slova

FTCS, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, pulsace, tlak, pruzné potrubi, tlumeni, rovnice

kontinuity, Voigtav (Kelviniv) model, rychlost zvuku, materid ové konstanty

Abstract

This diploma thesis deals with numerical simulation of pressure pulsations in elastic
pipes. Continuity relation of fluid in eastic pipes, when calculating some damping in
pipe material, is derived into practice. Rheological model of such a pipe corresponds to
Voigt (Kelvin) model. For analysing dynamic effects in time periods are used numerical
methods that deal with flow of compressible fluid: FTCS, Lax-Friedrichs and
Lax-Wendroff method. The numerica results are confronted with the experiment.
During the experiment simulation the method considers speed of sound in liquid like a
function of pressure. This diploma thesis lays partial principles for finding elastic
constants for describing dynamic characteristics of elastic pipes by measuring the

pressure pulsations.
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1  Uvod

Tato diplomova préace navazuje na poznatky z diplomovych praci Ing. Jaroslava Sebesty
(rok 2003), Ing. Jana Medlika (rok 2006) a Ing. Jana Koy3e (rok 2007).

Problematika pulsaci v pruzném potrubi neni doposud pro praktické pouZziti
dostatecn¢é zpracovana. ZkuSenosti plynouci z experimenti ukazuji, Zze modely pouzité
v literature neodpovidaji skutecnosti. Namerené hodnoty amplitud tlaku jsou niZsi nez
vypoctené. Toto je zpasobeno zanedbanim vlivu trubice na velikost tlakovych a
pratokovych pulsaci pii vypoctu. Model trubice je zaloZen pouze na tuhosti trubice, je
zcela opomijen vliv vnitiniho tlumeni, ktery je neopomenutelny pravé u pryzovych a
plastovych trubic. V tomto piipadé je poddajnost trubice mnohem vétsi nez kapaliny a
tedy vnitini tlumeni je podstatné vétsi, nez jak je tomu napiiklad u ocelovych potrubi
podobnych geometrickych velikosti.

Zjistovani materidlovych konstant, které maji vyznacny vliv na dynamické
chovéni pruzného potrubi, se stalo podnétem pro vznik této préce. Tématem préace je
navrzeni matematického modelu pruzného potrubi s uvazovanim tlumeni pro reSeni
tlakovych pulsaci v ¢asovém prostoru a stanoveni materidlovych konstant potrubi.
V préci je rozpracovana metodika vypoétu navrzeného matematického modelu
numerickymi  metodami FTCS, Lax-Friedrichs a Lax-Wendroff. Pomoci metody
Lax-Wendroffa je matematicky model posléze podrobnéji rozebran a v zavéru préace

konfrontovan s experimentem.

10
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2 Matematicky model

2.1  Nestacionarni proudéni v pruznétrubici

Pri feSeni tlakovych a pratokovych pulsaci kapaliny v pruzné trubici se vychéazi z tzv.
jednorozmérného modelu proudéni, do kterého se v podstaté umele zavadi bud’ linearni,
nebo nelinearni model vnitiniho tlumeni kapaliny, ktery ma popisovat nestacionarni
hydraulické ztraty.

Matematicky model nestaciondrniho proudéni v pruzné trubici, ktera je uvazovana

jako jednorozmérnd, tvori rovnice kontinuity arovnice silové rovnovéhy.

ﬂ//
~ n sV
C
- —— - — ] — - — - —— — = ]
St
Rl 4 P
m/‘ 7727
X iy dx .

Obr. 2.1. Model trubice

2.2  Rovnice kontinuity

Pfi odvozeni budeme vychézet z rovnice kontinuity a uvaZzovat ji ve tvaru, jenZ je
odvozenav [2]

Crn>dS
iz P xS(x,t) +r AR | rx? =0 (2.2.1)
v, dt X

dx

Posledni ¢len v tomto vyrazu souvisi sdeformaci trubice. Je-li jgji povrch absolutné
tuhy, je c=0 " x1 P aptispévek od pruznosti se neuplatni. Tento &len se musi urgit

z analyzy deformace pruzné trubice.

11
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221  U&inky tekutiny na pruznou trubici

Budeme piedpokladat, Ze Ucinky setrvacnych sil trubice jsou zanedbatelné vici silam
elastickym. V obecném pripadé tomu tak neni a je nutno feSit vézanou ulohu
hydroelasticity — soucasné kmitani trubice a tekutiny. Dusledkem z&kona zachovani
hmotnosti dochézi ke zméné tloustky trubice. Tuto zménu v odvozeni budeme
zanedbavat.

VT m nT
N/~ /[ ST
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n
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4 7 / £
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Obr. 2.2. Element pruzné trubice

Zavedeme napeti v pruzné trubici S; aza vyse uvedenych predpokladi 1ze psat rovnici
rovnovahy pruzneho télesa ve tvaru

| . ~
_~5,=0 ; x TV, (2.2.1.1)

X,
Vynasobenim skalarné rychlosti trubicev. ziskame vykon vnitinich sil. Poté provedeme
integraci pies objem trubice a vyuZijeme véty Gauss-Ostrogradského, ¢imz obdrzime:

OS5y v M, xdS- 5 % xdV =0 (2.2.1.2)

P A j

\Y/ .. : . . » .,
Tenzor :IlT]_I |ze rozlozit na symetrickou a antisymetrickou c¢ast. Vezmeme-li v Gvahu,
X.
J

Ze soucin symetrického a antisymetrického tenzoru je roven nule, pak je mozné psét

05 X, XM, xdS- 5, »v; xdV =0 (2.2.1.3)

P VA

12
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Pricemz v, predstavuje tenzor rychlosti deformace

v =18 v ¢ (2.2.1.4)
] Zxéﬂxj Tx

Zanedbame-li U¢inky smykovych napéti od kapaliny na vyslednou deformaci, 1ze psét
vazboveé podminky navnitinim povrchu P, pro néz plati

S,om, =-pxd,m =px, ; " x 1P (2.2.1.5)
Dosad’me tento vztah do (2.2.1.3). UZitim véty o stiedni hodnoté integralniho poétu pro
soucin funkci a piredpokladu o ulpivani tekutiny na povrchu trubice v = ¢ ziskame

pXxCEN>dS = o5, »v; xdV (2.2.1.6)
P

Vy
Predpokladejme, Ze se jedné o tenkosténnou trubici kruhového prafezu die obr. 2.2., pak
je ztgimé, Ze vnitini tlak vyvolav trubici jednoosou napjatost, pro niZ plati

S, W, =Sy, Wy, =S x‘i—f 22.17)

Obr. 2.2. Napéti v trubici

Z rovnice rovnovahy tenkosténné trubice zatiZzené pouze vnitinim tlakem stanovime

normalového napéti s ze vztahu
2>8 XPxdx- 2xRxpxdx=0 b :EXp (2.2.1.8)

Dosazenim (2.2.1.8) do (2.2.1.6) a provedenim integrace pres objem trubice
V, = 2>p xR>xD>dx bude

G xS = 2op *R° X?Tf xcix (2.2.1.9)
P

13
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2.2.2 Voigtav (Kelviniv) model télesa

Téleso trubice budeme modelovat jako Voigtav TG Tg
(Kelviniv) model a dae budeme uvaZovat pouze

jednoosou napjatost.

Pfi névrhu tohoto modelu jsme jiz vydli E1 % L—j b1
z poznatku, které byly zminény v diplomovych
pracich Ing. J. Sebesty a Ing. J. Medlika. Jako

model trubice tam bylo voleno standardni téleso, /
piicemz se ukazalo, Ze tuhost E; ma na vypocet Obr. 2.4. Voigtiv (Kelviniv)
maly vliv. Z uvedenych pii¢in je zde zvolen model model
materidlu trubice Voigtav (Kelvinav).
Matematicky popis Voigtova (Kelvinova) modelu

S =E x+Db @ (22.21)
Provedeme Laplaceovu transformaci podle ¢asu

S =E, €+, € (2.2.2.2)

Vyjédiime € aziskame vztah pro Laplaceovu transformaci celkové pomérné deformace

g=_°> (2.2.2.3)

E, x+sxp,
Zpétnou Laplaceovou transformaci svyuZzitim konvolu¢niho integrdlu ziskame

vysledny vztah pro pomérnou deformaci Voigtova (Kelvinova) modelu

4 s
e=L"{———v
TE1X+S>‘blg
1! o
e:EXG(t-t)xebl xt (2.2.2.4)
0

2.2.3 Rychlost deformacetélesa

Uplatnénim véty o derivaci konvoluce (Duhameltiv vzorec) na (2.2.2.4), je mozneé ziskat

vztah pro rychlost deformace

de _ 1 Eds(t-t) e o

— == xe ™ xdt +s(0)%e (2.2.3.1)
dt b & dt

Q- -O:

14
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Uv&ime-li jesté (2.2.1.8) ziskame rychlost deformace jako funkci vnitiniho tlaku

v tekuting
o - By By 0
de__R x@@dp(t t)>e %t + p(0)e ™ T (2.2.3.2)
dt Dxp 80 dt 5

Rovnici (2.2.3.2) bude vyhodné upravit tak, Ze rozlozime konvolu¢ni integrél na soucet
dvou integraa

de_ R Pdpt-t) -o dplt-t) - 520
= = 5 bt + % gt + p(0)e ® T (2.2.3.3
i Do §9 d O g °© pl0)e : (22:33)

Zavedeme-li predpoklad konstantni derivace tlaku podle ¢asu v ¢asové proménnét na

krétkém intervalu <0, Dt >, pak 1ze tuto derivaci vytknout pied integral a psét

de_ R Rip 2 Laplt-t) -y 50
BTN o WPV xdt + ¢ xe 2 >t + p(0)e ® 7 2234
it DA, gt O O P(0) p (2239

U prvniho ¢lenu provedeme integraci ve vyznacenych mezich a po drobnych Upravach

ziskame vztah pro rychlost deformace s ¢astecnou separaci derivace tlaku

m

é -EDIU > _ _5* By
dge__R - e ” ux%+ R &\dp(t t)>e'°1 it + p(0)xe ™
dt DX, g gdt Db ¢ d

(2.2.3.5)

I -1-O

Q

2.24  Rovnicekontinuity pro tekutinu v pruzneétrubici

Dosazenim rychlosti deformace z Voigtova (Kelvinova) modelu ve tvaru (2.2.3.5) do

(2.2.1.9) auvazenim (2.2.1) obdrzime rovnici kontinuity

i><%><S(x,t)+r xITH—Q+
X

2

v,” dt
i é EBa
AT PN (2.2.4.)
iDE, g g

1
o

& ) B
dplt t)xe 5" st + p(0)>e

ir
-8-':"—:'IQE<~—|-: -

15
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Pii kmitani trubice neuvazujeme zmeénu jgi tloustky stény, a proto mizZeme polozit
S(x,t) = S(x) =p xR?. Rovnici (2.2.4.1) vydélime r a S
1 1 1Q

x_x+ X< 4+

r><v d S Ix

- E1>Dtu o . By Elx (
+2>4 P, R )@(\)dp(t Dse s st + pl0)se % 0
i DX, é g d DX & %
(2.2.4.2)
Rovnici kontinuity roznasobime a upravime
& é -Epul
ro, £, a A
& o € Ho (2.2.4.3)
& = 540
L0 2R EI-t) 0 g 4 plo)e v
S X Do, 8,1 dt p
Pro zjednoduSeni vyrazu zavedeme
® é¢ - Boalul
1.g 1 (2R G vy (22.4.4)
k 8r A D><El é P
o By =P
= 2R <0 dp(t t)xe " it + p(0)e T (2.2.4.5)
Db, gn @
Po zjednoduSeni zapisu ziskame
l1dp 17Q_ (2.2.4.6)
kdt S x
Upravou s vyuzitim substanciéni derivace bude rovnice kontinuity ve tvaru
1fp, 1 Q 19Q _, (2.2.47)

kMt kfx S S x
Se souvidlosti podélného Sifeni informaci v systému, Ize pro prvni dva ¢leny v rovnici
(2.2.4.7) odvodit vyraz

1T, 1P Q, 1P &, C0 . =€ (2.2.4.8)
kit kfx S kTt & vg ' v

16
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Z (2.2.4.8) je patrné, Ze pii malych Machovych ¢islech M <<1, Izev (2.2.4.7) zanedbat

nelineédrni ¢len. Rovnice kontinuity mizeme psat

e é¢ -Boud
¢ 12+2xR x@l- e Dtl]T><ﬂ_p+
&, D g iy M (2.2.4.9)
N . o, 224
+1xE: ZXRxQ dp(t t)xe B’ >qjt+p() ble
S X Do, 8,1 dt p
ZjednoduSeny z4pis rovnice kontinuity
1fp, 19Q _ (2.2.4.10)
kit S x

Pro vypoc¢et numerickymi metodami si jedté (2.2.4.10) upravime a dostaneme konecny

tvar rovnice kontinuity

fip  KIQ _ (2.2.4.11)
it S x
2.3  Rovnicesilovérovnovahy
Rovnici silové rovnovéhy budeme uvaZzovat ve tvaru
fip l
ﬂx+r Xﬂ—:'+r x—>10|>c 0 (2.3.1)

Tvar rovnice (2.3.1) byl odvozen zpohybové rovnice Navier-Stokes pro trubici
suvazovanim tieni najejim povrchu, piicemz bylo predpokladano, Ze ztraty tienim jsou
pii dynamickém i statickém dgji totoZzné. Sohledem k predpokladanym Machovym
¢idim M << 1 neni zde uvaZzovan nelinearni ¢len.

Q

Po dosazeni pritoku za rychlost c=<2 a podélenim (2.3.1) hustotou r ziskame

~

vysledny tvar rovnice s I ové rovnovéhy

*Q>XQ =0 (2.3.2)

wor X 2D

17
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3 Numerické metody reSeni

Matematicky model byl definovan rovnici kontinuity a rovnici silové rovnovahy. Jedné
se o soustavu parcidnich diferencidnich rovnic hyperbolického typu. U takovychto
rovnic nelze otekavat ieSeni v exaktnim tvaru, protoZze reSeni je velmi zévidé na
pocatecnich a okrajovych podminkéach.

Numerické reSeni uvedeného systému rovnic uréime metodou siti nazyvanou téz
metodou konecnych diferenci. Zavédi se na ose x prostorova souradnice a na ose t

¢asova souradnice. Na osach se zvoli rovnomeérné rozloZzené body x; = j>Dx,
j=0,£1,+2,... at =kxbt, k=0,£1,+2,... , pticemz Dxje krok v prostorové

souradnici a Dt je krok v ¢asove souradnici. Tak vznikne sit” bodu, ve kterych hledame
feSeni uzitim nékterého z numerickych schémat. P vypocétu tlakovych pulsaci

PS4

hledame v kazdém bodeé eSeni pro tlak a pratok.

Jednorozmérné nestaciondrni  proudéni v pruzné trubici suvazovanim tlumeni
v materialu trubice je popsano soustavou dvou rovnic

rovnici silové rovnovéhy (2.3.2)

rovnici kontinuity (2.2.4.11)

E+EE:|(>4
m S x

Uvedenou soustavu rovnic je nutné feSit soucasné, proto si je zapiSeme v jedinou

maticovou rovnici. Negprve zaved’me

So
e LBl g ol
y = ; B o 0 &
Wzé@g éﬁ 0 B=i20s : L:ée 2
Pg S & e O Og Kdg (31
a obdrZzime maticovy z&pis rovnice kontinuity arovnice silové rovnovahy
1W+K><1W+ Bxw=L (3.2
1t X

18
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31 FTCS

Z&ladni numerickd metoda k vypoctu parcidnich diferencianich rovnic spociva ve
vyjédieni ¢asové derivace funkce w z pohybovych rovnic pomoci ostatnich ¢lent a

v postupném pricitani k pocatecnim hodnotam w, v kazdém bod¢ piirastka Dt X%w

{ AX odpovidgjicich  konstantnimu  ¢asovému
A - >
| kroku Dt. Prostorové derivace se nahradi
k1 ? P konenymi  diferencemi  (odtud  nézev
by forvard time — centered space).
k| @ @ @
k-1HO O o
T T r o
j-1 j j*1
X
Obr. 3.1. Grafické znazorngni
k metode FTCS

Pro schématypu FTCS arovnici (3.2) dostaneme vztah ve tvaru

Vv;kﬂ _ Vv;k V\/;k - V\[E(k ¢
i I+ K w5 it i1 + B)Q/V;k = L)'(‘ (311)
2 XDx ! !

Z rovnice (3.1.1) s vyjadiime matici neznamych W‘;j*1
Dt t
Wi =l - O - )- Do Dot 312
j i 2><[)X j+1 j-1 i ]
Po rozepsani do matic
& SO
B0 Ao Dt )g r_a%@o 20" ey
gp@ gp@ 2>0x éE gpf& gpfz&
S &

0 a0o" 20 o
ol 5 o0
¢ o o'xépe&, gk"‘e&,

(3.1.3)
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Vyraz (3.1.3) rozepidSme na slozky a dostaneme

Vztah pro pratok
t t Dt S t t t
k+l — k k k k +O 314
Qi =qQ >(p )= D >6>{Q (3.1.4)
Vztah pro tlak
t t Dt )k t t t
KL= pko- K - Qk |- DtXO+ Dtk 3.15
P = Bl - ook, - Q) : (319
Pro zjednoduSeni zapisu zavedeme konstanty
pro Q prop
_ Dt:S c = Dt >k
2XDX X P28
_ Dt
? 2xDxS

Po dosazeni konstant dostaneme vypoctove vztahy pro vnitini uzloveé body

V ztah pro pratok
th 1 — th _ aQ ){pxj+1 p;kjl)_ bQ )#QI(‘; )Q;'j (316)
Vztah pro tlak
ten — oo _ tk + ty
H - ¢, AQY, - Qb J+ Dtk (3.17)
3.2 Lax-Friedrichs
AX Lax-Friedrichsovo  numerické  schéma
t A -
| vychézi ze z&kladni metody FTCS, u které se
S ? glen, v nédmz vystupuje ¢asova derivace
=2 wt), vypogitéa ze stredni hodnoty bodi v siti
k (i+1a(i-).
k-11O O o—
: =
1 j +1
X

Obr. 3.2. Grafické znédzornéni
k metode Lax-Friedrichs
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Pro schématypu Lax-Friedrichs arovnici (3.2) dostaneme vztah ve tvaru

k + k
]

Vv;kﬂ - g

Q
2 = Vvtk _ Vvtk
& D1 K x5t 4 B = (3.2.1)
Dt 2XDx o

Z rovnice (3.2.1) s vyjadiime matici nezndmych W‘;j*1

wr = ot e S BLodu - w ) oo oot

(3.2.2)
Po rozepsani do matic
: 5\90 So
@9“1 1 agég @_ 9_ Dt )@ r —>& 0 @0 9
gpaﬁ 2'¢ g 5,5 2D éﬁ gp@ gp@
S
e | 0 ik b
. Dtx@m’M 0+ 8@9 sl
€ 0 Pg, kA g
(3.2.3)
Maticovy zapis (3.2.3) rozepiSeme na sloZky a dostaneme
V ztah pro pratok
t“ = i« ‘k +0 3.24
Q) S ) e (324)
Vztah pro tlak
t t Dt>k t t t
Kk — ko). koo ko ]- Dt X0+ Dt Xk Hq x 3.25
px >{pxj +1 px]-l) 2 5xDx xS >(QXJ+1 ij-l) Xj ( )
Pro zjednoduSeni zapisu zavedeme konstanty
pro Q prop
_ Dt:S c = Dt >k
2XDX X P28
by = Ot >l
2xD XS
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Po dosazeni konstant dostaneme vypoctove vztahy pro vnitini uzloveé body
Vztah pro pratok

Qi =340, +ai, ) a el - i) BofQ:

tk
Q!

(3.2.6)
Vztah pro tlak

Pyt = % dps, + ok )- o, dQr, - Qi J+ oot

(3.2.7)

3.3 Lax-Wendr off

Mezi ngjdulezitéjsSi numerické metody vysSich fada presnosti patii schémata typu

Lax-Wendroffa. ReSeni pohybovych rovnic je zaloZeno na my3ence rozvoje do

ta . AX Taylorovy tady v ¢ase a ha hahrazeni ¢asové
| derivace prostorovou.
k+1|-O ®)
B3
k|- @ @ .
k-11HO O o
I T r 3
-1 '

j j*+1
X
Obr. 3.3. Grafické znazornéni

k metodé Lax-Wendroff

Schéma metody Lax-Wendroffa suvaZzovanim rozvoje funkce do Taylorovy fady
druhého stupné

t 2 q2¢ |k
fuo = piorpodt] DT (33.1)
) j T, 2 M,
Z maticového zapisu rovnice (3.2) lze vyjadrit potiebné derivace
1W=-K><1W- Bxw+ L (3.3.2)
It X
2 2
ﬂ—zwz- K xﬂ—w- Bxlw+1L
qit x>t 1t 1t

(3.3.3)
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V (3.3.3) s ¢len napravé strané rovnice s derivaci w podle ¢asu nejprve upravime

|l
2 T—w
ﬂ—zwz-Kxﬂ—t- Bl w4 | (3.3.4)
qt I 1t 1t
a po nahrazeni z (3.3.2) ziskame vyraz pro vypocet druhé derivace w podle ¢asu
, e Kx T w- B+ LY
T o=kt 8. B>@ K w- Bow+ L+ 1L
it ix ix 2
2 2
ﬂ—w KxKxﬂ—w+KxBx1w leL+B><Kx1w+Bxwa B><L+1L
qt? x? I 1 X
(3.3.5)

Po dosazeni rovnic (3.3.5) a (3.3.2) do zakladniho schématu Lax-Wendroffa (3.3.1)
ziskéame

& qu" 0
Wi =W - DEOEK x—| + Bowd - L% T+

] J ﬂx " i j B

x 2,0 ty fo)
CK xKxﬂ—W +K><Bxﬂ_w AT (3.3.6)

D2 © x? fixl,, ™, =
2% ! .l
+ BB Kx& C B+ .
g fixi,, bl p

V echny prostorové derivace nahradime centrdnimi diferencemi ve tvaru

t
ﬂ_W :i W;k. - Wik. )
x|, 2Dx T e
w1
oC DE W '2’“/\’txk.+VVtxk.)
X j+1 i i-1
t
L L (ALY
x|, 20x T o

Casovou derivaci pravé strany (3.2) |ze pogitat pomoci zp&tnych diferenci

=5t )
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Po rozepsani diferenci ziskame

Dt »& L ><K><(W‘Xk - W
82 xDx e

w, )+

wik )+ B xB >w' -
]

Xj-1

1%
X1

terr — i
W\ = WXI

Xj

N

1 ><( t t
k - k
7 KK w20 +

%‘D) D D
4

+

Dt2
2

LR ><(W‘;_ -
DX "

o xK x(L‘;M -

+

> fD) D D

L‘ij_l)- By

Zevztahu (3.3.7) je potreba urcit ndsobeni matic

)+ B! -

2 XDx

+ é ><(L‘;j - Lt;j’l)

Obor fluidniho inZenyrstvi
Viktora Kaplana

L% o+
Xj H
t t
XK X koo k
K B>{ij+1 Xj-1

)+

oo oo oooc

(3.3.7)

890 aeo So aEk 0%
KK =6, r-x; rf—gr o
— 0= 0+ &0 —.
és és 7] 8 g
S
0 r_ig Q0B W
KB =¢ g2><D>6 Q| 0=
k Oy 82><D>62 o
s %5¢
S6 )
e | 680 22 ! 0
BxK:gz,@@’M O}@k r%=§) 2% ><D>*Q|;
0 058 0 %o 0 3
© ”és %5 e
® | o | o Re | g 0
B><B=gszxs>1Q| legzxoxs>1Q| =kros Y, O
e O Oge O Og é 0 0p
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Rovnici (3.3.7) prevedeme do maticového zapisu

¢ & So -
€1 ¢ r- 229 a0 9 u
SO Gk ¢ & Ty
@gtkﬂ :@§k ] Dtxg §§ 06 p@ pﬂ(lﬂ H+
P "% g & 0% Q8" 0 8" 3
& o305 1< (200
: 92" %p kg 4
é 5 u
&, gé?( % mod 08 w08 O G
8= xC k—x‘?g Io-2¢ o +g: O+ a
eDx” &g XI&Pg,, &Pa &P, a
& z
é O OO LWLk LWtk 0 L'.l
‘?’f—l LS BN 3%@2 E@g ot u
g 2 §2xD xS? ©ra,., &Pa, g .
. & | o Bod  aod © B | L8 0 o
(e 10 QB0 aRet 26 AP 00
2 € 20x §, 2Dy TEpr <7820 “8pg, U
& go 0 g €8N G, 2. g é 0 05 "%
é a
~ SO "
é =29 . a
6 1 8% r_)g%eo 8" 200 O 382 IIDxS>1Q| 02 &0 §" G
& 5w N = - = T c2X = < a
é 2><DX éE 0 g k>4ﬂxj+1 kﬁﬂx . g g 0 Og>§k>4ng l:l
é S 2 G
5, 1 Ze0g =0g"0 ;
& Dt T 7 = a
¢ o ggmng kA, * d
(3.3.8)
Vyraz (3.3.8) rozepisSme na slozky a dostaneme
V ztah pro pratok
I u
b1 = Ot ty t e _ O/ +
ij Q XEZXDXX r >{pr1 p)(J 1) 2XDXS#QXJ >Q u
51 Kk Q! 1 1 0! . U
- k + >0+ pre k Kk
Dt? ngx r e, ) 20x  2Dx 2% ><D>1 .- px'l)ﬂ
2 é & 0 ¢ S u
x| - - k{¥ |- 0+0 y
(3.3.9
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Vztah pro tlak

e — tk_ tk +0- k)dtkl:j+
pxj pxi 82><DX SX(Q Xj+1 j- ) XJH

1 u
X— 2xpk + p' X tk -
Dt” ;DXZ A, - 200 )+ 2>0x 2XD >62 Q . )ﬂ
o e a
2 &1 0+0- -1 - o+ﬂ(k’4) i><(k>4;k_-k>4;k_-1) a
a 2 2 XDx Mm |, Dt j j p
e Xj )
(3.3.10)
Pro zjednoduSeni zapisu zavedeme konstanty
pro Q prop
S _ k
a, = f,=
2 xDx xr 2XOx XS
b, = | 9, = X
T 2xDS "D
k _ k>l
Co T M = oD
Dx= xr 4XDx XD XS
I
dq
4XOx 1 xD
.2
e | 0
% "0 sy
Po dosazeni konstant dostaneme vypoctove vztahy pro vnitini uzloveé body
Vztah pro pratok
Qi = Q- Dodag ool - by J+bg fQl
><(th - 2:Qs +Q: Jrd e {ps - p )+3 (3.3.11)
k k k u
e {ol [ - a oy, - ot ) ;
Vztah pro tlak

t“:px Dto{f, {Qt - Q¢ )- kot |+
8g A, - 200 + i Jon, AQk

for, - Qv )+ ><(k>4tk-k>4;kj-1)g

(3.3.12)
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3.4 Pravastranav rovnici kontinuity

P odvozovani numerickych schémat jsme se doposud nezabyvali jak se v jednotlivych
uzlech vypocetni sité stanovi ¢len | vystupujici na pravé strané rovnice kontinuity. Jeho
explicitni vyjédieni bylo stanoveno vztahem (2.2.4.5).

2xR>& dp(t t)><-:-'C‘1* st + p(0)>e bf?
D, & o

Vezmeme-li v Gvahu, Ze integrd |ze urcit jako sumu diskrétnich veli¢in, pak velikost
tohoto konvoluéniho integrdu je mozné pocitat jako soucin tlakovych diferenci a
stiedni hodnoty exponencidni funkce v prislusnych ¢asovych okamzicich. Vysledek
bude nésledujici

88 (i+2)bt _%* o)
Wy ey O €t :

;((k — 23R )éék. pxj pxj (i+1)bx XDt + pto xe bl .
! D>bl gi=0 Dt Dt _—
g -

e 1]

(3.4.1)

Po integraci exponencidni funkce a jednoduchych Upravéch ziskdme vztah vhodny

K numerickému vypoctu

xR }bl @y €pei - pltll 6 o Erge2)or U0 By b
e LA E AT et et iephe Ty
"bl 1E1 eizog H g gg b

(3.4.2)
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3.5 Pocéatecni a koncovy uzlovy bod

Pro vSechna numerické schémata stanovime vypocet pocatecniho a koncového bodu ze
znamych (navolenych) okrajovych podminek a z jedné rovnice vyjadiujici nestacionarni

proudéni v pruzné trubici.

AX AX
t A = > t A =—>
k+1| @ ® k+1- @—O@
| <
k| @ y k|- ®
k1) © Q _ k-11-O Q _
j j*1 j-1 j
X X
Obr. 3.4. Po¢atecni uzlovy Obr. 3.5. Koncovy uzlovy
bod bod

Vypodtové vztahy pro poéateéni uzlovy bod
Zanedbame rovnici silové rovnovéhy a miZeme psat vztah pro rovnici kontinuity.
Prostorové a ¢asoveé derivace nahradime diferencemi podle obr. 3.4. a dostaneme

tkar _ plk ( tear _ tk+1)
pxj pxi +EVQX1+1 Qxi

Dt S Dx

Uvazovanim okrajové podminky pro tlak ziskame vztah pro vypocet pratoku

=kHp (35.1)

Qi =0+ oAk - k- S008; (352

Uvazovanim okrajové podminky pro pratok ziskame vztah pro vypocet tlaku

tk.+1 = tk. k Dt th+1 _ tk+1 + Dt )4()4tk (353)
pxJ pXJ Xj
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Vypodtové vztahy pro koncovy uzlovy bod
Obdobné jako v pripadé pocétecniho uzlu zanedbdme rovnici silové rovnovéhy a
je mozné psét vztah pro rovnici kontinuity. Prostorové a ¢asové derivace nahradime

diferencemi podle obr. 3.5. a dostaneme

a _ ik e _ Olks
pxj pxj +EV(QXJ- ij,l) - k>4)t(k (354)
Dt S Dx )
Uvazovanim okrajové podminky pro tlak ziskame vztah pro vypocet pratoku
t t S>Dx t t
kil — K+l _ k+l _ k|4 S’@Xﬂ k 355
Qi = Q- oAby - vy ) (355)
UvaZovanim okrajové podminky pro pratok ziskédme vztah pro vypocet tlaku
t t k ’ Dt t t t
ktl — K _ K+ _ kil | 4 Dt >4(>4 k 356
i = o - oo Q- Q) (356)

3.6  Porovnani numerickych schémat

Ut U2 Us Us Us Us U7 Us Ug Uio U11 U12 U13 U14 Uts Ute U17 U1s U1g U2o

AX
< L >
Obr. 3.6. Numericky model potrubi
Model potrubi
Déka potrubi L=380m
Pramér potrubi D=03m
Tloustka stény potrubi A=5mm
Rychlost zvuku v kapaling Vo = 1000 m/s
Hustota kapaliny p = 1000 kg/m®
Koeficient tieni A =0,02
Modul pruznosti potrubi E,; = 110" Pa
Tlumeni v materidu trubice by = 410° Pas
Pocet uzlovych bodi 20
Vzdadenost mezi uzlovymi body AX=20m
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Poc¢atecni podminky
Vychézeji z ustdleného teSeni pro okrajové podminky — tlak na pocatku a pratok na

konci potrubi.

Pocétek potrubi (uzel 1) p:=1MPa
Q:=1001/s

Konec potrubi (uzel 20) P20 = 0,9775 MPa
Q20 =1001/s

Okrajové podminky

Pocétek potrubi (uzel 1) p1=1MPa
Konec potrubi (uzel 20) Q20 = Q(t)
Casovy krok

S velikosti ¢asového kroku Dt Uzce souvisi stabilita uvedenych numerickych schémat.
Jelikoz predmétem této prace neni vySetiovani stability schémat aplikovanych na
uvedeny systém rovnic, omezime se pouze na nutnou podminku stability

Dt £ X (3.6.1)

M

Z uvedené podminky je jiz patrné, Ze volba ¢asového kroku neni libovolna a jgji
stanoveni na pocétku ulohy v podstaté odhadujeme, protoZze nezname rychlost zvuku
v systému. Volba malych hodnot sice zlepsuje stabilitu (jen po ur¢itou mez), ale naopak
muzZe nelmérné zvySovat vypocetni ¢as. Proto je tieba pii volbé ¢asového kroku hledat
kompromis mezi stabilitou a dobou vypoctu.

Numerickym modelovanim bylo Zzjisténo, Ze na poddajnost tekutiny a pruzné
trubice s uvaZzovanim tlumeni ma vliv ngen vyraz (2.2.4.4), ale i prava strana rovnice
kontinuity (2.2.4.5). Pii prvotnim névrhu casového kroku lze ptibliznou hodnotu
rychlosti zvuku v systému V uréit z (2.2.4.4) a navolenych model ovych konstant potrubi
akapaliny.

Nejprve s vyraz (2.2.4.4) upravime
21 2R ¢ ot

k=¢——— al-e”
gr A DXElé by
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JelikoZ uvazujeme k = r %, pak mizeme psét vztah pro v

1
e é EBoul
g= |16 L 2R g oty (36.2)
r gr n/, DXEl g gz

Veikost Dt odhadneme dosazenim této rovnice do podminky (3.6.1) a ziskame
Dx _ Dx

Dt£ = (3.6.3)
Yoliea  ar € Soud
=k 2t el- e " l;':
r gr w,” DxE g by

Iterativnim zptisobem feSeni rovnice (3.6.3) pro uvedené parametry modelu potrubi
zjistime velikost Dt £ 0,0224s

Schéma typu Lax-Wendroffa vykazuje stabilitu bliZici se podmince (3.6.3),
zatimco schémata FTCS a Lax-Friedrichs se ukézala jako velice nestabilni. Skutecny

¢asovy krok byl tedy pro porovnéni numerickych metod volen podstatné mensi.

FTCS Dt s =0,002s
Lax-Friedrichs Dt, - =0,001s
Lax-Wendroff Dt ,, =0,002s

Poc¢ate¢ni a koncovy bod
Pt vypoctu koncovych bodu jsme zanedbali rovnici silové rovnovéhy a pro ieSeni jsme

pouZili pouze rovnici kontinuity, kterou jsme aproximovali diferen¢nimi vztahy.
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3.6.1 Graficke porovnani schémat FTCS, Lax-Friedrichsa
L ax-Wendr off

doba zavirani T=01s

=
=
o

— Q=Q()

Qo [I/9]

(o]
o
|
i

50 +

30

10 +

-10 —ttt—t—t——t——t+——t————t——f
0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tls]

Graf 3.1. Qx(t), porovnani metod FTCS, L.-F. aL.-W.

—FTCS
— Lax-Friedrichs
Lax-Wendroff

P20 [MPa]
N

f

\\ /
I I

N

o5 | /
ol |

-0,5 | i i i i i i i i i

0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
tlsl

Graf 3.2. py(t), porovnani metod FTCS, L.-F. aL.-W.
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3.6.2 Posouzeni numerickych schémat

Schémata prvniho ¥adu

Numericka schémata FTCS a Lax-Friedrichs jsou patrné nejjednodussi na porozumeéni,
ztohoto duavodu jsou diskutovéna jako prvni. Obecné schémata prvniho fadu se
vyznaduji svou robustnosti, (tj. je mozné je pouZzit pro velmi Sirokou Skalu problému)
maji nizkou presnost atudiz je potieba pouzivat velmi jemné site.

Schéma FTCS je v literatuie uvadéno jako zé&kladni, ale pro svou omezenou
stabilitu neni doporuc¢ovano, napi. Ize nalézt v [8]. Pri feSeni daného systému rovnic se
nestabilita zéhy potvrdila, protoZze konvergence numerického reSeni bylo dosazeno az
pii velmi nizkém casovém kroku. V této praci bylo toto schéma voleno jako
porovnavaci k schématu Lax-Wendroffa. Svym pristupem jsou obé schémata obdobné,
jelikoz vyuzivaji rozvoje do Taylorovych fad ai jejich vysledky pii stejnych vstupnich
parametrech tomu odpovidaji.

Schémata typu Lax-Friedrichs vykazuji velmi silny vliv umélé vazkosti, ktera
vyrazné vyhlazuje numerické feSeni, viz napt. [7]. Toto vyhlazovani je ae natolik silné,
Ze veSkeré oscilace pii dynamickém chovani pruznych hadic jsou okamzité utlumeny a

proto ani tato metoda neni dale rozvijena.

L ax-Wendr of f

Vyznamny milnik ve vyvoji schémat pro numerické teSeni Uloh proudéni je
Lax-Wendroffovo schéma. Je odvozeno na zéklade rozvoja feSeni do Taylorovych fad a
jeho odvozeni je tedy korektni jen pro piipad dostatecné hladkého ieSeni. Pokud reSime
problémy s nespojitostmi, vznikgi kolem téchto nespojitosti oscilace. Ty je mozné
pozorovat napt. pii modelovani vodniho razu v oblastech maximalnich tlaka. Schéma se
obecné vyznacuje dobrou piesnosti umoznujici vypocet i na hrubSich sitich a
dostatecnou konvergenci numerického eSeni. Z uvedenych vlastnosti bude toto schéma
dale diskutovano.
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3.7 Vliv pamétovéfunkce

Matematicky model pruzného potrubi s uvazovanim tlumeni v materialu trubice se lisi
od modeld pro pruzna potrubi uvadénych v literature predevSim rovnici kontinuity.
Zcela nové v ni vystupuje ¢len na pravé strané (2.2.4.5), ktery se vyznamné podili na
chovéani celého systému. V tomto ¢lenu vystupuje konvolueni integrd, jehoz vypocet musi
byt realizovan v kazdém bodg sité. V kap. 3.4 byl uveden predpis pro jeho vypocet. Ten je
provadén jako soucin ¢asovych diferenci tlaku a pamétové funkce z celé casové historie.
V praxi je mozné tento zpusob vypocétu realizovat, ae z hlediska diouhych vypocetnich ¢as
neni takovyto vypocet vhodny. Z analytického vyjadieni konvoluéniho integrdu lze
vypozorovat, Ze se zvétsujici se ¢asovou souradnici linearné narasta doba vypoctu, ale zaroven
pamétova funkce se rychle zmen3uje, a tudiz i samotny soucin jiZ tolik neovliviuje ¢len na
prave strang.

Abychom ovéiili jak velky vliv mé délka casové historie, pies kterou se pocita
konvolu¢ni integral, bylo pomoci metody Lax-Wendroff namodelovano osm uloh.
V&echny ulohy byly pocitany pro stejné parametry potrubi, pouze vypocet konvolucniho
integrdu byl uskutecnén pies rozdilné casové intervaly. Délky téchto intervaa byly
voleny z hlediska velikosti sumy pamétové funkce, pricemZ u vychozi porovnavaci
Ulohy se konvoluce pocitala z celé ¢asové historie.

Model potrubi

Déka potrubi L=380m
Pramér potrubi D=03m
Tloustka steény potrubi A=5mm
Rychlost zvuku v kapaling Vo = 1000 m/s
Hustota kapaliny p = 1000 kg/m®
Koeficient tieni A =0,02

Modul pruznosti potrubf E.=610" Pa
Tlumeni v materidu trubice b; = 510° Pas
Pocet uzlovych bodi 20

Vzddenost mezi uzlovymi body AX=20m
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Poc¢atecni podminky
Vychézeji z ustdleného reSeni pro okrajové podminky — tlak na pocatku a pratok na

konci potrubi.

Pocétek potrubi (uzel 1) p:=1MPa
Q:=1001/s

Konec potrubi (uzel 20) P20 = 0,9746 MPa
Q20 =1001/s

Okrajové podminky

Pocétek potrubi (uzel 1) p1=1MPa
Konec potrubi (uzel 20) Q20 = Q(t)
Casovy krok

Velikost ¢asového kroku odhadneme z podminky (3.6.3) a pro navrzené parametry
potrubi obdrZzime: Dt £ 0,0222 s

zvoleny ¢asovy krok At=0,01s

Poc¢ate¢ni a koncovy bod

Pocétecni a koncové body byly feSeny z rovnice kontinuity, rovnice silové rovnovéhy
byla zanedbana.

Casové intervaly konvoluce
Pamét'ova funkce z pravé strany rovnice kontinuity pro porovnani

B B
kK _ 9 -
fop =@ > -e™ E (3.7.1)

i=0

(qo ) 8) (PN
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. Casova Konvoluce " 100 .«
Giom sourdice | oy = ko0 for 0 e
[S] [-] [%]

1 | 130 13,00 1,000000 100,000
2 76 076 0,999903 99,9903
3 57 057 0,999051 99,9051
4 38 038 0990721 99,0721
5 24 024 0950213 95,0213
6 19 0,19 0909282 90,9282
7 13 013 0813626 81,3626
8 5 005 0513248 51,3248

Tab. 3.1. Parametry uloh pro porovnani ¢asového intervalu konvoluce

o 0,12 — K
X~ 1 exp
50101 m 0,76s
0,08 | o 0,57s
1 o 0,38s
0,06 1 B 0,24s
0,04 - m 0,19s
T @ 0,13s
0,02 -
1 @ kO,05s
0,00 - —F —1
-0,02 —t ——

0 o1 02 03 04 05

0,7 0,8 0,9
t kon [S]

Graf 3.3. 1‘expk (t), zadani uloh pro porovnani ¢asového intervalu konvoluce

3.7.1

Vyhodnoceni vlivu pamétové funkce

K vyhodnoceni vlivu ¢asového intervalu vypoétu konvolucniho integrdu byl zvolen

logaritmicky dekrement Utlumu popisujici kmitavy tlumeny pohyb. Podil dvou po sobé

jdoucich amplitud stejného sméru A, a A.,,, které jsou od sebe c¢asové vzdaeny o

dobu kmitu T, se nazyva Gtlum L , tedy

A.(t)
Aa(t+T)
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Logaritmicky dekrement Utlumu d je prirozeny logaritmus Utlumu L

d =InL dosazenimzal: d= InA“—(t) (3.7.2.2)
Aalt+T)
Velikost amplitud Ize ur¢it z maximatlaku a z jgi ustaené hodnoty
A, = Praxn = Po (3.7.2.3)
Kde

P, je ustdlena hodnota tlaku, které zéroven odpovida okrajové podmince pro tlak

v pocéatecnim uzlu 1.
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Obr. 3.7. Tlumeny kmitavy pohyb
Pro logaritmicky dekrement Gtlumu stanovime absolutni chybu (e), v zavislosti na dobé
konvoluce ze vztahu
(€), =d™® - d* (3.7.2.3)
Kde d®® je vychozi hodnota logaritmického dekrementu Gtlumu, u niz byla
konvoluce pocitana z intervalu 13s.

Pro relativni chybu (f ), vyjadrenou v procentech vztaZenou k vychozi hodnoté | ze psét

(f), = () X100 (3.7.2.3)

_d13oo
Ve vztahu (3.7.1) vystupuje podil tlumeni b, a tuhosti E, jehoZz prevrécena

hodnota& ma rozmeér ¢asu. ProtoZze argument exponencidni funkce musi byt
1

bezrozmérovy, nazyva se podil % ¢asova konstanta exponencid ni funkce a oznatmeji
1

symbolemt, . .
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Mizeme tedy zavest bezrozmérnou pomeérnou konvoluci T, kterabude nezavisana by

a E,. Ur¢imeji jako podil vyhodnocované konvolucet ,, = k>Dt at ¢ :

kon

T, = bion dosazenim zakonstanty: T, = B
U, by

Prvni amplitudy tésné¢ po vyvolani vodniho rézu jsou deformovény dobou reflexe

(3.7.2.4)

razové viny, a proto pro vyhodnoceni byla vybrana pata a Sest4 amplituda tlaku, kde

jsou jiz vySSi tvary kmitu utlumeny.

t kon Tp AS A6 d (e)d (f )d
[S] [-] [Pl [Pl [-] [-] [%]
13,00 156 262095,111 | 182293,540 | 0,363089 - -
0,76 9,12 | 262218179 | 182402,302 | 0,362962 | 0,000127 | 0,03498
0,57 6,84 | 263734509 | 183725,325 | 0,361501 | 0,001588 | 0,43739
0,38 456 | 277909,606 | 196055,361 | 0,348899 | 0,014190 | 3,90824
0,24 288 | 335603,069 | 247289,464 | 0,305370 | 0,057720 | 15,8968
0,19 228 | 388540,404 | 295762,056 | 0,272842 | 0,090247 | 24,8554
0,13 1,56 | 508775,789 | 410300,199 | 0,215118 | 0,147971 | 40,7533
0,05 0,6 889777,336 | 809667,920 | 0,094347 | 0,268742 | 74,0155
Tab. 3.2. Vyhodnoceni vlivu konvoluce
3.7.2  Grafické vyhodnoceni vlivu konvoluce
doba zavirani T=001s
@ 110
& 90 + — Q=Q(t
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Graf 3.4. Qx(t), porovnani vlivu konvoluce
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Graf 3.6. Logaritmicky dekrement Gtlumu dt )
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Graf 3.7. Relativni chybalogaritmického dekrementu Gtlumu (f ),

3.8 Hustota vypocetni sité

Numericky model, ktery je v této praci vyuzivan, pracuje se siti s 20 uzlovymi body. Pri
volb¢ sité jsme vychézeli z predpokladu, Ze vlastni feSeni je nezévisdé na velikosti
vypocetni sité. Poc¢atecni a koncové body sité jsou pocitany pouze z rovnice kontinuity.
Zanedbanim rovnice silové rovnovahy pii jegich vypoétu znamend, Ze na déice 2Dx
zanedbavame vliv treni a setrvacnych sil na celkovy vysledek. Nezavislost volby poétu
uzlovych bodi v siti a zjednoduSeni, kterych se dopoustime pii vypocétu okrajovych
bodu, bylo nutné potvrdit. Mimo sit” s 20 uzlovymi body byly namodelovany ulohy s 10

a40 uzlovymi body, pri¢emz kazda sit’ byla pocitana pro dva rizné ¢asove kroky.

Model potrubi

Déka potrubi L =400 m
Pramér potrubi D=03m
Tloustka stény potrubi A=5mm
Rychlost zvuku v kapaline Vo = 1000 m/s
Hustota kapaliny p = 1000 kg/m®
Koeficient tieni A =0,02

Modul pruznosti potrubf E.=610" Pa
Tlumeni v materiadu trubice b; = 5:10° Pas
Pocet uzlovych boda 20
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Vzdadenost mezi uzlovymi body AX; =10m
AX2=20m
AX3=40m

Poc¢ateéni podminky
Vychézeji z ustdleného reSeni pro okrajové podminky — tlak na pocatku a pratok na

konci potrubi.

Pocétek potrubi (uzel 1) p:=1MPa
Q:=1001/s

Konec potrubi (uzel 20) P20 = 0,9746 MPa
Q2 =1001/s

Okrajové podminky

Pocétek potrubi (uzel 1) p:=1MPa
Konec potrubi (uzel 20) Q20 = Qx(t)
Casovy krok

Velikost ¢asového kroku pro jednotlivé Ulohy odhadneme z podminky (3.6.3) a pro

navrzené parametry potrubi dostaneme

Dx, =10 m Dt, £ 0,0106 s
Dx, =20m Dt, £0,0222 s
Dx, =40m Dt, £0,0480 s
Zadani uloh
Oznageni Dx Dt
tloh [m] [s]
la 10 0,005
1b 10 0,01
2a 20 0,01
2b 20 0,02
3a 40 0,02
3b 40 0,04

Tab. 3.3. Parametry zadani pro porovnani hustoty sité
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381

Pro porovnani vysledka feSeni s rozdilnymi délkami mezi uzlovymi body vypocetni sité

Vyhodnoceni hustoty sité

vyuZijeme tzv. Courantova ¢isla C v zavidosti na logaritmickém dekrementu
Gtlumu d .

Nutnou podminku stability (3.6.1) s pouzitim bezrozmérného ¢isla Courantova lze

zapsat nasledovné
Dt
C=lvyx—£1 3.8.1
M*5 (38.1)
Dobeé kmitu T pro trubici délky L s jednim otevienym koncem odpovida vztah
T-&L (3.8.2)

Vv

Z ¢asové vzdaenosti dvou po sobé jdoucich amplitud stanovime dobu kmitu T, pak

skute¢nou rychlost zvuku v systému zjistime z vyrazu (3.8.2) a ze vztahu (3.8.1) pro

zvoleny Dt a Dx vypocitame Courantovo ¢islo pro kazdou z dloh.

Logaritmicky dekrement Utlumu ur¢ime analogicky s kapitolou 3.7.1.

Oznagteni| Dx Dt Ag Ao T d Vv C
Gloh Mm] | [g] [Pd] [Pd] [ (1 | | [
la 10 | 0,005 | 1094656,23 | 1066878,09 | 2,255 | 0,347380 | 709,53 |0,35477
1b 10 0,01 |1106569,30|1076564,75| 2,25 |0,330659 | 711,11 |0,71111
2a 20 0,01 |1099646,25|1070930,28| 2,26 | 0,339929 | 707,96 |0,35398
2b 20 0,02 |1118878,20|1086756,01| 2,26 | 0,315000 | 707,96 |0,70796
3a 40 0,02 |1092388,15|1065102,18| 2,26 | 0,350041 | 707,96 |0,35398
3b 40 0,04 |1108590,79|1078229,54| 2,24 |0,327939 | 714,29 |0,71429

Tab. 3.4. Vyhodnoceni hustoty sité
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3.8.2 Grafickevyhodnoceni hustoty sité

doba zavirani T=012s
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Graf 3.8. Qx(t), vyhodnoceni hustoty sité

P20 [MPa]

t[s]

Graf 3.9. px(t), vyhodnoceni hustoty sité
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Graf 3.11. Logaritmicky dekrement Gtlumu d(C)

3.9 Tlumeniv materialu trubice

Nov¢ zavedena konstanta tlumeni v materialu trubice b, méa zésadni vliv na chovani pri
nestacionarnim proudeéni v poddajném potrubi. Jak se dale ukazuje, velikost tlumeni b,
ovliviiuje ngienom samotny Utlum L (¢i logaritmicky dekrement Gtlumu d ) ale i dobu
kmitu pulsaci tlaku v kapaling, respektive rychlost zvuku v systému kapalina trubice.
K vySetieni pusobeni tlumeni v materidlu trubice byly sestaveny ulohy pro pripad

konstantniho modulu pruznosti potrubi E; a proménného tlumeni b, .
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Model potrubi

Viktora Kaplana

Déka potrubi L=380m
Pramér potrubi D=03m
Tloustka stény potrubi A=5mm
Rychlost zvuku v kapaling Vo = 1000 m/s
Hustota kapaliny p = 1000 kg/m®
Koeficient tieni A =0,02
Modul pruznosti potrubf E.=610" Pa
Tlumeni v materidu trubice
Cislo b, Dt
dlohy [Pas] [5]
1 1-10% 0,0200
2 510 0,0200
3 1-101 0,0201
4 5-10%° 0,0202
5 1-10%° 0,0212
6 5-10° 0,0222
7 1-10° 0,0268
8 510° 0,0280
9 1-108 0,0283

Tab. 3.5. Tlumeni v materidlu trubice, ¢asovy krok

Pocet uzlovych boda

Vzdaenost mezi uzlovymi body

Poc¢ateéni podminky

20
AX=20m

Vychézeji z ustdleného reSeni pro okrajové podminky — tlak na pocatku a pratok na

konci potrubi.
Pocétek potrubi (uzel 1)

Konec potrubi (uzel 20)

45
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Okrajové podminky
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Pocatek potrubi (uzel 1)
Konec potrubi (uzel 20)

P1= 1 MPa
Q20 = Q2o(t)

Casovy krok

Pro navrZzené parametry potrubi je velikost ¢asového kroku At vypocétena z podminky
(3.6.3) uvedena v tab. 3.4. Pro vSechny ulohy byla vybrana stejna velikost At, pro které
je feSeni dostatecné stabilni.

zvoleny ¢asovy krok At=0,01s

3.9.1 Vyhodnoceni tlumeni v materialu trubice

K vyhodnoceni opét vyuZijeme logaritmicky dekrement Utlumu d a rychlost zvuku
vsystému v v zavidosti na tlumeni v materidu trubice b,. Oba parametry jsou
stanovené shodn¢ s kapitolami 3.7.1 a3.8.1.

K porovnani G¢inku pravé strany rovnice kontinuity na feSeni uré¢ime i
odhadnutou rychlost zvuku v dle vztahu (3.6.2). Rychlost vV je stanovena pouze ze

vstupnich parametr a z ¢asového kroku Dt uvedeného v tab. 3.5.

¢ido
alohy

An

Anv1

T

d Y v

[Pa.s]

[Pl

[Pl

[S]

[]

[m/g]

[m/g]

[EEN

1-10%

1289249,12

1270477,00

1,52

0,067101

1000,0

999,40

510"

1117830,86

1105635,18

1,52

0,109259

1000,0

998,80

1-10"

1022043,34

1013955,43

1,54

0,457142

987,01

994,05

5-10%

1001245,09

1000520,46

1,66

0,872251

915,66

988,21

1-10%

1031269,94

1015280,88

2,10

0,716055

723,81

945,24

510°

1126714,27

1088499,31

2,14

0,358940

710,28

900,20

1-10°

1351213,34

1327038,21

2,15

0,071317

706,98

745,33

510°

1407273,17

1390518,19

2,15

0,042010

706,98

713,30

Ol N |~ W|DN

1-108

1464760,09

1450153,26

2,16

0,031933

703,70

707,11

Tab. 3.6. Vyhodnoceni tlumeni v materidu trubice
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Model potrubi sproménnym tlumenim b, v materidlu trubice byl také modelovan
v programu ,,F - A char”, ktery vyuZiva matematicky model chovéni kapaliny v pruzné
trubici odvozeny v [2]. Jedna se o0 vypocet ve frekvencni oblasti pomoci prenosovych
matic. Model trubice v programu ,F - Achar* pouziva model standardniho télesa.
Tuhost E, zmodelu standardniho télesa ma na vypocet maly vliv a pokud ji budeme
poklé&dat rédove vysSi nez E,, ¢ili plati E, >> E,, pak |ze materidlové konstanty E, a
b, chgpat ve smyslu Voigtova (Kelvinova) modelu.

Vystupem z programu ,F - Achar® pro porovnani teSeni byly vlastni cida
Vlastni ¢ida jsou ¢isla komplexni a sklédaji se z redné a imaginarni slozky. Jgjich
z&kladni tvar je tedy s, =a +i X\, . Stanoveni vlastniho ¢isla plyne z nulové hodnoty

determinantu matice soustavy.

S vyuzitim vlastnich ¢isdl Ize odvodit vztah pro logaritmicky dekrement Gtlumu

dep g VEtVaru

2>p ra
d R T 3911
F-A char VV[ ( )
Z imaginarni ¢asti vlastniho ¢isla W, se vypocte doba kmitu T, pro niz plati
2>
Tenw = (39.12)

t
Dosazenim (3.9.1.2) do (3.8.2) a vyjadienim rychlosti zvuku v trubici pro prvni tvar

kmitu obdrzime

_ 20w,

Vea char —
p

(3.9.1.3)
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¢ido b, d dea crar v VeA char
tlohy ['[pag] [] [] (/s (/s
1 |110%| 0067101 | 0,060394 1000,0 997,56
2 |510"| 0109259 | 0,106145 1000,0 997,17
3 | 110" | 0457142 | 0468767 987,01 984,58
4 |510°| 0872251 | 0,893599 915,66 945,79
5 110 | 0,716055 | 0,762243 723,81 721,47
6 | 510° | 0,358940 | 0,397569 710,28 708,95
7 | 1110° | 0,071317 | 0,093811 706,98 705,28
8 | 510° | 0042010 | 0,055614 706,98 705,18
9 | 1.10° | 0031933 | 0,025054 703,70 705,15

Tab. 3.7. Porovnani feSeni z programu ,,F - A char

3.9.2 Graficke vyhodnoceni tlumeni v materialu trubice

doba zavirani T=01s

[EnY
=
o

90 +- — Q=Q(t)

Qxll/s]

50 +

10 +

-10 ——F—F—""F—"F—"F+—+—"+—+—"F+—+—F+—F+—"F—"F—F+—+—

t[s]
Graf 3.12. Q(t), tlumeni v materidlu trubice
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Graf 3.14. pxo(t), tlumeni v materidlu trubice
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Graf 3.16. Rychlost zvuku v systému v(b1) a V/(b1)
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4 Experiment

Nedilnou soucésti teoretického vyzkumu je i vyzkum experimentdni. Teoreticky
vyzkum vyuZiva znamych, obecné platnych zakonu k popséni dané problematiky, ¢imz
se vytvéii matematicko-fyzikalni modely ve tvaru rovnic, funkci atd. Spravnost a
presnost vysledkt téchto modelt viak podiéha volbé vhodnych metod feSeni, stupni
zjednoduSeni feSeni a na vybéru okrajovych a pocatecnich podminek.

K ovéieni spravnosti formulace matematickych modeli je nezbytné provadét i
experimentalni vyzkum. Ziskané vysledky jednak veérohodnéji popisuji chovani
dedovaného modelu, jednak umoziuji zjitovat neznamé ciselné konstanty.
Porovnanim teoretickych a experimentanich vysledkt Ize také odstranit mozné
nedostatky teoretického feSeni. Pokud tedy dosdhneme dobré shody mezi obémi
feSenimi, mazeme k pozdéjSimu chovani zkoumaného déje vyuZivat pouze simulace

matematickym model em misto drahého experimenténiho vyzkumu.

4.1  PopiszkuSebni traté

Pro experimentalni ovéreni matematického modelu pruzného potrubi s uvazovanim
tlumeni bylo vyuzito jiZz uskute¢néného experimentu, ktery byl proveden pro
diplomovou préaci ing. J. KoySe. Préce se tykala modelovéni tlakovych pulsaci
v pruzném potrubi, kde v matematickém modelu nebyly uvaZzovany materidové
konstanty, ale pouze proménnarychlost zvuku v systému.

ZkuSebni obvod se skl&dal z horni nadrze, na kterou bylo pripojené pol yetylenové
potrubi o vnitinim praméru D =0,29 m a délce L =58,26 m. Na konci potrubi byl
pripevnén kulovy uzavér, kterym lze regulovat velikost gravitaéniho priatoku Q do
spodni nédrZe. Tésné pred kulovym uzavérem byl umistén tlakovy snimag. Vystupni
signd ztlakového snimate byl priveden na meérici kartu zapojenou do pocitace, na
kterém se zaznamenéva snimany tlak. Podrobnosti o pouZzité métici technice |ze nalézt

v uvedené diplomové praci.
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Obr. 4.1. Schéma zkuSebni trate

4.2  Postup experimentu

Pripravenou hadici protékala voda Gcinkem gravitacniho zrychleni z horni nédrZze do
dolni nadrze. Obtokem pomoci cerpadla se voda vracela zpét do horni nadrze. Ob¢
nadrze byly oteviené, takZze tlak vody dosahoval v téchto mistech hodnoty
atmosférického tlaku. Voda protékala hadici dostatecné dlouhou dobu, aby doSlo
k odvzdudnéni mérici traté. Velikost pratoku Q v hadici pii plné otevieném kulovém
uzavéru byla zjisténa objemovym zptsobem. Nahlym uzavienim kulového uzavéru byl
vyvolan vodni réaz v kapainé a pomoci snimace tlaku byl zaznamenan do pocitace
pribéh tlaku kapaliny v hadici. Pro ovéreni spréavnosti méfeni byl tento postup
nékolikrét opakovan.

4.3 Ovéreni matematického modelu

Matematicky model pruzného potrubi s uvaZzovanim materidlovych konstant E, a b,

odvozeny v této praci nerespektuje skutecnost, Ze v redlném systému dochézi ke zmeéné

rychlosti zvuku v systému v zévidosti na tlaku. Uvedené konstanty nejsou schopny
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tuto zmeénu postihnout, a proto je zde volena zavislost rychlosti zvuku v kapaliné na
tlakuv, = v,(p) dlevztahu

V, =B, - B,xe %P (4.3.1)
Z experimentdlnich zkousek bylo vybréno jedno méieni, které bylo nésledné
modelovano metodou Lax-Wendroffa svyuzitim proménné rychlosti v, dle vztahu
(4.3.1). Minimalizaci ¢tverci odchylek FeSeni a mereni byly pomoci néstroje ieSitel
v programu Microsoft Excel vyhledavany konstanty vystupujici v matematickém
modelu. Témito Konstantami, které bylo nutné urcit, jsou konstanty B,,B, a B,
zfunkeni zavislosti rychlosti v,, materialové konstanty E, a b, a dale pak doba

zavirani T, ktera vystupuje v okrgjové podmince pro pratok. Velikost téchto konstant
stanovenych z experimentalniho méreni je uvedena v modelu potrubi, jenZ slouZi jako
vstupni Udaje pro vypocet matematického modelu.

Model potrubi

Délka potrubi L =58,26 m
Pramér potrubi D=0,29m
Tloustka stény potrubi A=5mm

Rychlost zvuku v kapaling

V, =B, - B, %% =1799,14 +1799,14 % *®1"® m/s

Hustota kapaliny p = 1000 kg/m®
Koeficient tieni L =0,028

Modul pruznosti potrubi E1 = 3,323-10° Pa
Tlumeni v materidu trubice b; = 1,73310% Pas
Pocet uzlovych boda 20

Vzddenost mezi uzlovymi body AX = 3,066316 m

Poc¢ateéni podminky

Pocétek potrubi (uzel 1) p1 = 0,117926 MPa
Q1=0,54471/s

Konec potrubi (uzel 20) P20 = 0,098788 MPa
Q0 =0,5447 /s
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Okrajové podminky

Pocétek potrubi (uzel 1) p1 = 0,117926 MPa
Konec potrubi (uzel 20) Q20 = Q(t)
Casovy krok

Kritériapro volbu velikosti ¢asového kroku:
ReSeni matematického modelu musi byt stabilni v Sirokém  rozsahu
vyhledavanych konstant.
Pro minimalizaci chyb feSeni je Za&douci, aby vypocteny tlak a tlak z méreni
odpovidali stejnému ¢asovému okamziku.
zvoleny ¢asovy krok At = 0,005003432 s

4.4  Graficke vyhodnoceni experimentu a

matematického modelu

0+t
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
p [kPa]

Graf 4.1. Rychlost zvuku v kapaling v, = v,(p)
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500 + y Vo = VO(pnéfml')
| — Vo=V ( p)

0 : } : } : } : } ‘
0 100 200 300 400 500
p [kPa]

Graf 4.2. v, =v,(p) - detail v oblasti namarenych tlakii

doba zavirani T=0,088s

— Q=Q()

t[s]
Graf 4.3 Q(t), okrajova podminka pro pritok
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300 + — méteni
I — Lax-Wendroff

t[s]

Graf 4.4 py(t), porovnani mereni a teoretického feSeni
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Graf 4.5 py(t), porovnani mereni a teoretického feSeni — detail
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5 Zaver

Pro rozvodné systémy kapalin (vody) jsou v dnedni dobé stéle vice pouZivané plastové
nebo pryzové potrubi (hadice). Poddajnost téchto hadic je vyrazné vysSi neZz samotné
kapaliny. Tato préce poklada dil¢i z&klady k reSeni tlakovych a pratokovych pulsaci
v poddajnych potrubich, ve kterych hlavni tlumici prvek predstavuje materid potrubi.
Jednou z metod ke stanoveni materialovych konstant popisujicich dynamické vlastnosti
pruznych potrubi se jevi moZnost ur¢it tyto konstanty z métreni tlakovych pulsaci. Pokud
budeme znét materialové konstanty a metodiku feSeni pulsaci v poddajném potrubi, je
moZné toto potrubi pouzit napi. k tlumeni tlakovych pul saci.

V této praci je navrzen matematicky model k ieSeni tlumenych tlakovych pulsaci
v ¢asovém prostoru. Od modelia uvadénych v literatuie (napt. v [5]) se lisi predevdim
rovnici kontinuity (2.2.4.9). Pfi volbé materidlu modelu télesa trubice byly uvézeny
poznatky z diplomovych praci zabyvgjicich se touto tématikou [2] a [3] a pro téleso
trubice byl zvolen Voigtav (Kelviniv) model.

V kapitole 3.6 je reSeni matematického modelu konfrontovano s pouzitim
numerickych schémat pro reSeni proudeni stlcitelné tekutiny: FTCS, Lax-Friedrichs a
Lax-Wendroff. Schémata prvniho fadu piesnosti FTCS a Lax-Friedrichs se ukézala
patrné diky své nizké presnosti jako znacné nestabilni. Kvili vysoké vypocetni
naro¢nosti vyplyvajici z nizkych ¢asovych krokt nejsou tyto metody vhodné pro reSeni
dané problematiky. Schéma typu Lax-Friedrichson navic feSeni nelnosné vyhlazuje.
Redeni metodou Lax-Wendroffa Ize charakterizovat dobrou presnosti i konvergenci.
Dal&i posuzovani matematického modelu je diskutovano pouze touto metodou.

V rovnici kontinuity z matematického modelu vystupuje integrani clen
vyjadiujici pamétove vlastnosti materidlu. Tento ¢len neni vyhodné pocitat piimo z jeho
exaktniho tvaru, protoZe vypocet v kazdém bod¢ sit¢ by zahrnoval celou tlakovou
historii. V kapitole pojednavgjici o vlivu pamétové funkce byla sestrojena zavisost
pomérné konvoluce a relativni chyby logaritmického dekrementu Utlumu (graf 3.7).
Z tohoto grafu je mozné nezédvise na volbé materidlovych konstant zjistit chybu
logaritmického dekrementu Utlumu, které se dopustime pii uvazované déce casové

historie vstupujici do vypoctu.
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Teoreticky rozbor zahrnuje také ovéreni nezavislosti numerického reSeni na volbé
hustoty vypocetni sité a velikosti ¢asového kroku. Nezavislost této volby se potvrdila a
vysledky reSeni v grafické podobé jsou uvedeny v grafu 3.11.

K podchyceni vlivu tlumeni v materialu trubice b, na nestacionarnim proudéni v

poddajném potrubi byly sestaveny modelové dlohy. Vyhodnocované charakteristiky
tlumeného systému byly posléze porovnany svysledky pocitané ve frekvencni oblasti
vyuZivajici matematicky model pouZity v diplomové préci Ing. J. Sebesty [2]. Vysledky
obou feSeni si vyrazné odpovidaly jak pro logaritmicky dekrement Gtlumu (graf 3.15)
tak i pro rychlost zvuku v systému (graf 3.16).

Pro experimentdini ovéreni matematického modelu bylo nutné je rozsitit o
proménnou rychlost zvuku. Byla zvolena zévislost rychlosti zvuku v kapaliné na tlaku
dle rovnice (4.3.1). Konstanty vstupujici do modelu byly vyhledavany pomoci nastroje
feSitel v programu Microsoft Excel. Porovnanim reSeni a experimentd niho méteni bylo
dosazeno shody pro prvni dva tvary amplitud tlaku (graf 4.4). K této shodé doslo pro

materidové konstanty modul pruznosti méieného potrubi E, nabyvajic hodnotu
3,323:10° Pa a tlumeni v materidlu trubice b, pro hodnotu 1,733-10° Pas. Vyhledané

materidlové konstanty potrubi budou pravdépodobné pouze orientaéni, protoze
zavedena rychlost zvuku v kapainé se pohybuje v rozmezi hodnot 60 az 520 m/s
(graf 4.2), coz neodpovida vlastnostem vody.

Téma pulsaci v poddajném potrubi neni nepochybné touto praci uzavieno. Pro
ZlepSeni popsani prabéhu tlaku by patrné bylo nezbytné materidové charakteristiky
tuhost E; a tlumeni b; rozumét ve smyslu proménnych v zavislosti na vnéjsim zatizeni
nebo misto jednoduchého Voigtova (Kelvinova) modelu uzit model svice ¢leny, ¢imz
bychom zvysili pocet konstant, kterym by se chovani materiau |épe vystihlo. V prvém
piipadé by bylo mozné zavést zavisost bud’ jedné ¢i obou charakteristik na vnitfnim
tlaku v potrubi. ReSeni takovéhoto modelu by se opét vice komplikovalo aje to mozné

brét jako namét pro piisti vyvoj k tématu feSeni tlumenych pulsaci v poddajném potrubi.
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Seznam pouzitych symbolu a veli¢in

Symbol | Jednotka Popis

A, [Pa] amplituda tlaku

B,.B, [m-s?] konstanty pro vypocet rychlosti v,(p)
B, [Pa] konstanta pro vypocet rychlosti v, (p)
b, [Pag] tlumeni v materialu trubice

C [1] Courantovo ¢islo

c [ms?] rychlost kapaliny v trubici

D [m] pramér trubice

oy [1] pam&tova funkce

k [Pa] modul objemové pruznosti

L [m] délka potrubi

Lt zpétna Laplaceova transformace

I [s] prava strana rovnice kontinuity

E: [Pa] modul pruznosti potrubi

M [1] Machovo ¢islo

m [1] vektor vngjSi normaly k trubici

n [1] vektor vnéjSi normdy ke kapaling
P [m?] vnitini povrch trubice

p [Pa] tlak

Q [m®sY] pritok

R [m] polomér trubice

S [m?] plocha prifezu trubice
S [1] parametr Laplaceovy transformace
s, [s!] vlastni &islo
T [] doba zavirani

T, [] pomeérna konvoluce
t [] ¢asova souiadnice
Vi [m?] elementarni objem trubice

v [ms? odhadnuté rychlost zvuku

[ms? rychlost zvuku v trubici
Vo [ms?] rychlost zvuku v kapaling
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Vi [ms? tenzor rychlosti deformace

X [m] prostorova souradnice

D [m] tloust’ka stény trubice

Dt [] krok v ¢asové souradnici

DV [m?] elementarni objem kapaliny v trubici

Dx [m] krok v prostorové soutadnici

a [s7] redlna ¢ést vlastniho ¢isla

d [1] logaritmicky dekrement Gtlumu

d; kroneckertiv tenzor

e [1] pomeérna deformace

é [s] rychlost deformace

e [1] Laplaceiv obraz pomérné deformace

L [1] atlum

I [1] koeficient délkovych ztrat

P Ludolfovo ¢islo

r [kgm] hustota

S [Pa napéti v trubici

S [Pa] normal ové napéti v trubici

S [Pa] Laplacetv obraz normé ového napéti v trubici
t [] integracni proménna

the [] ¢asova konstanta exponencidni funkce
ton [S] interval pro vypocet konvolu¢niho integralu
W, [s!] vlastni thlova rychlost tlumeného systému

[1]

absolutni chyba logaritmického dekrementu Utlumu

[1]

relativni chyba logaritmického dekrementu Utlumu
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Seznam priloh

Prilohal. CD
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