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Rozklad videosekvenci na vice slozek s riznou dynamikou

Stru€éna charakteristika problematiky ukolu:

Videosekvenci, ve které se dé&ji rdizné dynamické jevy (napf. pozadi, pomaly pohyb, rychly pohyb),
Ize chapat jako posloupnost souctt n-tic snimkd, kdy kazda ztéto n-tice vykazuje odliSny
charakter dynamiky. Pfi vhodném uspofadani pixeld z jednotlivych snimkl lze tyto slozky
identifikovat pomoci riznych metod, od jednoduchych po slozitéjSi. Cilem prace bude nastudovat
problematiku, navrhnout a implementovat rizné separaéni algoritmy (v Matlabu), aplikovat na
simulovana a realna data a porovnat mezi sebou.

Cile diplomové prace:

— Naudit se zachazet s videodaty v Matlabu (import, zpracovani, export).

— Nastudovat problematiku separace dynamické a statické sloZky ve videu, nejprve obecné.

— Zaméfit se posléze na jednodusSi metody (medianova, primérovaci), a postupné prejit
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data.

— Porovnat vystupy objektivnimi metrikami (kde je to mozZné) a subjektivné.

— Porovnat vypocetni naro€nost metod.

— V pfipadé realnych dat se zaméfit na zaznamy kamer ze silni€niho provozu a na videa sluneCni
korény prof. Druckmuillera.
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ABSTRAKT

Diplomova prace je zamérena na rozklad videosekvenci — prevazné na separaci pozadi a
dynamické slozky, kde pozadi ziistava stejné a pouze malé ¢asti jsou v pohybu. Takové
video je reprezentovano nizkohodnostni a fidkou slozkou. Diky nizkohodnostni strukture
miZe byt pozadi odseparovano pomoci medianového filtru a metody dynamickych mod.
Déle bude vyuzita tzv. robustni analyza hlavnich komponent, ktera je formulovéana jako
optimalizacni tloha, a jeji nekonvexni varianta. Zminéné je i multiresolution DMD, které
je schopno rozkladu na vice dynamickych slozek podle jejich rychlosti.

KLICOVA SLOVA

videosekvence, rozklad videosekvenci, separace pozadi, statickd a dynamicka slozka,
ridké reprezentace, nizkohodnostni struktura, singularni rozklad, medianovy filtr, princi-
pal component pursuit, nekonvexni robustni analyza hlavnich komponent, robustni ana-
lyza hlavnich komponent, metoda dynamickych modd, multiresolution dynamic mode
decomposition

ABSTRACT

The thesis is focused on the decomposition of video sequences, primarily on background
and dynamic component separation, where the background remains the same and only
small parts are in motion. Such a video is represented by a low-rank and sparse com-
ponent. Thanks to the low-rank structure, the background can be separated using a
median filter and dynamic mode decomposition. Furthermore, the robust principal com-
ponent analysis, formulated as an optimization problem and its non-convex variant, will
be employed. Also mentioned will be the multiresolution DMD, which is capable of
decomposing the dynamic component based on its velocity.

KEYWORDS

videosequance, videosequance decomposition, background separation, dynamic and
static structures, sparse representations, low-rank structures, singular value decomposi-
tion, median filter, principal component pursuit, nonconvex robust principal component
analysis, robust principal component analysis, dynamic mode decomposition, multireso-
lution dynamic mode decomposition
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Uvod

Tématem této diplomové prace je rozklad videosekvenci na vice slozek s riznou dy-
namikou. Nejcastéji uzivanym rozkladem je rozklad videosekvence na dvé slozky —
statické pozadi a dynamicka pohybujici se slozka. Soucasti této prace je i rozklad
dynamické slozky dle rychlosti jednotlivych pohybujicich se objektti. V soucasnosti
predevsim v oblasti monitorovacich videosystémiu, protoze pouzitim téchto metod
jsme schopni detekovat osoby, vozidla a jiné pohybujici se objekty. Dalsi moznost
aplikace lezi v oblasti rozpoznavani objekt1, kde jsme diky separaci schopni z ob-
razl odstranit i stiny a jind zkresleni (dynamickou slozku) a tim lépe detekovat napf.
oblic¢eje lidi nebo defekty vyrobkt. Obdobné lze rozklad videosekvenci vyuzit i jako
zéklad pro sledovani objektt (object tracking). Techniky rozkladu jsou uzitecné i v ji-
nych odvétvich napt. pii postprodukei a stiihu videi. Pti soucasném trendu, kdy se
vyuziti umélé inteligence stava béznou zalezitosti, lze rozklad videosekvenci pouzit
k rozpoznavani gest a k obecné interakci ¢lovéka s pocitacem.

V této praci se omezime pouze na videa natocena statickou kamerou. Prikladem
muze byt pevnd kamera snimajici provoz na silnici. V takovém pripadé je pozadi
témér neménné. Vhodnym usporadanim jednotlivych pixell lze zjistit, ze se pozadi
chova jako nizkohodnostni struktura, jejiz jedinou zménu ptisobi dynamicka slozka.
Déle budeme predpokléadat, ze objekty dynamické slozky jsou malé a neni jich prilis
mnoho, dynamickd slozka je tedy ,fidka“. Vyuzitim vyse zminénych vlastnosti jsme
schopni jednotlivé slozky efektivné oddélit.

Predstavime zde Ctyri zakladni zptusoby rozkladu pro videosekvence ve stup-
nich Sedi — medidanovy filtr, metoda DMD (Dynamic Mode Decomposition), metoda
PCP (Principal Component Pursuit) a metoda RPCA (Robust Principal Compo-
nent Analysis), u které lze volit mezi konvexni a nekonvexni variantou. Déale bude
predstaveno rozsiteni metod pro barevné videosekvence. A také bude zminéna me-
toda Multiresolution DMD vychéazejici z metody DMD. Tato metoda bude schopna
rozlozit i dynamickou slozku dle rychlosti jednotlivych pohybujicich se objekti.

Medianovy filtr je pro svoji jednoduchost implementace a rychlost vypoctu velmi
vyuzivanou metodou, znat ho muzeme napiiklad z programu Photoshop. Metoda
PCP je jiz starsi metodou, publikovana byla v roce 2011. Metoda je zalozena na mi-
nimalizaci vazené kombinace nuklearni normy a ¢; normy. Stale vychazi mnozstvi
publikaci, které se snazi tuto metodu optimalizovat a dale vylepsit. Jednou z nich je
RPCA dle Chartranda, které dovoluje volit misto konvexni ¢; normy i nekonvexni
¢, normy, kde p € (0,1). Metoda DMD patii k novéjsim metodam (prvni publikace
pochdzi z roku 2014) a tési se velkému uziti nejen v oblasti zpracovani obrazu, ale

také v oborech jako je hydromechanika, neurologie nebo ekonomie. DMD m4 Siroké
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vyuziti, protoze aproximuje slozité (¢asto neznamé) nelinedrni systémy na linedrni
systémy. V soucasnosti jsou stale publikovana rozsiteni DMD metody, kterd se hodi
napr. potfebujeme-li systém aproximovat na jednoduchy nelinearni systém nebo pro
optimalni tizeni. Jednim takovym rozsitenim je i Multiresolution DMD, které je
vhodné zejména pro systémy s rtznou casovou dynamikou.

Cilem této prace je nastudovat vyse zminéné metody rozkladu, implementovat
a dale optimalizovat tyto tlohy v Matlabu a nasledné je pouzit na simulovana a re-
alnd data. Vysledky ziskané jednotlivymi metodami budou poté porovnany subjek-
tivné a objektivné pomoci vhodnych metrik.

Tato diplomova prace je rozdélena do péti kapitol. V prvni kapitole jsou uve-
deny zékladni matematické pojmy, které budou pouzivany v dalSich kapitolach.
V druhé kapitole budou detailné vysvétleny a odvozeny jednotlivé metody separace
pro vstupni data ve stupnich Sedi. Ve treti kapitole budou metody z druhé kapi-
toly rozsiteny pro piipad, kdy jsou vstupni data barevna. Ctvrta kapitola je véno-
vana implementaci jednotlivych metod v Matlabu a posledni pata kapitola srovnava
jednotlivé metody na simulovanych a redlnych datech podle vypocetni naroc¢nosti

a presnosti separace, ktera je ovérena vhodnymi metrikami.
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1 Zakladni matematické pojmy

1.1 Normy vektorii a matic
Definice 1.1. [28] Nosicem vektoru x rozumime mnozinu jeho indexi, ve kterjch md
vektor nenulové hodnoty. Tuto mnoZinu budeme znacit jako supp(x) = {i,z; # 0}.

Abychom byli schopni porovnavat velikosti jednotlivych vektor, zavedeme tzv.

normu vektoru, kterou lze chapat jako velikost daného vektoru.

Definice 1.2. [16] Necht X je vektorovy prostor nad C a necht zobrazent || || : X —
(0,00) splnuje Vx,y € X a VYA € C podminky:

1 |x]|=0&x=0

2. )l = ]

3. I+ yll < Il + iy

Pak zobrazent || - || nazveme normou na prostoru X.

Jelikoz norma zobrazi kazdy vektor na nezadporné ¢islo, jsme s jeji pomoci schopni
porovnavat velikosti danych vektort.

Uzite¢nou tridou vektorovych norem jsou tzv. p-normy.

Definice 1.3. [16] Necht p € (1,00), pak jako {, normu vektoru x € C" chdpeme
cislo
n 1/p
Il = (3 1) (L)
i=1

Specialné pro pripad p = oo je £, definovana jako
[1%[loo = max fz;]. (1.2)

Velmi ¢asto uzivanou normou je £5 norma, ktera se také nazyva Eukleidovskd, protoze
odpovida vzdéalenosti dvou bodt v Eukleidovském prostoru.

¢, normy jsou velmi vyuzivany v optimalizaci a statistice, protoze se jedné o kon-
vexni funkce — casto tedy vedou na vypocetné efektivni algoritmy. V této préci se
budeme zabyvat i pouzitim nekonvexnich algoritmii. Z tohoto diivodu rozsitime de-

finici £, normy i pro pfipad p € (0, 1).
Definice 1.4. [28] Pro p € (0,1) dodefinujeme £, normu vektoru x € C" ¢islem
Bl = > faal”. (1.3)
i=1

Specialné £y normou vektoru x € C™ rozumime cislo uddvajici pocet nenulovych

sloZek daného vektoru:
[x[[o = [supp(x)|. (1.4)
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Spravné bychom funkci z definice neméli nazyvat normou, protoze nespliuje
predpoklad ||[Ax|| = |A|||x]|. Jednd se tedy spiSe o pseudonormu. Pfesto k této funkci
bude i nadéle referovano jako k normeé.

V dalsich kapitolach se zamérime predevsim na praci s maticemi, proto je potieba
pojem vektorové normy rozsitit i pro matice [I6]. Stejné jako v pfipadé vektort je
norma matic funkce zobrazujici matici na nezaporné cislo. Toto zobrazeni opét musi
spliiovat podminky z definice [I.2] V nékteré literatufe byva pfiddna jesté c¢tvrta
podminka [|[AB]| < ||A|| + ||B]], ovSem tato podminka pfimo vyplyva z predeslych

podminek.

Poznamka 1.5. Pokud chceme byt schopni pouZit vsechny vektorové normy i pro
matice, staci umét danou matici X prevést na vektor (ozn. vec X ). Matici lze vektori-
zovat napriklad tak, Ze jednotlivé sloupce matice ,,poskladdme pod sebe “ a ziskame je-

den dlouhy sloupcovy vektor. Norma matice potom lze vypocitat jako | X|| = ||vec X]|.

Jednou z nejcastéji uzivanych maticovych norem je tzv. Frobeniova norma [22],

kterd odpovida f5 normé pro matice

X[ = (1.5)

V dalsich kapitolach budeme kromé vektorovych norem potiebovat i tzv. nukle-

drni normau.

Definice 1.6. [22] Nukledrni normu || - ||« matice X € C™*™ definujeme jako soucet
singuldarnich cisel této matice. Tento soucet muzeme také vyjddrit jako €1 mormu

singuldarnich cisel.
k
X[ = llo(X) s = >_oi, (1.6)
i=1

kde k = min(m,n).

Singuldrni ¢isla a jejich vypocet bude rozebran v podkapitole [1.4]

1.2 Ridkost

Definice 1.7. [28] Vektor x € C™ pro k € N nazveme k-ridkym, plati-li
Ixlo < .

Tedy k-ridky vektor ma maximalné k£ nenulovych slozek. Analogicky Ize definovat
k-tidkou matici.

Pro tucely této prace budeme predpokladat, ze nenulové prvky ridké matice jsou
rovnomeérné rozlozeny napiic celou matici. Tento predpoklad by mél zajistit, ze dana
ridka matice nebude mit vétsinu sloupcti nebo radkt nulovych. Tzn. matice nebude
mit nizkou hodnost.
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1.3 Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice 1.8. [33] Necht A,,,, je ctvercovd komplexni matice. Viastni vektor matice

A je nenulovy vektor v € C™ takovy, Ze pro cislo A € C plati
Av = \v. (1.7)

Cislo A se nazyvd vlastni cislo matice A a rikame, Ze vektor v je vlastni vektor

prislusny vlastnimu cislu \.

Vlastni vektor v nesmi byt nulovy, ale vlastni ¢islo A mtze byt nulové. Nasledujici

véta poslouzi jako navod, jak vypocitat vlastni cisla.

Tvrzeni 1.9. [16] Viastni ¢isla matice A € C™™ jsou koreny tzv. charakteristického

polynomu
det(A — AE) =0, (1.8)

kde E je jednotkovd matice radu n.

Diikaz. Rovnice muze byt upravena na tvar (A — AE)v = 0. Jelikoz vlastni
vektor v musi byt nenulovy a matice A — AE je ¢tvercova, tak jediné netrivialni
reSeni rovnice (A — AE)v = 0 ziskdme, kdyz bude matice A — A\E singuldrni. Tzn.
kdyz determinant A — AE bude nulovy. O

Pro polynomy s komplexnimi koeficienty a koreny plati tzv. zdkladni véta algebra
[33]. Disledkem této véty je, ze polynom s komplexnimi koeficienty stupné n > 1
mé v komplexni roviné pravé n korenu (véetné ndsobnosti danych kotent). Tedy
z véty |1.9| vyplyva, ze komplexni matice A € C™*" ma pravé n vlastnich ¢isel véetné

nasobnosti, ktera jsou obecné komplexni.

1.4 Singularni (SVD) rozklad
Tato podkapitola vychazi prevazné z knih [16],[35].

Definice 1.10. Necht A € C™*™ je obecnd matice. Singularnim (SVD) rozkladem
matice A rozumime

A = ULV, (1.9)

kde £ € R™™ je diagondlni matice, jejiz diagondlni prvky jsou tzv. singuldarni cisla
0;. Tato cisla jsou nezdpornd a serazena podle velikosti od nejvétsiho. Tedy o1 >
oy > ... > o0 >0, kde k = min(m,n). A matice U € C™™, V € C"" jsou
unitdrni matice tzv. levyjch a pravijch singuldrnich vektori. A V* je hermitovskd

transpozice matice V.

16



Uzite¢nou vlastnosti unitarnich matic je, ze vSechny jejich sloupce (fadky) u;
a v; jsou ortonormalni vektory (navzdjem kolmé s velikosti jedna). Dalsi uzite¢nou
vlastnosti je, ze hermitovska transpozice unitarni matice U* je rovna jeji inverzi
UL Tedy plati UU* = U*U = E, kde E je jednotkova matice.

Nespornou vyhodou SVD rozkladu je, Ze existuje pro vSechny matice. Tuto vlast-

nost zarucuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.11. [35] Pro kazdou matici A € C™*" existuje jeji singuldrni rozklad.
Navic véechna singularni ¢isla o; matice A jsou jednoznacné dand (pokud predpo-
kladdme, Ze jsou vZdy serazena podle velikosti od nejvétsiho) a pokud A je ctvercovd
a jednotlivd o; jsou od sebe navzdjem ruznd, pak levé a pravé singuldrni vektory u;

a v; jsou jednoznacné az na nasobeni komplexnim cislem velikosti jedna.

V této praci se budeme zabyvat minimalizaci hodnosti matic. K tomu bude vyuzit
prave SVD rozklad, protoze, jak ukazuje nasledujici tvrzeni, pomoci SVD rozkladu

muzeme snadno zjistit hodnost matice.

Tvrzeni 1.12. [I6] Hodnost matice A je rovna ¢islu r — poctu nenulovijch singuldr-

nich cisel této matice. Tedy
rank A = ||o(A)llo =, (1.10)
kde o(A) je vektor singularnich cisel.

Dikaz tvrzeni vychazi z faktu, Zze hodnost diagonalni matice je urc¢ena po-
¢tem nenulovych prvki této diagonalni matice. A jelikoz je matice singularnich ¢isel

2 diagonalni, pocet nenulovych singularnich ¢isel odpovida jeji hodnosti.

Poznamka 1.13. V prazi se casto misto klasického SVD rozkladu pouZivd tzv. re-
dukovany SVD rozklad. Tento rozklad je vhodny, zejména mdme-li matici s nizkou
hodnosti r. V tomto pripadé bude matice X mit pouze r nenulovych sloupci a radki
a zbytek bude nulovy. Pri pouZiti redukovaného SVD rozkladu jsou vsechny tyto nu-
lové sloupce a tddky X ignorovany. Stejne tak se nedopocitdvaji vsechny sloupce
a radky matic U, 'V, které by byly danymi nulovymi sloupci a radky L ndsobeny.
Tedy pouzitim redukovaného SVD rozkladu namisto klasického stdle ziskame pres-

nou reprezentaci puvodni matice, ale znacné snizime vypocetni ndrocnost.

1.5 Pseudoinverzni matice

Pseudoinverzni matice predstavuje zobecnéni inverzni matice pro obecné obdélni-
kové matice A € C™*". Pseudoinverzni matice se pouziva i pro ¢tvercové singularni

matice, protoze nejsme schopni spocitat jejich inverzni matici.
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Existuji dva rtizné zpusoby, jak definovat Moore—Penroseovu pseudoinverzni ma-

tici. V této praci budeme pro vypocty vyuzivat definici pouzivajici SVD rozklad.

Definice 1.14. [44] Necht matice A € C™*"™ a necht je jeji singuldrni rozklad A =
UXV*, pak matici pseudoinverzni k matici A oznacime At € C"™™ a definujeme
predpisem

AT =VITlUY (1.11)

kde L1 =3 a % je diagondlni obdélnikova matice, jejiz diagondla je rovna vektoru

[Uf170517 T 70-7:1]'

Pokud je matice A ¢tvercova a reguldrni, pak existuje matice A~! inverzni k A

a je stejné jako matice A* pseudoinverzni k A. Tedy A~ = A*.

1.6 /; relaxace

Tato podkapitola vychazi z [28] a bude zde prezentovana jednoduchd tloha, jejiz
myslenka feseni bude pouzita v podkapitole k odvozeni metody separace. Pti
norma). Presto se da zjednodusit stejnym principem.

Chceme vytesit soustavu linearnich rovnic Ax =y tak, aby vektor feSeni x byl

.....

arg min ||x|lo vzhledemk Ax=y. (1.12)

Jak jiz bylo feceno, £y norma neni konvexni funkce. K teseni této tlohy tedy nelze
pouzit Zadnou z fady efektivnich metod a algoritmi konvexni optimalizace. Ulohu
tedy neumime vytesit v rozumném case. Bude tudiz potieba i za cenu ztraty pres-
nosti tuto tlohu aproximovat na konvexni.

Jako mozna nejblizsi konvexni norma se nabiz{ ¢; norma (pro p > 1 jsou £, normy
konvexni). Otézkou tedy je, zda-li je mozné tlohu prevést na ulohu

arg min [|x||; vzhledem k Ax =y. (1.13)

Mnoho praci se zabyva podminkami, kdy jsou tlohy (1.12]) a ((1.13)) ekvivalentni.
Podminkami ekvivalence jsou urcité vlastnosti matice soustavy A. Prikladem takové

podminky je nésledujici tvrzeni.

Definice 1.15. [28] Vzdjemnd koherence matice A je definovana jako nejuétsi ab-

solutni normalizovany skaldarni soucin dvou ruznych sloupci matice

|a] a;]

n(A) =

= max T TR
1<ij<Nizj ||ag||a | a2

(1.14)

kde a; oznacuje i-ty sloupec matice A a N je pocet jejich sloupcii.
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Tvrzeni 1.16. [28] Pokud mad soustava Ax =y teseni x spliujici

1 1
Illo < 5 (1 - u(A)> , (1.15)

pak x je nutné nejridsi mozné a je jediné takové. Navic tohoto reseni lze dosdhnout

0y minimalizact.

Nékteré dalsi znamé podminky ekvivalence ¢y a ¢, jsou k nalezeni v [28].
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2 Metody separace pro jednokanalova data

V této kapitole bude rozebrano predevsim teoretické odvozeni a zpracovani jednotli-
vych separac¢nich metod. Tato prace se zaméruje predevsim na dvé zakladni metody
a jejich rozsiteni. Prvni metoda se nazyva Principal Component Pursuit (PCP) a vy-
chézi z robustni analyzy hlavnich komponent. PCP je konvexni metoda. Existuje ale
také jeji nekonvexni varianta, které bude vénovana jedna podkapitola.

Déle se jednd o metodu dynamickych modi (Dynamic Mode Decomposition —
DMD) a o jeji rozsiteni, které vychézi ze zakladni metody DMD a pouziva zdkladni
myslenku vinkové transformace. Jedna se o tzv. Multiresolution DMD — mrDMD.

Protoze je vhodné vysledky vysSe zminénych metod porovnat jiz se zabéhlymi
metodami, bude kratce vysvétlena jedna z jednodussich jiz zabéhlych metod. Jedné
se o tzv. medidnovy filtr. Jelikoz tato metoda funguje diky specidlnimu usporadani

vstupnich dat, je potfeba nejprve ukazat, jak tato data spravné predzpracovat.

2.1 Ptedzpracovani dat

V této praci je predpokladano, ze vstupnimi daty je bud video nebo série n € IN
po sobé jdoucich obrazli. Postup bude vysvétlen pouze pro sérii n obrazi, protoze
video je mozné rozdélit na jednotlivé snimky a dale pracovat pouze s témito snimky.

Déle je predpokladano, ze se jedné o klasické 8bitové obrazy [41]. Tedy vezmeme-
li obraz pouze v odstinech Sedi, kazdy pixel mize nabyvat jedné z 256 moznych
hodnot, které se pohybuji od 0 (¢ernd) po 255 (bila). Budou-li vstupni snimky ba-
revné, predpokladame, ze nalezi do RGB prostoru. RGB barevny model je aditivni
barevny model, ve kterém se barvy vytvari pridavanim riiznych mnozstvi ¢erveného,
zeleného a modrého svétla. Pro 8bitovy barevny obraz v RGB prostoru to tedy zna-
mend, ze kazdy pixel jednoho barevného kandlu mize nabyvat 256 rtiznych hodnot
(od 0 do 255).

Nejprve se zamérime na data ve stupnich sedi. Obraz ve stupnich Sedi lze repre-
zentovat jako matici s rozméry odpovidajicimi rozliseni daného obrazu (poc¢tu pi-
xelt). Tato matice ma pouze celoc¢iselné hodnoty, protoze jednotlivé pixely nabyvaji
pouze celociselnych hodnot z intervalu (0, 255). Nyni vezmeme matici odpovidajici
prvnimu snimku série a oznacime ji M;. Poté provedeme jeji vektorizaci (poznamka
, ¢imz vznikne dlouhy sloupcovy vektor reprezentujici prvni snimek. Vektorizaci
zbylych snimki My, Mg, . .., M, ziskdme matici vstupnich dat M, jejiz sloupce tvori
vektory jednotlivych snimkt: M = [vec My, vec My, ..., vec M,,].

Pokud budou vstupni data barevna (napt. v RGB), pouZijeme vySe zminény
postup pro kazdou barevnou slozku zv1ast. Vysledkem budou 3 matice M®, MS,

MPB, kde jednotlivé sloupce M® odpovidaji vektortim éervené slozky jednotlivych
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snimkii. Stejny princip plati pro zelenou a modrou slozku. Metodami separace pro
barevna vstupni data se bude zabyvat kapitola [3]

Budou-li vSechny snimky stejné, vznikla matice M bude mit vSechny sloupce
stejné — bude mit hodnost jedna. Pokud budou snimky odlisné, ale budou se lisit
pouze v malém mnozstvi pixell, které budou reprezentovat pohybujici se objekt
(napt. auto jedouci po silnici), budou i jednotlivé sloupce velmi podobné a lisit
se budou pouze v pixelech odpovidajicich danému pohybujicimu se objektu. Diky
tomu je mozné odvodit formulaci separace statické slozky (pozadi) od dynamické
(pohybujici se) slozky.

Matici M chceme vyjadrit jako soucet dvou matic, které oznacime L a S. Matice
L by méla reprezentovat statické pozadi, tzn. méla by mit vSechny sloupce identické.
Matice S by méla mit nenulové hodnoty pouze na mistech, kde se pohyboval objekt,
tzn. na mistech, kde se hodnota v daném sloupci liSila od hodnot vétsiny ostatnich
sloupcti. Na zbylych mistech by méla obsahovat pouze nuly.

V této kapitole budou metody separace nejprve vysvétleny na snimcich ve stup-
nich Sedi. V dalsi kapitole bude provedeno rozsiteni téchto metod pro barevné snimky
v RGB prostoru.

2.2 Medianovy filtr

Medianovy filtr je spoleéné s metodami jako prumérovy filtr, min-max filtr, atd.
jednou z nejstarsich a nejcastéji pouzivanych metod pro separaci videa. Prehled
téchto zdkladnich metod je k nalezeni napt. v ¢lancich [26], [8].

Median je hodnota, ktera déli fadu vzestupné sefazenych dat na dvé stejné po-
cetné poloviny. Toho muze byt vyuzito, jelikoz predpokladame, ze sloupce matice
M jsou podobné a lisi se pouze v nékolika mistech odpovidajicich slozce S. Predpo-
kladejme, ze vSechny pixely, které se v ¢ase neméni, patii do pozadi. Dale predpo-
kladejme, Ze jednotlivé pixely maji v nadpoloviéni vétsiné snimki stejnou hodnotu.
Pokud vezmeme prvni fddek matice M, ziskame hodnoty prvniho pixelu jednotli-
vych snimkii. Tedy spocitdme-li median prvniho fadku matice M, ziskame apro-
ximaci hodnoty prvniho pixelu pozadi. Obraz, ktery ziskdame vypoctem mediant
hodnot jednotlivych pixelt vSech obrazi, povazujeme za dostatecné dobry odhad
pozadi L. Dynamickou slozku S spocitame jako rozdil jednotlivych obrazi a pozadi
S=M - L.

Hlavni vyhodou medidnového filtru je odolnost vii¢i extrémnim hodnotam, ktera
vychazi primo z vlastnosti medianu. Navic se jednd o nelinedrni metodu, je tedy
na rozdil od linedrnich metod jako je primérovy filtr schopna lépe zpracovat data
obsahujici odlehlé hodnoty. Dalsi vyhodou je velmi jednoduché implementace, ktera

témeér ve vSech programovacich jazycich zabere jen par radk.
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Bohuzel mé i velké omezeni: Obsahuji-li vstupni data ,priliS mnoho* pohybu-
jicich se objektli, mize nastat, ze pocet obrazkt obsahujicich dynamickou slozku
na urcitém misté vyrazné preroste pocet obrazku obsahujicich pozadi na tomto
misté. V takové pripadé s velkou pravdépodobnosti median ziskany pro jednotlivé
radky jiz nebude odpovidat hodnotam pozadi. Tedy ziskany odhad pozadi bude silné
zkresleny. 7 tohoto divodu se medianovy filtr v praxi pouziva vétsinou dohromady
s dalsimi algoritmy pocitacového vidéni (napf. pro rozpoznavani, detekei a sledovani

objekti) pro zlepseni jejich robustnosti.

2.3 Metoda Principal Component Pursuit (PCP)

Metoda Principal Component Pursuit (PCP) vychézi z tzv. robustni analijzy hlav-
nich komponent (Robust Pricnipal Component Analysis — RPCA ). RPCA je robustni
verze klasické analyzy hlavnich komponent (PCA) [3], coz je statistickd metoda uzi-
vand pro identifikaci vzorct chovani dat. PCA identifikuje v datech vzorce chovani
tak, ze prevede ptivodni soubor proménnych na novy soubor jiz nekorelovanych pro-
ménnych, které se nazyvaji tzv. hlavni komponenty. Soubor hlavnich komponent
je vybran tak, aby mél co nejmensi dimenzi a zaroven aby maximalné vystihoval
chovani puvodnich dat.

Nejprve bude ukazano, jak je mozné klasické PCA aplikovat na problém separace

pozadi ve videu.

2.3.1 PCA pro separaci videa

Jak aplikovat PCA na problém separace videa, je ukdzano v ¢lancich [27], [2]. Me-
toda funguje na principu nalezeni tzv. eigenbackground — jedné se podprostor slouzici
k odhadu statického pozadi jednotlivych obrazti. Pro vygenerovani tohoto podpro-
storu se nejprve z n vstupnich snimk vypocitd primérny snimek a kovarianéni
matice C. Pouzijeme zakladni princip PCA [3] a danou kovarian¢ni matici diagona-

lizujeme pomoci rozkladu na vlastni vektory a vlastni ¢isla:
L =®Co", (2.1)

kde ® je matice vlastnich vektori kovarianéni matice C a L je diagonalni matice
prislusnych vlastnich ¢isel.

Dale je kvtli zmenseni dimenze dat ponechano pouze N nejvétsich vlastnich cisel
Ly a jim odpovidajici vlastni vektory &5 — ty tvori N-dimenzionalni podprostor,
ktery povazujeme za hledané eigenbackground.

Kazdy vstupni snimek M; muze byt poté projektovan do podprostoru @, ¢imz

jsou modelovany statické slozky scény daného obrazu — oznacime je B;. Spocitame-li
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eukleidovskou vzdélenost rozdilu vstupniho snimku M; a jeho modelu pozadi B;,

muzeme pomoci prahu 7" detekovat, kde se ve snimku nachazeji pohybujici se objekty
IM; — B;|l2 > T. (2.2)

Pouzitim dané PCA metody ziskdme odhad pozadi, ale nezjistime zadné infor-
mace o pohybujicich se objektech. Z toho vyplyva prvni omezeni metody — dyna-
micka slozka musi byt mald a nesmi se objevovat na stejnych mistech. Jinak miize
nastat, ze dané pohybujici se objekty budou pridany do pozadi. Dalsi nevyhodou
je velka vypocetni narocnost potiebna pro prepocitavani modelu pozadi vzhledem
k novym vstupnim datim.

7 téchto dtivodi byla snaha PCA metodu zrobustnit, aby si byla schopna poradit
i s extrémnimi pripady dynamické slozky, ¢imz vznikla robustni analyza hlavnich

komponent (RPCA).

2.3.2 RPCA pro separaci videa

Tato a nasledujici podkapitoly zabyvajici se konvexni PCP metodou jsou ¢astecné
41, [2].

RPCA na rozdil od PCA neklade kromé tidkosti zadné dalsi podminky, jak
by méla vypadat dynamicka slozka. Zatimco pro PCA musi byt dynamické slozka
relativné mala, pii RPCA je predpokladano, ze je dynamicka slozka pouze ridka.
Nenulové hodnoty této slozky mohou byt ovSem jakkoliv velké.

Predpoklad pouhé tidkosti dynamické slozky je uzitecény, protoze jak bylo uka-
zéno v podkapitole 2.1, matice vstupnich dat M lze vyjadfit jako soucet ¥idké ma-
tice S s matici L, kterda ma v idedlnim pripadé vSechny sloupce identické — tzn.
rank L = 1. V redlném pripadé bude hodnost vyssi, ale stdle pomérné mala, proto
budeme matici L oznacovat jako nizkohodnostni.

Cilem metody je tyto dvé matice odseparovat. Zapiseme-li dany problém for-

malné, ziskame optimalizacéni tlohu
min rank(L) + [|S||o za podminky L+ S = M. (2.3)

Pocet nenulovych singularnich ¢isel odpovida hodnosti matice. Tudiz chceme-li,
aby matice L méla co nejmensi hodnost, musime minimalizovat pocet nenulovych
singularnich ¢isel dané matice. Toho lze ve vétsiné pripadi dosdhnout pomoci nukle-
arni normy, protoze nuklearni norma urcuje hodnotu souctu singularnich ¢isel dané
matice.

Norma fy ukazuje, kolik je v matici nenulovych prvka. Tedy, aby byla matice

.....
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[1.6| norma ¢, nen{ konvexni problém. Z tohoto diivodu se pokusime tlohu ([2.3)

preformulovat pomoci ¢; normy a nukledrni normy [4]:

min ||L|[. + A||S||1 za podminky L+ S = M. (2.4)

Uloha je jiz konvexni, tudiz jsme ji schopni Tesit pomoci metod konvexni
optimalizace. Nyni je potfeba zminit podminky, které musi vstupni data splnovat,
aby bylo mozné presné odseparovat slozky L a S. Pokud budou dané podminky
splnény, méli bychom byt schopni vytesit, i kdyz hodnost matice L poroste
témeér linearné s dimenzi M a pocet nenulovych ¢isel matice S bude odpovidat

zlomku vsech prvki M.

Predpoklady

Na prvni pohled se zd4, Ze pro vyteseni tilohy musi matice M spliiovat mnoho
predpokladii. Podle [4] tomu tak viibec neni. I kdyz nebudeme znét pocet pohybu-
jicich se objekti nebo jejich pravdépodobny vyskyt, stdle mizeme provést presnou
dekompozici. Staci, kdyz zajistime, aby M nebyla nizkohodnostni a fidka zaroven.

Tedy prvné je potieba zajistit, aby nizkohodnostni prvek L nebyl zaroven ridky.
K tomu budou pouzity tzv. podminky inkoherence. Provedeme-li singularni rozklad
L e R™™.

L=UxXV~*

Potom podminky inkoherence urcené parametrem p zni

12<2 max | Ve
m [

UV </ 25 (2.6

kde r je hodnost matice L a e; je jednotkovy vektor.
Podminky ((2.5) a (2.6]) zarucuji, ze pro malé hodnoty 1 budou singuldrni vektory

L vhodné rozmisténé — jinymi slovy matice L neni ridka.

max |[Ute; = (2.5)
7 n

Dalsi problém muze nastat, pokud ridka matice S bude zaroven i nizkohodnostni.
Proto budeme po tidké matici pozadovat, aby jeji nenulové prvky byly rovnomérné
rozmisténé, jak bylo zminéno v podkapitole [I.2]

Principal Component Pursuit — PCP

Pokud jsou splnény vyse zminéné zékladni predpoklady (hodnost L neni prilis velka

a prvek S je rozumné ridky), plati:

Tvrzeni 2.1. [4] Necht L,,,, spliuje podminky (2.5)),(2.6). Pevné zvolme znamén-

kovou matici L, , a predpoklddejme, Ze nosic () matice S je rovnomérné rozdélen
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mezi vSemi mnozinami o mohutnosti k a Ze sgn([S];;) = X;; pro vsechny (i,7) € .

Pak existuje konstanta ¢ € R takovd, Ze s pravdépodobnosti alespori 1 — en™10 je

resent ilohy (2.4), které nazveme Principal Component Pursuit (PCP), s A = 1/\/n
presné. Tzn. L=LaS=S za predpokladu, Ze

rank(L) < p,npt(log n)™? a k< pgn?,

kde L, S jsou matice ziskané separaci a p,., ps jsou kladné konstanty. V obecném
pripadé, kdy Ly, , je obdélnikovd, PCP s X = 1/\/Tumax uspéje s pravdépodobnosti

alespori 1 — en 10

pokud
rank(L) < ppnminit” (108 Nmax) 2 & k < pymn,
kde nmax = max(m,n) a Ny, = min(m,n).

Tedy matice L, jejiz singuldrni vektory (hlavni komponenty) jsou rozumné rozlo-
zené, muze byt z dat se zcela nezndmym vyskytem pohybujicich se objektu (pokud
jsou ndhodné rozlozené) ziskdna presné s pravdépodobnosti témér jedna. Toto plati
dokonce i pro L s velkymi hodnostmi (fadu n/(log n)?), pokud u neni prili§ velké.

Vyhodou PCP algoritmu je pritomnost univerzalniho ladiciho parametru A. Dosa-
dime-li pti splnéni predpokladt tvrzeni A = 1//Numax do tlohy , uloha zkon-
verguje ke spravnému vysledku separace. Mame tedy univerzalni konstantu, ktera
funguje nezavisle na tom, jaké jsou matice L a S. Spravnost volby A je mozné ove-
rit v dikazu tvrzeni , ktery je k dispozici v ¢lanku [4]. Z tohoto dikazu navic
vyplyvé, Ze A = 1/\/Nimax neni jedind vhodnd volba A. Experimentalnim nalezenim

idedlniho parametru A pro konkrétni tlohy se budou zabyvat dalsi kapitoly.

2.3.3 Algoritmus PCP

Existuje vice moznych algoritmi pro feseni separace nizkohodnostni a ridké matice.
Tato prace se zaméri na metodu vyuzivajici tzv. rozsireny Lagrangeuv multiplikdtor
(Augmented Lagrange Multiplier — ALM). ALM je vyuzit, protoze na rozdil od star-
sich metod, jako je iterativni prahovani nebo metoda akcelerovaného proximalniho
gradientu, dosahuje rychlejsich a presnéjsich vysledkii. Detailnéjsi informace ohledné
danych metod jsou dostupné v ¢lanku [24].

Stale existuje zna¢né mnozstvi algoritmt vyuzivajicich ALM. Piikladem jsou
exact ALM a rychlejsi inexact ALM (dostupné v [24]). V ¢lanku [37] je ukazéno, ze
metoda Alternating Direction Method of Multipliers — ADMM konverguje rychleji
nez inexact ALM. Navic by metoda méla byt odolnéjsi vici sSumu a odlehlym hod-
notam. Proto i v této praci bude jako algoritmus pro vyfteseni ulohy pouzita
pravé metoda ADMM.
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Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM)

Tato podkapitola vychazi z ¢lanku [38] a [37].
ADMM je metoda pro reseni problému typu

min f(x) 4+ g(z) za podminky Ax —z =0, (2.7)

kde x € C", funkce f, g jsou realné a konvexni a A : C" — CP je linearni operator.

Pro vyfesSeni pouzijeme rozsifeny Lagrangian piislusny vysSe zminéné tloze (2.7)):
p
Ly(x,y,2) = f(x) + g(z) +¥' (Ax — 2) + J[|Ax — 2], (2.8)

pricemz p > 0 je penalizac¢ni parametr.

Upravime-li posledni dva s¢itance ve vztahu dosazenim rezidua r = Ax —z,
dostaneme tzv. skdlovany tvar rozsireného Lagrangianu (celé odvozeni je k nalezeni
v [38])

p

Ly(x,u,2) = (x) +9(2) + |+l = £ fjull, (2.9)

kde u =y/p.
Potom $kélovana verze ADMM pro problém (12.7)) vypadé jako nésledujici iteracni
tloha [38].

x*) = arg min (f(x) + gHAX —z0 4 u(i)|’§> (2.10)
20 g min (g(2) + 2% 5w 1)
wltD = @ 4 Ax i+ _ D) (2.12)

V (2.10) bylo mozno vynechat ¢len g(z), protoZe nezavisi na x. Ze stejného duvodu
muzeme vynechat ¢len £||ul|3. Pro vyraz (2.11) plati podobna argumentace.

2.3.4 Proximalni operatory

Podkapitola vychézi z [28], [9]. Vyrazy (2.10) a (2.11)) nelze Fesit piimocare. Proto se
musime, difve nez prejdeme k samotnému algoritmu pro PCP problém ((2.4), sezna-
mit s proximalnimi operatory. Tyto operatory se nékdy pouzivaji k feseni problémi

konvexni optimalizace.
Definice 2.2. Jestlize iloha
o1
arg min [|x — y|[5 + f(y) (2.13)
yeR”

md pro danou funkci f jednoznacné reseni, pak toto Teseni znacime prox;x a ope-

rdtor prox; : R" — R" nazgyvdme proximdlnim operdtorem funkce f.

Poznamka 2.3. Reseni lohy (2.13)) je jednoznacné, je-li f : R™ — (—o0, 00) zdola

polospojitd konvexni funkce s neprazdnym definicnim oborem [28].
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Proximalni operator /; normy

Jak uz bylo vyse uvedeno, k nalezeni ridké matice S bude vyuzita /; norma. Jelikoz
v tloze (2.4) vystupuje ¢; norma spolecné s regularizacnim parametrem A, uvedeme
proximalni operdtor pro pripad f = A||y||1 [9]. Dosazenim do definice ([2.13|) dosta-
vame

1
proxy ., (x) = arg min 5lx = ylI3 + Myl

a rozepiseme-li normy po slozkach, ziskame

Y (@i =)+ A |wil-
=1

i=1

N | —

prox, ., (x) = argymin 9(y), gly) =

Funkce ¢(y) je konvexni a parcidlné diferencovatelna podle y; vSude kromé bodu
y; = 0. Jeji minimum nalezneme tak, ze spoc¢itame jeji derivaci a polozime ji rovnu
nule. Postupujeme-li takto na jednotlivych intervalech [9], dojdeme k vysledku

yi = ’%“ max(|z;| — A, 0) (2.14)
T

platicimu pro vSechna nenulovd x;. Funkci (2.14) nazveme mékké prahovdni nebo

také soft thresholding a oznacime ji

soft = y; = |x| max(|zi| — A, 0). (2.15)
L
Proximalni operator nuklearni normy

Druhou normou, kterd se v tloze (22.4]) vyskytuje, je nukledrni norma. Jak bylo difve
receno, nuklearni normu je mozné nahradit ¢; normou singularnich ¢isel. Vyuzijeme

jiz ziskané funkce (2.14) pro ¢; normu, ¢imz ziskdme operator nuklearni normy
sviA(X) = prox, . (X) = Y softy(o;)u;v, (2.16)
i=1
ktery nazveme singular value thresholding — SV'T.

Odvozeni algoritmu PCP

Nyni staci odvodit algoritmus pfimo pro tlohu PCP. K tomu vyuzijeme jiz diive

zminény rozsiteny Lagrangian. Ten pro problém (2.4) vypada nasledovné [4]
Lu(L,8,Y) = L.+ AIS[: + (Y. M~L-8) + [[M-L -S|}, (217)

kde Y je tzv. Lagrangeuv multiplikdtor.

Nyni upravou poslednich dvou ¢lent vztahu (2.17)) ziskame jejich skalovany tvar.

7 0 7
(Y, M—L-8)+5M-T 8|3 = 5 IM -1 -5+ Y/ull - £y /ul. (2.18)
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Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze M, L, S a Y jsou vektory (matice lze
vektorizovat). Ozna¢ime-li R = M — L — S, tak plati

I 1 1L 1
§HR +Y/pll2 — EHY/qu = §<R +Y/u, R+Y/p) — §<Y/M,Y/u>

= 5 (RR) + (R.Y /) + (Y /1, R) + (Y, Y /1)) = 50¥ /1, Y /)

7 2 7
=5 (IR 2R ) = SIRIE R

Predposledni tprava je korektni, protoze pro skalarni soucin v realném oboru piimo
z definice plati (u, v) = (v, u) a (\u,v) = A\ u,v). Jelikoz Frobeniova norma odpovida
¢ normé, vztah je korektni.

Skélovany tvar daného rozsfieného Lagrangianu je nasledovny:

Lu(L,S.Y) = L] + A8+ SIM =L =S+ Y/ull, = S1Y/ullo. (2:19)

Odtud ziskame skalovany tvar ADMM pro PCP problém (2.4

LD — arg min (51M = L -89 + YO /) + L. (2.20)
L

SO+ — arg min (SIM - LO) =S+ YO uE+ AISIL)  (2:21)
S

Y+ — y@ 4, (M N CES S("“)) , (2.22)

Vsimnéme si, ze vyraz (2.20) pripomind proximalni operator nuklearni normy
1
prox, (x) = arg min 5 [x — ylly + [y (2.23)

Dosazenimy = L ax =M — SO + Y® /4 do vztahu (2.23)) ziskame tvar

prox . (M — S® +Y®/;) = arg min §||M —L—SD 4+ YD /)2 +||L||,. (2.24)
L

Vydélime-li vyraz (2.20) konstantou p, dostaneme stejny tvar jako v rovnici (2.24)).
Toto déleni mtizeme provést, protoze se zméni pouze hodnota minima, ale vysledek
zustane nezménén. Pouzitim rovnice ([2.16)) plati

L = svta (M = 8@ + Y0 /p). (2.25)
I
Vyraz (2.21) tentokrat pripominéd proximélni operator ¢; normy

1
proxy., (%) = arg min 7 x — vz + Ayl (2.26)
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Obdobné dosazenim y = S a x = M — L) +Y® /;; do vztahu a vydélenim
vyrazu konstantou p, dostavame stejné tvary. Pouzijeme-li rovnici , tak
plati

S = soft (M —LO 4 Y0 /). (2.27)

Pomoci vyse odvozenych vyrazi ziskavame algoritmus PCP [4].

Algoritmus 1: Principal Component Pursuit (PCP)

inicializace: So = Yo =0, p > 0;

while |M — Ly — Sg11||lr > 9[|M||r do
Ly = SVti (M — Sk + Yy/1);
Sii1 = soft% (M =Ly + Yy /p);
Yiir =Y+ p (M = Lgig — Spqa);

end

Vysledek: L, S

Parametr ¢ v algoritmu [I|udéva, pfi jaké dosazené presnosti se algoritmus zastavi.

Jak tento parametr zvolit bude rozebrano v dalsich kapitolach.

2.4 Nekonvexni RPCA

Jak bylo ukédzano v minulé kapitole, RPCA formuluje problém separace jako
min rank(L) + [|S|lo za podminky L+ S =M. (2.28)

Minimalizaci hodnosti matice L je mozné z divodu zjednoduseni vypoctu prevést
na minimalizaci nuklearni normy L. Protoze £y norma je nekonvexni problém, byla
v PCP metodé tato norma prevedena na jiz konvexni ¢; normu. Takto vzniklou
tlohu uz jsme schopni rozumné vyTtesit, ale za cenu méné presné separace.

V idedlnim pripadé bychom tedy chtéli byt schopni vytesit primo tlohu
min ||L||. + [|S|lo za podminky L+ 8 = M. (2.29)

Pokud neni mozné spocitat pifimo ¢y normu, bylo by vhodné vyzkouset jiné nekon-
vexni normy ¢,, kde p € (0,1). S feSenim tohoto problému pro ¢,, kde p € (0,1),
ptisel R. Chartrand v ¢lanku [6]. V tomto ¢lanku navic predstavil moznost regula-
rizace Tidké slozky, kterd je uzitecnd, jsou-li vstupni data silné zasuména.

Nejdrive je potreba objasnit zakladni matematické pojmy, které jsou pouzity

k formulaci nekonvexniho algoritmu RPCA tlohy.
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2.4.1 Zakladni pojmy
Huberova funkce

Tuto funkei poprvé predstavil P. J. Huber v roce 1964 v ¢lanku [I5]. Jedna se
o ucelovou funkci pouzivanou k regresni analyze pfevazné pro svoji odolnost vici
zasuménym datim a odlehlym hodnotam.

Huberovu funkei znacime h,(x) a definujeme nasledovné

i <
ho(z)=1{ % ol < (2.30)

2] =& =] = .

Funkece je kvadraticka pro malé hodnoty x, ¢imz je vice robustni vii¢i Sumu, a linearni
pro vétsi hodnoty x, ¢imz je vice robustni vii¢i odlehlym pozorovanim. Parametr p

potom urcuje prah, kdy je funkce linedrni a kdy kvadraticka.

Moreauova obalka

Moreauova obdalka ([36], [I]) je ndstroj casto pouzivany v optimalizaci, protoZe po-

moci Moreauovy obalky lze ziskat k nehladké funkci jeji hladkou aproximaci.

Definice 2.4. [36] Moreauva obdlka funkce f : 7 — R s parametrem [ je funkce
18 definovand jako

yeH

) 1
fP(z) = inf {%Ily —z|*+ f(y)} (2.31)
kde 7 znaci Hilbertiv prostor.

Moreauova obalka ma mnozstvi uzitecnych vlastnosti — je redlné, konvexni a spo-
jita. Jak jiz bylo feceno, f? je hladkou aproximaci f. Navic ¢im je parametr 5 mensi,
tim je Moreauova obdlka f” blize k piivodni funkci f. Tedy f” konverguje k f pro

f — 0%, Dikaz, Ze zminéné vlastnosti plati, je k nalezeni v knize [I].

Legendre—Fenchelova transformace

Legendre-Fenchelova transformace ([I], [6]) je matematickd operace, kterd zobra-
zuje funkci na jeji konvexni sdruzenou funkci. Tato transformace zobrazuje funkci z
jejiho ptivodniho definiéniho oboru do duélniho prostoru, kde jsou role proménnych
obraceny.

Pouziva se zejména v konvexni analyze a optimalizaci, protoze poskytuje zptsob,
jak transformovat nekonvexni funkce do jejich konvexnich konjugaci, se kterymi je

casto snazsi pracovat.
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Definice 2.5. [6] Je ddna funkce f : R™ — R, jeji Legendre—Fenchelova transfor-

mace f*: R® = R je redind funkce rozsivend o {—o0, 00} definovand jako
Jr=maxx-y— f(z) (2.32)

a bikonjugace f je f** = (f*)*.
Zajimavosti této transformace je, ze pro spojitou f plati, Ze je rovna svoji bikon-

jugaci f = f ([6]).

2.4.2 Odvozeni nekonvexni metody

Nésledujici podkapitoly zabyvajici se nekonvexni metodou vychazi prevazné ze ¢lanku

[6].
Konvexni pFipad /;

V této podkapitole se budeme blize zabyvat pouzitim konvexni ¢; normy. Ukazané
vztahy budou potteba v dalsi podkapitole ve které bude ukazano, ze je mozné
tyto vztahy zobecnit tak, aby se daly pouzit i pro nekonvexni [, normy.
Zjednodusime-li PCP (konvexni) problém tak, ze zvolime pevné L a pod-
minku M = L 4 S nahradime vyrazem zarucujicim vérnost dat, ziskdme jednodussi

problém:
, 1
H,1(T) := m§n||5||1+ﬂ\|S—T||%, (2.33)

kde p > 0. Jelikoz je funkce H,,; separabilni [6], mizeme tlohu (2.33) Fesit zv1ast
po slozkach. Tedy H,,1(T) = 32, ; h, 1 (t;;), pricemz

1
() = min |s| + o-|s — ¢ (2.34)
s I

Funkce zadefinovand pomoci (2.34) je Moreauovou obélkou funkce | - |. Zaroven je
h, ;(t) proximalnim operatorem | - |, tudiz feseni tlohy (2.34)) je jiz zminéné mékké

prahovani
t
6
Dosadime-li do ([2.34)) FeSeni ([2.35]) ziskané pro s, dostaneme piimé Feseni pro t.
Pro piipad [t| < p je s =0, tedy h,,1(t) = 5,[t[*. Pokud je [t| >y > 0, tak g =1
By (6) = (16— )+ 10— ) — R =t~ ot ] P =t
Tedy Teseni funkce t definované pomoci ([2.34)) je

s* = soft,(t) := max{0, [t| — u} (2.35)

2 t| <
hy(t) = > o< & (2.36)
t[ =5 [t]=p

Ze vztahu (2.36)) je rovnéz viditelné, ze toto feSeni je Huberova funkce.
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Zobecnéni pro nekonvexni pripady

Nyni bychom chtéli najit zobecnéni , které by umoznovalo pouziti nekonvexni
optimalizace a zaroven bylo stale efektivné Tesitelné.

Zpusob zobecnéni problému pro nekonvexni ptripady, ktery by kazdého hned na-
padl, je pouzit namisto ¢; normy nekonvexni /,, 0 < p < 1 normu. Tento pfistup
byl zvolen v ¢lanku [I8]. Bohuzel feseni takového problému jiz nebude ddno pomoci
mekkého prahovani. Navic by bylo mozné toto feseni zapsat explicitné pouze pro
vybrané hodnoty p. Z tohoto divodu bude zvolen jiny pristup.

Zkonstruujme nekonvexni funkci g tak, ze optimaliza¢ni problém
1
min g(s) + —|s — t|? 2.37
ing(s) + 515~ (2.37)

lze vyfFesit zobecnénim mékkého prahovani ([2.35)). Nésledné zobecnime Huberovu
funkci:

[t e

by (t) = { 2 [t} < pz (2.38)
Hsp |t]P 5 |t’ > ,uzip
p — )

kde § = (% — %),uﬁ je dopocitano tak, aby h,, ,(t) byla spojitou funkef se spojitymi

prvnimi derivacemi pro vsSechna p € R. Specialné pro pripad p = 0 dodefinujeme
funkei tak, Ze [t[? chapeme jako log(|t]) a § = 8£=L,

Nyni bychom potiebovali vyjadrit h,, , jako Moreauovu obalku funkce g, ,,, stejné
jako je (2.34) Moreauovou obalkou (12.36|) pro pripad p = 1. Funkci g,, ,, zadefinujeme
jako

s|” |- ?

o + 18up(s) = <2 - Mh;w) (s), (2.39)

kde * znac¢i Legendre-Fenchelovu transformaci.

Dale zkonstruujme funkci £, ,(t) := % — pthy, (), kterd je pro p < 1 konvexni.

Jelikoz je £, , spojita, je rovna svoji bikonjugaci

ok | i |2 ' |S|2
f.p(t) =1£,(t) = <2 + pigup | (t) =maxs-t — o 1Ep(S). (2.40)

Z vyse uvedené¢ho vztahu f, , = £} ziskdvame rovnici

s|? t|
maxs - t— o 18up(S) = o pihy, (). (2.41)
Vyjadienim h,, ,, z této rovnice ziskdme poZadovanou Moreauovu obalku funkce
8u.p .
h,,,(t) == ming,,,(s) + ﬂ|s —t% (2.42)

Toto zobecnéni bylo provedeno na vektorech. Nyni funkci g, rozsifime i pro

matice.
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Definice 2.6. [6] Necht je g,,,, ddino vztahem (2.39)), pak penalizacni funkci

Gp(S) = Z 8up(S) (2.43)

prvky s matice S

nazveme proximdlni p-norma matice S.
S mize byt vektor, matice nebo vicerozmérné pole.

Poznamka 2.7. I kdyZ jsme funkci G, pojmenovali proximalni p-norma, ve sku-
tecnosti se jedna spis o pseudonormu, protoZe nemusi splnovat predpoklad pozitivni
homogenity. Ostatni predpoklady normy funkce spliiuje, protozZe je G, prop <1
radidlni, rostouct, nezdpornd, nehladkd, spojitda a splnuje trojihelnikovou nerovnost.

Diikaz dangch vlastnosti je k dispozici v clanku [6].

Nyni vyjadiime FeSeni proximélniho operatoru ziskaného vztahem (12.42)). Jedna
se 0 p-mekké prahovani
* —1 t
s* = soft],(t) := max{0, [t| — u[t|’ }m (2.44)

Z vyse uvedenych vztahi je zfejmé, ze funkci g, ,(t) nelze zapsat explicitné.

Explicitni vyjadreni je mozné pouze pro nékolik vybranych hodnot p napft. p = %
Tento fakt neni omezujici, protoze staci, ze jsme schopni efektivné spocitat proxi-

malni operator g, , pomoci p-mékkého prahovani.

2.4.3 Nekonvexni ADMM algoritmus

Nyni je mozné preformulovat problém ([2.4]) na nekonvexni tilohu

min G,p(0(L)) + AG,,(S) za podminky L+ S =M, (2.45)

kde o(L) je vektor singuldrnich ¢isel matice L.

Pro pouziti ADMM metody je potieba ziskat rozsifeny Lagrangian tlohy (2.45).
Toho dosahneme uvolnénim podminky L + S = M a pridanim Lagrangeova mul-
tiplikatoru Y

1
in Gp(0(L) 4 AGyy(S) + 5 IM - L =S — Y. (2.46)

Abychom ziskali jednotlivé kroky ADMM algoritmu pro dany Langrangian, po-
stupné zvolime jednotlivé proménné pevné a vyresime tlohu pro zbylé.

Zvolme L pevné. Diky drive zvolené konstrukei je feseni pro S p-mékké prahovani

S = softh, (M —L" —Y"). (2.47)
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Déle zvolme S pevné. Potfebujeme minimalizovat o(L). Tato minimalizace muze
byt vlozena dovniti SVD rozkladu (dikaz v [6]). Tedy

L™ = Usoft? (£)V*, kde ULV* = M — 8" — Y™, (2.48)
Nakonec podle ADMM metody dopoc¢itame Lagrangetuv multiplikator
Yn+1 — Yn + Sn+1 T Ln+1 . M. (2.49)

Algoritmus pro nekonvexni RPCA separaci vypada nasledovneé:
Algoritmus 2: Nekonvexni RPCA
inicializace: Ly =Yy =0, 4t >0, 0<a<1,0<p < 1;
while |M — Ly — Sgi1|lr > 0[|M||r do
S™+! = soft), (M — L™ = Y");
Lt = Usofth (Z)V*, kde ULV* = M — 8" — Y™
Yyntl — yn + Sntl + | R M;
= a;
end
Vysledek: L, S

Parametr § v algoritmu [2] udévé, pii jaké dosazené presnosti se algoritmus zastavi.

V kazdé iteraci je parametr p zmensen na sviij nasobek s konstantou 0 < a <
1, dokud nedosdhne své dolni meze. Jak tyto parametry a dolni mez zvolit bude
rozebrano v dalsich kapitolach.

Nevyhodou tohoto nekonvexniho algoritmu je, ze jsme schopni dokézat jeho kon-
vergenci pouze pro p = 1. Pro ostatni nekonvexni pripady toho schopni nejsme.
Empiricky ale bylo v ¢lanku [6] vyzkouseno, ze algoritmus zkonverguje pro Siroké
spektrum vstupnich dat. Pouze pro pripady, kdy je p < 1, muze nastat, ze pokud je
algoritmus blizko ke konvergenci, za¢ne mirné oscilovat. Ale i tyto ojedinélé pripady
bylo v [6] moZzné vytesit, pokud v p-mékkém prahovani bylo nahrazeno |t|?

vyrazem (ﬁ)p.

2.5 Metoda dynamickych modi (DMD)

Metoda dynamickych modia (Dynamic Mode Decomposition), kterou budeme ozna-
covat zkracené DMD, je matematickd metoda zalozena na Koopmanové analyze,
kterd se pouziva pro analyzu a predpovéd chovani komplexnich systémi. DMD prvné
predstavil Peter Schmid v roce 2010 [31] jako néstroj pro analyzu proudéni tekutin
v hydromechanice. Diky své schopnosti poradit si i s velmi slozitymi systémy, které
ani ¢asto nejsme schopni popsat rovnicemi, se v dnesni dobé pouziva v mnozstvi
odvétvi jako je napr. neurovéda, finanéni trhy, klimatologie, inzenyrstvi a dalsi [25],
[34], [19].
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Zakladni myslenkou DMD je aproximovat slozitou dynamiku systému linearnim
DMD tyto mody a jim odpovidajici frekvence ziskava z méreni ukazujicich chovani
tohoto systému v pribéhu casu. Néslednou analyzou dominantnich modia ziskame
predstavu o dynamice daného systému, a dokonce miizeme predvidat jeho budouci
chovani. Bavime se ale pouze o velmi blizké budoucnosti, protoze v obecném pripadé
se nepresnost ziskana DMD rozkladem s postupujicim ¢asem exponencidlné zvétsuje.

Od svého prvniho predstaveni byla DMD metoda predmétem rozsahlého vy-
zkumu a vyvoje. Diky tomu byla navrzena nova rozsiteni zakladni metody, ktera se
lépe hodi pro specidlni priklady systémt a dat. Nékterd tato rozsiteni budou déle
probrana detailnéji. Stejné tak byla metoda zkombinovana s jiz zndmymi metodami
jako je mapt. Proper Orthogonal Decomposition [23] pro zvysSeni jeji vykonnosti
a pouzitelnosti.

Obecné mize byt fe¢eno, ze DMD metoda je dilezitym nastrojem v mnoha od-
vétvich nejen diky své schopnosti diagnostikovani a predvidani chovani komplexnich
systémii, ale muze byt pouzita i pro Tizeni téchto systému a jejich optimalizaci.

Cela tato podkapitola je zalozena prevazné na zdrojich [19], [32], [7],[31] a [11].

2.5.1 Formulace

Metoda DMD se typicky pouziva pii problémech, které se daji popsat nelinearnim
dynamickym systémem
((1;; =f(x,t,p), (2.50)
kde x(t) € R™ je vektor odpovidajici stavu daného dynamického systému v case ¢,
p obsahuje parametry prislusného systému a funkce f odpovida dynamice systému.
Typickym prikladem vyse zminéného je systém obycejnych nebo parcialnich diferen-
cialnich rovnic. Taktéz miuize nastat situace, kdy nejsme schopni dynamiku daného
systému vyjadrit, protoze rovnice, které by ji popisovaly, nejsou zndmé. Jedna se
napt. o tak slozité systémy jako jsou pochody v mozku nebo pohyb oceanu. Pro
takovy systém tedy nelze najit exaktni feseni a je nutno vyuzit numerickych metod.
Proto spojitou funkci f vyjadiujici dynamiku diskretizujeme jak v prostoru, tak
v Case, pricemz zavedeme cCasovy usek At a diskretizujeme v kazdém At. Tedy

xi, = x(kAt). Ziskdme tak diskrétni vyjadreni systému:
Xk+1 = F(Xk), (251)

kde F je dynamika nyni diskrétniho systému ziskana diskretizaci ptivodni dynamiky

f v casech t, = kAt a ve vybranych bodech prostoru.
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Poté v danych casech ty, k = 1,2,...,n provedeme n méreni. V nasem pripadé
budeme ziskand méreni povazovat primo za stav systému. Stavovy vektor x je m-
dimenzionalni a vznika diskretizaci systému na jednotlivé prostorové c¢asti — jedna
se o jednotliva mista, ve kterych je méreni provadéno. Pridame-li k systému ([2.51])
pocatecni podminku x(ty) = xg, ziskdme vhodné definovanou pocatecni ilohu.

Metoda DMD pristupuje k feseni tohoto problému s predpokladem, ze dynamika
F nemusi byt znama. Navic namisto uziti rovnic hleda reseni pomoci aproximace

tzv. Koopmanova operdtoru.

2.5.2 Koopmaniv operator

Koopmantiv operator je velmi ¢asto pouzivany operator v mnozstvi odvétvi. Jedné
se napt. o fyziku, biologii nebo inzenyrstvi a to prevazné pro svoji schopnost mode-
lovat a analyzovat komplexni systémy. Je jedineény prevazné tim, Ze operuje na ce-
Iych funkcich namisto jednotlivych bodi v prostoru a ¢ase. Tim umoznuje zachytit
chovani slozitych systémi, které zatim nejsme schopni pochopit pomoci tradi¢nich
metod.

Ozna¢me namérené hodnoty systému jako y = g(x), pfi¢emz g je zatim neznamy
vektor funkci. Dynamiku nelinearniho systému F timto aproximujeme na dynamiku
namétenych hodnot g(x). Nyni zavedeme zobrazeni K popisujici vyvoj namétenych

hodnot v jednotlivych ¢asech t;. Tim ziskdame:

g(rry1) = Kg(ar) = g(F(xr)). (2.52)

7 uvedeného vztahu snadno dokazeme, ze K je linearni operator, protoze splnuje
K(c1g(xy) +c28(yr)) = c18(Xp+1) +28(yir1) = c1Kg(xy) + 2 Kg(yx) pro jakékoliv
dvé konstanty ci, ¢ a stavové hodnoty x,y. Prvni rovnost ve vyse uvedeném vztahu
plati, protoze operator K prevadi data o At do budoucnosti. Tzn. ze konstanty
c1,¢c2 budou stejné i v ¢ase (k + 1)At a soucet g(xx) + g(yx) predstavuje soucet
namérenych hodnot v ¢ase kAt, tedy prevedeme-li dany soucet o At do budoucnosti
ziskdme soucet naméfenych hodnot v case (k + 1)At @ g(Xx41) + g(Yr+1). Operédtor
K budeme nazyvat Koopmaniv operdtor.

Vyse zminény postup, kdy jsme stavovy vektor x nahradili vektorem namérenych
hodnot g(x), 1ze chépat jako vloZeni dynamiky stavového vektoru do ekvivalentni
dynamiky namétrenych hodnot. Tedy nelinearni dynamika F v x byla prevedena
na ekvivalentni linedrni dynamiku v g(x). Zaroven byl dany koneény nelinearni
systém preveden na nekonecny linedrni systém.

Linearizaci je mozné provést i jinym zpiisobem. Napf. obsahuje-li systém neli-
nearni polynomy, mizeme pridat i polynomické prvky a definovat g(x) jako prvek

obsahujici x a vyssi mocniny x. Tato linearizace se nazyva Carlemanova. V praxi
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neni pouzivand tak casto jako Koopmanova, protoze casto vede k divergencim —
neschopnosti uzaviit dany systém.

Muzeme tedy tict, ze Koopmantiv operator je linearni operator v nekonecné roz-
mérném prostoru funkei. Pokud méme diskrétni dynamicky systém zj1 = F(zy),
kde x je stavovy vektor a F dynamika systému, pak Koopmaniv operator trans-
formuje funkci popisujici stav systému v ¢ase t, na funkci popisujici stav systému
v ¢ase tgy1:

Kg(zy) = g(axs1). (2.53)

Nyni miizeme prejit k vyuziti tohoto operatoru v tzv. Koopmanové analyze. Jejim
cilem je ze stavovych dat systému najit vektor funkei g (Casto se jednd o identitu,
tedy ziskané hodnoty odpovidaji pfimo hodnotam ziskanym pii méreni daného sys-
tému g(x) = x) a vyjadrit ji pomoci Koopmanovych modu a vlastnich éisel.

K tomu nejdrive, za predpokladu, ze Koopmaniiv operator je reprezentovan ¢tver-
covou reguldrni matici, provedeme rozklad Koopmanova operatoru na vlastni vek-
tory a vlastni ¢isla:

Kcj(x) = N\j¢j(x), 7=1,2,... (2.54)

Déle mohou byt hodnoty g vyjadieny obecné pomoci Koopmanovych vlastnich

funkei ¢; jako:
g(x) = Z cj(x)(pj, (2.55)
i=1

kde ¢;, j = 1,2... jsou vektory vhodnych koeficientii. Dédle je budeme oznacovat
jako Koopmanovy mody.

Pro dalsi krok predpokladejme, Ze vSechny slozky g nalezi do linearniho obalu
vlastnich funkci ¢;. Pak uzitim predeslého vztahu a definice Koopmanova

operatu (2.52)) muzeme napsat:
g(xr) =D Aej(x0) ;. (2.56)
j=1

Tedy c;(x0) je pocateéni koeficient ziskany z pocatecniho stavu a Koopmanova
vlastni cisla \; urcuji jakou frekvenci kazdy Koopmaniv mod mé a jak se jeho
velikost méni v cCase.

Budeme-li predpoklddat, Ze dynamika systému je linearni, tzn. lze napsat F(x) =
Ax, poté se da snadno ukazat, ze vlastni cisla matice A jsou zaroven vlastnimi
¢isly Koopmanova operatoru. A jsou-li navic namérené hodnoty rovny stavovym:
g(x) = x, pak Koopmanovy mody ¢; odpovidaji pfimo vlastnim vektortim matice
A (je ukazéano v [30]).
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2.5.3 Odvozeni DMD

Koopmanova analyza je dulezitd pro DMD, protoze tento algoritmus z kone¢ného
mnozstvi namérenych dat aproximuje Koopmanovy mody a vlastni ¢isla, ¢imz po-
skytuje casoprostorovou dekompozici danych dat. DMD lze povazovat za variaci
Arnoldiho algoritmu. Jedna se o numerickou metodu pouzivanou pro hledani apro-
ximace vlastnich ¢isel a vektorti matice.

Algoritmus DMD byl puivodné navrzen s predpokladem, ze data jsou namérena
v pravidelnych casovych intervalech. Prikladem je i nas problém separace ve videu,
jelikoz snimky videa jsou porizeny se stejnym casovym rozmezim. OvSsem v dnesni
dobé jiz existuji vylepseni zdkladni DMD metody, ktera dokazou pracovat i s daty
z nepravidelného méreni.

Soustredime-li se pouze na zakladni verzi DMD, tak data maji dva hlavni para-
metry:
m — pocet bodu v prostoru, ve kterych probiha meéreni
n — pocet provedenych méreni

Nasledné z dat vytvorime dvé matice:
X]_:[Xl X2...Xn,1], X2:[X2 X3Xn]

Tedy prvni matice obsahuje prvnich n — 1 méreni a druha poslednich n — 1 méteni.
Nésledné chceme najit linedrni operator A, (jednd se o aproximaci Koopmanova

operatoru), ktery prevede data o At do budoucna

Operator A hledame ve smyslu metody nejmensich ¢tverct || Xe — AXy||p, kde ||.||¢

je Frobeniova norma. Potom fesenim je:
A - X2X1+, (258)

kde X; T zna¢i Moore-Penroseovu pseudoinverzi.

Pro dalsi praci je dobré mit na paméti, ze pro obé matice X7, X5 bude vétsinou
platit m > n, neboli maji mnohem vice radkt nez sloupcii. Toto chovani lze ukazat
i na nasem prikladu videa, kdy pocet pixeli v jednotlivych snimcich je mnohem vyssi
nez celkovy pocet snimku (omezime-li se na videa dlouhd okolo minuty se standard-
nim poé¢tem snimku za sekundu). Pokud bychom v takovém piipadé provedli pfimo
A = X3X; " nasobime dvé ,,dlouhé” obdélnikové matice a vysledkem ndsobeni bude
,obrovska” matice m x m, ktera kompletné ignoruje fakt, ze vétsina dynamickych
systému vykazuje nizkohodnostni chovani. Navic spocitat rozklad na vlastni ¢isla
takto velké matice bude vypocetné narocny tkol.

Dalsi moznosti pro vypocet A je pouzit QR rozklad (ptiklad uziti v [31]). Ten se

ale v praxi casto ukazuje jako Spatné podminény algoritmus a navic je ¢asto schopen
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extrahovat pouze prvni dva dominantni mody. To plati zejména obsahuji-li data Sum
nebo pokud obsahuji mnozstvi nepresnosti. Proto radéji pouzijeme postup poprvé

navrzeny v [31], ktery bude rozebrén v dalsi podkapitole.

2.5.4 DMD algoritmus

Nejprve provedeme singuldrni rozklad matice X4
X; =U0UXvVH, (2.59)

kde V* je hermitovskd transpozice matice V.

Jelikoz predpokladame, Ze dynamicky systém obsahuje nizkohodnostni struk-
turu, provedeme redukci dimenze na hodnost r, kterou volime podle daného systému.
Tedy U € C™*". L € C™*" a V € C" ", Timto krokem se omezime pouze na r
dominantnich slozek, které Tidi chovani systému a ostatni nebudeme brat v tvahu.

Pak pseudoinverzni matici X3 vyjddifme pomoci SVD rozkladu (jak bylo uka-
zéno v podkapitole nésledovné

X;T=vI U (2.60)
Poté plati
A =X,V U~ (2.61)

Abychom snfZili vipocetni naroky, je vyhodné poéitat s matici A, kterd je r x r
projekci matice A na POD (Proper Orthogonal Decomposition [23]) mody. Jejich

uziti v mnoha aplikacich umoznuje snizit dimenzi dat a odstranit redundance. Tedy
A =UAU =UX,Vz L (2.62)

Poté matice A definuje nizkohodnostni linedrni model daného systému na v POD
prostoru
Xpi1 = A%y, (2.63)

Chceme-li se vratit zpatky na model s vyssi dimenzi, staci pouzit:

Nyni spoc¢itame rozklad na vlastni ¢isla matice A. Rozklad je mozné provést,
protoze matice A je zcela jisté ¢tvercova a jsou-li vSechna singularni ¢isla v matici

2 nenulova, tak je i regularni.

AW = WA, (2.65)

kde A je diagondlni matice vlastnich ¢isel (budeme je nazyvat DMD vlastni c¢isla) a

W je matice ptislusnych vlastnich vektort. Tedy

AU = UA = UWAW L,

39



Vyraz vynasobime zprava matici W
AUW = UWA

a oznacime ® = UW, pak
AdD = PA,

kde @ je matice hledanych DMD modt. Mody ziskané jako ® = UW se nazyvaji
projektované DMD mody. Tyto mody jsou dostatecné pro pouziti, pokud nehledame
nenulovy mod pattici nulovému vlastnimu ¢islu A\, = 0. Je-li cilem uziti DMD zkon-
struovani matematického modelu chovani systému, je potfeba znat vsechny mody
patiici k nulovému vlastnimu ¢islu. Tyto mody vétsinou vyjadruji stacionarni cho-
vani systému a jejich vynechanim muzeme zpusobit znacné nepresnosti v predikcich
chovani. V takovém pripadé musime pouzit tzv. exaktni DMD mody, které ziskame
jako

& =X, Vi 'w. (2.66)

Tyto mody se nazyvaji exaktni, protoze bylo v [13] dokédzano, Ze se jednd o presné
vlastni vektory matice A. Pokud se nejedna o vyse zminény ptripad nulového vlast-
niho ¢isla, kdy je potfeba pouzit presné mody, budeme pouzivat projektované mody.

Pro ucely predpovidani ¢asové dynamiky systému prevedeme DMD mody na jiné,

které autori [11] nazyvaji Fourierovy mody:
In(};)
_ 2.67
w] At ) ( )
kde A; jsou DMD vlastni ¢isla a At je casovy krok At = t;,4 — t;. Protoze DMD

vlastni ¢isla \; jsou obecné komplexni, logaritmus komplexniho ¢isla spocitame v po-

larnich soufadnicich. Tedy komplexni &fslo z = z + iy pfevedeme na z = |z]el?
a In(|z]e”) = In|z| + i¢. Pak redlnd ¢dst w; reguluje rist a pokles modi, zatimco
imaginarni ¢ast w; urcuje oscilaci téchto modi.

S vyuzitim aproximace vlastni ¢isel ve formé Fourierovych modt a uzitim DMD
modl muzeme zkonstruovat feseni v jakémkoliv ¢ase ¢ po ziskani prvniho vektoru

x; v ¢ase t; = 0. Tedy pro t > t; = 0 plati
Xpump(t) =D bjpe' = @b, (2.68)
j=1

kde @ jsou DMD mody, €2 je diagonalni matice na jejiz diagonale jsou Fourierovy
mody w; a t je ¢as, ve kterém nds zajima chovani dat. Jediny neznamy vyraz, ktery
zde vystupuje, je vektor pocatecnich koeficientt b. Ten je mozné spocitat z poca-
teéniho méreni x; v case t; = 0. Tedy x; = ®b, protoze z exponencialniho ¢lenu
se stala jednotkovd matice. Jelikoz je matice ® v obecném ptipadé obdélnikova,
pouzijeme opét pseudoinverzi:

b =®"x;. (2.69)
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Vysledny algoritmus je tedy nasledovny.

Algoritmus 3: Dynamic Mode Decomposition (DMD)

1. SVD rozklad: X; = ULV,

. Vybér r a ndsledné redukce dimenze na U € C™*" L € C™*", 'V € Cn1x7,
. Projekce A na A: A = U*X, VI,

. V{pocet vlastnich ¢isel A: AW = WA;

. Uréeni DMD modt: ® = X, VI~'W;

. Vypocet Fourierovych modu: 2 = %;

. Ziskani pocatecnich koeficientt b: b = ®x;;

O J O O b= W N

. Dosazeni do feSeni: Xpyp(t) = Y7, bjp,e;

Tento algoritmus je ovsem pouze zakladni variantou DMD. Protoze poptavka
po zpracovani dat z velkych systémii je ¢im dal vétsi, vyvijeji se vylepseni tohoto
zakladniho algoritmu. Tato vylepSeni dosahuji pro specialni pripady systému lepsich
vysledkii.

Mame-li napt. model, o kterém vime, Ze je silné nelinearni, nemusi byt linearni
aproximace pomoci DMD dostatecna. V takovém ptipadé je lepsi pouzit tzv. roz-
girené DMD (extended DMD). Potfebujeme-li co nejpresnéjsi vysledky pii analyze
pouze malého mnozstvi méreni, je vhodné pouzit tzv. presné DMD (exact DMD).
Tato metoda se pouziva prevazné, kdyz vime, Ze nase data neobsahuji témeér zadny
sum. DMD je mozné pouzit i pro optimalni fizeni systému. V takovém pripadé exis-
tuje tzv. DMD s rizenim (DMD with control). Vyse zminéné metody jsou podrobnéji
rozebrany v [32].

V neposledni tadé existuje tzv. Multiresolution DMD, které mize byt pouzito
napr. pro rozklad videa na vice slozek podle jejich dynamiky. Tato metoda bude

podrobnéji rozebrana v podkapitole [2.6]

2.5.5 DMD pro separaci videa

Jak uz bylo dfive zminéno, data ve formé videa jsou vhodna k uziti DMD, pro-
toze jednotlivé snimky jsou rovnomérné rozlozené v case a pixely kazdého snimku
predstavuji prostorové body, ve kterych probéhlo méreni systému. Kazdy snimek
je vektorizovan na sloupec, ktery odpovida jednomu métfeni. Tim je zajisténo, ze
kazdé méreni ma stejny pocet bodi, ve kterych je provedeno, protoze tyto body od-
povidaji jednotlivym pixelim kazdého snimku. Navic jsou snimky ve videu potizeny
vzdy za stejny casovy tsek At, coz je idealni pripad pro uziti DMD metody.
Chceme-li zrekonstruovat celé video, zvolme prvnich n — 1 snimk jako X; a po-

slednich n — 1 snimkt jako Xs. Nyni provedeme DMD a spo¢teme DMD mody
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a Fourierovy mody. Vektor poc¢atecnich koeficientt b ziskdme z b = ®x;, kde x;
je prvni snimek videa.

Uvazujeme-li vektor casu t = [tq,1s,...,t,], ve kterych byly jednotlivé snimky
porizeny, pak matice Xpyp predstavujici celé video miize byt zrekonstruovana na-

sledovneé: .
Xpump = Y bjp;et = ®e™'b, (2.70)
j=1

kde vyraz e piedstavuje diagonalni matici, na jejiz diagonéle lezi ¢leny e“it. Tedy
ziskana matice Xpyp by méla odpovidat matici ziskané z ptivodnich vstupnich dat.

Jelikoz vektor koeficientl b je pocitan z prvniho snimku, miizeme Fict, ze matice
Fourierovych modu €2 urcuje, jak se slozky v prvnim snimku videa v case méni.
S timto poznatkem lze Tict, ze kazdd slozka videa, kterd se v case neméni nebo
se méni jen velmi malo, ma odpovidajici Fourieriv mod umistén v komplexnim
prostoru blizko pocatku |w;| = 0.

Diky tomuto zjisténi je mozné odseparovat pozadi od dynamické slozky. Pred-
pokladejme, Ze pro wy,, kde p e P C R={1,2...,r}, plati |w,| = 0 a ze vyraz |w,]
neni blizky nule Vj ¢ P, potom

Xpup = Y, b, €7t + > bt (2.71)
peEP j¢pP
pozadi dynamicka slozka

Pokud X € R™", pak i Xpyp € R™*". Nicméné jednotlivé slozky b;p;e*s* jsou
komplexni, tzn. redlnou matici dostaneme az sec¢tenim vsech slozek. Tento fakt pi-
sobi problém pri separaci, protoze ocekavame redlné hodnoty a pro presnost vysledki
musime védét, jak nalozit s témito komplexnimi prvky:

Predpokladame, ze nizkohodnostni slozka vypada néasledovné:
L =) by,
p

Vyuzijeme vlastnosti Xpyp = L+ S, kde S predstavuje dynamickou (¥idkou) slozku
videa a pouzitim nésledujiciho vzorce zajistime, ze tidka slozka bude mit realné
hodnoty.

S = Xpup — |L],

kde | - | znaci absolutni hodnotu z kazdého prvku matice.

Tento postup méa jeden problém. Muze se stat, ze pixely matice S budou mit
negativni hodnotu. Moznym TeSenim je tyto hodnoty dat do pomocné matice R
a tu pak pricist ke slozce L a odecist ji od slozky S. Dalsi moznosti je tento pro-
blém vytesit az pri vykresleni videa a neovliviiovat ziskané matice, aby nebyla jejich

nepresnost jesté zvysena.
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2.5.6 Srovnani s RPCA

Obé metody jsou, jak bude déle ukazano, schopné velmi dobre odseparovat po-
zadi od dynamické slozky. V pripadé DMD metody zalezi dobry vysledek predevsim
na volbé parametru r, ktery redukuje dimenzi modelu. Dale také na prahu ¢, ktery
urcuje, které mody lezi dostatecné blizko pocatku |w;| < €. Jednd se o mody odpo-
vidaji pozadi.

Existuji typy videi, se kterymi si DMD na rozdil od RPCA neumi dostatecné
dobte poradit. Prikladem takového chovani je video, kde objekty nahle na urcitou
dobu zastavuji a pak se opét nahle pohybuji. Abychom toto chovani mohli popsat,
bude potreba velké mnozstvi Fourierovych modi. Ovsem tyto mody nemusi byt k
dispozici v disledku volby malého parametru r. I kdyz k dispozici jsou, je pravdé-
podobné, ze tyto mody budou zachycovat uz i pomalu se pohybujici objekty a tim
prinesou mnozstvi neptresnosti do vysledného pozadi.

Naopak obrovskou vyhodou DMD nad RPCA je jeho pomérné nizka vypocetni
Tento krok ovsem v DMD provedeme pouze jednou, zatimco pro RPCA je provadén
v kazdé iteraci. Tedy DMD algoritmus mtze byt pri efektivni implementaci pouzit
i na separaci videi v redlném case. Jelikoz mnozstvi praumyslovych kamer ma rychlost
sniméani pouze okolo 30 snimku za sekundu, DMD je schopno tyto tuseky spocitat
do 0,1 s.

2.6 Multiresolution DMD

Tato podkapitola vychazi ze zdroju [20],[21] a [19].

Nejprve jako motivaci k zavedeni rozsiteni standardniho DMD uvedme ptiklad.
Tim muze byt video zachycujici dopravni kiizovatku se svételnym znacenim. Kdyz
sviti cervena, auta stoji — patii do pozadi. Pri rozsviceni zelené se néhle rozjedou
a jiz spadaji do dynamické slozky. Standardni DMD predpokladéa, ze systém nebude
v prubéhu celého casu, kdy je zkouméan, vykazovat takto nekonzistentni chovéani.
Proto provedeme-li separaci pomoci DMD, pravdépodobné ziistanou na pozadi po-
loprihledné viditelna stojici auta, i kdyz tam v danou chvili uz nebudou a to zpiisobi
velké mnozstvi nepresnosti. Z tohoto divodu je vhodné misto standardniho DMD
pouzit jeho vylepseni tzv. multiresolution DMD, které bude dale oznacovano jako
mrDMD.

Metoda mrDMD je uzitecna nejen pti analyze systémii, jejichz chovani se v jed-
notlivych ¢asovych segmentech méni. Pricemz je diilezité zdlraznit, Ze se jedna pouze
o rozdilné chovani v ¢ase nikoliv v prostoru. Vhodna je také pro vysokorozmérné

systémy, protoze ve srovnani s DMD je mozné snizit vypocetni naroc¢nost. Déle se
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hodi pro data obsahujici Sum nebo pro netiplna data, protoze je dekompozici dat
do vice segmentit schopna ziskat dominantni mody i takto nepresnych dat.
Algoritmus mrDMD vznika spojenim standardniho DMD s vlnkovou transfor-

maci, proto ji nejprve kratce predstavime.

2.6.1 VInkova transformace

Tato podkapitola pouze naznacuje princip vinkové transformace. Detailnéjsi infor-
mace ohledné této metody jsou dostupné napt. ve ¢lanku [39].

Jednou z nejdilezitéjsich metod pro analyzu casovych tad je Fourierova trans-
formace. Vyuziva se zejména v oblasti zpracovani zvukovych a obrazovych signali,
kde umoznuje prevod mezi casovou a frekvenéni doménou. Fourierova transformace
ma bohuzel i zna¢na omezeni. Transformaci ¢asového signalu je ziskéano celé frek-
vencni spektrum daného signalu, ale zaroven je ztracena veskera informace o casové
doméné.

Z tohoto divodu vznikla snaha prekonat omezeni Fourierovy transformace a na-
jit metodu, kterda by byla schopna lokalizovat signal zaroven v ¢asové i frekvenéni
doméné. Toho bylo dosazeno predstavenim tzv. Gaborova jadra, coz je funkce slou-
zici k vytvoreni c¢asovych ,oken“, ktera jsou nasledné aplikovana na signal. Tedy
v daném casovém okné je extrahovano frekvenc¢ni spektrum signdlu a okno je po-
sunuto o kus dal. Dany postup se nazyva Gaborova transformace a jeji pomoci je
ziskano nejen celé priblizné frekvencni spektrum, ale také casové useky, ve kterych
ziskané frekvence probéhly.

Bohuzel i tato metoda méa sva omezeni. Jakakoliv slozka signalu s vinovou délkou
vétsi nez je délka casového okna, bude kompletné vynechana. Tomuto problému je
mozné predejit zvolenim delsiho okna, ale tim je znacné snizeno ziskané casové
rozliseni signalu. Tedy ¢im vice frekvencéniho spektra jsme schopni ziskat, tim méné
ziskame informaci o ¢asové doméné a naopak.

Vyuzitim zakladniho principu Gaborovy transformace — posun ¢asového okna
a pridanim nového principu — skélovani ¢asového okna je ziskana zakladni myslenka
tzv. vinkové transformace. Jeji princip je nasledujici: Nejdrive jsou extrahovany nizké
frekvence pri nizkém casovém rozliseni. Nizké frekvence obvykle maji dlouhou vlno-
vou délku, tedy déji se na delsim ¢asovém tseku, a proto pro jejich analyzu neni po-
trebné vysoké casové rozliseni. Nésledné je casové okno zmenseno, ¢imz jsou ziskany
vyssi frekvence uz pri lepsim casovém rozliseni. Takto je pokracovano az do pozado-
vané presnosti ¢asového rozliseni, kdy jsou extrahovany nejvyssi frekvence. Danym
postupem ziskame nejen celé frekvencéni spektrum, ale i pomérné presné informace,

v jakych casovych tsecich tyto frekvence nastaly.
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A Casova Fada ‘Fourierova transformace

Frekvence
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AGéborova transformace AVInkové transformace
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Obr. 2.1: Schematické porovnani Fourierovy, Gaborovy a vinkové transformace.

Na obrazku je schematicky zobrazen rozdil mezi casovou fadou a jeji Fou-
rierovou, Gaborovou a vlnkovou transformaci. Mame-li casovou fadu, tak zname
pouze casovou doménu signalu, ale nevime nic o frekvencich signalu. Uzitim Fou-
rierovy transformace ztratime veskerou informaci o ¢asové doméneé, ale ziskdme celé
frekvencni spektrum signalu. Provedenim Gaborovy transformace ziskame cast frek-
vencniho spektra i s ¢asti casové domény. Ovsem vyuzitim vinkové transformace zis-
kame v idedlnim pripadé nejen cele frekvenc¢ni spektrum, ale i celé prislusné casové

rozliseni.

2.6.2 Formulace mrDMD

Jak bylo ukazano v predeslé kapitole, pomoci DMD ziskdme mody reprezentujici
dynamiku systému. V aplikacich, jako je separace pozadi ve videu, jsou vybrany
pouze pomalé mody, které odpovidaji pozadi. Metoda mrDMD vyuziva této vlast-
nosti ve spojeni s vinkovou transformaci. Ve standardnim DMD je potteba vstupni
data, resp. pocet snimki n zvolit tak, aby mohla byt ziskdna aproximace celé dy-
namiky systému — aby byly pritomny vSechny vysokofrekvenéni i nizkofrekvencéni
slozky. V. mrDMD je potteba vstupni data — pocet snimka n zvolit tak, aby bylo
mozné ziskat mody s nejnizsi frekvenci. Nasledné jsou tyto mody odstranény a pt-

vodni data rozdélena na poloviny — kazda obsahuje n/2 snimki. Toto rozdéleni lze
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povazovat za zvoleni mensiho ¢asového okna. Poté opét provedeme DMD na kazdé
poloviné zvlast a vybereme mody s nejnizsi frekvenci. Dany postup je opakovan,
dokud neni dosazeno pozadované presnosti separace.

VySe zminény postup je mozné zapsat matematicky nasledovné: Provedeme re-

konstrukei ptivodniho videa pomoci DMD:

n
Xpump = Z brpret + znj brppett, (2.72)
k=1 k=n1+1
kde ¢, reprezentuje v prvni sumé pomalé mody a ve druhé sumeé vsSechny zbylé rych-
lej$i mody. Sumu s pomalymi mody muzeme dat stranou (reprezentuje pozadi videa)
a soustfedime se pouze na druhou sumu, kterou oznacime X, (fast) a rozdélime ji
na poloviny:

n(fast) Z b tt Xn/2 Xn/27 (2.73)
k=n1+1

kde matice XS/)Q obsahuje prvnich n/2 sloupct a Xff/)2 obsahuje zbylych n/2 sloupct
puvodni matice X,,. Nyni na kazdé z téchto matic provedeme DMD a odseparujeme

pomalé mody. Oznacime-li cp,(gl) pomalé mody ziskané pomoci DMD z matice celého

videa, pak pomalé mody odseparované na této trovni jsou <p,(€2).

Metoda mrDMD tedy rekurzivné odstranuje nizkofrekvenéni komponenty (ur-
¢ené pomalymi mody) a tvoif nové matice X,, /2, X;,/4, X8, ... az dokud neni do-
sazeno pozadovaného multirezoluéniho rozkladu. Poté mrDMD rekonstrukce videa

vypada nasledovné:

w®
Kot = 30 0 e +Zb§f)<p o +Zbk PPt 4 (2.74)
k=1
kde go,(f), w( ) 5 jsou DMD mody a Fourierovy mody ziskané separaci na ¢-té trovni,

b,(f) jsou pocatecni vektory ziskané z prvniho snimku daného intervalu a n, je pocet
pomalych modt ziskanych na trovni /.
Pro forméalni zapis mrDMD je nutné zavést nasledujici indexy:
¢=1,2,..., L: pocet dekompozi¢nich trovni, (2.75)
j=1,2,...,J: pocet Casovych segmentti na drovni ¢, plati J = 271, (2.76)

k=1,2,...,ns pocet modu extrahovanych na trovni £. (2.77)

Déle zavedeme charakteristickou funkei

. 1 telt;,t;
0 jinde,

kterd ma nenulové hodnoty pouze v intervalu odpovidajicimu ¢asovému segmentu j.
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{ - dekompozi¢ni troves

j = ¢asovy segment
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o) ()]
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(0]
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(3,1) (3,2) (3,3) (3,4)
q‘q-_) P % P @ k = &islo modu na trovni {
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o S
. (1,)
~ @
cas (t)

Obr. 2.2: Tlustrace dekompozi¢nich trovni vzniklych metodou mrDMD. go,(f’j ) znagf
pomalé mody ziskané na (-té dekompoziéni drovni v j-ty Casovy segment. Poté

trojice ¢, 7, k jednoznacné urcuje dany mod ziskany z dekompozice.

S vyuzitim vyse uvedeného 1ze mrDMD feseni formalné zapsat jako:

L J ny

XM = 3 3 > Y (1) ’J) ')e”'(f’j)t. (2.79)

(=1j=1k=1

Tato definice mrDMD obsahuje informace o poc¢tu modi, které extrahujeme na dané
urovni a v daném casovém segmentu. Na obr. je Teseni vizualizovano.

7 obrazku je i na prvni pohled patrnd podobnost mrDMD metody s vIn-
kovou transformaci. Charakteristicka funkce f(t) se zde chova jako filtr pro zfs-
kan{ jednotlivych ¢asovych segmentii. Tedy chovani f%7(t) lze pfirovnat k posouvani
a smrstovani ¢asového okna pii uziti Gaborovy transformace.

Reseni mrDMD - mﬁie byt také chapano jako feseni diskrétniho linedrniho
systému xt L) — A% ve smyslu metody nejmengich étverct pro kazdy Gasovy
segment j a dekompozmnl uroven £. Tohoto poznatku je vyuzito v nasledujicim al-

goritmu tim, ze ¢astecné vyuziva standardni metodu DMD.
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Algoritmus 4: Multi Resolution Dynamic Mode Decomposition (mrDMD)

1. Vybér daného okna pro dekompozici na drovni ¢ v ¢asovém segmentu j.
Sestrojeni matic X, X5 v tomto okné.;

2. SVD rozklad: X; = ULV™,

3. Vipocet A9 projekce A% na POD mody: A% = X,VI-1U* =
AlD) = U*AGIU = U*X, VIt

4. Rozklad na vlastni ¢isla A9 AGDW = WA;

5. Vybér pomalych DMD modii na dané trovni dekompozice pomoci
oy | < €

6. Urceni DMD exaktnich modi: ®7) = X,VI~I'W;

7. Rekonstrukce matice za pouziti zbylych modi:
X, (fast) = >0, o1 brpres®;

8. Rozdéleni ¢asového okna na poloviny a zopakovani krokt 1-7 pro kazdou
polovinu daného okna na trovni ¢ + 1;

VySe zminény algoritmus obsahuje dva parametry. Prvni je zfejmy — parametr €
urcujici, kdy je DMD mod v uréitém casovém okné bran jako pomaly. Parametr e
nemusi byt jen konstantni, muze byt napr. zvolen jako funkce zavisejici na trovni
dekompozice, ve které se dané okno nachazi.

Druhy parametr je schovan v kroku 7. Je nutné vhodné vybrat prvni ¢asové okno,
na kterém bude cely algoritmus proveden. Bude-li prilis malé, mohou byt do pozadi
pridany i slozky, které se pohybuji. Bude-li ptilis velké, nebudeme schopni prvnich ¢
urovni ziskat jakékoliv pomalé mody kromé prvnich, které odpovidaji pozadi. Mozné
volby téchto parametrii budou podrobnéji rozebrany v dalsich kapitolach.

Na zavér ukazme, proc¢ zrovna pitleni intervalu pomaha metodé mrDMD odse-
parovat kromé pozadi i pohyblivé slozky s podobnou rychlosti pohybu. Myslenkou
ptileni intervalu je ziskat dostatecné maly interval tak, aby v ném dynamicka slozka
vypadala staticky. Napr. na kamere, kterd sniméa ulici, nato¢ime chodce a projizdé-
jici auta. Vezmeme-li napt. pouze pét snimki, chodec se za né témér nestihne posu-
nout. Proto na intervalu téchto péti snimku vypada jako statickd slozka (na rozdil
od auta, které urazi vétsi kus cesty). Dalsim moznym piikladem jsou auta stojici
na svételné krizovatce, ktera se po rozsviceni zelené nahle rozjedou. Zvolime-li ¢asové
okno vhodné, zachytime stani aut v prvni poloviné, kde predstavuji statickou slozku.
Cely jejich pohyb poté zachytime v druhé poloviné, kde jiz pfedstavuji dynamickou
slozku.

Bohuzel ptleni intervalu ma také svoji nevyhodu. Na rozdil od vinkové transfor-
mace, kde se jednotlivé ¢asové intervaly ¢astecné prekryvaji, v metodé mrDMD jsou

tyto intervaly disjunktni. Z tohoto diivodu mohou v ziskanych separacich nastavat
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nespojité skoky. Napf. je-li v prvni poloviné intervalu jako pomaly mod vybran také
mod ¢;, ale tento mod ¢; neni v druhé poloviné vybran jako pomaly, vznika na
prechodu téchto intervalii nespojitost. Pokud tento mod napt. predstavoval pohyb
chodce, bude tento chodec v prvni poloviné intervalu soucasti pozadi, ale v druhé
poloviné daného intervalu, prejde do napt. prvni (dle rychlosti) pohyblivé slozky.
Tzn. Ze se v této slozce na prechodu intervalt ,nahle zjevi“ a zaroven nahle zmizi z
pozadi, coz pro clovéka pozorujictho dané odseparované slozky videa miize pusobit

jako nesmyslna zména.
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3 Metody separace pro barevna vstupni data

V této kapitole jsou metody separace z kapitoly [2| rozsiteny pro pripad, kdy jsou
vstupni data barevna. Za zakladni tvar vstupnich dat je povazovana série n barev-
nych RGB snimkii.

3.1 Separace po jednotlivych barevnych slozkach

Ziejmé nejjednodussim zpusobem, jak pracovat s barevnymi snimky, je provést zvo-
lenou metodu separace zvlast pro kazdou barevnou slozku.

Jak jiz bylo ukézano, ze vstupnich dat jsou vytvoreny matice MR®, M% a MP,
kde jednotlivé sloupce MR odpovidaji vektortim ¢ervené slozky jednotlivych snimki
(obdobné pro M% a MB). Poté mtizeme postupné aplikovat vybranou metodu sepa-
race na matice MR, M® a MPB. Z prvni separace je ziskdna nizkohodnostni matice
L® a fidk4 matice S® pro éervenou slozku. Stejny postup je poté aplikovdn na zele-
nou i modrou slozku. Vysledna barevna nizkohodnosti matice L je ziskana slozenim
LR, L% a LB. Obdobné vysledna barevna fidk4 matice S je ziskana slozenim S, S¢
a SB.

Zasadni vyhodou tohoto postupu je, ze miize byt aplikovan na vSechny metody
separace ukdzané v kapitole 2| Dale se nemusime omezovat pouze na barevny pro-
stor RGB. Snimky je mozné prevést do jiného barevného modelu. Poté je separace
opét postupné provedena pro jednotlivé slozky daného barevného modelu a vysledné
matice jsou ziskany slozenim jednotlivych barevnych slozek.

Podstatnou nevyhodou ale je, 7ze zcela zanedbavame provazanost jednotlivych
RGB slozek. Ty se ovsem neméni nezavisle na sobé — pohybuje-li se fialovy mic
po scéné, pohybuje se ¢ervena i modra slozka soucasné.

Jednim moznym pristupem, jak zachovat provazanost barevnych slozek, je pre-
vést vSechny snimky do YCgCpg barevného modelu, ktery na rozdil od RGB zacho-

vava vztah mezi jednotlivymi barevnymi slozkami.

3.1.1 Barevny model YCgCp

Tato podkapitola ¢erpa prevazné z textu [47]. V YCgCr barevném modelu repre-
zentuje Y jas daného snimku, tedy komponent Y se da povazovat za dany snimek
ve stupnich sedi. Komponenty Cg a Cg potom reprezentuji chrominanci neboli ob-
sahuji barevnou informaci dané¢ho obrazu. Piesnéji komponent Cg vyjadiuje rozdil
mezi modrou slozkou snimku a komponentem jasu Y. Tedy Cg ukazuje, kolik modré
barvy se vyskytuje v obraze urceném jasem Y. Stejné tak komponent Cgr vyjadiuje

rozdil mezi ¢ervenou slozkou snimku a komponentem jasu Y.
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Zelena slozka v tomto barevném modelu neni vyjadiena samostatnym kompo-
nentem, protoze je mozné ji nepiimo dopocitat z ostatnich komponent. Dopocet
zelené slozky je mozny, protoze komponent Y predstavuje vazenou sumu RGB slo-
zek. Presnéji komponent Y je mozné spocitat jako 0,299 - R+ 0,587 -G + 0,114 - B
[4T].

Model YCgCR se casto uziva k reprezentaci digitalnich fotografii a videi, protoze
dovoluje zkomprimovat data pii zachovani vizudlni kvality obrazu. Tato komprimace
je zalozena na faktu, ze lidské oko je velmi citlivé na zmény jasu a méné citlivé na
zmény barvy. Ponechame-li komponent Y v co nejlepsi kvalité a zkomprimujeme-li
chrominanéni komponenty Cg, Cg, ziskdme zkomprimovany snimek bez vyrazného

vlivu na subjektivni kvalitu obrazu.

3.2 Kvaternionové vyjadreni RGB obrazu

Dalsim moznym pristupem, jak mezi sebou provazat jednotlivé barevné slozky, je
reprezentovat RGB snimky pomoci kvaternionii. K tomu je potieba nejdive ukazat,

jak funguji zakladni operace v prostoru kvaterniont H.

3.2.1 Kvaternionova algebra

Nésledujici podkapitola vychdzi prevazné z ¢lanku [40],[14]. Kvaternion je ¢islo g =
w~+ i+ yj+ 2k, kde w, z,y,z € R a i, ], k jsou imaginarni jednotky, pro které plati
nasledujici vztahy

i? =2 =k? =ijk = —1, (3.1)
ij = —ji = k, (3.2)
ik = —kj =1, (3.3)
ki = —ik = j. (3.4)

K reprezentaci RGB pixelti budou pouzity tzv. ryzi kvaterniony definované nésle-

dovné.

Definice 3.1. Kvaternion q nazveme ryzi kvaternion prave tehdy, kdyz md nulovou

redlnou slozku. Tedy q = xi+ yj + 2k, kde z,y,z € R.

Operace s¢itani a od¢itani kvaternionti je definovana jako

qo £ 1 = (wo + @ol + yoj + 20k) = (w1 + 11 + y1j + 21k)
= (wo £ wy) + (w0 £ 21)i+ (Yo £ y1)j + (20 £ 21k
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Déle definujeme operaci nasobeni kvaterniont

Qo - 1 = (wo + ol + yoj + 20k) - (w1 + 211 + y1j + 21k)
= (wow1 — ToT1 — Yoy1 — 2021)+
(woz1 + Towy + Yo21 — 2041 )i+
(woyr — w021 + Yow:r + 2021)j+

(woz1 + o1 — Yor1 + Zows k.

P1i blizsim zkoumani toho zapisu si miizeme vSimnout, Ze nasobeni kvaternionti neni

komutativni operace, tedy qo - ¢1 # ¢1 - o-

Definice 3.2. Absolutni hodnota kvaternionu q = w + xi + yj + zk je definovand
jako

lq| = \/w2+$2+y2+z2. (3.5)

Absolutni hodnota kvaternionu odpovida f5 normé daného kvaternionu. V dalsich

metodach bude potreba i /1 norma pro kvaterniony.

Definice 3.3. ¢, norma pro kvaternion ¢ = w + xi + yj + zk je definovand jako
lally = lwl + |z] + |y[ + |2]. (3.6)

Komplexni reprezentace kvaternionii

Kvaterniony s operaci s¢itdni nebo i s operaci nasobeni tvori grupu (snadno lze
ovérit, ze spliuji vSechny tii grupové axiomy [43]). Na grupédch [43] 1ze definovat

grupovy homomorfismus p (jedna se o zobrazeni zachovavajici grupovou strukturu)
p: G— GL(n, F), (3.7)

kde GL(n, F') zna¢i obecnou n-rozmérnou linedrni grupu nad polem F'.

Tento homomorfismus p je mozné vyuzit k realné a komplexni reprezentaci kva-
ternionu a kvaternionovych matic. Mize byt také vyuzit k redlné reprezentaci kom-
plexnich ¢isel.

Tedy G = (C,-)an=2, F=R:

a+bi — (Z _ab) : (3.8)

Homomorfismus (3.8) neni jedinou moZnou redlnou reprezentaci komplexniho ¢isla.

—b
Mize byt vyuzita i jakdkoliv podobna matice k M = (Z ) . Tedy reprezentaci
a
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miize byt matice N = UMU™!, kde U je regularni matice. Nap¥. zvolime-li U =
(O 1>,takM: (a b>‘
10 —b a
Zvolime-li G = (H,-) an = 2, F = C, ziskdme komplexni reprezentaci kvater-
nionu (zvolenim n = 4, F' = R bychom mohli najit vhodnou redlnou reprezentaci
kvaternionti)

(3.9)

bi di
Gtbidcjrdk—s | T oeta)
—c+di a-—0bi

Opét se nejedna o jedinou moznou reprezentaci.

Nyni Ize tuto reprezentaci rozsifit pro matice [40]. Kvaternionovou matici M
lze rozepsat jako M = M; + Msj, kde My, My jsou komplexni matice. Realna
cast M odpovida redlné slozce M, imaginarni ¢ast M; odpovida prvni imaginarni
slozce M, realna c¢ast My odpovida druhé imaginarni slozce M a imaginarni cast
M, odpovida treti imaginarni slozce M. Poté komplexni reprezentace kvaternionové

matice M vypada nasledovné

M, M

M — ( L 2), (3.10)
-M, M,

kde M; znac¢i komplexné sdruzenou matici k M;.

Jelikoz homomorfismus zachovava operace, mame zajisténo, ze nasobeni dvou

kvaternionovych matic je ekvivalentni s nasobenim jejich komplexnich reprezentaci.

Rozklad na vlastni vektory a Cisla pro kvaternionové matice

Pro polynomy s kofeny v komplexnim oboru C plati zédkladni véta algebry. Tzn.
ze polynom s komplexnimi koeficienty stupné n > 1 ma v komplexni roviné praveé
n kofenu. Pro polynomy s koreny v H tato véta bohuzel neplati. Obecné plati,
ze polynom s kofeny v H mé téchto korenu nekonené mnoho [40]. Piikladem je
polynom 22 + 1, ktery kromé kofent i, —i m4 napifklad i kofeny %i + %j + \%k,
i+ i+ skatd.

Totéz plati i pro charakteristicky polynom. Tedy matice v kvaternionovém oboru
H mé& obecné nekonecné mnoho vlastnich cisel. Navic protoze nasobeni kvaterniont

neni komutativni, vyrazy Mx = Ax a Mx = x\ jsou rozdilné.

Definice 3.4. [14] Kvaternion X je pravé (levé) vlastni cislo kvaternionové matice
M, jestlize splnuje
Mx = xA (Mx = Ax). (3.11)

Déle se pro potteby této prace budeme zabyvat pouze pravymi vlastnimi cisly,
tedy dale bude pojmem vlastni ¢islo chapan jako pravé vlastni cislo. Pro vypocet

vlastnich c¢isel zavedeme pojem standardni vlastni cisla.
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Tvrzeni 3.5. [40] Kazdd n x n kvaternionovd matice M md presné n pravijch vlast-
nich cisel, kterd jsou komplexni cisla s nezdpornou imagindrni sloZkou. Tato vlastni

cisla definujeme jako standardni vlastni ¢isla kvaternionové matice M.

Pro vypocet vyuzijeme komplexni reprezentaci yap € C?"*?" kvaternionové ma-

tice M € H™ ™.
M, M
Xnt = (_M12 Mj) : (3.12)

kde M = M1 -+ MQJ a Ml,Mg € crxm,

Tvrzeni 3.6. [14] Pro kvaternionovou matici M € H™™ jsou komplexni vlastni ¢isla
M stejnd jako vilastni cisla jeji komplexni reprezentace xn. Navic se vlastni ¢isla xm
vyskytuji v komplexné sdruzenich pdrech. Specidlné plati, ma-li xm jakékoliv redlné
vlastni cislo, bude mit sudou nasobnost. Tedy je mozné pro kvaternionovou matici

M ziskat n komplexnich cisel s nezdpornou imagindrni sloZkou.

Poté je vztah mezi vlastnimi vektory kvaternionové matice M a vlastnimi vektory

(1) 2n1 je vlastni
(X2)2n><1

vektor yp prislusny vlastnimu éislu A, tak (x),x1 = X1 — Xaj, X1 € H™! je vlastni

jeji komplexni reprezentace yn nasledovny: Pokud (x)g,x1 = (

vektor kvaternionové matice M prislusny vlastnimu ¢islu A.

SVD rozklad pro kvaternionové matice

Tvrzeni 3.7. [14] Pro kaZdou kvaternionovou matici M € H™ "™ hodnosti r existuji

dvé unitdarni kvaternionové matice U € H™ ™ o V € H"*" takové, Ze plati

5.0
M =UIV*=U (O O) v, (3.13)

kde X, je redlnd diagondlni matice obsahujici r kladniych hodnot na své diagondle

a V* znaci hermitovskou transpozici matice V.

Matice singularnich vektorti a singularnich ¢isel lze spocitat opét s pomoci kom-
plexni reprezentace yn kvaternionové matice M. Postup je nasledovny:
Nejprve provedeme SVD rozklad komplexni matice xp = U,y Ly Vi, Poté

singularni ¢isla a vektory ptuvodni matice M ziskdme jako [14]:

2= rOWodd(COIOdd(ZxM)) (314)
U = coloqq(U;) + cologa(Us)j (3.15)
V = COlodd(Vl) + COlOdd(\Tg)j, (316)
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~(((Ut)mxam [ (VD)nxan
U_(<U2>mxzm)’ V‘<<vg>nm) (317)

a roWoad (A), cologda(A) predstavuje extrakei lichych radki a sloupci matice A.
Nyni mizeme prejit ke kvaternionovému rozsitreni metod PCP a DMD. K tomu
budeme jednotlivé pixely RGB obrazu reprezentovat pomoci ryzich kvaterniont tak,
ze
p=R-i+G-j+ B -k, (3.18)
kde p predstavuje barevny pixel a R, G, B jednotlivé barevné slozky RGB obrazu.

Timto postupem zajistime provazanost jednotlivych barevnych slozek.

3.2.2 Kvaternionové PCP

Tato metoda byla v ¢lanku [5] pouzita pro separaci audia. Jelikoz algoritmus metody
je stéle stejny, pokusime se ji pouzit i pro separaci videa.

Aby bylo mozné rozsitit PCP metodu do kvaternionového oboru, je pottreba
ukazat, jak rozsitit SVD rozklad a proximélni operatory pro ptripad kvaternioni. Jiz
byl ukdzan SVD rozklad pro kvaternionové matice, tudiz je potreba jesté provést

rozsiteni proximalnich operatori do prostoru H.

Tvrzeni 3.8. [5] Prozimdlni operdtor (2.13)) lze rozsirit do oboru kvaternionid H

pomoci

1
prosx; (x) = arg min 3 x — ¥} + £(3), y € H. (3.19)
Tedy proximélni operator pro £; normu s parametrem A vypada nasledovné:
o1
proxy ), (x) = arg min sl =yl +Alylh, y € H (3.20)

Vyjadiime-li feSeni (3.20]) po slozkach ziskdme mékké prahovani pro kvaterniony
Z;
softy(z;) = y; = iz max(|z;| — A, 0), y € H. (3.21)
T
Dikaz, ze (3.21]) je fesenim proximalniho operdtoru (3.20) je k dispozici v ¢lanku
[5].

Podobné jako v realném pripadé nuklearni normu lze nahradit ¢; normou sin-

guldrnich ¢isel, tedy proximdlni operator nuklearni normy (neboli singular value

thresholding) pro kvaterniony vypadé nasledovné

sviA(X) = proxy . (X) = > wisofty(a;) v, (3.22)
i=1

95



kde o; jsou singularni ¢isla a u;, v; jsou singularni vektory matice X € H™*". Dukaz
je opét k dispozici v ¢lanku [5].

Nyni mizeme definovat kvaternionové PCP jako
min ||L|« + A||S|]i za podminky L+ S =M, (3.23)

kde M € H™*".
Problém (3.23)) lze Tesit stejnym algoritmem jako klasické PCP (algoritmus ,

pouzijeme-li soft thresholding a singular value thresholding pro kvaterniony.

3.2.3 Kvaternionové DMD

Kvaternionové DMD [14] bude také rozsitenim klasického DMD do oboru kvaterni-
ontl. Tzn. lze pouzit stejny algoritmus jako pro klasické DMD (algoritmus. Jedinou
zménou v tomto algoritmu je, zZe ptivodni matice dat a tudiz i matice Xy, Xy z ni
vzniklé jsou kvaternionové.

Jednotlivé kroky daného algoritmu jsme schopni provést, protoze mame defino-
vané rozsiteni SVD rozkladu a rozkladu na vlastni vektory a ¢isla pro kvaterniony.
Jediné co nezname, je definice exponencialni funkce pro kvaterniony. Tu nebude
tfeba definovat, protoze cely algoritmus bude probihat na komplexnich reprezenta-
cich danych kvaternionovych matic. Tedy vysledné DMD mody budou komplexni.

Divod, pro¢ bude algoritmus proveden na komplexnich reprezentacich danych

matic, bude podrobnéji rozebran v dalsi kapitole.
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4 Implementace

V této kapitole bude rozebrana implementace jednotlivych metod. Vsechny metody
jsou implementovany v programu MATLAB R2021b. Volani vsech nize popsanych

metod je k dispozici v souboru main.m.

4.1 Nacteni vstupnich dat

Pro nacteni vstupnich dat jsou implementovany tii funkce.

Prvni metoda load_image(folder,format) je urCena k nacéitani série n po sobé
jdoucich obrazl ve stupnich Sedi. VSechny obrazy se musi nachézet ve slozce folder
a mit priponu format. Pfipona je ocekavana ve tvaru *.jpg, *.png atd. Pokud
jsou puvodni obrazy barevné, budou prevedeny do stupnu Sedi. Tato metoda vraci
rozméry jednotlivych obrazi a matici vstupnich dat M, kterd byla popsana v pod-
kapitole [2.1]

Druhou metodou je load_color_image(folder,ycc,format) a je urcena pro
nacitani série n po sobé jdoucich barevnych obrazli. Pokud je boolovsky parametr
ycc=false, obrazy se nactou v RGB. Pokud je ycc=true, obrazy jsou pfed nactenim
prevedeny na YCgpCgr model. Vysledkem metody jsou opét rozméry jednotlivych
obrazi a trojrozmérnd matice vstupnich dat, kterd byla opét popsana v podkapitole
2.1

Posledni metodou je load_video(name,rgb,ycc), kterd je urcena pro nacitani
videi. Metoda z videa vytvori sérii snimki, na které jsou zavolany vyse zminéné
metody pro sérii n obraz. Parametr name odpovida jménu daného videa vcetné
pripony. Pokud jsou boolovské parametry rgb=false a ycc=false, video je nacteno
ve stupnich Sedi. Pokud je rgb=true a ycc=false, video je nacteno v RGB prostoru

a pokud rgb=true a ycc=true, video je nacteno v YCgCg.

4.2 Metody separace pro obrazy ve stupnich sSedi

Medianovy filtr

Metoda medianového filtru je k nalezeni v souboru median filtr.m. Jak jiz bylo
reCeno, implementace je velmi jednoducha. K vypoc¢tu medidanu jednotlivych radku
vstupni matice M je vyuzita MATLAB funkce median(). Tim je ziskano pozadi L.
Dynamicka slozka S je dopocitana jako rozdil vstupnich dat a pozadi S =M — L.
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PCP

Metoda PCP (algoritmus [1)) je implementovana v souboru pcp.m. Metoda obsahuje
tfi parametry: A, i a §, které je potreba nastavit podle vstupnich dat.

SVD rozklad matice L je vypocitan pomoci MATLAB funkce svd(L,’econ’)
s vybranou moznosti >econ’, kterd predstavuje redukovany singularni rozklad (po-
znémka. Redukovany singularni rozklad je mozné pouzit, protoze nés zajimaji
pouze nenulova singuldrni ¢isla a singularni vektory, které tato singularni ¢isla na-
sobi. Navic singularni rozklad je vypocetné velmi narocna operace, je tedy lepsi volit
redukovanou verzi, kterd muiize snizit dobu vypoctu a naroky na tlozisteé.

Pti vypoctu meékkého prahovani singularnich ¢isel je mozné vynechat vyraz za-
chovavajici znaménko, protoze vsechna singularni ¢isla jsou nezapornd realna cisla.

Tedy pouzité mékké prahovani singularnich ¢isel vypada nasledovné

1
of ! = max(af — =, 0). (4.1)
L
Jelikoz matice S ma i zaporna c¢isla, mékké prahovani jejich hodnot vypada
nasledovné \
Siq
sitt = 2 max(|sf ] — =, 0). (4.2)
’ |5i,41 ST

Stop kritérium tohoto algoritmu je zvoleno podle [4] jako
IM = Lyt — Sgal[p > 0] M| p, (4.3)

kde parametr ¢ urcuje s jakou presnosti je separace provedena.

Nekonvexni RPCA

Byly vyzkouseny dvé verze nekonvexniho RPCA.

Prvni se nachazi v metodé nonconvex_pcp_char (M,p) a implementuje jiz dfive
zminény algoritmus [2| navrzeny R. Chartrandem v [6]. Vstupni parametr p urcuje
zvolenou aproximaci nekonvexni ¢, normy, p tedy musi byt z intervalu (0, 1), kde
p = 1 odpovida jinému pristupu pro konvexni PCP metodu. Dale je potreba opét
podle vstupnich dat nastavit parametry A\, u a 0. Tato implementace stejné jako
PCP vyuziva redukovany singularni rozklad.

Protoze singularni ¢isla jsou stéle nezapornd, pouzité p-mékké prahovani singu-

larnich ¢isel vypada néasledovné

of ! = max(a¥ — p(aF)P71,0). (4.4)
A p-mékké prahovani pro prvky matice S je
shtl = Sl max(|sf ;| — Aulst,; [P, 0). (4.5)

Y sl
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Dalsim rozdilem tohoto nekonvexniho algoritmu oproti PCP je, zZe se v kazdé

2
3

¢islem pug - 1077, kde pg je pocateéni zvolené . Tedy

iteraci zmensi parametr p na £ své velikosti, dokud nedosadhne spodni hranice dané

2 _
Pt = max{gﬂkw() -1077}. (4.6)
Stop kritérium tohoto algoritmu je opét
M — Lyt1 = Sisalr > 6[[M]|p. (4.7)

V souboru nonconvex_pcp.m se nachézi druha verze implementace nekonvexniho
RPCA. Jednd se o algoritmus klasického PCP (algoritmus [1)), pouze je misto mék-
kého prahovani pouzito p-mékké prahovani. Tato zména znamenad, Ze misto Lagran-
gianu je pouzit Lagrangian , ve kterém je norma ¢; nahrazena proximélni
p-normou. Tedy p-mékké prahovani singularnich ¢isel je

1
051 = max(o¥ — —(ab)",0) (48)
1
a p-mékké prahovani prvkia matice S je
ij A
ShFt = S ma([sh | = SJsk 177, 0). (1.9)
841 M

Vse dalsi nastaveni a implementace jsou stejné jako v PCP.

DMD

Implementace DMD (k nalezeni v dmd.m) je ¢astecné prebrand a déle upravena
implementace pouzitd v knize [19]. Vstupni parametr e¢ urcuje prah, kdy je jesté
dany Fourieriv mod bran jako pomaly. Dalsi parametr, ktery je potreba nastavit,
je r urcujici zmenseni dimenze na pouze r dominantnich mod.

Stejné jako v PCP je i zde proveden redukovany singularni rozklad pomoci pti-
kazu svd(X1,’econ’). Déale jsou vlastni ¢isla spocitana pomoci ptikazu eig().
V této implementaci jsou kromé Fourierovych a DMD modt pozadi spocitany i zbylé
Fourierovy a DMD mody a z nich jsou vytvoreny obrazy popredi. Tyto obrazy ovsem
nejsou pouzity jako dynamicka slozka. Slouzi pouze k vypocétiim pro Multiresolution
DMD. Dynamicka slozka je dopoé¢itana jako S = M — |L|, ¢imz je zaruceno, ze bude

mit realné hodnoty.

4.3 Metody separace pro barevné obrazy

Separace po jednotlivych slozkach

Pokud chceme separaci pro barevné obrazy provést postupné po jednotlivych ba-

revnych slozkdch, muzeme k tomu vyuzit jiz implementované metody pro obrazy
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ve stupnich sedi. Tedy vybranou metodu vlozime do cyklu, ktery se zopakuje trikrat
— pro kazdou slozku zvlast. Vysledné slozky ulozime do tfeti souradnice matic L, S.

Tento format je potfeba pro nasledné vykresleni a vyhodnoceni.

Kvaternionové PCP

Kvaternionové PCP je implementovano v souboru color_pcp.m. Pokud bychom po-
uzili MATLAB toolbox — Quaternionﬂ mohli bychom ponechat implementaci stej-
nou jako pro PCP pro obrazy ve stupnich sedi pouze se zménou, ze vstupni matice
M bude kvaternionova. V této praci byl ovSem zvolen jiny piistup. Cely vypocet
probéhne na komplexnich reprezentacich kvaternionovych matic (jak bylo ukazano
v podkapitole [3.2.1)).

Tento postup byl zvolen prevazné z divodu vypocetni narocnosti. Vyzkousime-li
cely postup na relativné malych datech, vypocet v komplexnich reprezentacich trva
v ramci sekund a staci na né¢j 10GB RAM pameéti. Ale pro vypocet v kvaternionech
trva vypocet témeér hodinu — prevazné z divodu vypoctu SVD rozkladu kvaternio-
nové matice. Navic je k tomuto vypoctu potreba az 60GB RAM paméti. A jelikoz
nejvice vypocetné narocny tkon — SVD rozklad se opakuje v kazdé iteraci, je radéji
zvolen vypocet na komplexnich reprezentacich.

7 matice vstupnich dat vytvorime kvaternionovou matici a nésledné jeji kom-
plexni reprezentaci. Jelikoz po SVD rozkladu pouze upravime hodnoty singularnich
¢isel v I a ziskané matice U, X,V spolu opét vyndsobime (pro ziskdni nové ma-
tice L), nemusime ziskané matice prepocitavat zpét do kvaternionti. Nasobeni matic
komplexnich reprezentaci je ekvivalentni s ndsobenim matic kvaternionti. Vysledek
by tedy mél byt presny, i kdyz bude cely vypocet ponechan v komplexnich repre-
zentacich.

V pribéhu celého algoritmu neni zadny dalsi vypocet, ktery by mohl zménit
vysledky, ponechame-li matice v komplexnich reprezentacich. Vsechny iterace az
do zastaveni probihaji tedy na komplexnich reprezentacich a az po ukonceni vypo-
¢tu jsou vysledné matice komplexnich reprezentaci prevedeny zpét na kvaterniony

(a ty na 3D matice L,S). Pro zpétné ziskani kvaternioni pfipomenme, jak vypadé

M — ( M. Mz) : (4.10)

komplexni reprezentace

-M, M,
kde M = M1 + Mz]
Tedy z komplexni reprezentace je mozné ziskat puvodni kvaternionovou ma-

tici napt. zpusobem: Vezmeme horni polovinu fadkt. Prvni polovina jejich sloupct

"Dostupny z https://qtfm.sourceforge.io/
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odpovida matici M. Tzn. redlna slozka této ¢tvrtiny odpovida realné slozce kvater-
nionové matice a imaginarni slozka odpovida prvni imaginarni slozce kvaternionové
matice. Druha polovina jejich sloupct odpovida matici M,. Tedy realné slozka této
druhé ¢tvrtiny odpovida druhé imaginarni sloZzce a imaginarni slozka této ¢tvrtiny
odpovida treti imaginarni slozce kvaternionové matice.

Jelikoz by vSechny operace mély zachovat vztah mezi kvaternionovou matici a jeji
komplexni reprezentaci, je mozné obdobnou logikou kvaternionovou matici ziskat

z dolni poloviny Tadku (pfipadné z jiné vhodné kombinace).

Kvaternionové DMD

Kvaternionové DMD bylo implementovano v color_dmd.m. V této implementaci
probihéd vypocet za pomoci MATLAB toolboxu Quaternion v kvaternionovych ma-
ticich. Jak jiz bylo feceno, SVD rozklad na kvaternionech je vypocetné velmi ndrocna
operace, proto je SVD rozklad proveden na komplexni reprezentaci a matice U, X, V
jsou zpétné prepoditany na kvaterniony podle predpisu z kapitoly [3.2.1]

Bohuzel pro kvaterniony neexistuje implementace operace A/B(A\B), proto misto
funkce A/B(A\B) bude v celém algoritmu pouzito Axinv(B) (inv(A)*B). Tento po-

Vypocet vlastnich ¢isel a vektori je opét proveden na komplexni reprezentaci,
protoze funkce eig() funguje jen pro hermitovské kvaternionové matice. Matice
A bohuzel obecné neni hermitovskd, vypocet tedy musi byt proveden na komplex-
nich reprezentacich. Z diivodu numerickych chyb muze nastat piipad (pfi testovani
metody nastal ¢asto), Ze z rozkladu na vlastni vektory a ¢isla neziskdme presnou po-
lovinu vlastnich ¢isel s nezapornou imaginarni slozkou — standardnich vlastnich ¢isel
(viz tvrzeni . Pokud nékteré ¢islo prebyva, odstranime vlastni ¢islo s nejmensi
imaginarni slozkou. Pokud nékteré vlastni ¢islo chybi, pridame ke standardnim vlast-
nim ¢islim ¢islo s nejmensi velikosti zaporné imaginarni slozky. Tyto postupy apli-
kujeme, dokud neziskame presné polovinu vlastnich cisel, kterda povazujeme za stan-
dardni.

V implementaci klasické DMD metody je pro vypocet vektoru pocatecnich ko-
eficientu b pouzita funkce zpétného lomitka b = ®\x;, proto by se nabizelo pouzit
inverzi matice ®. Ta ale neni regularni, je tedy potreba pouzit pseudoinverzi. Proto
vektor pocatecnich koeficientti dopocitame jako b = pinv(®) * x;.

Ztejmé vlivem vsech numerickych chyb, které nastaly kvili vyse zminénym di-
vodiim, tato metoda nefunguje. Vysledné pozadi vychazi zcela nesmyslné. Proto se
pokusime celou metodu provést také pouze na komplexnich reprezentacich. Tato

implementace se nachazi v souboru color_dmd_complex.dmd.
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Na zacatku metody tedy vytvorime komplexni reprezentace matic X, Xy a ves-
keré dalsi vypocty provadime pouze na téchto komplexnich reprezentacich. Tento
postup je témeér funkcni. Ale ziskana vyslednd matice pozadi L neméa ani zdaleka
tvar komplexni reprezentace kvaternionové matice. Tzn. jeji jednotlivé c¢tvrtiny, které
by mély byt az na znaménko stejné, jsou silné rozdilné. Pouzijeme-li k rekonstrukci
kvaternionové matice celou levou stranu ziskané komplexni reprezentace, ziskame
vysledek, ktery se jevi jako spravny. Pouzijeme-li jakoukoliv ¢ast pravé strany, zis-
kame v barevné slozce nachazejici se v této ¢asti nesmyslny vysledek.

Chybovost pravé strany je nejspise zptisobend vypoctem DMD modi
® =X, VI 'w, (4.11)

W je matice vlastnich vektort a tyto vlastni vektory, jak bylo ukazano v podkapitole
3.2.1] jsou jiné nez kvaternionové vektory. Je tedy mozné, zZe chyba na pravé strané je
zpusobena témito vektory. Jelikoz neni presné jisté, co chybu pravé strany zptisobuje,

je to vhodny namét na dalsi zkoumani.

4.4 Multiresolution DMD

Ve funkci mrdmd (X,num,i,ii,omega,phi,epsl,eps2) je implementovana mrDMD
metoda. Tato funkce se volad rekurzivné pro jednotlivé tseky vstupniho videa X.
Proto je potieba drzet si v paméti, na které dekompoziéni tirovni se momentalné
nachézime. K tomu slouzi proménnd i. Pokud je i=1, nachazime se na prvni trovni,
tzn. separujeme pozadi. Déle je potteba drzet v paméti, ve kterém casovém segmentu
se pravé nachazime. K tomu slouzi proménna ii, jednd se o vektor délky num —
pozadovany celkovy pocet dekompozi¢nich tirovni. Kazdy prvek ii nabyva hodnot
0 az 221 — podet ¢asovych segmentt, na které je rozdélena posledni dekompozi¢ni
tiroveni. Na dekompozi¢ni irovni i je poté jeden Casovy krok ziskan jako 2mum—1 /2i=1,
Jinymi slovy toto ¢islo urcuje, kolik ¢asovych dilki na posledni dekompoziéni drovni
tvori jeden ¢asovy dilek na trovni i. Pri¢tenim spravného ¢asového kroku k hodnoté
na i-tém misté vektoru ii se posouvame po jednotlivych ¢asovych segmentech.
Tato funkce funguje tak, Ze pro matici vstupnich dat X zavola funkci dmd (X, eps),
kterd spocita pomalé Fourierovy mody, pomalé DMD mody a matici, ktera je zis-
kana vypoctem obrazu reprezentujicitho zbylé rychlejsi mody. Ziskané mody poté
zapise do 3D matice omega a 4D matice phi. Vektor ziskanych Fourierovych modu
je zapisovan do proménné omega jako sloupec, jehoz druha souradnice odpovida de-
kompozi¢ni arovni i a jeho treti souradnice odpovidd danému ¢asovému segmentu
(i-ty prvek vektoru ii). Matice ziskanych DMD modu je zapisovana do proménné
phi jako matice s tfeti souradnici odpovidajici trovni i a ¢tvrtou souradnici odpovi-

dajici casovému segmentu. Matice odpovidajici rychlejsSim modim je poté rozdélena

62



na poloviny a na kazdou tuto polovinu je rekurzivné zavolana opét funkce mrdmd ().
Takto je pokracovano, dokud se neprojdou vSechny casové segmenty vsech dekom-
pozi¢nich trovni.

Metoda mé dva parametry epsl,eps2, které slouzi jako prahy pro funkci dmd ()
rozhodujici, kdy jsou mody jesté pomalé a kdy uz nikoliv. V této implementaci
jsou tyto parametry voleny tak, ze pro prvni dekompozi¢ni troven je pouzit prah
epsl a pro zbylé dekompozi¢ni irovné je pouzit prah eps2. Prahy jsou takto voleny,
protoze velikost Fourierova modu odpovidajicitho pozadi je zpravidla o nékolik radi
mensi nez velikost ostatnich. Proto je pro spravnou extrakci pozadi potieba mensiho
prahu nez pro extrakci dalsich pomalejsich slozek.

Volani metody mrdmd () je zabaleno ve funkci mrdmd_result (X,num,epsl,eps2),
kterd zaroven pro kazdou dekompozi¢ni tiroven spocita vyslednou matici reprezen-
tujici pomalé mody dané urovné. Tuto matici poté ulozi do tfeti souradnice (od-
povidajici irovni) vysledné matice X_res. Matice reprezentujici zbylé rychlé mody
je dopocitana jako rozdil matice vstupnich dat a souc¢tu matic vsech extrahovanych
pomalejsich slozek. Tedy vysledkem funkce mrdmd_result () je 3D matice, jejiz jed-
notlivé 2D matice reprezentuji slozky extrahované na kazdé trovni az po matici

obsahujici zbylé rychlé slozky.

4.5 Vykresleni

Aby bylo mozné zhodnotit presnost vysledki, vykreslime vysledky jako video, které
je synchronnim sloucenim tii videi — prvni vykresluje ptivodni vstupni data, pod nim
se nachézi video vykreslujici ziskanou nizkohodnostni slozku (pozadi) a posledni je

video vykreslujici ziskanou fidkou (dynamickou) slozku.

Obrazy ve stupnich sedi

Metoda provadeéjici vykresleni neupravenych dat ziskanych separaci se nachéazi v sou-
boru vykresleni.m.

Bohuzel separace vstupnich dat zplsobuje, Ze ziskana ridka slozka je tmavsi nez
by méla byt. Muze dokonce dosdhnout zapornych hodnot. To je problém, protoze
pro vykresleni je potfeba jednotlivé slozky prevést do formatu uint8, ktery vSechny
zaporné hodnoty zaokrouhli na nulu — budou tedy ¢erné. Z tohoto divodu je pro
potieby vykresleni dynamicka slozka upravena.

Podrobnéjsi vysvétleni, pro¢ dochazi ke ztmaveni dynamické slozky, je rozebrano
v bakalarské praci [10]. V praci [10] jsou také navrzeny zptisoby, jak dynamickou
slozku co nejvérohodnéji vizualizovat. Metody s nejlepsimi vysledky jsou skdlovani

jednotlivych obrazt a filtrace jednotlivych obrazt. Skélovani je implementovano v
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souboru skalovane_vykresleni.m. Touto metodou je nejmensi hodnota v kazdém
obrazu preskalovana na c¢islo 0 a nejvétsi hodnota na ¢islo 255.

Filtrace obrazii je implementovana v souboru filtr_vykresleni.m. Pii tomto
postupu jsou nejprve vsechny hodnoty mensi nebo rovny 4 zaokrouhleny na 0. Poté
je kazdy obraz filtrovin Wienerovym filtrem [46] a hodnoty mensi nebo rovny 4 jsou
opét zaokrouhleny na 0. Poté je na cely obraz aplikovano morfologické uzavieni [42].

Detailni popis vyse zminénych postupt spolu s vyhodami a nevyhodami jednot-

livych metod vykresleni je k dispozici v bakalaiské préaci [10].

Barevné obrazy

Neupraveny vysledek separace barevnych dat je mozné vykreslit pomoci funkce na-
chézejici se v souboru color_vykresleni.m.

I pro barevné obrazy je z duvodu lepsiho vyhodnoceni vysledkt provedena tprava
dynamické slozky. VSechny tupravy jsou stejné jako pro obrazy ve stupnich Sedi,
pouze jsou aplikovany na kazdou barevnou slozku zvlast.

Skalovan{ nejmenstho prvku na 0 a nejvétsiho na &slo 255 je k dispozici v souboru
color_skalovane_vykresleni.m. Filtrace pomoci Wienerova filtru je k dispozici

v souboru color_filtr_vykresleni.m.

Multiresolution DMD

Vykresleni vyslednych slozek ziskanych pomoci mrDMD je provedeno stejné jako pro
obrazy ve stupnich Sedi s rozdilem, ze videa predstavujici vysledky pro jednotlivé
slozky jsou poskladany vedle sebe. Tedy prvni video se skldd4 z videa vstupnich
dat, pozadi (prvni ziskané pomalejsi slozky) a druhé ziskané pomalejsi slozky. Druhé
video tvori video vstupnich dat, pozadi a treti ziskané pomalejsi slozky. A posledni
video tvori video vstupnich dat, pozadi a zbylé rychlé slozky.

Opét je v souboru skalovane_mrdmd_vykresleni.m implementovana skalovana
verze vykresleni a v souboru filtr mrdmd_vykresleni.m je implementovano vy-

kresleni vyuzivajici Wienertv filtr a morfologické uzavreni.
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5 Porovnani vysledku

Vsechny vysledky zminéné v této kapitole se nachazeji ve slozce vysledky.

5.1 Implementace vyhodnoceni vysledkii

Aby bylo mozné zmérit presnost separace, bude potreba vyrobit simulovana data.
Ta je mozné vyrobit napt. pomoci souboru data_maker.m, ktery vezme jeden obraz
jako pozadi a dalsi dva obrazy jako dynamickou slozku. Tyto dva obrazy dynamické
slozky jsou poté ndhodné posouvany po obrazu pozadi.

Provedeme-li separaci pro takto ziskana simulovana data, mtzeme ziskany ob-
raz pozadi porovnat s puvodnim obrazem pozadi, ze kterého byla simulovand data
vytvorena. Porovnani ziskaného a ptivodniho obrazu pozadi ve stupnich Sedi je im-
plementovano v souboru vyhodnoceni.m. Porovnani probiha pomoci Frobeniovy
normy rozdilu ziskaného a puvodniho pozadi a pomoci tzv. SSIM indexu [45].

Jedna se o index vyjadrujici podobnost obrazti. Mtize nabyvat hodnot z intervalu
(—1,1), kde hodnota 1 znac¢i dva zcela identické obrazy, hodnota —1 znaci zcela
rozdilné obrazy a hodnota 0 znaci nulovou strukturalni podobnost. Pro porovnavani
bude pouzita i tzv. SSIM mapa, kterou nabizi program MATLAB. Tato funkce
vykresli lokdlni hodnoty SSIM pro cely obraz. Pro lepsi viditelnost vysledki budou
hodnoty SSIM mapy preskalovany tak, aby Cerna barva odpovidala hodnoté 0,85
(nejmensi SSIM hodnota, kterd byla naméfena) a bila hodnoté 1.

Vyhodnoceni pro barevné obrazy pouziva taktéz Frobeniovu normu a SSIM in-
dex. Tyto metriky jsou aplikovany na kazdou barevnou slozku zvlast. Je tedy ziskana
presnost kazdé barevné slozky. Vyhodnoceni pro barevné obrazy je implementovano

v souboru color_vyhodnoceni.m.

5.2 Volba parametri

Volba parametrii bude urcena prevazné experimentalné. K tomu budou uzita si-
mulovand data vznikld z obrazu [b.1] u kterych je mozné porovnat ziskané pozadi
s puvodnim.

Ziskany obraz pozadi bude porovnan s puvodnim pozadim pomoci Frobeniovy
normy a SSIM indexu. Déle bude maz rozdil vyjadrovat nejvétsi hodnotu Frobe-
niovy normy rozdilu mezi ziskanymi obrazy pozadi a puvodnim pozadim, prim.
rozdil primérnou hodnotu Frobeniovy normy rozdilu mezi ziskanymi obrazy pozadi
a puvodnim pozadim, min SSIM nejmensi naméteny SSIM index mezi ziskanymi ob-
razy pozadi a puvodnim pozadim a prim. SSIM primérnou hodnotu SSIM indexu

namérenou mezi ziskanymi obrazy pozadi a ptivodnim pozadim.
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(a) Dynamicka slozka (b) Dynamicka slozka (c) Pozadi

Obr. 5.1: Simulovana vstupni data. Dynamicka slozka je pro lepsi viditelnost zob-
razena vetsi, nez tomu je ve skutecnosti. Objekt (b) se po pozadi pohybuje Sestkrét

rychleji nez objekt (a).

DMD

V DMD metodé je mozné volit dva parametry — prah e a parametr redukujici dimenzi
T.

Experimentalnimi vysledky na simulovanych i realnych datech se ukazuje, ze
velikost Fourierova modu, ktery nalezi pozadi, je na rozdil od zbylych modi velmi
mald. Radové se pohybuje od 1076 do 1072. Velikost zbyljch modii je vétsinou fadové
107! vyjimecné 1072, Proto jako parametr € bude voleno ¢islo 0,01.

Parametr » by mél byt volen tak, aby zachytil vSechny dominantni mody. U si-
mulovanych dat vime, zZe spravna hodnost matice pozadi L by méla byt jedna,
protoze série obrazi vznikla z jediného obrazu pozadi. Tedy v tomto pripadé by
meéla byt idedlni volba r = 1. Tento fakt zobrazuje tabulka kde byly po-
rovnany vysledky s pouzitim r = 1, coz odpovida nejmensi mozné volbé r, dale
s =50ar =99, coz odpovidd maximalni mozné volbé r (puvodnich obrazu je
100). Tyto vysledky jsou také vykresleny na obrazku a k nalezeni jsou ve slozce
simulovana_data\grayscale\dmd. Z obrazku [5.2] je zietelné, Ze ¢im je r vétsi, tim
vétsi chyba je zanasena do dynamické slozky. Konkrétné se do dynamické slozky
promitaji jednotlivd mista, kde se vyskytovala dynamicka slozka v pribéhu vsech
snimk.

Jelikoz u redlnych videi nevime, kolik dominantnich modt je potfeba, abychom
vystihli chovani daného systému, budeme pro realna videa vzdy volit maximalni
mozné r. Kdybychom zvolili » mensi, mtize nastat, ze vynechame dulezity mod, coz
zpusobi znacné vétsi nepresnost, nez ktera vznikne, zvolime-li maximalni mozné r.

Tedy r =n — 1, kde n znaci pocet snimkti daného videa.
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Tab. 5.1: Porovnani vysledkt DMD metody pro rtizné volby parametru . Piivodnich
obrazt je 100, r = 99 je tedy maximalni moznd volba r a r = 1 je minimalni mozna
volba. Vysledné snimky pozadi jsou porovnany s origindlnim pozadim a podobnost

je zhodnocena pomoci Frobeniovy normy, SSIM indexu a ¢asové naroc¢nosti.

Vysledky DMD metody pro rizné volby parametru r.

¢as[s] | max rozdil | pram. rozdil | min SSIM | pram. SSIM
r= 1,3 1961,0 19578 0,9778 0,9778
r=2050| 28 1971,5 1968,7 0,9771 0,9771
r=99 | 3,6 2010,8 2008,3 0,9767 0,9767

r=1 r=50 r=max =99

Obr. 5.2: Vysledek DMD metod pro data ve stupnich Sedi pro rizné hodnoty pa-
rametru r. V horni poloviné je vykresleno odseparované pozadi, v dolni poloviné
je vykreslena ziskand dynamicka slozka. Obrazy dynamické slozky jsou vykresleny
pomoci filtrovaného vykresleni. Obrazi je 100, tzn. nejvétsi mozné volba parametru
r je 99.

PCP

V PCP metodé je potfeba spravné nastavit dva parametry A, p a presnost §. Pa-
rametr x4 budeme volit stejné jako autofi ¢lanku [4] a to = m - n/(4||M]||;), kde
m, n jsou rozmeéry matice vstupnich dat M. Parametr u volime takto pevné, protoze
Spatna volba muze zplisobit, ze se smycka PCP algoritmu zacykli. Jelikoz pro vétsi
data je vypocet kazdé iterace Casové narocny, radéji zvolime p pevné a zaméiime se
na parametr A.

Jak jiz bylo drive feceno, pro A existuje univerzalni volba A = ﬁ, kde
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m,n jsou rozméry matice vstupnich dat. Pro simulovana data je tato univerzalni
A = 0,002. Pokud jsme zvolili A < 0,001 nebo A > 0,008, bylo pomoci Frobeniovy
normy a SSIM indexu zjisténo, ze ¢im mensi v prvnim pripadé a ¢im vétsi v druhém
pripadé A bylo, tim méné presnd byla separace. Pro 0,001 < A < 0,008 je podle
metrik vysledek separace stejny. Jediny rozdil je v poctu potiebnych iteraci. Ten je
nejmensi pravé pro volbu A = 0,002 a jeji blizké okoli. Jelikoz i pro realna data mé
tento univerzalni parametr velmi dobré vysledky, bude pouzity k vypoctu vysledkt
urc¢enych k porovnéni s vysledky dalsich metod.

Presnost bude v této praci ddle volena jako 6 = 107°. Pokud bylo zvoleno 6 =
107°, nastaly situace, kdy se algoritmus zacyklil. I v pfipadech, kdy se nezacyklil,
trval zpravidla o nékolik desitek iteraci vice nez pii volbé § = 1075, P¥itom ziskany
vysledek byl shodny jako pfi uziti § = 10~°. Pokud bylo zvoleno napi. § = 1074, byla

touto volbou ovlivnéna presnost separace. Proto i naddle bude pouZivano § = 107°.

Nekonvexni RPCA

Pti uziti nekonvexniho RPCA implementovaného v souboru nonconvex.m jsme byli
schopni pro simulovana data a pro vsechny volby p € (0, 1) najit kombinaci para-
metra A, 4, pro které tento algoritmus konverguje a ziskané vysledky davaji smysl.
Bohuzel pro realna data jsme toho byli schopni pouze pro p > 0,8. Pro mensi p byl
tento tkon vypocetné velmi naroény. Spravny vysledek pro p = 0,8 byl ziskan az
po 635 iteracich. Bylo tedy potifeba nechat dany algoritmus bézet alespon 1000 ite-
raci. Bohuzel u vétsiny kombinaci danych parametri se algoritmus zacyklil — dosdhl
1000+ iteraci. Vzhledem k casové narocnosti jedné iterace (zptisobené SVD rozkla-
dem) bylo rozhodnuto tento algoritmus dale nepouzivat. Proto se ddle zamérime
pouze na puvodni algoritmus [2| dle Chartranda.

V tomto algoritmu je opét potieba nastavit dva parametry A\, p a presnost 9.
Pfesnost bude ze stejnych diivodii jako v PCP algoritmu volena jako § = 107°.

Pocateéni hodnota parametru p je v ¢élanku [6] volena jako 4/5 velikosti nej-
vétsiho singularniho ¢isla matice vstupnich dat. I v této praci se pokusime p takto
ponechat. Pripadné dalsi volby p budou vzdy néasobky velikosti nejvétsiho singu-
larniho ¢isla matice vstupnich dat. Presnou volbu A, u nalezneme pro dana vstupni

data experimentalné.

Kvaternionové PCP

Jelikoz kvaternionové PCP probihd na komplexnich reprezentacich bez jakékoliv
zmény puvodniho PCP algoritmu, budou i parametry ponechény stejné jako v PCP

algoritmu.
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Kvaternionové DMD

Kvaternionové DMD probihé stejné jako klasické DMD, proto prah ¢ ponechame
stejny jako v DMD. Ovsem pro volbu parametru r bylo experimentalné zjisténo, ze
i v pripadé simulovanych dat volba r = 1 nevraci smysluplny vysledek. Proto pro
kvaternionové DMD budeme vzdy pouzivat nejvétsi moznou volbu r = n — 1, kde

n je pocet sloupcii matice vstupnich dat M.

Multiresolution DMD

V mrDMD metodé je opét potieba volit parametr r redukujici dimenzi, pocet de-
kompozi¢nich trovni L a prah e. Parametr r» bude volen stejné jako v klasickém
DMD (ze stejnych divodi) jako maximélni moznd volba r = n — 1, kde n je pocet
sloupcti matice vstupnich dat.

Pocet dekompozic¢nich trovni L je tfeba volit podle vstupnich dat. Budeme-li mit
video, kde budou rychle jezdit auta, pomaleji kola a nejpomaleji se budou pohybovat
chodci, vyzadujeme t¥i irovné dekompozice (1. pozadi, 2. chodci a 3. kola). Pricemz
jedouci auta by méla zustat jako zbylé rychlé mody. Podobnou logikou volime pocet
dekompozicnich trovni i pro jind vstupni data.

Prah ¢ budeme volit mensi pro prvni dekompoziéni troven a vétsi pro zbylé
urovné. Divodem je, jak jiz bylo feceno, ze velikost Fourierovych modt odpovi-
dajicich pozadi (1. dekompozice) je mnohem mensi nez velikost ostatnich modu.
Abychom pri volbé e = 0,001 byli schopni odseparovat slozky v dalsich drovnich,
musely by dané slozky vypadat v daném casovém segmentu opravdu jako pozadi —
musely by byt zcela statické. Toho v redlném pripadé vétsinou nejsme schopni do-
sdhnout (museli bychom vzit napf. pouze 3 snimky), proto pro dalsi irovné budeme
volit jiné €, které je potieba pro dana vstupni data najit experimentalné. Podle po-

treby je mozné volit € jako funkci zavislou na dekompoziéni tirovni i pro dalsi irovné.

Uspésnost mrDMD ilustrujeme na videu ulice street .mp Na toto video apli-
kujeme klasickou DMD metodu i mrDMD. Ukazka z vysledku separace je vykres-
lena na obrézku [5.3] Z obrazku je viditelné, ze DMD metoda do dynamické slozky
kromeé projizdéjiciho auta prida i ¢ast ulice a budov. Na tomto videu se kromé aut
a Clovéka pohybuje i svétlo vrhané danymi auty. Lidské oko toto svétlo témér neza-
znamend. DMD metoda ho pridd do dynamické slozky, ale pomoci mrDMD metody
jsme schopni toto svétlo odseparovat. Konkrétné pouzijeme-li prah k ziskani pozadi
e = 0,002 a prah k ziskani dalsich slozek € = 0, 4, tak pohybujici se svétlo je ziskano
z druhé dekompoziéni drovné mrDMD algoritmu. Popsané vysledky se nachézeji

ve slozce street.

'Dostupné z https://www.pexels.com/video/man-crossing-the-streets-of-london-5266869/
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el 1.11 b Vgt
: ——+ =

MrDMD (2. iroveri dekompozice) DMD

Obr. 5.3: Rozdil mezi vysledky mrDMD a DMD metod. V horni tfetiné je vykreslen
ptvodni obraz, v druhé tretiné je vykresleno odseparované pozadi a v dolni tfetiné
je vykreslen obraz ziskany z druhé dekompozi¢ni trovné mrDMD metody a obraz
dynamické slozky pro DMD metodu. Dynamicka slozka je vykreslena pomoci skalo-
vaného vykresleni. Je patrné, ze DMD metoda odseparovala nejen projizdéjici auto,
ale i ¢ast budov a silnice. Budovy a silnice byly odseparovany, protoze se po nich
pohybuje svétlo jedouciho automobilu. Pohybujici se svétlo neni v pivodnim videu
na prvni pohled viditelné, ovsem pomoci mrDMD (konkrétné z druhé dekompozi¢ni

trovné) jsme toto svétlo schopni odseparovat.

5.3 Vysledky na simulovanych datech

Nejprve budou metody porovnany na simulovanych datech obsahujicich 100 riznych
snimki o velikosti 600x399 px. Vypocty probihaji na notebooku s procesorem AMD
Ryzen 5 5600H, 3,30 GHz a 16GB RAM. Snimky simulovanych dat jsou dostupné ve
slozce imgs. Origindlni obrazy ze kterych byla simulovand data vytvorena, jsou

ulozeny ve slozce original_data pod nazvy parot.png, parot2.png a forest. jpg.

70



Nejprve se soustiedime na metody pro data ve stupnich sedi. Vsechny dale zminéné

vysledky se nachéazeji ve slozce simulovana_data\grayscale.

Tab. 5.2: Porovnani vysledkt konvexnich metod na simulovanych datech. Vysledky
jsou porovnany vypoctem ¢asové naroc¢nosti, hodnosti ziskané matice pozadi L a po-
moci ¢; normy matice dynamické slozky S. Metoda PCP zkonvergovala po 25 itera-
cich a konvexni RPCA po 30 iteracich.

Vysledky konvexnich metod na simulovanych datech.
casls] | rank(L) IS|l: - 107
Medianovy filtr | 0,3 1 1,9400
DMD 1,3 1 3,5167
PCP 25,4 1 1,9400
RPCAsp=1 | 36,8 2 1,9403

Simulovana data nejprve separujeme pomoci konvexnich metod — medianovy filtr,
DMD, PCP a RPCA dle Chartranda s konvexni volbou p = 1. Vysledna hodnost
matice L a /; norma matice S jsou spolu s ¢asovou naroc¢nosti pro jednotlivé metody
rozepsany v tabulce 5.2l Z této tabulky je patrné, ze kromé RPCA vsechny metody
ziskaly rank(L) roven jedné, coz je idedlni vysledek, protoze pozadi obrazi bylo
vytvoreno z jediného snimku. Pouze RPCA metoda méla rank(L) = 2. Podivame-li
se ale na f; normu ziskané matice S, zda se, ze i pres vétsi hodnost L by mohla
mit konvexni RPCA metoda lepsi vysledek nez metoda DMD. Tento fakt ovérime
pomoci Frobeniovy normy rozdilu ziskanych obrazii pozadi s ptivodnim obrazem
pozadi a pomoci SSIM indexu mezi ziskanymi obrazy pozadi a pivodnim obrazem.
Konkrétni vysledky jsou k dispozici v tabulce [5.3]

7 tabulky je patrné, ze metody medidnovy filtr, PCP i RPCA ziskaly stejné
presné obrazy pozadi. Dokonce musely byt vsechny obrazy ziskané RPCA metodou
stejné presné, i kdyz ziskané pozadi musely tvorit alespon dva rtizné obrazy. Pozadi
ziskané pomoci DMD metody ale bylo méné presné. Konkrétni problém je ukézan
na obrazku [5.5] Do dynamické slozky byly pfidany poloprithledné obrazy dynamické
slozky. Vzhledem k tomu, ze dynamicka slozka je v.DMD metodé spocitana jako
S =M — |L|, musi byt stejny problém i souc¢édsti pozadi.

Tvrzeni, ze do obrazu pozadi byla DMD metodou pfenesena i chyba na mistech,
kde se nachézela dynamicka slozka, je mozné oveérit z obrazku[5.4] Na tomto obrazku
jsou zelené zvyraznéna mista, kde je vétsi chybovost DMD metody oproti PCP. Pri
porovnani s originalnim videem je zfejmé, Ze se jedna o mista, kde se vyskytovala

dynamické slozka.
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DMD o ' PCP

Obr. 5.4: Porovnani SSIM mapy DMD a PCP metody. Zelenymi krouzky jsou zvy-
raznéna hlavni mista, kde je obraz pozadi ziskany DMD metodou méné presny nez

obraz ziskany pomoci PCP. Jedn4 se o mista, kde byla dynamicka slozka.

Tab. 5.3: Porovnani vysledkt konvexnich metod na simulovanych datech. Vysledné
snimky pozadi jsou porovnény s origindlnim pozadim a podobnost je zhodnocena

pomoci Frobeniovy normy a SSIM indexu.

Vysledky konvexnich metod na simulovanych datech.

max rozdil | prim. rozdil | min SSIM | prim. SSIM
Medianovy filtr 1929,9 1929,9 0.9799 0,9799
DMD 1961,0 1957,8 0,9778 0,9778
PCP 1929,9 1929,9 0,9799 0,9799
RPCAsp=1 1929,9 1929,9 0,9799 0,9799

Dale vyzkousime, jestli nekonvexni varianty RPCA nedosdahnou presnéjsich nebo
rychlejsich vysledki. Pro kazdou volbu p bylo potieba experimentalné najit parame-
try A a u. Ty byly vybrany tak, aby matice L méla co nejmensi hodnost a ||S||; byla
co nejmensi. Vysledky jsou rozepsany v tabulce 5.4} Z této tabulky je patrné, ze vy-
separace pomoci Frobeniovy normy a SSIM indexu, ziskame stejné vysledky jako
pro medianovy filtr, PCP a konvexni RPCA. Muzeme tedy tict, ze nejlepsi metodou
pro simulovana data ve stupnich Sedi se jevi byt medidnovy filtr — je nejrychlejsi

Nyni se soustiedime na barevnou verzi simulovanych dat. Dale zminéné vysledky
se nachazeji ve slozce simulovana_data\color. Postupné tedy vyzkousime kvater-
nionové DMD (QDMD), kvaternionové PCP (QPCP), vypocet DMD a PCP zvlast

pro jednotlivé barevné slozky a nakonec prevedeme data do YCgCr a opét spoci-
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Median DMD

PCP RPCA

Chartrand p=1

Obr. 5.5: Porovnéani vysledkii jednotlivych konvexnich metod pro data ve stupnich
sedi ziskanych na simulovanych datech (konkrétné se jedna o snimek img033. jpg).
V horni poloviné obrazu vysledku pro jednotlivé metody je vykresleno odseparované
pozadi, v dolni poloviné je vykreslena ziskana dynamicka slozka. Obrazy dynamické
slozky jsou vykresleny pomoci filtrovaného vykresleni. Metoda znacena jako RPCA

odpovida konvexni varianté algoritmu , tzn. s volbou p = 1.

tame DMD a PCP zvlast pro jednotlivé barevné slozky. Vysledky opét porovnavame

podle ¢asové naroc¢nosti a pomoci Frobeniovy normy a SSIM indexu pro jednotlivé
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Tab. 5.4: Vysledky nekonvexniho RPCA pro rizné hodnoty p na simulovanych da-
tech. Vysledky jsou porovnany vypoctem hodnosti ziskané matice pozadi L a pomoci
{1 normy matice dynamické slozky S. Parametry A a pg byly nalezeny experimen-
talné. Parametr p (poc¢ateéni hodnota parametru p) je udavan v nasobcich nejvét-

stho singularniho ¢isla oy, matice vstupnich dat M.

Vysledky nekonvexniho RPCA na simulovanych datech.
A o Omax | Cas[s] | po¢. iteraci | rank(L) | ||S||; - 107
0,9 || 0,001 4/5 50,2 30 2 1,9402
0,8 || 0,0019 4/5 51,3 29 2 1,9403
0,7 || 0,0025 4/5 51,1 29 2 1,9403
0,6 | 0,0005 10 53,2 30 1 1,9404
0,5 | 0,0007 10 27,3 32 2 1,9402
0,4 || 0,00015 50 61,3 34 2 1,9403
0,3 || 0,00015 50 60,0 33 2 1,9403
0,2 || 0,00015 100 60,1 33 2 1,9403
0,1 || 0,00015 150 61,5 34 2 1,9402
0 | 0,00015 1000 43,5 36 1 1,9403

barevné slozky. Vysledek je v tabulce

7 tabulky je ztejmé, ze jednotlivé druhy PCP metod maji lepsi vysledky
nez odpovidajici DMD verze. Tento fakt je viditelny i na obrazku [5.6] Nejlepsich
vysledkti je dosazeno pri uziti QPCP a PCP provedeného po jednotlivych slozkach
RGB dat. Jelikoz vypocet QPCP trva témér osmkrat tak dlouho jako vypocet PCP
pro jednotlivé slozky, jevi se PCP po jednotlivych barevnych RGB slozkach jako
nejvhodnéjsi metoda pro dand barevna simulovand data.

Vysledky ziskané PCP a DMD metodami provedenymi po jednotlivych YCgCgr
slozkach nebudeme nadale vykreslovat. Divod tohoto rozhodnuti je vyobrazen na ob-
razku Dynamicka slozka je separovana tak, aby byla ridkd — obsahovala co
nejvice nul. Pokud pixel v YCgCg ma hodnotu [0, 0, 0] pfi prevedeni do RGB mé
hodnotu [0, 128, 0], je tedy zeleny. Proto pro srovnani tohoto pfistupu s jinymi me-

todami budeme pouzivat pouze hodnost matice L.
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Tab. 5.5: Porovnani vysledk metod pro barevna data na simulovanych datech. Vy-
sledné snimky pozadi jsou pro jednotlivé barevné slozky porovnany s originalnim po-
zadim a podobnost je zhodnocena pomoci Frobeniovy normy, SSIM indexu a ¢asové

narocnosti. Vysledky metod probihajicich v ' YCgCpg byly prevedeny zpét do RGB.

Vysledky metod pro barevnd data na simulovanych datech.

QDMD | DMD DMD QPCP | PCP PCP

(RGB) | (YCBCR) (RGB) | (YCgECR)
cas|s] 35 3 4 753 99 53

max rozdil(R)-10% || 2,1921 | 2,1044 | 2,1302 | 2,0346 | 2,0346 | 2,0592

max rozdil(G)-10® | 2,0680 | 2,0172 | 2,0379 | 1,9967 | 1,9967 | 2,0131

max rozdil(B)-10% || 2,4361 | 2,4154 | 24613 | 2,3573 | 2,3573 | 2,3856

pritm.rozdfl(R)-103 | 2,1877 | 2,0995 | 2,1255 | 2,0346 | 2,0346 | 2,0592
priim.rozdfl(G)-10% | 2,0672 | 2,0161 | 2,0362 | 1,9967 | 1,0967 | 2,0131
pritm.rozdil(B)-103 || 2,4327 | 2,4136 | 2,4531 | 2,3573 | 2,3573 | 12,3856
min SSIM(R) 0,9747 | 0,9756 | 0,9706 | 0,9771 | 0,9771 | 0,9721
min SSIM(G) 0,0746 | 0,9755 | 0,9714 | 0,9775 | 0,9775 | 0,9734
min SSIM(B) 0,9560 | 0,9580 | 0,9514 | 0,9600 | 0,9600 | 0,9537
priim. SSIM(R) | 0,9747 | 0,9756 | 0,9706 | 0,9771 | 0,9771 | 0,9721
priim. SSIM(G) | 0,9746 | 0,9755 | 0,9714 | 0,9775 | 0,9775 | 0,9734
priim. SSIM(B) || 0,9560 | 0,9580 | 0,9514 | 0,9600 | 0,9600 | 0,9537

5.4 Vysledky na realnych datech

5.4.1 Video vcel

Prvné metody vyzkousime na realném videu véel ve stupnich $edi. Toto vided?] je
k nalezeni ve slozce original_data pod nazvem bees.mp4. Na obrazku [5.8| je vyob-
razen jeden snimek z tohoto videa. U tohoto videa miizeme predpokladat, ze pozadi
se v prubéhu casu neméni — predpokladame rank L = 1. VSechny déle zminéné
vysledky jsou k nalezeni ve slozce bees. Pro vysledky bude pouzito pouze skélo-
vané vykresleni. Filtrované vykresleni neni pro tento typ videa vhodné, proto bude
vynechano.

Nejprve budou k separaci pouzity konvexni metody. Vysledek je vyobrazen na ob-
razku Na tomto obrazku je zelené vyznacena cast kvétiny, ktera byla pomoci
medidnového filtru pridéna do pozadi. Cervené je zvyraznéna tato stejnd kvétina,

kterda byla uzitim PCP metody vyhodnocena jako soucast pozadi a podle jejiho

2Dostupné z https://www.pexels.com/video/bee-farm-855504/
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QbMD DMD po slozkach

QPCP PCP po slozkach

Obr. 5.6: Porovnani jednotlivych metod pro barevna RGB data na simulovanych
datech. V horni poloviné obrazu vysledkti pro jednotlivé metody je vykresleno odse-
parované pozadi, v dolni poloviné je vykreslena ziskand dynamicka slozka. Obrazy
dynamické slozky jsou vykresleny pomoci barevného filtrovaného vykresleni. Metoda
znacend jako QDMD odpovida kvaternionovému DMD a metoda znacend QPCP
odpovida kvaternionovému PCP. DMD po slozkach a PCP po slozkich oznacuje
provedeni DMD a PCP metod zvlast pro jednotlivé barevné slozky.

pohybu se méni i obraz pozadi. Vizualné presnou separaci provedla pouze DMD
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DMD po slozkach PCP po slozkach

Obr. 5.7: Ukazka vysledki DMD a PCP metod provedenych zvlast pro jednotlivé
barevné slozky na simulovanych datech prevedenych na YCgCg. V horni poloviné je
vykresleno odseparované pozadi, v dolni poloviné je vykreslena ziskand dynamicka

slozka.

metoda a konvexni RPCA metoda.

Casova naro¢nost, hodnost matice L a ¢; norma matice S jsou pro jednotlivé
metody vyobrazeny v tabulce [5.6] Z tabulky je patrné, 7e pouze medidnovy filtr
a DMD metoda ziskaly matici L s hodnosti jedna. Z tohoto divodu a také kvili
velkému rozdilu v ¢asové narocnosti DMD a konvexni RPCA metody volime DMD
metodu jako nejlepsi metodu pro separaci tohoto videa.

Na videu vcel byla vyzkousSena i metoda nekonvexniho RPCA. Ziskat vhodné
parametry A a pu, které zajisti podobné dobry nebo lepsi vysledek nez konvexni
varianta p = 1, bylo velmi obtizné. Vysledna separace (pro ruzna p) byla i tak
méné presna nez pro konvexni variantu nebo DMD. Navic vypocet trval dvojnasobek
casu. Vzhledem k témto vysledkim a faktu, ze je tézké najit vhodné parametry, je
nekonvexni RPCA shledano jako nevhodné pro toto video.

Na video v¢el byly aplikovany i metody pro barevna data. Vysledky jsou k dis-
pozici ve slozce bees\color. Tyto vysledky byly stejné jako pro data ve stupnich
sedi. Tedy metody vyuzivajici PCP ménily vysledné pozadi podle pohybu kvétiny
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Obr. 5.8: Snimek z videa vcel.

Tab. 5.6: Porovnani vysledkti konvexnich metod na videu vcel. Vysledky jsou po-
rovnany pomoci ¢asové narocnosti, vypoctem hodnosti ziskané matice pozadi L
a pomoci /1 normy matice dynamické slozky S. Metoda PCP zkonvergovala po 167

iteracich a konvexni RPCA po 34 iteracich.

Vysledky konvexnich metod na videu véel.

casls] | rank(L) | [|S]|; - 107
Medidnovy filtr | 0,3 1 12,829
DMD 17 1 14,511
PCP 380,9 93 9,154
RPCAsp—1| 695 | 24 10,908

ve vétru, zatimco metody vyuzivajici DMD tuto kvétinu prenesly ¢isté do dynamické
slozky a pozadi zistalo statické. Vysledky kvaternionového DMD a DMD po jednot-
livych RGB slozkach byly velmi podobné. DMD po slozkéch mélo mensi hodnotu ¢4
normy matice S pro jednotlivé slozky a také bylo znacné rychlejsi (viz tabulka .

Tedy DMD po slozkach se jevi jako nejlepsi mozna volba pro toto barevné video.

5.4.2 Prvni video Slunce

Dalsimi redlnymi daty, na kterych budeme metody testovat, je Vide(ﬂ erupce na Slunci

poskytnuté prof. Druckmiillerem. Jednotlivé obrazy byly z divodu vypocetni naroc-

3Dostupné z |http ://www.zam.fme.vutbr.cz/~druck/SD0/Pm-nafe/2015_05_09/0-info. htm|
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PCP RPCA (p=1)

Obr. 5.9: Porovnani vysledki konvexnich metod na videu véel. V horni poloviné je
vykresleno pozadi ziskané pomoci jednotlivych metod a v dolni poloviné je vykres-
lena dynamické slozka. Pro jeji vykresleni bylo pouzito skdlované vykresleni. Zeleny
krouzek u metody medianového filtru zvyraznuje ¢ast pohybujici se kvétiny, ktera
byla prenesena do pozadi. Cerveny krouzek u PCP metody zvyraziiuje ¢ast pozadi,

kterd se na kazdém snimku méni podle pohybu kvétiny.
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Tab. 5.7: Porovnani vysledktt DMD metod pro barevna data na videu véel. Vysledky
jsou porovnany pomoci ¢asové narocnosti, vypoctem hodnosti ziskané matice pozadi
L (hodnost je stejnd pro vsechny barevné slozky) a pomoci ¢; normy matice dyna-

mické slozky S.

Vysledky DMD metod pro barevna data na videu vcel.

¢as[s] | rank(L) | ||S®||, - 108 | [|SC||; - 108 | ||S®B]|, - 108
QDMD 62 2 1,5479 1,5268 1,5543

DMD (RGB) 6 1 1,5067 1,4965 1,5122

nosti oriznuty (viz obrézek a zmenseny na konecny pocet 750 snimki o velikosti
420x 545 px. Tyto snimky se nachézi ve slozce flare_prom.

Pro toto video predpokladame, ze pozadi netvori pouze jediny obraz. Viditelny
povrch Slunce se erupci zméni — zméni se tedy i pozadi. Nejprve se opét zamérime

na data ve stupnich Sedi. Vysledky jsou uloZeny ve slozce flare_prom\grayscale.

Obr. 5.10: Snimky z prvniho videa Slunce. Vpravo je vykreslen originalni barevny

snimek. Vlevo je dany snimek preveden do stupnu Sedi.

Nejdiive byly vyzkouseny konvexni metody separace. Casova narocnost vypoétu,
hodnost matice L a ¢; norma matice S ziskané pomoci jednotlivych konvexnich
metod jsou zapsany v tabulce [5.8] 7 téchto vysledkl jsme schopni metody porovnat
pouze podle ¢asové narocnosti. Presnost separace nelze z této tabulky vycist, protoze
vime, ze v tomto pripadé je oc¢ekdvana hodnost L > 1. Jaka by méla byt idedlni
ziskana hodnost L, 1ze pouze odhadnout.

7 tohoto divodu bude vhodnéjsi grafické srovnani vysledkl jednotlivych kon-
vexnich metod. Toto srovnani je na obrazku kde je vykreslen jeden snimek zis-
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Tab. 5.8: Porovnani vysledkt konvexnich metod na prvnim videu Slunce. Vysledky
jsou porovnany pomoci ¢asové narocnosti, vypoctem hodnosti ziskané matice pozadi
L a pomoci ¢; normy matice dynamické slozky S. Metoda PCP zkonvergovala po 100
iteracich a konvexni RPCA po 33 iteracich.

Vysledky konvexnich metod na prvnim videu Slunce.
cas[s| | rank(L) IS|l: - 10°
Medianovy filtr 3 1 1,1202
DMD 168 3 1,2045
PCP 2544 332 0,4529
RPCAsp=1 760 6 0,8402

kaného pozadi a dynamické slozky pro kazdou konvexni metodu. Dynamicka slozka
je vykreslena skalované i filtrované. Filtrované vykresleni odhaluje, jak velka ¢ast
obrazu pozadi byla pieneseno do dynamické slozky. Cast pozadi byla pfenesena
do dynamické slozky, protoze povrch Slunce na tomto videu ,Sumi“. Miuze tedy
plsobit jako pohybujici se slozka.

7 obrazku je patrné, ze jedind konvexni metoda, kterd neprenesla obraz
pozadi do dynamické slozky, je PCP metoda. U medidnového filtru jsou ocekavatelné
horsi vysledky, protoze hodnost matice L bude pti uziti této metody vzdy rovna
jedné a jak jiz bylo receno, nejedné se o idedlni vysledek. Zda se, ze konvexni RPCA
dosahla po PCP druhého nejlepsiho vysledku. Proto je vhodné vyzkouset, jak si
povedou nekonvexni verze této metody.

Vysledky nekonvexniho RPCA jsou shrnuty v tabulce 5.9 Z tabulky je patrné,
ze metoda pro p = 0,7 a pro p = 0,6 jiz ziskala matici L s vyssi hodnosti. Je
tedy vhodné dané vysledky opét zkontrolovat vizualné. Vysledky jsou vyobrazeny
postupné na obrazcich [5.12] [5.13] a 5.14l Z téchto obrazku je ziejmé, Ze ¢im blize

je p k hodnoté 0,7, tim presnéjsi je vysledek. Déle je zfejmé, ze pro p blizici se

k hodnoté nula je pozadi ziskané RPCA metodou témér cely cerny obraz. Cely
ptvodni obraz ptrejde do dynamické slozky. Tedy vysledky pro p < 0,5 jsou velmi
spatné. Pro p = 0,7 je vysledek srovnatelny s vysledkem PCP metody a jelikoz byl
ziskan trikrat rychleji, da se povazovat dokonce za lepsi. Pro p = 0,6 lze metodou
odseparovanou dynamickou slozku povazovat ze celou plochu, kde se na videu déji
pohyby. Tyto pohyby (pfevazné na povrchu Slunce) jsou velmi malé, ale pti blizsim
zkoumani puvodniho videa jsou presto viditelné. Pro volbu nejlepsi metody pro
toto video tedy zdlezi, jestli chceme odseparovat pouze erupci, pak je nejvhodnéjsi
nekonvexni RPCA s p = 0,7 nebo veskeré pohyby, poté je nejvhodnéjsi nekonvexni

RPCA s p=0,6.
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Median DMD PCP RPCA

Chartrand p=1

Obr. 5.11: Vysledek jednotlivych konvexnich metod pro data ve stupnich sedi ziskany
z prvniho videa Slunce. V horni tretiné je vykresleno odseparované pozadi, v druhé
tretiné je zobrazena dynamicka slozka vykreslena skdlované a v dolni tretiné je dy-
namicka slozka vykreslena pomoci Wienerova filtru a morfologického uzavtreni. Toto
filtrované vykresleni predevsim diky morfologickému uzavreni zobrazuje dynamickou
slozku témeér jako ptivodni obraz. To je zptusobeno velkym mnozstvim Sumu, ktery
byl pfedevsim medidnovym filtrem a DMD metodou pridan do dynamické slozky. Je

zietelné, ze mezi konvexnimi metodami mé klasickd PCP metoda nejlepsi vysledky.

Déale se zamérime na barevnou verzi tohoto videa Slunce. Vypocet z divodu
nedostatecné velikosti paméti RAM probihal na pocitaci s procesorem Intel Xeon
CPU E7-4820, 2GHz a 128GB RAM. Vysledky ziskané pomoci metod pro barevna

data jsou dostupné ve slozce flare_prom\color.
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p=0,9 p=0,8 p=0,7

Obr. 5.12: Vysledek nekonvexni RPCA metody s p = 0,9, p = 0,8 a p = 0,7 pro
prvni video Slunce. V horni tfetiné je vykresleno odseparované pozadi, v druhé
tretiné je zobrazena dynamicka slozka vykreslena skalované a v dolni tfetiné je
dynamicka slozka vykreslena pomoci Wienerova filtru a morfologického uzavieni.
Je zietelné, ze metoda s p = 0,7 ma nejlepsi vysledek. Tento vysledek je vizualné

srovnatelny s vysledkem PCP metody.
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p=0,6 p=0,5 p=04

Obr. 5.13: Vysledek nekonvexni RPCA metody s p = 0,6, p = 0,5 a p = 0,4 pro
prvni video Slunce. V horni tretiné je vykresleno odseparované pozadi, v druhé
tretiné je zobrazena dynamicka slozka vykreslena skalované a v dolni tfetiné je
dynamicka slozka vykreslena pomoci Wienerova filtru a morfologického uzavteni. Je
zietelné, ze metoda s p = 0,6 ma nejlepsi vysledek. Je diskutabilni, jestli je tento
vysledek lepsi nebo horsi nez vysledek nekonvexniho RPCA s p = 0,7 a vysledek

svv,

slozka celému piivodnimu obrazu.
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Obr. 5.14: Vysledek nekonvexni RPCA metody s p < 0,3 pro prvni video Slunce.

V horni tretiné je vykreslen ptvodni obraz Slunce, v druhé tretiné je vykresleno

odseparované pozadi a v dolni tteti tfetiné je dynamicka slozka vykreslena skalované.
Je zietelné, Ze ¢im je p mensi, tim je obraz pozadi blizsi ¢ernému obrazu a dynamicka

slozka celému ptivodnimu obrazu.
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Tab. 5.9: Vysledky nekonvexniho RPCA pro rtzné hodnoty p na prvnim videu

Slunce. Vysledky jsou porovnany casovou narocnosti, vypoctem hodnosti ziskané

matice pozadi L a pomoci ¢; normy matice dynamické slozky S. Parametry X\ a pq

byly nalezeny experimentélné. Parametr 1 (pocatetniho hodnota i) je udavan v na-

sobcich nejvétsiho singularniho ¢isla o,,, matice vstupnich dat M.

Vysledky nekonvexniho RPCA na prvnim videu Slunce.
A Ho " Omax | Cas[s] | poC. iteraci | rank(L) | ||S]|; - 10°
0,9 || 0,0001 4/5 865 33 21 0,6651
0,8 || 0,00025 4/5 829 31 18 0,6673
0,7 || 0,00025 4/5 827 32 55 0,6190
0,6 || 0,00018 4/5 848 31 56 1,6667
0,5 || 0,00015 4/5 756 29 13 5,2545
0,4 || 0,00015 4/5 739 28 8 7,4560
0,3 || 0,00015 4/5 690 28 9 8,6101
0,2 || 0,00015 4/5 677 25 4 9,9861
0,1 | 0,00015 4/5 618 23 3 10,867
0 || 0,00015 4/5 441 20 3 11,422

Tab. 5.10: Vysledky metod pro barevna data na prvnim videu Slunce. Vysledky

jsou porovnany casovou narocnosti, vypoc¢tem hodnosti ziskané matice pozadi L

a pomoci ¢; normy matice dynamické slozky S. Pro metody probihajici v YCgCgr

nepoc¢itame ¢, normu matice S z divodu nepresnosti vzniklych prevodem do RGB.

Vysledky metod pro barevna data na prvnim videu Slunce.
cas | rank(L) | rank(L) | rank(L) | [|S]|ly - 10° | [|S]]y - 10° | ||S]1 - 10°
[min] | (R) | (G) | (B) (R) (G) (B)
QDMD 25 6 6 6 1,6024 1,2222 1,2222
DMD(RGB) 12,5 3 3 3 1,5884 1,2657 1,2336
DMD(YCgpCRr) || 12,6 3 3 3
QPCP 805 750 750 750 0,0966 0,1329 0,1262
PCP(RGB) 255 113 101 90 0,4868 0,4584 0,4335
PCP(YCgCgr) | 209 78 70 81

Casova naroc¢nost, hodnost matice L a ¢; norma matice S pro jednotlivé ba-

revné slozky jsou pro kazdou metodu rozepsany v tabulce [5.10] Z tabulky je patrné,

ze metody vyuzivajici PCP ziskaly matici L se znacné vyssi hodnosti nez metody
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vyuzivajici DMD.

Vysledky metod muzeme opét porovnat vizudlné na obrazku [5.15] Dynamickd
slozka je zde opét vykreslena skdlovanym vykreslenim i filtrovanym vykreslenim.
7 filtrovaného vykresleni je zfejmé, ze metody pro barevna data vyuzivajici DMD
maji stejny problém jako DMD metoda pro data ve stupnich Sedi — ¢ast pozadi
je prenesena do dynamické slozky. Porovname-li videa vysledki kvaternionového
PCP, PCP po RGB slozkach a PCP po YCgCg slozkach, zjistime, ze kvaternionové
PCP necha ¢ast erupce v pozadi, tzn. pozadi se silné méni. PCP po slozkach toto
nedéla, proto je vyhodnoceno jako vhodnéjsi. Vizualni rozdil mezi PCP po slozkach
pro RGB a pro YCgCpgr data je témér zanedbatelny. Pouze u YCgCgr momentalné
nejsme schopni spravné vykreslit dynamickou slozku. Proto pokud vyteSime problém
vykresleni, jsou oba pristupy pro toho video vhodné, protoze dosahuji nejlepsich

vysledkii.

5.4.3 Druhé video Slunce

Déle bude testovdno druhé vided] Slunce, které zachycuje jiny typ slune¢ni erupce.
Video bylo poskytnuto prof. Druckmiillerem. Jednotlivé obrazy byly opét z divodu
vypocetni naro¢nosti ofiznuty (viz obrazek a zmenseny na koneény pocet 999
snimkii o velikosti 533x418 px. Tyto snimky se nachazi ve slozce flare 5x4.

Pro toto video opét predpokladame, ze pozadi netvori pouze jediny obraz. Nej-
prve se opét zamérime na data ve stupnich Sedi. Vysledky jsou ulozeny ve slozce
flare_bx4\grayscale.

Prvné se zaméfime na konvexni metody. Srovnani vysledkt je k dispozici v ta-
bulce[5.11} Z tabulky je opét ziejmé, ze pouze PCP a konvexni RPCA metoda ziskaly
matici L s vyssi hodnosti. Na obrazku jsou metody porovnany vizualné.

Z obrazku[5.17je patrné, Ze opét pouze PCP metoda neprenesla pozadi do dyna-
mické slozky. Konvexni RPCA opét dosahla druhého nejlepsiho vizualniho vysledku.
Vyzkousime tedy, jak si povedou nekonvexni varianty. Vysledky spolu s experimen-
talné nalezenymi parametry A a p jsou k dispozici v tabulce [5.12]

Tentokrat z tabulky [5.12]nevidime, ze by hodnost matice L s mensim p rostla a od
urcitého p opét klesala. Vysledky tedy zhodnotime pouze vizudlné z obrazku [5.18
a[p.19 Vysledky pro p < 0, 3 nejsou vykresleny, protoze stejné jako v pripadé prvniho
videa Slunce RPCA s p < 0,3 ziskdva obraz pozadi témér cely cerny a dynamickéd
slozka vypada jako cely ptivodni obraz.

Z obrazku [5.1§ a[5.19 je viditelné, ze pro p = 0,7 a p = 0,6 ma metoda opét nej-
lepsi vysledky. Vysledky pro p = 0,7 jsou dokonce lepsi nez vysledky PCP metody.
Opét 1ze tict, ze nekonvexni RPCA s p = 0,7 skvéle odseparuje cely hlavni pohyb

4Dostupné z http://www.zam.fme.vutbr.cz/~druck/SD0/Pm-nafe/2012_03_07/0-info.htm
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QDMD DMD po slozkach QPCP PCP po slozkach

Obr. 5.15: Vysledek jednotlivych metod pro barevnéd data ziskany z prvniho videa
Slunce. V horni tfetiné je vykresleno odseparované pozadi, v druhé tretiné je zobra-
zena dynamické slozka vykreslend skalované a v dolni tretiné je dynamicka slozka vy-
kreslena pomoci Wienerova filtru a morfologického uzavteni. Toto filtrované vykres-
leni predevsim diky morfologickému uzavieni zobrazuje dynamickou slozku témeér
jako puvodni obraz. To je zpisobeno velkym mnozstvim Sumu, ktery byl predevsim
kvaternionovou DMD metodou a DMD metodou po slozkach ptidan do dynamické
slozky. Je zretelné, Zze dané metody vyuzivajici PCP maji znac¢né lepsi vysledky nez

metody vyuzivajici DMD.

zpusobeny erupci. Naproti tomu nekonvexni RPCA s p = 0,6 odseparuje veskery
pohyb na tomto videu. Tedy nekonvexni RPCA je vhodnou metodou pro toto video

a volba p zalezi na pozadovaném vysledku.
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Obr. 5.16: Snimky z druhého videa Slunce. Vpravo je vykreslen originalni barevny

snimek. Vlevo je dany snimek preveden do stupni sedi.

Median DMD PCP RPCA (p=1)

Obr. 5.17: Vysledek jednotlivych konvexnich metod pro data ve stupnich Sedi ziskany
z druhého videa Slunce. V horni tfetiné je vykresleno odseparované pozadi, v druhé
tretiné je zobrazena dynamicka slozka vykreslena skdlované a v dolni tretiné je dy-
namicka slozka vykreslena pomoci Wienerova filtru a morfologického uzavteni. Toto
filtrované vykresleni predevsim diky morfologickému uzavreni zobrazuje dynamickou
slozku témér jako ptivodni obraz. To je zptsobeno velkym mnozstvim Sumu, ktery
byl pfedevsim medidnovym filtrem a DMD metodou pfidan do dynamické slozky. Je

zietelné, ze mezi konvexnimi metodami ma klasickda PCP metoda nejlepsi vysledky.

Dale budou na tomto videu Slunce vyzkouseny metody pro barevna data. Vypo-

¢et musel opét z duvodu nedostatku RAM paméti probihat na pocitaci s proceso-

89



Tab. 5.11: Porovnani vysledki konvexnich metod na druhém videu Slunce. Vysledky
jsou porovnany pomoci ¢asové narocnosti, vypoctem hodnosti ziskané matice pozadi
L a pomoci /1 normy matice dynamické slozky S. Metoda PCP zkonvergovala po 72
iteracich a konvexni RPCA po 34 iteracich.

Vysledky konvexnich metod na druhém videu Slunce.
¢as[s] | rank(L) IS|l: - 10°
Medianovy filtr 4 1 2,8965
DMD 258 3 3,1823
PCP 2410 506 3,1145
RPCAsp=1 || 1404 17 1,2109

Tab. 5.12: Vysledky nekonvexnitho RPCA pro rtzné hodnoty p na druhém videu
Slunce. Vysledky jsou porovnany casovou narocnosti, vypoctem hodnosti ziskané
matice pozadi L a pomoci ¢; normy matice dynamické slozky S. Parametry X\ a pq
byly nalezeny experimentélné. Parametr p (po¢ateéni hodnota u) je udavéan v na-

sobcich nejvétsiho singularniho ¢isla oy,, matice vstupnich dat M.

Vysledky nekonvexniho RPCA na druhém videu Slunce.
A Ho - Omax | Cas[s] | poC. iteraci | rank(L) | ||S]|; - 10°
0,9 | 0,0003 4/5 1558 32 22 1,0066
0,8 || 0,00025 4/5 1437 32 50 0,7140
0,7 || 0,00025 4/5 1485 33 162 0,5046
0,6 || 0,00018 4/5 1522 33 208 1,9503
0,5 || 0,00015 4/5 1483 32 191 4,8916
0,4 || 0,00015 4/5 1521 33 298 7,6903
0,3 || 0,00015 4/5 1281 32 170 10,308
0,2 || 0,00015 4/5 1266 30 66 12,271
0,1 || 0,00015 4/5 1237 28 32 13,613
0 || 0,00015 4/5 1070 27 21 14,495

rem Intel Xeon CPU E7-4820, 2GHz a 128GB RAM. Ziskané vysledky jsou ulozeny
ve slozce flare_5x4\color.

V tabulce [5.13] jsou metody porovnany podle ¢asové naro¢nosti, hodnosti L a ¢4
normy S pro jednotlivé barevné slozky. Z tabulky lze poznat, Ze stejné jako v pripadé
prvniho videa Slunce jsou vysledky metod vyuzivajicich DMD podobné jako pro data

ve stupnich Sedi — pozadi bylo preneseno i do dynamické slozky. Tento fakt ovérime
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p=0,9 p=0,8 p=0,7

Obr. 5.18: Vysledek nekonvexni RPCA metody s p = 0,9, p = 0,8 a p = 0,7 pro
druhé video Slunce. V horni tretiné je vykresleno odseparované pozadi, v druhé
tretiné je zobrazena dynamicka slozka vykreslena skalované a v dolni tfetiné je
dynamicka slozka vykreslena pomoci Wienerova filtru a morfologického uzavteni.
Je zietelné, ze metoda s p = 0,7 ma nejlepsi vysledek. Tento vysledek se zda byt

vizuélné dokonce lepsi nez vysledek PCP metody.

pomoci obrazku [5.20]
Na obrazku byla vykreslena dynamicka slozka pouze skalované, protoze

filtrované vykresleni ji v pripadé metod uzivajicich DMD vykresli témér stejnou jako
ptivodni obraz. Je tedy zrejmé, Ze metody uzivajici PCP maji lepsi vysledky. Rozdil
mezi vysledky kvaternionového PCP a PCP po RGB slozkéach je ukazan na obrazku
Pri QPCP byly zmény na Slunci opét vice promitnuty do pozadi, nez tomu
bylo pii uziti PCP po slozkéach. Tomu odpovidaji i ziskané hodnosti matice L pro
jednotlivé barevné slozky. Vizualné je tedy zhodnoceno, ze PCP po jednotlivych
RGB slozkdch a PCP po jednotlivych YCpCgr slozkidch dosahuji pro toto video
nejlepsich vysledk.
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p=0,6 p=0,5 p=0,4

Obr. 5.19: Vysledek nekonvexni RPCA metody s p = 0,6, p = 0,5 a p = 0,4 pro
druhé video Slunce. V horni tfetiné je vykresleno odseparované pozadi, v druhé
tretiné je zobrazena dynamicka slozka vykreslend skalované a v dolni tfetiné je
dynamicka slozka vykreslena pomoci Wienerova filtru a morfologického uzavieni.
Je zTetelné, ze metoda s p = 0,6 ma nejlepsi vysledek. Tento vysledek by se dal

dokonce povazovat za presny obraz slozek, které se pohybuji. Pro p < 0,5 je pozadi

eV,

5.5 Zhodnoceni vysledkii metod

7 vyse zminénych vysledkt pro data ve stupnich sedi 1ze usoudit, ze medianovy filtr
je vhodna metoda pro videa, kterd maji neménné pozadi. Dale je potieba, aby se
dynamické slozka nevyskytovala na podobném misté ve vétsiné obrazi. Poté jako
v pripadé videa véel muze nastat, ze bude tato dynamicka slozka pridana do pozadi.
Tedy nejvetsi vyhodou medidnového filtru je jeho rychlost vypoctu, ale tato metoda
neni funkéni pro vSechny typy videi. Pro videa, kde se pozadi méni (napf. videa
Slunce), je tato metoda nevhodnd, protoze dynamicka slozka vypada témér jako

puvodni obraz.

92



Tab. 5.13: Vysledky metod pro barevna data na druhém videu Slunce. Vysledky
jsou porovnany casovou narocnosti, vypoc¢tem hodnosti ziskané matice pozadi L
a pomoci /1 normy matice dynamické slozky S. Pro metody probihajici v YCgCr

nepocitame 1 normu matice S z divodi nepresnosti vzniklych prevodem do RGB.

Vysledky metod pro barevna data na druhém videu Slunce.
cas | rank(L) | rank(L) | rank(L) | [|S|1-10° | ||S]]1-10° | ||S]1 - 10°
[min] | (R) (G) (B) (R) (G) (B)

QDMD 38 6 6 6 3,7674 3,2221 3,0973

DMD(RGB) 20 3 3 3 3,7164 3,2224 3,0479
DMD(YCgCR) 20 3 3 3

QPCP 954 999 999 999 0,0660 0,1045 0,1009

PCP(RGB) 293 72 78 73 0,3386 0,3213 0,3135
PCP(YCgCR) 238 54 65 64

Metoda DMD je také vhodna pro videa, ktera maji neménné pozadi. Na rozdil
od medidanového filtru si dokaze poradit i s videi, kde se dynamicka slozka vyskytuje
na podobném misté ve vétsiné snimki. Jak bylo ukazano na videich Slunce, tato
metoda neni vhodna pro videa, kterym se v pribéhu ¢asu méni pozadi. Podobné jako
pro medianovy filtr vypada vysledna dynamicka slozka skoro jako ptuvodni obraz.
Tato metoda je porad relativné rychla. Delsi viypocetni ndrocnost nez pro medianovy
filtr je zpusobena SVD rozkladem. Tento rozklad na rozdil od PCP a RPCA probihé
pouze jednou. Tedy DMD metoda je druha nejrychlejsi.

PCP metoda se ukazuje jako nejlepsi pro ziskani presnych vysledk. Dokonce si
dokéaze velmi dobre poradit i s proménnym pozadim. Jeji hlavni nevyhodou je velka
¢asova narocnost vypoctu, kterd je zpusobena prevazné vypoctem SVD rozkladu
v kazdé iteraci. Jelikoz PCP potiebovala ke konvergenci zpravidla alespon dvakrat
vic iteraci nez konvexni RPCA, je tato metoda vhodna predevsim pro vypocty, které
musi byt presné, ale nemusi byt rychlé. Dalsi pripad, kdy PCP nemusi byt vhodna
metoda, je ptripad, kdy chceme ziskat neménné pozadi. V takovém pripadé se mize
stat, ze PCP metoda bude pozadi ménit v zavislosti na pohybu pomalejsi c¢asti
dynamické slozky (jako tomu bylo v pripadé kvétiny ve videu vcel).

RPCA metoda s p € (0, 1) je vhodna zejména pro videa s proménnym pozadim.
V téchto pripadech dosahuje dokonce lepsich vysledkti nez PCP metoda. Navic vol-
bou p lze nastavovat, jestli v dynamické slozce chceme pouze dominantni pohyby
nebo veskeré pohyby, které ve videu nastavaji. Obecné se ukazuje volba p = 0,7
a p = 0,6 jako nejlepsi pro tyto pripady. RPCA nemusi byt vhodné pro videa se

statickym pozadim, protoze je velmi obtizné pro tyto typy videi najit vhodné para-
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QDMD DMD po slozkéch

QPCP PCP po sloZkach

Obr. 5.20: Vysledek jednotlivych metod pro barevna data ziskany z druhého videa
Slunce. V horni poloviné je vykresleno odseparované pozadi, v dolni poloviné je
zobrazena dynamicka slozka vykreslena skdlované. Filtrované vykresleni bylo vyne-
chano, protoze neni vhodné pro vysledky metod vyuzivajicich DMD. Je zfetelné, ze

metody vyuzivajici PCP maji znacné lepsi vysledky nez metody vyuzivajici DMD.

metry A a p. V pripadé videi Slunce s proménnym pozadim byla volba p = 4/5-0pax,
kde 0.y je nejvétsi singularni ¢islo matice vstupnich dat, vhodna pro vsechna p.

V piipadé videi s neménnym pozadim (jako byla simulovand data a video v¢el), bylo
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QPCP PCP po slozkach

Obr. 5.21: Dynamicka slozka ziskana z druhého videa Slunce pomoci metod vyuzi-
vajicich PCP pro barevna data. Dynamicka slozka je vykreslena pomoci Wienerova

filtru a morfologického uzavreni.

tfeba tento parametr ménit. Jelikoz se muze cela smycka RPCA pri Spatné volbé
parametri zacyklit, je nalezeni vhodnych parametri ¢asové narocna zalezitost. Na-
vic tato metoda stejné jako PCP musi v kazdé iteraci spocitat SVD rozklad, coz
jesté pridava na ¢asové narocnosti. Ovsem v porovnani s PCP je pocet potfebnych
iteraci ke konvergenci znacné mensi. To je pravdépodobné zpisobeno zmensovanim
parametru p v kazdé iteraci. Tedy RPCA s p = 1 muze byt za cenu mensi presnosti
rychlejsi ndhradou PCP.

Déale z vyse zminénych vysledkti pro barevnd data lze usoudit, ze stejné jako
pro data ve stupnich Sedi jsou metody uzivajici DMD rozklad vhodné pro videa
s neménnym pozadim. Jejich dalsi vyhodou je znacné mensi ¢asova narocnost nez
casova naroc¢nost metod vyuzivajicich PCP. OvSem metody uzivajici DMD nejsou
vhodné pro videa s proménlivym pozadim, protoze ziskaji témér statické pozadi
a veskery pohyb prifadi do dynamické slozky, ktera poté pripomina piivodni obraz.

Metody vyuzivajici PCP jsou naopak vhodnéjsi pro videa s proménnym pozadim
nebo také pro videa, kde je vyzadovana presnost, ale neni vyzadovana rychlost vy-
poc¢tu. Kromeé znac¢né ¢asové naroc¢nosti nemusi byt metody vyuzivajici PCP vhodné
pro separaci videi, u kterych chceme ziskat neménné pozadi. Je mozné, Ze tyto me-
tody budou ménit pozadi v zavislosti na pohybu pomalejsi ¢asti dynamické slozky.

Kvaternionové metody — QPCP a QDMD dosahuji podobné dobrych vysledkii,
jako kdyz pouzijeme klasické PCP a DMD zvlast na jednotlivé barevné slozky. Navic
z divodu vypoctu SVD rozkladu na ¢tyrikrat vétsi matici nez je tomu u klasickych
metod, jsou velmi vypocetné naroc¢né. Tedy usuzujeme, ze vypocet PCP a DMD pro
jednotlivé barevné slozky zvlast je dostatecny. Jediny pripad, kdy by kvaternionové
metody mohly byt lepsi, je takovy, kdy pozadujeme, aby pozadi bylo vice proménné.

V takovém pripadé kvaternionové metody zpravidla ziskavaji matici pozadi L s vétsi
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hodnosti nez metody klasické. To je ziejmé zplisobeno provazanosti jednotlivych
barevnych slozek pti vypoctu SVD rozkladu.

PCP a DMD metody pro jednotlivé barevné slozky dat prevedenych do YCgCg
dosahly slusnych vysledkt. Dle ziskanych obrazt pozadi lze tict, ze vysledky byly
podobné jako pri uziti dat v RGB. Pro presnéjsi zhodnoceni je potieba vymyslet
zpusob, jak tyto data vykreslit, aby hodnota pixelu [0,0,0] v YCgCg odpovidala
pixelu s hodnotou [0, 0, 0] v RGB.

Pokud pomoci vyse popsanych metod nejsme schopni ziskat pozadovany vzhled
dynamické slozky, nabizi se vyzkouset mrDMD metodu, kterd je schopna odsepa-
rovat pouze pomaleji se pohybujici slozky. Bohuzel nevyhodou této metody je, ze
musi byt silné optimalizovana pro dana data. Kdyz byla tato metoda vyzkousena na
videu Slunce a véel, nebylo dosazeno zadnych rozumnych vysledkt. Pohyb ziskany
v jednotlivych dekompozi¢nich drovnich vétsinou pouze odpovidal obrazu mist, kde

se pomalejsi dynamické slozka nachazi, ale tento pohyb nebyl zaznamenan.
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Zavér
V této diplomové praci byly nastudovany metody rozkladu videosekvenci na vice
slozek s riznou dynamikou. Tato prace se zamérila na ¢tyfi metody separace sta-
tické a dynamické slozky urcené pro data ve stupnich Sedi — medidnovy filtr, DMD
metodu, PCP metodu a RPCA metodu, pricemz u RPCA metody bylo mozné volit
mezi konvexni a nekonvexni variantou. Déle byly tyto metody rozsiteny pro barevna
data. Kromé intuitivniho ptistupu, kdy byly jednotlivé metody aplikovany na kazdou
barevnou slozku zvlast a vysledek vznikl slozenim vysledkt jednotlivych barevnych
slozek, byly predstaveny i metody jako kvaternionové PCP a kvaternionové DMD,
které zachovavaji provazanost jednotlivych barevnych slozek. Bylo také vyzkouseno
prevedeni barevnych dat z RGB do YCgCgr a poté aplikovani metod na jednotlivé
slozky. V neposledni tadé byla predstavena metoda Multiresolution DMD, kterd je
schopna rozlozit i dynamickou slozku na vice slozek podle jejich rychlosti pohybu.
VySe zminéné metody byly detailné vysvétleny a odvozeny. Dale byly tyto me-
tody implementovany v Matlabu. Implementovany byly i funkce pro predzpracovani
dat, vykresleni a porovnani ziskanych vysledk. Nasledné byly predstaveny para-
metry, které je potfeba pro jednotlivé metody nastavit. Pro nékteré parametry byla
nalezena hodnota fungujici pro vSechna vstupni data. Jiné parametry bylo potreba
ur¢it experimentalné pro kazda vstupni data. Poté byly metody vyzkousSeny na si-
mulovanych i redlnych datech. Jako realna data byla volena videa s neménnym, ale
i s ¢astecné proménlivym pozadim. Vysledky metod provedenych na simulovanych
datech byly poté porovnany s ptuvodnim obrazem pozadi pomoci Frobeniovy normy
a SSIM indexu. Vysledky na redlnych datech mohly byt zhodnoceny pouze vizualné.
Otestovanim metod na simulovanych a realnych datech se ukazalo, Ze pro videa
s neménnym pozadim je vhodnéjsi metoda medidnového filtru a DMD metoda. Po-
kud dané video navic obsahuje dynamickou slozku na podobném misté pro vétsinu
snimkii, je lepsi volit DMD metodu. Obé tyto metody jsou pomérné rychlé a bylo
by mozné je pouzit i pro separaci v realném case, omezime-li se napf. pouze na pri-
myslové kamery s nizsim rozlisSenim a 20-30 snimky za sekundu. Pokud mame video
s proménlivym pozadim, ukazuje se jako nejlepsi pouzit nekonvexni RPCA s p = 0,7
nebo p = 0,6. Touto volbou je mozné castecné kontrolovat, jestli bude do dyna-
mické slozky prifazen pouze dominantni nebo veskery pohyb. Pokud vyzadujeme
pro obecné video velmi presné vysledky a neni vyzadovano, aby byl vypocet rychly,
je vhodné pouzit PCP metodu. Ta ma v obecném ptipadé nejpresnéjsi vysledky ale
také nejvétsi vypocetni naroc¢nost, ktera je zptusobena SVD rozkladem. Pro barevna
videa bylo ukazano, ze je dostatecné provést metody separace zvlast pro jednotlivé
barevné slozky. Tento pristup dosahuje stejné dobrych, ¢asto i lepsich vysledki nez

kvaternionové verze DMD a PCP. Stejné jako pro data ve stupnich Sedi i pro barevné
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data je DMD rychlejsi a vhodné pro videa s neménnym pozadim, zatimco PCP je vy-
pocetné narocné a je vhodnéjsi pro videa s proménlivym pozadim. Pokud jsou data
pred aplikaci metod separace na jednotlivé barevné slozky prevedena do YCgCp,
vysledek vypadé srovnatelné s RGB prostorem. Pro presné urceni by bylo potieba
vymyslet lepsi zpiisob vykresleni vysledki, které vznikly v YCgCg a pro zhodno-
ceni byly prevedeny zpét do RGB. Déle se ukazalo, ze uziti Multiresolution DMD
metody neni bez velké optimalizace vhodné pro vSechna vstupni videa. Z nékterych
videi jsme ale schopni ziskat i vysledky, které jsou okem tézko viditelné.

V pribéhu prace byl nalezen ne¢ekany problém. Kvaternionové DMD implemen-
tované pro komplexni reprezentace kvaternionovych matic nefunguje zcela spravneé.
Tento problém je vhodny namét k dalSimu studiu.

Do budoucna by bylo vhodné zkusit zrychlit vypocet PCP, které mé jinak velmi
presné vysledky. Toho by mohl docilit napf¥. algoritmus z ¢lanku [29]. Také by bylo
vhodné zamérit se na optimalizaci Multiresolution DMD, aby bylo schopno ziskat
rozumny vysledek pro vSechna vstupni videa. V neposledni fadé by bylo vhodné
vzhledem k soucasnému trendu zakomponovat do jednotlivych metod neuronové
sité. Tento pristup byl zvolen napt. v ¢lanku [I7], ve kterém jeho autori spojili

neuronové sité a DMD metodu.
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Seznam symboli a zkratek

> oD a = 2

*

SVD
DMD
QDMD
mrDMD
PCA

RPCA

PCP
PCP

ProxX

mnozina prirozenych ¢isel

mnozina realnych cisel

mnozina komplexnich ¢isel

mnozina kvaternionovych ¢isel

matice A fadu (m,n)

Moore—Penroseova pseudoinverze matice A

hermitovska transpozice matice A

matice komplexné sdruzena k A

transpozice matice A

skalarni souc¢in vektoru u, v

norma vektoru u

oznaceni matice vstupnich dat

nizkohodnostni matice statické slozky

ridka matice dynamické slozky

singular value decomposition, singularni rozklad

dynamic mode decomposition, metoda dynamickych modi
kvatenionova metoda dynamickych modu

multiresolution dynamic mode decomposition

principal component analysis; analyza hlavnich komponent

robust principal component analysis; robustni analyza hlavnich

komponent
principal component pursuit
kvaternionové principal component pursuit

proximalni operator funkce f
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pPX

soft

SVD

svt

supp

vec

pixel

soft thresholding; mékké prahovani

singular value decomposition; singularni rozklad
singular value thresholding; prahovani singuldrnich ¢isel
nosi¢ vektoru

operator vektorizace matice
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A Seznam priloh

7, divodu velikosti prilozenych souborii je kompletni priloha dostupna pouze z
Google disku VUT 200875:
https://drive.google.com/file/d/1xQFBWOuX_V6QdMfnV-FgMMhX-voSCOTw/view?

usp=sharing

A.1 Vstupni data

Ve slozce original_data jsou priloZena redlnd a simulovand data, na kterych byly

metody testovany. Je zde prilozeno:

forest.jpg obrazek prirody pouzity pro simulovand data
parot.png  obrazek ptacka pouzity pro simulovana data
parot2.png obréazek druhého ptacka pouzity pro simulovana data
bees.mp4 video vcel

street.mp4 video ulice pouzité pro mrDMD

Vyslednych 100 snimkia simulovanych dat je pfilozeno ve slozce imgs. Snimky z
prvniho videa slunce jsou prilozeny ve slozce flare_prom a snimky z druhého videa

slunce jsou ve slozce flare_b5x4
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https://drive.google.com/file/d/1xQFBW0uX_V6QdMfnV-FqMMhX-voSC9Tw/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1xQFBW0uX_V6QdMfnV-FqMMhX-voSC9Tw/view?usp=sharing

A.2 Zdrojové koédy

Seznam zdrojovych kaédi

color dmd.m
color_dmd_complex.m
color_filtr_vykresleni.m
color_pcp.m
color_skalovane_vykresleni.m
color_vyhodnoceni.m
color_vykresleni.m

data maker.m
dmd.m

filtr mrdmd_vykresleni.m

filtr_vykresleni.m

load_color_image.m

load_image.m

load_video.m

main.m

median_filtr.m

mrdmd.m

mrdmd_result.m
nonconvex_pcp.m
nonconvex_pcp_char.m

pcp.m

skalovane _mrdmd_vykresleni.m

skalovane_vykresleni.m
vyhodnoceni.m

vykresleni.m

funkce obsahujici QDMD metodu pocitanou
na kvaternionech

funkce obsahujici QDMD metodu pocitanou
na komplexnich reprezentacich

funkce provadéjici filtrované vykresleni vysledkt
pro barevna videa

funkce obsahujici QPCP metodu pocitanou
na komplexnich reprezentacich

funkce provadéjici skalované vykresleni

pro barevna data

funkce vyhodnocujici presnost metod

pro barevna data

funkce provadéjici vykresleni vysledkt

pro barevna data

funkce vytvarejici simulovana data

funkce obsahujici DMD metodu

funkce provadéjici filtrované vykresleni
vysledkil pro metodu mrDMD

funkce provadéjici filtrované vykresleni vysledkt
funkce pro nacteni barevné vstupni
sekvence obrazl

funkce pro nacteni obrazi ve stupnich Sedi
funkce pro nacteni vstupniho videa

skript obsahujici volani jednotlivych funkei
funkce obsahujici medianovy filtr

funkce obsahujici mrDMD metodu

funkce volajici mrDMD a upravujici vysledek
funkce obsahujici nekonvexni variantu PCP
funkce obsahujici RPCA dle Chartranda
funkce obsahujici PCP metodu

funkce provadéjici skalované vykresleni

pro metodu mrDMD

funkce provadéjici skalované vykresleni
funkce vyhodnocujici presnost metod

funkce provadéjici vykresleni vysledki
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Vsechny funkce vykresleni prehraji vysledek v MATLAB Movie Player a ulozi jej

do slozky pod danym nazvem ve formatu avi. Pro vyhodnoceni pomoci funkce

vyhodnoceni.m musime znat obraz puvodniho pozadi. Tato metoda vykresli video
SSIM mapy v MATLAB Movie Player a ulozi ho do slozky ve formatu avi.

A.3 Vysledky

Vysledky ziskané jednotlivymi metodami jsou pfilozeny ve slozce vysledky. Ta je

rozdélena na slozky podle vstupnich dat, které jsou rozdéleny na slozky podle jed-

notlivych metod (noncnovex_pcp_char je rozdélena na slozky podle parametru p)

a obsahuji nasledujici videa:
color_filtr_vysledek.avi
color_skalovany_vysledek.avi
color_ssim.avi
color_vysledek.avi
filtr_vysledek.avi
skalovany vysledek.avi

ssim.avi

vysledek.avi

vysledek pro barevna videa je vykreslen
pomoci Wienerova a morfologického filtru
vysledek pro barevna videa je vykreslen
pomoci skalovani
vykresleni SSIM mapy vysledku

pro barevna videa

vykresleni neupraveného vysledku

pro barevna videa

vysledek je vykreslen pomoci Wienerova
a morfologického filtru

vysledek je vykreslen pomoci skdlovani
vykresleni SSIM mapy vysledku

vykresleni neupraveného vysledku
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