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DIPLOMOVÁ PRÁCE
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Abstrakt
Tato práce se zabývá metodikou ř́ızeńı dynamických systémů v reálném čase. Obsahuje
přehled základ̊u teorie ř́ızeńı a základy stavby regulátor̊u. Dále následuje přehled matema-
tických základ̊u pro modelováńı systémů, matematický základ pro simulace systémů s po-
moćı diferenciálńıho počtu, metody řešeńı diferenciálńıch rovnic. Dále je uveden metodický
postup návrhu obecného regulátoru s využit́ım simulačńıch metod. Po ověřeńı výsledku
v systému Matlab pokračuje problematika modelováńı zpožděńı a kvantováńı.
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Taylorova řada, teorie ř́ızeńı, simulace, model, diferenciálńı počet, dopravńı zpožděńı, Padého
rozvoj, kvantizace, návrh, regulátor, numerické metody, integrace, derivace, diferenciálńı
rovnice, zpětná vazba, bloková algebra, TKSL, Matlab, Simulink, integračńı krok, řád
rovnice.

Abstract
This thesis focuses on the methodology of controlling dynamic systems in real time. It
contents a review of the control theory basis and the elementary base of regulators con-
struction. Then the list of matemathic formulaes follows as well as the math basis for
the system simulations using a differential count and the problem of differential equations
solving. Furthermore, there is a systematic approach to the design of general regulator en-
closed, using modern simulation techniques. After the results confirmation in the Matlab
system, the problematics of transport delay & quantization modelling follow.
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2.1 Úvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Problematika návrhu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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8.5.2 Vliv dopravńıho zpožděńı v převodńıćıch . . . . . . . . . . . . . . . 47

9 Závěr 50
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Kapitola 1

Úvod

Ćılem této práce jsou dvě komplementárně spojené stěžejńı věci. Hlavńım ćılem je předvést
metodiku návrhu systému pro ř́ızeńı teoreticky jakéhokoliv dynamického systému. Po-
družným ćılem, který plyne z předchoźıho, je potřeba čtenáře uvést do problematiky teorie
ř́ızeńı stejně jako do základ̊u použ́ıvaných nástroj̊u a př́ıstup̊u. Prvńı část textu je věnována
potřebné teorii nutné pro snazš́ı vkročeńı do části druhé, která je věnována metodickému
postupu návrhu regulátoru s využit́ım možnost́ı moderńıch metod simulace dynamických
děj̊u.
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Kapitola 2

Teorie ř́ızeńı systémů

2.1 Úvod

Ř́ızeńı dynamických systémů, potažmo teorie ř́ızeńı, dosáhla hlavńıho rozmachu po roce
1980[2]. Jej́ım jádrem je v podstatě propojeńı techniky a matematického př́ıstupu. Každý ze
subjekt̊u aplikace přináš́ı nové problémy v druhém subjektu, výsledek v rovině matematické
zavád́ı problém jeho technické realizace v praxi a naopak, reálný systém nás stav́ı před
problém, jak tento systém přenést do úrovně matematické teorie. V dnešńı době již však
obecně nemáme pot́ıž realizovat ani jednu z rovin, a tak je teorie ř́ızeńı běžným nástrojem
použ́ıvaným v mnoha formách reálných aplikaćı.

Teorie ř́ızeńı v zásadě předpokládá, že jisté (sledované) signály - jako chybové vlivy a
výstupy akčńıch člen̊u - nebudou překračovat jisté předem specifikované meze. Matematické
modely, které k tomuto účelu využ́ıváme, jsou pak vlastně idealizaćı reálného systému;
i chybové signály jsou ovlivněny citlivost́ı senzor̊u, které budou skutečně použity. Vždy
tedy bude př́ıtomna jistá úroveň nejistoty, nicméně moderńı metody prokázaly, že dokáž́ı
věrně a funkčně modelovat systém při udržeńı sledovaných signál̊u v požadovaných meźıch.
[2]. Zanedbáváńı detail̊u za jistou zvolenou mez je nezbytný kompromis mezi přesnost́ı a
složitost́ı ovládaného systému.

2.2 Problematika návrhu

Proces návrhu ř́ıdićıho systému obecně zahrnuje mnoho krok̊u. Typický scénář je následuj́ıćı:

• Studium systému, jež má být ř́ızen, a rozhodnut́ı, jakých typ̊u senzor̊u a akčńıch člen̊u
bude použito a jak budou rozmı́stěny.

• Vytvořeńı modelu ř́ızeného systému.

• Je-li zapotřeb́ı, zjednodušeńı modelu pro lepš́ı popisnost.

• Analýza výsledného modelu, určeńı jeho vlastnost́ı.

• Určeńı skutečných pr̊uběh̊u systému.

• Rozhodnut́ı o typu použité regulace.

• Návrh regulátoru tak, aby co nejv́ıce odpov́ıdal specifikaćım pr̊uběh̊u; pokud neod-
pov́ıdá, upraveńı specifikaćı nebo použit́ı obecněǰśıho typu regulátoru.
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• Simulace výsledného ř́ızeného systému, a to na poč́ıtači nebo na elektronickém obvodu.

• Zpět na krok 1 je-li zapotřeb́ı nový návrh.

• Výběr hardware a software potřebného k implementaci regulátoru.

• Doladěńı regulátoru za chodu, je-li potřeba.[2]

2.3 Rozděleńı model̊u

Ještě před t́ım, než můžeme zač́ıt rozeb́ırat postup modelováńı fyzického systému, je d̊uležité
uvést a rozlǐsit čtyři rozd́ılné objekty:

• Reálný fyzický systém: funkčńı systém, vyskytuj́ıćı se ve skutečnosti.

• Ideálńı fyzický model: je źıskán schématickým rozborem reálného fyzického systému
do funkčńıch blok̊u. Ty jsou tvořeny např́ıklad rezistory, hmotou, paprsky, výhněmi,
izotropickými médii, poli, elektrony atd.

• Ideálńı matematický model: je źıskán aplikaćı př́ırodńıch zákon̊u na ideálńı fyzický
model. Skládá se typicky z nelinárńıch diferenciálńıch rovnic či z jiných matematických
popis̊u.

• Redukovaný matematický model: je źıskán z ideálńıho matematického modelu jeho
linearizaćı, zanedbáváńım apod. Obvykle má podobu racionálńıch funkćı.

Ve skutečnosti použ́ıváme často stejných slov pro popis součást́ı reálného i ideálńıho
modelu, např́ıklad slovo odpor může označovat jak zař́ızeńı složené z keramiky a kovu, tak
ideálńı objekt slouž́ıćı jako reprezentace Ohmova zákona. V takových př́ıpadech by se měla
správně použ́ıvat rozlǐsovaćı slova reálný a ideálńı.

Žádný matematický systém nemůže přesně namodelovat reálný fyzický systém, vždy
dosahujeme jisté nejistoty. Nejistota znamená, že nemůžeme přesně předpovědět, jaký bude
výstup skutečného systému, i když známe přesně vstupńı hodnoty. Nejistota má v podstatě
dva zdroje: neznámé či nepředv́ıdatelné vstupy (šum, porucha) a nepředv́ıdatelný dynamic-
ký vývoj.

Ćılem modelu je poskytnout úrovně předpovědi odezvy výstupu na vstup takovým
zp̊usobem, abychom byli schopni navrhnout ř́ıd́ıćı systém a byli si jisti, že navržená soustava
bude fungovat i ve skutečnosti. Samozřejmě to neńı možné. Na straně návrhu je vždy za-
potřeb́ı jistá mı́ra v́ıry ve výsledek; tento fakt se nedá odstranit, ale lze jej umı́rnit použit́ım
efektivńıho modelováńı, analýzou a použit́ım správných technik návrhu. [2]

2.4 Popis jev̊u v lineárńıch systémech

U lineárńıch systémů se vyskytuj́ı dvě hlavńı metody, jak dosáhnout jejich popisu, a to
popis vnitřńı a vněǰśı.

Vněǰśı popis je založen na vztahu mezi výstupńımi a vstupńımi veličinami. Vnitřńı popis
je pak založen na naš́ı znalosti funkce systému z hlediska jeho část́ı; využ́ıváme schopnosti
odhadnout vliv vstupńıch veličin na stavové veličiny a zároveň vliv vstupńıch a stavových
veličin na výstup.
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2.5 Popisy spojitých lineárńıch systémů

2.5.1 Popis vněǰśı

Vztah mezi vstupem a výstupem systému může být vyjádřen r̊uznými zp̊usoby. V literatuře
jsou tedy použity rozmanité notace; v této práci budu vstup označovat jako z(t) a výstup
jako y(t).

Lineárńı stacionárńı spojitý systém se vstupem z(t) a výstupem y(t) může být popsán
obecnou diferenciálńı rovnićı ve tvaru:

anyn(t)+an−1y
(n−1)(t)+...+a1y

′(t)+a0y(t) = bmz(m)(t)+bm−1z
(m−1)(t)+...+b1z

′(t)+b0z(t)
(2.1)

kde a(i), i = 0, 1, 2, ..., n a b(j), j = 0, 1, 2, ...,m jsou konstatńı koeficienty.
Přenos systému v operátorovém tvaru je za předpokladu nulových počátečńıch podmı́nek

roven poměru Laplaceova obrazu výstupńıho signálu k Laplaceově obrazu vstupu. V dife-
renciálńım tvaru je pak přenos systému dán následuj́ıćım obecným vztahem:

F (p) =
Y (p)
Z(p)

=
bmpm + bm−1p

m−1 + ... + b1p + b0

anpn + an−1pn−1 + ... + a1p + a0
(2.2)

V teorii systémů plat́ı poučka: aby byl systém realizovatelný, muśı být stupeň poly-
nomu v čitateli menš́ı nebo roven stupni polynomu ve jmenovateli přenosu. Pro analýzu
systémů je d̊uležitý právě polynom ve jmenovateli přenosu, který lze též vyjádřit jako
součin kořenových činitel̊u:

anpn + an−1p
n−1 + ... + a1p + a0 = an(p− p1)(p− p2)...(p− pn) (2.3)

kde p1...pn jsou póly přenosu systému.
Kořeny polynomu v čitateli:

B(p) = bmpm + bm−1p
m−1 + ... + b1p + b0 = 0 (2.4)

označujeme jako nuly přenosu systému a lze psát:

bmpm + bm−1p
m−1 + ... + b1p + b0 = bm(p− n1)(p− n2)...(p− nm) (2.5)

Pokud využijeme takto určených pól̊u a nul, můžeme přenos vyjádřit v následuj́ıćım
vztahu:

F (p) =
bm((p− n1)(p− n2)...(p− nm)
an(p− p1)(p− p2)...(p− pn)

(2.6)

2.5.2 Popis vnitřńı

Jde o nejobecněǰśı možný popis systému. Vycháźı z vnitřńıch děj̊u, a proto umožňuje odhalit
- a popsat - některé z vlastnost́ı systému, které nelze vyč́ıst při použit́ı popisu vněǰśıho.

Teorie ř́ızeńı zavád́ı jako základ vnitřńıho popisu systému blokovou algebru. Každý
systém se tak skládá z vzájemně propojených podsystémů blok̊u. Prioritou bývá určit, jaké
vlastnosti bude mı́t složený systém, pokud známe chováńı a projevy všech jeho podsystémů
a zp̊usob jejich vzájemného propojeńı. V zásadě existuj́ı tři r̊uzné zp̊usoby propojeńı r̊uzných
blok̊u:
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• Sériové

F (p) = F1(p) · F2(p) (2.7)

Obrázek 2.1: Sériové spojeńı blok̊u

• Paralelńı

F (p) = F1(p) + F2(p) (2.8)

Obrázek 2.2: Paralelńı spojeńı blok̊u

• Zpětnovazebńı

F (p) =
F1(p)

1− F1(p) · F2(p)
(2.9)

Obrázek 2.3: Bloky zapojené do zpětné vazby
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Při práci s blokovou algebrou se využ́ıvá nástroje zvaného graf signálových tok̊u. Tyto
grafy maj́ı v literatuře zavedeny r̊uzné notace; zde jsou základńı grafové operace:

• Násobeńı signálu konstantou

y = a · x (2.10)

Obrázek 2.4: Násobeńı signálu konstantou

• Součet dvou (či v́ıce) signál̊u

y = x1 + x2 (2.11)

Obrázek 2.5: Sč́ıtáńı signál̊u

V této publikaci použ́ıvám levou notaci, pravá je rozš́ı̌reněǰśı ve světové literatuře.

• Integrace signálu - integrátor

y =
∫

x (2.12)
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Obrázek 2.6: Integrace signálu

V této publikaci opět použ́ıvám levou notaci, pravá je rozš́ı̌reněǰśı ve světové literatuře.

• Derivace signálu - derivátor

y =
dx

dt
(2.13)

Obrázek 2.7: Integrace signálu
V praxi se derivátor̊u př́ılǐs nepouž́ıvá, protože dosáhnout spolehlivé derivace je poměrně
náročné. Potřebujeme-li derivaci signálu, můžeme si vypomoci jinými zp̊usoby (viz ńıže).

• Rozd́ılový člen

y = x1 − x2 (2.14)

Obrázek 2.8: Rozd́ılový člen
Technicky vzato se rozd́ılový člen dá realizovat pomoćı násobeńı signálu a součtového členu,
nicméně pro větš́ı přehlednost se v grafové algebře často použ́ıvá tento symbol. Zejména
v teorii regulačńıch člen̊u má své specifické mı́sto.
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Kapitola 3

Regulačńı systémy

Ve skutečném provozu se dnes téměř všude využ́ıvá př́ıstup̊u automatizace a tedy je za-
potřeb́ı skloubit skutečnost a teorii ř́ızeńı. Zař́ızeńı, které aplikuje principy teorie ř́ızeńı
na reálný fyzický systém se běžně nazývá regulátor či kontroler. Tato zař́ızeńı jsou běžně
postavena tak, aby zcela nahradila potřebu lidské činnosti.

3.1 Základńı pojmy

Dř́ıve, než je možné zač́ıt rozeb́ırat problematiku, je třeba vytvořit přehled základńıch
pojmů tématu. Mezi tyto pak patř́ı:

• Mechanizace - proces, který zaváděńım strojńıch mechanismů osvobozuje člověka od
namáhavé, fyzicky náročné práce.

• Automatizace - vývojové stádium rozvoje techniky, ve kterém automatizačńı zař́ızeńı
vykonává nejen fyzickou, ale i ř́ıdićı práci.

• Řı́zeńı - každé ćılevědomé p̊usobeńı na ř́ızený objekt tak, aby bylo dosaženo určitého
předepsaného ćıle. Podle toho, jak je ř́ızeńı prováděno, rozlǐsujeme ř́ızeńı ručńı a
automatické.

• Ovládáńı - neboli ř́ızeńı bez zpětné vazby - ř́ızeńı, které prob́ıhá na základě zadaných
pravidel (algoritmů) bez zpětné kontroly výsledk̊u ř́ıdićıch zásah̊u měřeńım.

• Regulace - neboli ř́ızeńı se zpětnou vazbou - prob́ıhá tak, že velikost zvolené veličiny je
měřena, porovnávána s žádanou hodnotou a ř́ızeńı prob́ıhá v závislosti na vypočtené
odchylce. Tato metoda ř́ızeńı je daleko dokonaleǰśı než metoda předchoźı, a tedy jsou
dosahované výsledky daleko kvalitněǰśı.

3.2 Regulačńı obvody

Automatické ř́ızeńı se dnes takřka vždy provád́ı aplikaćı regulátoru, tedy ř́ızeńı se zpětnou
vazbou. Jde tedy o takové systémy, jejichž výstupńı veličiny jsou měřeny a porovnávány
s požadovanou hodnotou. Ve výsledku nám vznikne systém, který je blokově znázorněn
pod t́ımto odstavcem. Jsou na něm znázorněny některé typické základńı veličiny všech
regulačńıch obvod̊u.
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U s t r e d n i  c l e n
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u z
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Obrázek 3.1: Schéma regulátoru se zpětnou vazbou

• Regulovaná veličina (y) - výstup regulované soustavy. Udržeńı úrovně této veličiny na
požadované hodnotě je zásadńım úkolem regulačńıho obvodu.

• Akčńı veličina (x) - vstup regulované soustavy. Vytvář́ı ji akčńı člen, který je napájen
výkonovým zesilovačem. Ústředńı člen regulátoru určuje algoritmus ř́ızeńı, což zna-
mená, že v něm prob́ıhaj́ı požadované matematické operace.

• Řı́dićı veličina (z) - neboli požadovaná hodnota. Je nositelem informace o tom, jaká
hodnota regulované veličiny má být nastavena.

• Regulačńı odchylka (e) - je definována jako rozd́ıl požadované hodnoty a regulované
veličiny, e = z − y. Regulačńı odchylku zpracovává ústředńı člen regulátoru, pro
který je odchylka vstupem. Rozd́ıl z−y se realizuje v diferenčńım (rozd́ılovém) členu.
K tomu je ovšem zapotřeb́ı, aby obě veličiny měly stejný fyzikálńı rozměr. Proto je
v obvodu umı́stěn převodńık, který převede ř́ıd́ıćı veličinu na stejný tvar jako má
výstup z měř́ıćıho členu. Je možný i opačný př́ıstup, kdy se převodńık umı́st́ı do
větve zpětné vazby; zálež́ı na konkrétńı implementaci systému a požadavćıch, jež jsou
kladeny na jeho chod a regulaci.

• Poruchové veličiny (u1, u2, u3, u4) - obecně mohou p̊usobit kdekoli v systému. Nej-
častěji se ale uplatňuj́ı vlivy poruch př́ımo v regulované soustavě.

Regulačńı obvod se zpětnou vazbou má dva hlavńı úkoly. Prvńım je zabezpečit, aby regu-
lovaná veličina co nejlépe sledovala časový pr̊uběh ř́ıd́ıćı veličiny. Splněńı tohoto požadavku
charakterizuj́ı vlastnosti obvodu z hlediska ř́ızeńı. Druhým úkolem je kompenzace p̊usobeńı
poruchových signál̊u tak, aby se jejich vliv projevil na regulované soustavě co nejméně. Oba
tyto požadavky lze shrnout do jediného - s využit́ım pojmu regulačńı odchylka.

Snahou regulátoru je udržet tuto odchylku za plného provozu co nejmenš́ı, v ideálńım
př́ıpadě rovnu nule. Důležitým požadavkem je pak nejen splněńı této podmı́nky v ustáleném
stavu, ale i v pr̊uběhu přechodného děje.

Podle časového pr̊uběhu ř́ıdićı veličiny rozpoznáváme několik druh̊u regulace.

• Regulace na konstantńı hodnotu - v praxi asi nejběžněǰśı př́ıpad, kdy je žádaná hodnota
konstantńı. U těchto systémů je kladen d̊uraz na funkci kompenzace poruch.
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• Programová regulace - je charakteristická t́ım, že ř́ıdićı veličina se měńı podle předem
daného známého pr̊uběhu, tedy programu. V pr̊uběhu ř́ıdićı veličiny mohou být jak
konstantńı úseky, tak úseky lineárně nebo kvadraticky proměnné s časem, popř́ıpadě
skokové změny. V takovém př́ıpadě jsou požadavky kladené na regulačńı obvod z hlediska
ř́ıdićı veličiny daleko př́ısněǰśı.

• Vlečná regulace - v tomto př́ıpadě je ř́ıdićı veličina proměnná a jej́ı pr̊uběh neńı
dopředu znám. Zvláštńım př́ıpadem je regulace poměrová, kdy regulovaná veličina
má být stále v určitém poměru k daľśı zvolené nezávislé proměnné.

Nejjednodušš́ı schéma regulované soustavy:

R e g u l a t o r S o u s t a v a
z e x

u

yu

y

Obrázek 3.2: Jednoduchá regulovaná soustava

Následuje př́ıklad složitěǰśıho, rozvětveného obvodu, který je charakteristický t́ım, že
obsahuje dopředné i zpětné vazby. Tato soustava se skládá ze dvou podčást́ı, nazvané Sou-
stava 1 a Soustava 2. Má dvě akčńı veličiny, x1 a x2, ř́ızeńı prováděj́ı dva regulátory 1 a 2.
Ty zpracovávaj́ı stejnou odchylku e.

R e g u l a t o r  1 S o u s t a v a  1

z e y

R e g u l a t o r  2

S o u s t a v a  2

x1

x2

Obrázek 3.3: Složitá regulovaná soustava

3.3 Realizace regulátor̊u

Jak bylo již řečeno, regulátor je zař́ızeńı, které pomoćı akčńı veličiny p̊usob́ı na soustavu
tak, aby odchylka regulované veličiny od požadované hodnoty byla co nejmenš́ı. Všechny
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členy zpětnovazebńıho regulačńıho obvodu, s výjimkou regulované soustavy, shrnujeme
pod název regulátor. Jeho úlohou je měřit velikost regulované veličiny, porovnat ji s ve-
likost́ı požadované hodnoty, tuto regulačńı odchylku vhodně ześılit (popř́ıpadě upravit) a
po výkonovém ześıleńı pomoćı akčńıho členu p̊usobit na soustavu. Neuvažujeme-li poru-
chové signály, má regulátor dva vstupy - y(t), z(t) - a jeden výstup x(t).

Blok, dř́ıve označený jako ústředńı člen regulátoru, určuje, jakými časovými, frekvenčńımi
či logickými úpravami je regulačńı odchylka e(t) zpracována, než se změńı ve výstupńı signál
regulátoru (akčńı veličinu). Tento člen má z hlediska regulace zásadńı význam, nebot’ určuje
ř́ıdićı algoritmus, jež je spolu s vlastnostmi regulované soustavy nejd̊uležitěǰśı pro výslednou
kvalitu regulace. Podle druhu energie, která napáj́ı samotný regulátor, děĺıme regulátory
na:

• Př́ımočinné regulátory - nemaj́ı sv̊uj vlastńı zdroj energie a ke své činnosti využ́ıvaj́ı
pouze energii odeb́ıranou z regulované soustavy. Většina jednoduchých pr̊umyslových
regulátor̊u spadá do této kategorie. Tyto regulátory bývaj́ı většinou nelineárńı, akčńı
veličina v nich může nabývat pouze omezený počet hodnot (často jen dvě, zapnuto-
vypnuto). Jsou to známé reléové regulátory použ́ıvané např́ıklad v lednićıch či v re-
gulátorech topeńı.

• Regulátory s pomocným zdrojem energie - oproti předchoźım jde o složitěǰśı zař́ızeńı,
jehož jádrem je vždy nějaký druh zesilovače. Dosahovaná kvalita regulace je pod-
statně vyšš́ı (úměrná náklad̊um a složitosti). Statické vlastnosti těchto regulátor̊u
považujeme v určitém pracovńım rozsahu za lineárńı.

Rozlǐsujeme tři základńı typy regulátor̊u:

3.3.1 P-regulátor

P-regulátor, neboli proporcionálńı, je nejjednodušš́ım typem. Jde o prostý zesilovač, v úplně
nejjednodušš́ım př́ıpadě o př́ımé spojeńı výstupu se vstupem. Název plyne od faktu, že akčńı
odchylka je v tomto př́ıpadě proporcionálně úměrná odchylce regulačńı.

Rovnice výstupu a přenosu:

x(t) = r0 · e(t) (3.1)

FR(p) =
X(p)
E(p)

(3.2)

Nejjednodušš́ım př́ıkladem proporcionálńıho regulátoru může být prostý odporový dělič
napět́ı.

3.3.2 I-regulátor

Neboli integračńı regulátor. Častým požadavkem na regulaci je, aby regulovaná veličina
přesně odpov́ıdala veličině ř́ıd́ıćı, tj. aby regulačńı odchylka byla v ustáleném stavu nulová.
Akčńı veličina však nulová neńı, protože když je obvod statickou soustavou, muśı nenulové
regulované veličině odpov́ıdat též nenulová akčńı veličina. Regulátor je pak článek, který i
při nulovém vstupńım signálu (odchylce) má nenulový výstup.
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Rovnice výstupu a přenosu:

x(t) = ri ·
t∫

0

e(t)dt + x(0) (3.3)

FR(p) =
X(p)
E(p)

=
ri

p
=

1
Tip

(3.4)

Elementárńım př́ıkladem I-regulátoru je RC integrátor (rezistor a kondenzátor).

3.3.3 D-regulátor

Neboli derivačńı regulátor. Jeho výstupńı signál je derivaćı signálu vstupńıho, tedy je
změna akčńı veličiny úměrná rychlosti změny odchylky. Pro konstantńı odchylku je nulová
a regulátor se tedy chová jako rozpojený sṕınač. Proto jej nelze samostatně zařazovat do
př́ımé větve regulačńıho obvodu. Může být pouze součást́ı regulátor̊u PD a PID. Samostatně
jej lze použ́ıt do tzv. malé zpětnovazebńı smyčky slouž́ıćı ke stabilizaci regulačńıho obvodu.

K derivačńım regulátor̊um je třeba dodat, že v praxi se jim snaž́ıme při návrhu vyhnout.
Fyzikálńı realizace derivaćı bývá problematická a mnohdy je nevyhovuj́ıćı. Větš́ı význam
maj́ı v př́ıpadě č́ıslicového provedeńı, ovšem v analogové rovině je D-regulátor zř́ıdkavým
jevem.

Rovnice výstupu a přenosu:

x(t) = T ′
d · e(t) (3.5)

FR(p) =
X(p)
E(p)

= Tdp (3.6)

Typickým elementárńım derivátorem, tedy D-regulátorem, je základńı CR článek.

3.4 Složené typy regulátor̊u

Z výše uvedených základńıch typ̊u se použ́ıvaj́ı tři základńı složené typy regulátor̊u.

3.4.1 PD regulátor

Neboli proporcionálně derivačńı regulátor. Jeho přenosy jsou dány vztahy:

x(t) = r0 · e(t) = rd
d · e(t)
d(t)

(3.7)

FR(p) =
X(p)
E(p)

= r0 + rd = KR(Tdp + 1) (3.8)

Plat́ı:
KR = r0, Td =

rd

r0
(3.9)
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3.4.2 PI regulátor

Proporcionálně integračńı regulátor. Jeho přenosy jsou dány vztahy:

x(t) = r0 · e(t) + ri ·
t∫

0

e(t)dt + x(0) (3.10)

FR(p) =
X(p)
E(p)

= r0 +
ri

p
= KR

TRp + 1
p

=
TRp + 1

Ti
(3.11)

KR = ri =
1
Ti

, TR =
r0

ri
, r0 =

TR

Ti
(3.12)

3.4.3 PID regulátor

Potencionálně nejkvalitněǰśı a zároveň nejsložitěǰśı regulačńı obvod. Jak název napov́ıdá, je
složen ze všech základńıch regulátor̊u. Plat́ı pak pro něj rovnice:

x(t) = r0 · e(t) + rd
d.e(t)

dt
+ ri ·

t∫
0

e(t)dt + x(0) (3.13)

FR(p) =
X(p)
E(p)

= r0+
ri

p
+rdp = KR(1+D·p+

1
I · p

) = kr(i+Tdp+
1

Tip
) =

(T1p + 1) · (T2p + 1)
Tcp

(3.14)

ri =
KR

I
=

kr · i
Ti

, rd = KRD =
T1T2

Tc
= krTd, r0 = KR =

T1 + T2

Tc
= ki · i (3.15)

3.5 Rozvětvené regulačńı obvody

Nejvyšš́ı možnou kombinaćı základńıho rozděleńı regulátor̊u jsou regulátory větvené. Jde o:

3.5.1 Obvody s pomocnou regulovanou veličinou

R e g u l a t o r  1 S o u s t a v a  1

z e y

R e g u l a t o r  2 S o u s t a v a  2

x1 x2

u

Obrázek 3.4: Obvod s pomocnou regulovanou veličinou

Ve výše uvedeném př́ıkladě vid́ıme, že sériovým spojeńım soustav 1 a 2 vzniká měřená
veličina x2, která je regulátorem 2 ř́ızena podle požadované hodnoty x1. Jako hlavńı regulátor
pracuje blok regulátoru 1.
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3.5.2 Obvod s měřeńım poruchy

R e g u l a t o r  1 S o u s t a v a

z e

R e g u l a t o r  2

x1 y

S o u s t a v a  u

x2

u

Obrázek 3.5: Obvod s měřeńım poruchy

V regulačńım obvodu z obrázku 3.5 porucha u(t) procháźı článkdem s přenosem Su(p)
a přič́ıtá se k výstupu regulované soustavy. Současně tuto poruchu měř́ıme a přes regulátor
2 přič́ıtáme k akčńı veličině x1(t). Přenos ř́ızeńı z̊ustává touto př́ıdavnou vazbou nezměněn.
Přenos poruchy je možno regulátorem 2 výrazně měnit. Teoreticky lze dosáhnout úplné
kompenzace poruchového signálu.

3.5.3 Obvod s modelem regulované soustavy

u

R e g u l a t o r
M

M o d e l

R e g u l a t o r S o u s t a v a

z e
y

x1 x2

e m

y
m

Obrázek 3.6: Obvod s modelem soustavy

Systémy s modelem regulované soustavy se použ́ıvaj́ı hlavně v adaptivńıch obvodech,
mohou však zlepšit i kvalitu regulace v jednoduchém regulačńım obvodu. Blokové schéma
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takového systému je na obrázku 3.6. Akčńı veličina x1(p) p̊usob́ı jak na regulovanou sou-
stavu, tak na model. Rozd́ıl výstup̊u y(t) - ym(t) tvoř́ı pomocnou odchylku em, kterou
zpracovává regulátor modelu M.
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Kapitola 4

Matematické nástroje

Základem pro výpočet, modelováńı a návrh regulačńıch obvod̊u je využit́ı diferenciálńıho
počtu a metod jeho řešeńı.

4.1 Diferenciálńı rovnice

4.1.1 Pojem

Diferenciálńı rovnice je název pro rovnici, v ńıž se jako neznámá vyskytuje funkce a jej́ı
derivace.[3]. Při výpočtech, v nichž se vyskytuj́ı derivace funkćı, zjǐst’ujeme, že mezi funkcemi
a jejich derivacemi plat́ı řada vztah̊u. Např. pro funkci y(t) = A · sin t plat́ı y′(t) = A · cos t,
y′′(t) = −A · sin t. Potom

y′′(t) + y(t) = 0 (4.1)

Vezmeme-li jinou funkci y(t), např. y(t) = B · et, je y′(t) = B · et, pak můžeme psát

y′(t)− y(t) = 0 (4.2)

Je vidět, že řešeńı dané diferenciálńı rovnice neńı jediné, ale může jich být i nekonečně
mnoho. Řešeńım diferenciálńı rovnice se rozumı́ nalezeńı takové funkce, jej́ımž dosazeńım
do diferenciálńı rovnice dostaneme identitu. Uvažujme kupř́ıkladu rovnoměrný př́ımočarý
pohyb tělesa. Z fyziky v́ıme, že velikost rychlosti je derivaćı dráhy podle času, tj. s′(t) = v(t).
Při rovnoměrném př́ımočarém pohybu je v(t) = v = konst. Dostaneme pak

s′(t) = v (4.3)

, což je vlastně diferenciálńı rovnice pro dráhu s(t). Integraćı dostaneme

s(t) = vt + C (4.4)

, kde C je libovolná integračńı konstanta. Tu urč́ıme z počátečńıch podmı́nek; necht’ v čase
t = t0 urazilo těleso již dráhu s0, tj. s(t0) = s0. Dosad́ıme-li do rovnice 4.4 za t = t0,
dostaneme C = s0 − vt0. Pak můžeme psát s(t) = s0 + v(t− t0).

4.1.2 Analytické řešeńı

Výše naznačený princip se nazývá analytickým principem řešeńı. Jeho výsledkem je tedy
funkce času. Konkrétńı hodnotu v určitém čase źıskáme dosazeńım tohoto času do výsledné
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funkce. Lze určit hodnotu v libovolném bodě, v němž je funkce definována. Analytické
metody bývaj́ı obvykle složité a časově náročné, na druhou stanu jsou ale velmi přesné.
Jedńım z hlavńıch znak̊u tohoto př́ıstupu je ale fakt, že lidská mysl s intuitivńım př́ıstupem
k problému touto metodou vládne daleko lépe než napodobeńı tohoto př́ıstupu ve stroj́ıch,
a proto neńı téměř možné v rámci informačńıch technologíı v systémech reálného času
využ́ıvat tento př́ıstup. Teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic tedy vyb́ırá určité modely
jistých skupin diferenciálńıch rovnic, pro které je nalezeno obecné schéma řešeńı.

4.1.3 Numerické řešeńı

Numerickým řešeńım diferenciálńı rovnice je posloupnost hodnot v určitých předem zvo-
lených časových bodech. Hodnoty funkce mezi zvolenými body lze určit bud’ interpola-
ćı z okolńıch vypočtených bod̊u, nebo opětovnou aplikaćı metody s menš́ım rozestupem
(krokem) časových bod̊u. Numerické metody bývaj́ı obvykle jednodušš́ı a rychleǰśı pro stro-
jový výpočet než analytické. Při špatné volbě kroku však může výpočet dosahovat př́ılǐs
velké chyby.

Eulerova metoda

Jde o nejjednodušš́ı metodu, nejrychleǰśı a zároveň nejméně přesnou. Vycháźı př́ımo z definice
fyzikálńıch veličin. Je to jednokroková metoda prvńıho řádu, využ́ıvá prvńı stupeň Tay-
lorova rozvoje - extrapolace př́ımkou. Rovnice jsou při přepsáńı do geometrického tvaru
rovnićı př́ımky jdoućı bodem na normále funkce; neboli, vždy se pohybujeme po tečně
k přesnému řešeńı.

yn+1 = yn + hy′n (4.5)

y(xn+1) = y(xn) + h · y(xn) = y(xn) + h · f(xn, y(xn)) (4.6)

yn+1 = yn + h · f(xn, yn) (4.7)

Při použit́ı této metody jsou stabilńı systémy spojité, ovšem obecně nestabilńı jsou systémy
diskrétńı. Děje se tomu kupř́ıkladu z d̊uvodu př́ılǐs velké volby kroku výpočtu. Je možná
modifikace metody s automatickou volbou kroku.

Runge-Kuttova metoda

Jedńım z problémů plynoućıch z použ́ıváńı Eulerovy metody je fakt, že je nesymetrická.
K výsledku se dob́ırá na intervalu h, ovšem k derivaci použ́ıvá pouze informaci z počátku
intervalu. To znamená (a lze to ověřit rozepsáńım na mocninnou řadu), že chyba kroku je
jen o jednu mocninu h menš́ı než jeho oprava.

Mezi daľśı d̊uvody, proč se Eulerova metoda v praxi př́ılǐs nedoporučuje, je jej́ı výpočetńı
přesnost. Nejpouž́ıvaněǰśı náhradou je metoda Runge-Kutta. Jej́ı základńı filozofie spoč́ıvá
v tom, že se pokouš́ı naj́ıt bod uprostřed momentálńıho intervalu a ten použ́ıt pro výpočet
hodnoty. Existuj́ı varianty r̊uzného řádu, kdy se pro výpočet použ́ıvá v praxi až čtyř r̊uzných
mezibod̊u v intervalu (Runge-Kuttova metoda čtvrtého řádu, nejběžněǰśı varianta).
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yn+1 = yn +
1
6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn +
1
2
h, yn +

1
2
hk1)

k3 = f(xn + +
1
2
h, yn + +

1
2
hk2)

k4 = f(xn + h, yn + hk3) (4.8)

Taylorova metoda

Tato metoda vycháźı z tzv. Taylorovy řady:

p(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)
2!

(x− a)2 + ... +
f (n)

n!
(x− a)n (4.9)

Sice se jev́ı, že možnosti využit́ı Taylorovy řady pro řešeńı diferenciálńıch rovnic jsou již
zcela vyčerpány (vycházej́ı z ńı mnohé numerické metody), přesto ale nacháźı v současnosti
opět své uplatněńı (rychlý rozvoj poč́ıtačové techniky). Jej́ı využit́ı předpokládá využit́ı
větš́ıho počtu člen̊u rozvoje, a to v řádech deśıtek. Vzhledem k délce integračńıho kroku h pos-
kytuje daleko přesněǰśı výsledky než metody jako je Eulerova nebo Runge-Kuttova.

Základ metody lež́ı v matematických operaćıch nad řadou. Pokud polož́ıme jako počátečńı
podmı́nku z = 0 a polož́ıme h = x1 − z1, pak rovnice přejde do tvaru:

f(x) = f(0) + h · f ′(0) +
h2

2!
f ′′(0) +

h3

3!
f ′′′(0) + ... (4.10)

Nyńı položme z2 = x1 za předpokladu h = x2 − z2 = x1 − z1.

f(x2) = f(x1) + h · f ′(x1) +
h2

2!
f ′′(x1) +

h3

3!
f ′′′(x1) + ... (4.11)

Hodnoty funkce f(x) v bodech x1, x2 lze vypoč́ıst postupně za využit́ı Taylorovy řady.
Výsledek jednoho kroku je nutný pro výpočet krok̊u daľśıch, následuj́ıćıch. Parametr h oz-
načuje integračńı krok, který nemuśı být konstantńı a lze jej pro jednotlivé kroky výpočtu
měnit. Záviśı na něm rychlost i přesnost výpočtu, č́ım menš́ı krok, t́ım vyšš́ı přesnost a nižš́ı
rychlost. Proto muśıme před začátkem výpočtu vždy určit, jakou přesnost vyžadujeme.
Během samotného procesu pak sč́ıtáme d́ılč́ı výsledky a pokud je rozd́ıl dvou po sobě
jdoućıch výsledných č́ısel menš́ı, než je požadovaná přesnost, výpočet konč́ı.

K d́ılč́ım výpočt̊um potřebujeme znát vyšš́ı derivace funkce. Výpočet vyšš́ıch derivaćı je
časově náročný a prakticky zbytečný, vyšš́ı derivace lze totiž odvodit z předchoźıch výpočt̊u.
Toto lze ukázat na následuj́ıćı soustavě diferenciálńıch rovnic.

y′ = A · y + B · z

z′ = C · y + d · z (4.12)
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při počátečńıch podmı́nkách y(0) = y0, z(0) = z0. Řešeńı klasickým zp̊usobem:

y1 = y0 + h · y′(0) +
h2

2!
· y′′(0) +

h3

3!
· y′′′(0) + ...

z1 = z0 + h · z′(0) +
h2

2!
· z′′(0) +

h3

3!
· z′′′(0) + ... (4.13)

Mezi hlavńı klady této metody patř́ı jej́ı rychlost a s t́ım spojené malé nároky na
výpočetńı techniku. Rovněž je výraznou výhodou možnost paralelńıho zpracováńı d́ılč́ıch
výpočt̊u, které se uplatňuje při numerických výpočtech soustav diferenciálńıch rovnic. Mezi
úskaĺı ovšem patř́ı potřeba správného odhadu integračńıho kroku, při jeho špatném odhadu
hroźı zavedeńı nestability. Původcem je fakt, že při chybném určeńı jednoho kroku se tato
chyba přenáš́ı i do následných výpočt̊u a celková chyba se tak může kumulovat.

4.2 Systematické řešeńı diferenciálńıch rovnic

V reálném světě se vyskytuje celá řada jev̊u či soustav, které umı́me do nějaké mı́ry popsat
matematickými rovnicemi aplikovanými na oblasti fyziky, chemie či jiné oblasti. Každé
takové vyjádřeńı lze převést na diferenciálńı tvar a následnými úpravami pak dále převést do
tvaru, kdy źıskáme jedinou, obecně rozsáhlou diferenciálńı rovnici vysokého řádu. Obecný
př́ıklad takové rovnice byl uveden např́ıklad již v rovnici 2.1.

Pokud takové rovnice dosáhneme a tato rovnice splňuje poučku řešitelnosti, existuj́ı
postupy, jak takový problém poměrně snadno vyřešit za použit́ı numerických výpočt̊u. Mezi
základńı metody patř́ı metoda snǐzováńı řádu derivace a metoda postupné integrace. Tyto
metody jsou navzájem ekvivalentńı; ćılem obou je z diferenciálńı rovnice libovolného řádu
utvořit programové schéma výpočtu a to pak numericky vyřešit. V této práci využ́ıvám
metody snižováńı řádu derivace, protože je pro potřeby simulaćı vhodněǰśı.

4.2.1 Metoda snižováńı řádu derivace

Mějme rovnici třet́ıho řádu.

p′′′y + a2y
′′ + a1y

′ + ay = b3z
′′′ + b2z

′′ + b1z
′ + b0z (4.14)

při nulových počátečńıch podmı́nkách. Naš́ım hlavńım problémem je zbavit se derivaćı
vynucovaćı (vstupńı) funkce na pravé straně. Prvńım krokem je převést tuto rovnici na
operátorový tvar a vyjádřit z ńı hledanou proměnnou.

p3y + a2p
2y + a1py + a0y = b3p

3z + b2p
2z + b1pz + b0z

y(p3 + a2p
2 + a1p + a0) = z(b3p

3 + b2p
2 + b1p + b0)

y =
b3p

3 + b2p
2 + b1p + b0

p3 + a2p2 + a1p + a0
(4.15)

Těmito kroky jsme vlastně vyjádřili přenos systému a tedy je vidět korespondence filozofie
výpočtu a reálného systému. Nyńı si vypomůžeme zavedeńım pomocné proměnné.
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w =
1

p3 + a2p2 + a1p + a0
· z

y = b3p
3w + b2p

2w + b1pw + b0w (4.16)

Tento výsledek ovšem dosad́ıme zpět do naš́ı pomocné rovnice s neznámou w.

p3w + a2p
2w + a1pw + a0w = z (4.17)

Tato rovnice již neobsahuje derivace vynucovaćı funkce (na pravé straně neńı derivace).
Můžeme na ni již praktikovat vlastńı metodu snižováńı řádu derivace triviálńım zp̊usobem
- vyjádř́ıme z rovnice nejvyšš́ı derivaci a derivace nižš́ı pak přeṕı̌seme jako integrace těch
vyšš́ıch.

p3w = z − a2P
2w − a1pw − a0w

p2w =
1
p
p3w

pw =
1
p
p2w

w =
1
p
pw

Takovéto vyjádřeńı již neńı problém poskládat z elementárńıch blok̊u blokové algebry. Mé
simulace jsou založeny na rozkladu diferenciálńı rovnice touto metodou.

4.2.2 Metoda postupné integrace

Filozofie této metody je v zásadě podobná, pouze př́ıstup k substitućım je jiný. Touto
metodou sice dosáhneme výsledku stejně jako u předchoźı, nicméně př́ıstup k mezivýsledk̊um
v programu je náročněǰśı vzhledem k povaze substitućı.

Rovnici 4.14 si pro zpracováńı touto metodou vyjádřeńım stupň̊u derivace převedeme
do následuj́ıcho tvaru:

p3y = b3p
3z + p2(b2z − a2y) + p(b1z − a1y) + (b0z − a0y) \ · 1

p
(4.18)

p2y = b3p
2z + p(b2z − a2y) + (b1z − a1y) +

1
p
(b0z − a0y︸ ︷︷ ︸

P1

\ · 1
p

(4.19)

py = b3pz + (b2z − a2y) +
1
p
(b1z − a1y + P1)︸ ︷︷ ︸

P2

\ · 1
p

(4.20)

y = b3 + (b2z − a2y + P2)︸ ︷︷ ︸
P3

\ · 1
p

(4.21)

Blokovou algebrou pak modelujeme děje:
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y = b3z + P3

P3 =
1
p
(b2z − a2y + P2)

P2 =
1
p
(b1z − a1y + P1)

P1 =
1
p
(b0z − a0y) (4.22)
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Kapitola 5

Metodický postup návrhu
regulátoru

5.1 Myšlenka

V této kapitole je na konkrétńım př́ıkladu ukázán nejen ideový, ale i metodický postup
návrhu elektronického regulátoru. Ćılem je vytvořit regulátor s modelem soustavy (viz.
3.5.3), návrh bude prob́ıhat pomoćı simulátoru.

Při návrhu je uvažován matematický model s diferenciálńı rovnićı 4. řádu. Jak ale bude
názorně ukázáno, postup neńı řádem derivace nijak omezován a je volně přenesitelný. Je
založen na znalosti požadovaného chováńı a na předpokladu, že dokážeme reálné veličiny
převádět pomoćı převodńık̊u z analogových na elektronické a nazpět; veškerá regulace
v tomto návrhu prob́ıhá na č́ıslicové, tedy výpočetńı, úrovni.

5.2 Stabilńı soustava

Jak bylo naznačeno v předchoźı kapitole, jakýkoli systém popsatelný diferenciálńımi rov-
nicemi lze převést na programový výpočetńı model s využit́ım blokové algebry. Pro tento
proces tedy neńı podstatné, co vlastně daný model znázorňuje.

5.2.1 Vytvořeńı modelu

Prvńım krokem nab́ızené metody je tedy vytvořeńı modelu. Jako př́ıklad stabilńı soustavy
použijeme tuto:

r = z + a3y
′′′ + a2y

′′ + a1y
′ + a0y (5.1)

r = z − 2y′′′ − y′′ − y′ − 0.2y (5.2)
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Obrázek 5.1: Stabilńı soustava

Že je tato soustava dlouhodobě stabilńı nám dokáže simulace obvodu v programu TKSL.

Obrázek 5.2: Simulace stabilńı soustavy

5.2.2 Vyladěńı modelu

Daľśım krokem je úprava modelu tak, abychom vyladili jeho chováńı. Tento krok je obecně
velmi vhodné udělat, protože v modelu máme jedinečnou př́ıležitost přistoupit k derivaćım a
integraćım nosné proměnné. Prakticky přidáme do programového schématu nové prvky tak,
abychom źıskali jednotlivé derivace a integrace sledovaného výstupńıho signálu y, a to vše
za ćılem experimentálńıho zjǐstěńı koeficient̊u. Programové schéma nyńı vypadá následovně:
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Obrázek 5.3: Rozš́ı̌rená soustava

Povšimněme si zaj́ımavého prvku této metodiky, a sice filozofii źıskáńı derivace signálu.
Ačkoli je spolehlivý derivátor obt́ıžně realizovatelný prvek, ve výpočtu jej můžeme nahra-
dit stavem signálu před integrátorem. T́ımto zp̊usobem namodelované derivace poskytuj́ı
v praxi velice použitelné výsledky. Nyńı zbývá nastavit v simulátoru koeficienty tak, aby
výsledný pr̊uběh odpov́ıdal našim představám.

Některé z pr̊uběh̊u simulaćı, kdy bylo mj. zjǐstěno, že integračńı konstanty nemaj́ı žádný
pozitivńı vliv na stabilitu obvodu:
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Obrázek 5.4: Prvńı experimenty s Kd1

Obrázek 5.5: Vliv Kd2
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Obrázek 5.6: Vliv proporcionálńıho koeficientu

Obrázek 5.7: Daľśı experimenty s Kd1
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Obrázek 5.8: Negativńı vliv integraćı

Tento krok je krokem obecným; jeho pr̊uběh se bude lǐsit vždy podle požadavk̊u. Smyslem
je pouze źıskat koeficienty pro danou aplikaci.

5.2.3 Připojeńı PI regulátoru

Daľśım krokem je připojeńı PI regulátoru (D složku nevyužijeme z výše uvedených d̊uvod̊u).
Tentokrát je tedy ćılem stanovit t́ımtéž zp̊usobem koeficienty regulátoru samotného, při
hodnotách ustáleného modelu źıskaného v minulém kroku. Bloková reprezentace tohoto
kroku:

M O D E L
K

K

Z  = 1

e

-y

- 1

z y

p s

i s

1

1

Obrázek 5.9: Idea připojeńı PI regulátoru

R e g u l a t o r M o d e l

z e y
1

y

1

Obrázek 5.10: Idea v blokové algebře

Nyńı je na řadě daľśı řada simulaćı. Smyslem tohoto kroku v podstatě je přibĺıžit se co
nejv́ıce výsledkem kroku předešlému.
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Obrázek 5.11: Vliv parametru Kis
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Obrázek 5.12: Vliv parametru Kps
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5.2.4 Zavedeńı do reálné soustavy

Daľśım ideovým krokem je zavedeńı źıskaného ř́ıd́ıćıho signálu e do reálné fyzické soustavy.
Vznikne nám tak zpětná vazba uzavřená z výstupu modelu. Jak se ale při simulaćıch rychle
ukáže, tento postup sám o sobě nestač́ı; již malá odchylka parametr̊u skutečné soustavy
zp̊usob́ı selháńı ř́ızeńı.

k p

k d1

k i1

a1
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a3

k d 3

k d 2

a 0
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k i3

- 1

z

- r

r

I 1 I2 I3

yuvq

e
K

K

Z  = 1

e

-y

p s

i s

1

1

- 1

ur q v
y

- 2

- 1

- 1

- 0 , 2

s s s s

s

M O D E L

R E A L N A
S O U S T A V A

Obrázek 5.13: Př́ımé propojeńı modelu a soustavy

Tento př́ıstup má ten d̊usledek, že pomoćı analýzy odchylky můžeme v modelu zpětně
identifikovat, který parametr skutečné soustavy se změnil a na jakou hodnotu. Tato sku-
tečnost může být v praxi užitečná v mnoha směrech.

5.2.5 Zavedeńı korekce

Aby předchoźı př́ıstup fungoval, muśıme ještě zavést opravu regulace podle výstupu reálné
soustavy - v předchoźım př́ıpadě by totiž nešlo ani tolik o regulátor jako sṕı̌s o poněkud ne-
funkčńı ovládáńı. Výsledku dosáhneme zavedeńım dodatečného I-regulátoru s odpov́ıdaj́ıćım
koeficientem Kikor. Ten zjist́ıme, jako v předchoźıch př́ıpadech, experimentálně.
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Obrázek 5.14: Zapojeńı s opravou chyby

Obrázek 5.15: Simulace opravy chyby

5.2.6 Uzavřeńı zpětné vazby přes soustavu

Daľśım možným krokem je uzavřeńı zpětné vazby přes reálnou soustavu. V zásadě jde
o obměnu zavedeného principu, ovšem simulačně bylo prokázáno, že tato metoda nese
stabilńı výsledky. Technicky vzato je hlavńı změnou ve výpočtu, že nyńı e1 = z1 − ys.
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Obrázek 5.16: Uzavřeńı zpětné vazby přes reálnou soustavu

Obrázek 5.17: Výsledky pokus̊u
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5.2.7 Test přičteńım poruchy

Zbývá jen ověřit funkčnost systému při situaci, kdy se k výstupu přičte nějaká porucha -
např́ıklad konstantńı výchylka v rozumné toleranci. Z reálné soustavy tak bude vycházet
signál ys1 = ys + p.

Obrázek 5.18: Výsledky pokus̊u s poruchou

Metodika se v simulaćıch osvědčila jako funkčńı, principielně jednoduchá a efektivńı
metoda návrhu.

5.3 Nestabilńı soustava

V př́ıpadě dosažeńı nestabilńı soustavy je celý postup prakticky totožný. I když soustava
sama neńı stabilńı, po nalezeńı správných regulačńıch koeficient̊u jsme schopni jej́ı pr̊uběh
ustabilizovat a ř́ıdit stejně tak, jako by byla stabilńı. Proto zde uvád́ım jen několik výsledk̊u
znázorňuj́ıćıch začátek postupu hledáńı hodnot.
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Obrázek 5.19: Demonstrace stabilizace nestabilńıho systému
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Kapitola 6

Simulačńı nástroje

Protože již byly prezentovány některé výsledky simulaćı, je nejvyšš́ı čas zmı́nit použitá
prostřed́ı.

6.1 TKSL

Předchoźı kapitoly použ́ıvaly pro simulace výhradně nástroje TKSL. Jde o simulačńı nástroj
založený na numerickém výpočtu s využit́ım Taylorovy řady. Ačkoli je současná verze již
starš́ıho data a vývoj nověǰśı implementace stále prob́ıhá, dař́ı se TKSL dosahovat přesných
výsledk̊u v krátkém čase. Data vstupuj́ı v podobě zdrojového kódu, který je založen právě
na blokových grafech programových schémat, metodách jejich řešeńı a implementaci.

6.2 Matlab a Simulink

Na výsledky dosažené v TKSL by mohl někdo namı́tnout, že nejsou d̊ukazy o jeho přesnosti;
proto je vhodné využ́ıt i jiného, rozš́ı̌reného a všeobecně uznávaného matematického nástroje.
Systém Matlab má pověst jednoho z nejrobustněǰśıch programů pro řešeńı matematických
problémů. Obsahuje mnoho d́ılč́ıch modul̊u, a mezi nimi simulačńı nástroj Simulink.

Pro ověřeńı jsem v tomto prostřed́ı namodeloval kompletńı výslednou soustavu. Výsledky
byly shodné, proto pro daľśı rozvoj metodiky uvedu namodelované situace, kdy byl do mo-
delu reálného systému zaveden nějaký stupeň chyb.
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6.2.1 Soustava lehce rozladěná s velkou chybou výstupu

V tomto modelu bylo použito mı́rně posunutých koeficient̊u reálné stabilńı soustavy. Pro
připomenut́ı, koeficienty modelu (a reálné nerozladěné soustavy) jsou a0 = −0.2, a1 = −1,
a2 = −1, a3 = −2.

V tomto experimentu byla reálná soutava rozladěna následuj́ıćım zp̊usobem: a0s =
−0, 18, a1s = −0, 9, a2s = −1, 1, a3s = −2, 1. K výstupu ys pak byla připojena velká
parazitńı chyba p = −0, 7 (regulátor má snahu udržet hodnotu 1). Na sńımćıch jsou zleva
doprava po řádćıch hodnoty y, e, ys, e1.

Obrázek 6.1: Systém s velkou parazitńı chybou
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6.2.2 Soustava silně rozladěná s malým šumem na výstupu

Následuj́ıćı experiment testoval chováńı v situaci s opačným typem chyby, a sice s relativně
hodně rozladěným reálným systémem a takřka zanedbatelným šumem zkresluj́ıćım výstupńı
signál. V tomto př́ıpadě měla daná soustava parametry a0s = −0, 175, a1s = −0, 91, a2s =
−1, 4, a3s = −2, 1 a zkresleńı výstupu p nabývalo hodnot od −0, 1 do 0, 02.

Obrázek 6.2: Rozladěná soustava
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6.2.3 Soustava silně rozladěná s velkým šumem na výstupu

Závěrečný experiment etapy ověřoval chováńı soustavy v extrémńım př́ıpadě, kdy se reálný
systém nechová tak, jak by měl, a jeho výstup je zat́ıžen náhodnou chybou dosahuj́ıćı
zkresleńı až 50% požadovaného výstupu. Pro pořádek, reálná soustava měla parametry
a0s = −0, 175, a1s = −0, 91, a2s = −1, 4, a3s = −2, 1, p = −0, 5...0, 5.

Obrázek 6.3: Silně poruchová soustava
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Kapitola 7

Dopravńı zpožděńı

Dopravńı nebo časové zpožděńı, někdý též transportńı zpožděńı, se vyskytuje u řešeńı celé
řady úloh. Časové zpožděńı může být konstantńı nebo proměnné. Proměnné časové zpožděńı
se vyskytuje v úlohách z termodynamiky, chemie apod. Konstantńı časové zpožděńı se
vyskytuje v úlohách z automatického ř́ızeńı, v biologii, v ekonomice, v dynamice úloh
s lidským faktorem apod.

Časové zpožděńı znamená, že daná funkce f(t) je zpožděna o určitý časový úsek T , čili
z funkce f(t) se vytvoř́ı funkce f(t− T ).

7.1 Modelováńı časového zpožděńı

Funkci g(t) časově zpožděnou o T vzhledem k funkci f(t) můžeme zapsat výrazem

g(t) = f(t− T ) (7.1)

kde f(t) = 0 pro každou hodnotu t < 0.
Vyjádř́ıme-li rovnici 7.1 Laplaceovou transformaćı, obdrž́ıme

G(s) = e−sT F (s) (7.2)

Z rovnice 7.2 pak obdrž́ıme operátorový přenos

H(s) =
G(s)
F (s)

= e−sT (7.3)

Tento výraz však nejde př́ımo modelovat. Pro tuto potřebu je velmi vhodné už́ıt aproximace
funkce e−sT v racionálně lomenou funkci pomoćı tzv. Padého rozvoje

e−sT ≈ Pn(s)
Qn(s)

(7.4)

, kde

Pn(s) = 1− sT

2
+

n(n− 1)s2T 2

2n(2n− 1) · 2!
− ... +

(−1)nn!snTn

(2n)!

Qn(s) = 1 +
sT

2
+

n(n− 1)s2T 2

2n(2n− 1) · 2!
+ ... +

n!snTn

(2n)!
(7.5)
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Řád Pn(p)
n = 0 1
n = 1 1− Tp

2

n = 2 1− Tp
2 + (Tp)2

12

n = 3 1− Tp
2 + (Tp)2

10 − (Tp)3

120

n = 4 1− Tp
2 + 3(Tp)2

28 − (Tp)3

84 + (Tp)4

1680

n = 5 1− Tp
2 + (Tp)2

9 − (Tp)3

72 + (Tp)4

1680 − (Tp)5

7560

n = 6 1− Tp
2 + 5(Tp)2

44 − (Tp)3

132 + (Tp)4

1584 − (Tp)5

5080 + (Tp)6

665280

Tabulka 7.1: Tabulka Padého rozvoj̊u

V tabulce 7.1 jsou uvedeny mnohočleny Pn(s) použ́ıvané při aproximaci přenosové funkce do
šestého řádu při Padého rozvoji. Za předpokladu nulových počátečńıch podmı́nek můžeme
použ́ıvat diferenciálńı operátor p.

Vytvoř́ıme model zpožd’ovaćı linky pomoćı Padého rozvoje druhého řádu. Podle hodnot
v tabulce sestav́ıme diferenciálńı rovnici

u0(t)
u1(t)

=
1− Tp

2 + (Tp)2

12

1 + Tp
2 + (Tp)2

12

(7.6)

Rovnici uprav́ıme vynásobeńım 12-ti a obdrž́ıme

u0(t)
u1(t)

=
T 2p2 − 6Tp + 12
T 2p2 + 6Tp + 12

(7.7)

Rovnici 7.7 uprav́ıme

T 2p2u0 + 6Tpu0 + 12u0 = T 2p2u1 − 6Tpu1 + 12u1

p2u0 +
6
T

pu0 +
12
T 2

u0 = p2u1 −
6
T

pu1 +
12
T 2

u1 (7.8)

1© u0 = −(−u1 + y2)

2© y2 = −1
p
(− 6

T
u0 −

6
T

u1 − y1)

3© − y1 = −1
p
(
12
T 2

up −
12
T 2

u1) (7.9)
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Obrázek 7.1: Programové schéma pro Padého rozvoj 2.̌rádu

Pro názornost předkládám výsledek simulace Padého rozvoje 2. a 4. řádu aplikovaného
na funkci z = sin(t)− 0, 5.

Obrázek 7.2: Výsledek namodelovaného rozvoje 2. a 4. řádu
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Kapitola 8

Kvantizace a převodńıky

Pro převod mezi spojitým a diskrétńım signálem, obecně mezi dvěma veličinami r̊uzného
fyzikálńıho rozměru, je třeba použ́ıt převodńıky. Pro naše potřeby jsou podstatné jen A/D a
D/A převodńıky. S jejich použit́ım jsou spojeny 2 problémy: dopravńı zpožděńı a kvantizace.

8.1 Vzorkováńı

Převod spojitého signálu na diskrétńı se provád́ı pomoćı vzorkováńı. Úsek spojitého signálu
se sice dá donekonečna zvětšovat a pozorovat tak jeho nekonečně malé detaily, ale protože
poč́ıtače maj́ı pouze konečnou kapacitu paměti a ani nejsou nekonečně rychlé, muśıme se
u reálného vzorkováńı při A/D převodu omezit pouze na nezbytně nutné množstv́ı vzork̊u,
které budeme dále zpracovávat.

Obecně se vzorkováńı signálu provád́ı t́ım zp̊usobem, že rozděĺıme vodorovnou osu
signálu (ve většině př́ıpad̊u čas) na rovnoměrné úseky a z každého úseku odebereme je-
den vzorek. Je přitom zřejmé, že tak z p̊uvodńıho signálu ztrat́ıme mnoho detail̊u, protože
namı́sto spojité čáry, kterou lze donekonečna zvětšovat, dostáváme pouze množinu diskrét-
ńıch bod̊u s intervalem odpov́ıdaj́ıćım použité vzorkovaćı frekvenci.

8.2 Aliasing

Chyba vzorkováńı může ovšem být ještě daleko horš́ı. Pokud se totiž v p̊uvodńım spo-
jitém signálu vyskytuje frekvence vyšš́ı, než je polovina frekvence vzorkovaćı (nazývaná též
Nyquistova frekvence), dojde, jak prav́ı Shannon̊uv teorém, k úplnému a nenávratnému
zkresleńı signálu d́ıky jevu nazývaj́ıćımu se aliasing. Aliasingu se dá zabránit jedině an-
tialiasing filtrem, což je dolńı propust’ zařazená před převodńıkem. Ta nedovoĺı frekvenćım
vyšš́ım než je Nyquistova frekvence vstoupit do převodńıku.

Pro naše potřeby neńı aliasing podstatný, přesto však jde o ned́ılnou součást prob-
lematiky.

8.3 Kvantováńı

Vzhledem k tomu, že poč́ıtače a daľśı zař́ızeńı dále zpracovávaj́ıćı digitálńı signál umı́
vyjádřit č́ısla pouze s omezenou přesnost́ı, je potřeba navzorkované hodnoty upravit i na
svislé ose. Protože se hodnota vzorku dá vyjádřit pouze po určitých kvantech, nazýváme
tuto fázi A/D převodu kvantováńı.
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Aby bylo možné určit, které hodnoty má po kvantováńı nabývat určitý vzorek, je třeba
rozdělit prostor kolem jednotlivých hodnot na tolerančńı pásy.

Kterémukoliv vzorku, který padne do daného tolerančńıho pásu, je při kvantováńı
přǐrazena daná hodnota. Je zřejmé, že se kvantované hodnoty ve většině př́ıpadu lǐśı od
skutečných navzorkovaných hodnot. Velikost kvantizačńı chyby je vzdálenost mezi kvanto-
vanými a p̊uvodńımi navzorkovanými body. Velikost této chyby se pohybuje v intervalu ±1

2
kvantizačńı úrovně. Počet kvantizačńıch úrovńı bývá zpravidla rovný mocnině č́ısla 2.

8.4 Kvantizačńı šum

Pokud bychom vynesli velikosti chyb od jednotlivých vzork̊u do grafu, źıskali bychom
náhodný signál, kterému se ř́ıká kvantizačńı šum. Velikost šumu je zvykem vyjadřovat
jako poměrné č́ıslo v decibelech, a sice jako poměr užitečného signálu ku šumu. Protože
č́ıslo ve jmenovateli zlomku - kvantizačńı chyba - je u všech lineárńıch převodńık̊u stejná
(interval ±1

2 kvantizačńı úrovně), záviśı velikost kvantizačńıho šumu jen na čitateli zlomku,
tedy na velikosti užitečného signálu, což je maximálńı počet kvantizačńıch úrovńı daného
převodńıku.

S N RA/D = 20 · log 2N ≈ 6, 02 ·N [dB] (8.1)

Dı́ky diskretizaci p̊uvodńıho spojitého signálu ve dvou osách nemůže být ve většině př́ıpad̊u
signál zpětně převedený z digitálńı podoby do analogové přesně odpov́ıdat p̊uvodńımu
signálu.

8.5 Modifikace modelu

Nyńı, když již máme zavedeny pojmy převodńık̊u, je na čase zavést je do naš́ı soustavy.
Ačkoli se oba negativńı jevy - dopravńı zpožděńı a chyba kvantizace - projevuj́ı zároveň,
pro potřeby modelováńı je nejen možné, ale i vhodné jejich vliv prozkoumat odděleně.

V modelu byly převodńıky doplněny v podobě zpožd’ovaćıch člen̊u v mı́stě jejich zapo-
jeńı. V př́ıpadě A/D převodńıku se projev́ı ještě kvantizace signálu; operačńı chybu D/A
převodńıku považuji za zanedbatelnou. Při všech experimentech jsem uvažoval systém s ko-
eficienty přesně odpov́ıdaj́ıćımi modelu s t́ım, že na výstup byl zaveden minimálńı šum
nabývaj́ıćı odchylek v intervalu −0, 01...0, 01
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Obrázek 8.1: Kompletńı model systému v prostřed́ı Simulink

8.5.1 Aplikace kvantizace v modelu

Při pomyšleńı na simulaci kvantizace v modelu jistě kdekoho napadne, že jednoduše zk-
vantujeme signál vstupuj́ıćı do modelu, ovšem to neńı postup vedoućı k ćıli. Muśıme si
uvědomit, že ačkoli jsou regulátor a soustava odděleny A/D a D/A převodńıkem, ve sku-
tečnosti oba zpracovávaj́ı stejný signál - jen r̊uznými metodami. Nakvantováńım signálu by
model zpracovával signál odlǐsný, kvantovaný hned dvakrát.

Pro modelováńı vlivu kvantovaćı úrovně jsem tedy využil úvahy, č́ım se vlastně kvan-
továńı v modelu projev́ı - neńı to samotnými hodnotami, nýbrž chybou, která je zp̊usobená
zaokrouhlováńım signálu na diskrétńı hodnoty. Tento jev můžeme bez větš́ıch obt́ıž́ı na-
modelovat generátorem náhodného č́ısla v rozsahu této chyby daném množstv́ım použitých
bit̊u. Tento generátor bude nabývat v každém kroku výpočtu náhodné hodnoty v rozsahu

k = ± 1
2n+1

(8.2)

, kde n je počet bit̊u, do kterých je signál kódován. Jeho výstup se pak sečte se signálem
vstupuj́ıćım v mı́stě A/D převodńıku do systému. T́ım je zachován praktický vliv kvantováńı
z hlediska modelu i reálného systému.
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Obrázek 8.2: Vliv r̊uzných kvantovaćıch úrovńı

Experiment ukázal výsledky (zleva doprava po řádćıch) pro nejběžněǰśı použ́ıvané úrovně:
3 bity, 4 bity, 8 bit̊u a 16 bit̊u.

8.5.2 Vliv dopravńıho zpožděńı v převodńıćıch

Nyńı je na řadě posledńı krok, a sice pod́ıvat se na vliv časového zkresleńı signál̊u d́ıky
nutným mezisoučástkám - A/D a D/A převodńıku. Jejich rychlost je, jak se ukázalo, kritická
pro funkci systému. Jejich namodelováńı se provádělo v numerickém prostřed́ı, tedy jsou
veškeré źıskané hodnoty v násobćıch základńıho výpočetńıho kroku použité metody.

Nejdř́ıve několik př́ıklad̊u výstupu, který se sice po zavedeńı zpožděńı rozkmital, nicméně
soustava a hlavně regulátor se ještě dokázaly ustabilizovat na požadované úrovni.
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Obrázek 8.3: Přijatelné hodnoty zpožděńı
Zleva doprava po řádćıch jde o výstupy na následuj́ıćı dvojice zpožděńı ve tvaru A/D

- D/A: 2-4, 4-2, 0-6, 6-0. Na dosažených výsledćıch vid́ıme, že at’ se zpožděńı projev́ı v
kterémkoliv převodńıku, ve výsledném poměru si téměř odpov́ıdaj́ı. Z toho se dá usuzovat,
že vliv zpožděńı každého z převodńık̊u je v́ıceméně stejný.

Následuj́ıćı výsledky ukazuj́ı daľśı fakt a sice mez zpožděńı, od které již soustava neplnila
svou regulačńı funkci.

Obrázek 8.4: Prvńı nalezené meze zpožděńı

Tato mez byla nalezena na hodnotách 0-7 a 7-0.
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Zbytek experiment̊u odhalil zásadńı věc. Uvád́ım zde některé daľśı nestabilńı výsledky
pro ilustraci:

Obrázek 8.5: Př́ılǐs velké zpožděńı

Tyto páry převodńık̊u byly namodelovány, aby představovaly zpožděńı 15-3, 7-7, 2-5
a 6-1. Ze źıskaných dat plyne nejen to, že zpožděńı obou převodńık̊u se navzájem nijak
neeliminuje, ale zároveň se ukázal být platný fakt: soustava byla vždy nestabilńı, pokud
byl součet zpožděńı obou převodńık̊u větš́ı nebo roven sedmi, a to bez ohledu vzájemné
rozložeńı.

Pro praktický návrh z toho plyne, že stabilita regulátoru může být zajǐstěna jedině při
využit́ı převodńık̊u rychlých přinejmenš́ım tak, jako trvaj́ı tři cykly efektivńıho výpočtu
v elektronice regulátoru. Tato hodnota je samozřejmě relativńı a může se lǐsit dle jed-
notlivých aplikaćı, nicméně nám ukázala zaj́ımavé kritérium použitelnosti regulátoru navr-
ženého touto metodou.
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Kapitola 9

Závěr

V této diplomové práci byl přehledně znázorněn základ teorie ř́ızeńı jakožto podklad pro
navrženou metodu konstrukce elektronického regulátoru. Takto vytvořený regulátor bude
dle platných princip̊u obecně schopný ř́ıdit jakýkoli matematicky definovatelný, reálný
dynamický systém. Popsaný postup nevytvář́ı regulátor obecný, nýbrž slouž́ı k návrhu
regulátoru elektronického, jež bude pracovat na principu numerického řešeńı diferenciálńıch
rovnic. Vzhledem k současným cenám a dostupnosti potřebné elektroniky, jakož i dostup-
nosti simulačńıch nástroj̊u potřebných pro jeho vývoj, je předvedená metoda použitelná
v praxi a kromě zmı́něné nutnosti matematické definice je omezen pouze potřebou rychlých
převodńık̊u mezi elektronickou a reálnou reprezentaćı dynamického obvodu.
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[7] RALSTON, A.: Základy numerické matematiky, Academia Praha, 1973

[8] HOWE, R.: Dynamics of Real-Time Simulation, Applied Dynamics International,
Michigan, 1998

[9] KRAUS, M., KUNOVSKÝ, J., PINDRYC, M., ŠÁTEK, V.: Taylor Series in Control
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A - Zdrojový kód TKSL pro Padého rozvoj 4. řádu

var y,z,v,p1v,p2v,p3v,p4v,p5v,p6v;

const eps =1e-20,dt=0.05, tmax=10,
b0=1,a0=1,b1=-1/2,a1=1/2,b2=5/44,a2=5/44,b3=-1/132,a3=1/132,b4=1/1584,a4=1/1584,
b5=-1/5080,a5=1/5080,b6=1/665280,a6=1/665280;

system

p4v=1584*z-1584*a3*p3v-
1584*a2*p2v-1584*a1*p1v-1584*a0*v;

p3v’=p4v &0;
p2v’=p3v &0;
p1v’=p2v &0;
v’=p1v &0;
y=b0*v+b1*p1v+b2*p2v+b3*p3v+b4*p4v;
z=1;

sysend.
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B - Zdrojový kód TKSL pro popis výsledného systému

var u,v,y,q,z,e,r,I1,I2,I3,e1,Is,z1,li,ys,us,vs,qs,ys1;
const a0=0.2,a0s=0.2,kp=0.8,kd1=3,kd2=3,kd3=0,kI1=0,kI2=0,kI3=0,

kps=0.5,kis=0.2,dt=0.1, eps=1e-20, tmax=100,p=0.1;
system
y’=u &0;
u’=v &0;
v’=q &0;
q’=e-2*q-v-u-a0*y &0;

ys’=us &0;
us’=vs &0;
vs’=qs &0;
qs’=e-2*qs-vs-us-a0s*ys &0;
ys1=ys+p;
e=z-r;
r=kp*y+kd1*u+kd2*v+kd3*q+kI1*I1+kI2*I2+KI3*I3;
I1’=y &0;
I2’=I1 &0;
I3’=I2 &0;

e1=z1-ys1;
z=kps*e1+Is;
Is’=kis*e1 &0;
z1=12;
li=1.8;
sysend.
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C - Úplné schéma systému v prostřed́ı Simulink
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