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Signaly a systémy

1.1 Uvod a motivace

S pojmem ,,signal* a ,,systém* se setkavame téméi denné aniz si to né¢jak uvédomujeme.
Kdyz naptiklad telefonujeme, potom nas hlas (coz je akusticky signal) je preveden mikrofonem
(tj. systémem) na signal elektricky. Tento elektricky signal je pak dale pfenasen napf. po
metalickém vedeni k prot¢;si stanici, kde je opét preveden reproduktorem (opét systém) zpét na
signal akusticky. Situace je ukazana v levé ¢asti obrazku Obr. 2-1. V pravé casti obrazku je
pak naznacen casovy pribéh akustického i elektrického signdlu. Oba tyto signaly jsou
definovany pro vSechny Casové okamziky (pro spojity Usek na Casové ose) a jsou proto
nazyvany signaly se spojitym Casem nebo zkracené spojité signdly. Systémy, vyskytujici se
V tomto fetézci zpracovavaji tyto spojité signdly a jsou proto nazyvany systémy se spojitym
¢asem nebo zkracené spojité systémy.
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Obr. 2-1: Signaly a systémy se spojitym Casem

Casto jsou spojité signaly prevadény do diskrétni podoby pomoci tzv. vzorkovani tj. ze
spojitého signdlu jsou v pravidelnych Casovych intervalech T odebirdny vzorky (spina¢ na
Obr. 2-2spina v pravidelnych ¢asovych intervalech na kratky okamzik). Tyto vzorky mohou
byt dale zpracovavany, ptrenaSeny nebo ukladany (napf. v paméti pocitace nebo na CD)
v digitalni podobé€ ve formé posloupnosti ¢isel. Situace je v tomto piipade schematicky ukdzana
na Obr. 2-2. Takto vzorkované signaly nejsou (na rozdil od spojitych signaltl) definovany na
spojitém Casovém useku, ale jsou definovany jen na diskrétni mnoziné vzorkovacich okamzikt
kT k=0,1,2,...a jsou proto nazyvany signdly s diskrétnim casem nebo zkracené diskrétni
signdly. Systémy, pomoci kterych jsou tyto diskrétni signdly zpracovavany, se potom nazyvaji
systémy s diskrétnim ¢asem nebo zkracen¢ diskrétni systémy.
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Obr. 2-2: Signaly a systémy s diskrétnim casem

Diskrétni systém predstavuje v podstaté néjaky algoritmus, pracujici s posloupnosti ¢isel
(navzorkovanych hodnot signalu f (kT )k =0,1,2,...). Tento algoritmus byva Casto realizovan

na n&jakém pocitaci nebo mikroprocesoru a jeho vyslednymi hodnotami (vystupem diskrétniho
systému) je op¢€t diskrétni signal tj. posloupnost Cisel.

Teorie signalii i systémii ma Getné aplikace v riiznych oblastech. Casto jsou systémy (jak
spojité tak i diskrétni) pouzivany pro fizeni riznych fyzikalnich zafizeni nebo soustav. Jeden
takovy priklad za v§echny je uveden na nasledujicim Obr. 2-3. Tento ptiklad reprezentuje tzv.
programovatelné ftizeni teploty v néjaké mistnosti. Z ekonomickych divodi (mistnost je
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vyuzivana jen v urcitych hodindch dne) je zaddouci, aby teplota v mistnosti béhem dne méla
casovy prub¢h takovy, jak je naznaceno na obrazku. Skute¢nd teplota v mistnosti je méfena
teplomérem, jehoz signdl (Gdaj o teploté o ["C]) je preveden na signdl elektricky (opét
systémem, ktery je tvofen prevodnikem fyzikalni veliiny). Tento signal je potom pomoci
analogové- &islicového pievodniku A/C (byva obvykle souéasti mikropoéitage) diskretizovan
(tj. ptreveden na Ccislo, ulozené v pocitaci). Tato hodnota, meéfend (pfesnéji feCeno
diskretizovand) v asovych okamzicich &7 k =0,1,2.... vstupuje do algoritmu (do diskrétniho
systému, realizovaného programem mikropocitace). Do algoritmu dale vstupuje ve stejnych
casovych okamzicich i hodnota pozadovana (ziskana pro dany ¢asovy okamzik 7 k =0,1,2,...
z pozadovaného Casového priubehu teploty). Vystup algoritmu (vystup diskrétniho systému)
potom ovladd pomoci vykonového ¢lenu elektromagneticky ventil EV a tim fidi mnozstvi
otopné vody, prochazejici radidtorem.
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Obr. 2-3: Programovatelné fizeni teploty v mistnosti

V nasledujicim textu jsou studovany zékladni vlastnosti jak spojitych a diskrétnich
signalt tak 1 spojitych a diskrétnich systémi.

1.2 Zarazeni predmétu ve studijnim programu

Predmét Signdly a systémy je zatazen ve tfetim semestru bakalafského studijniho
programu Elektrotechnika, elektronika, komunikacni a ridici technika. Navazuje na predméty
Elektrotechnika 1 a Elektrotechnika 2 a také caste¢né na predméty Fyzika 1 a Fyzika 2.
Ptedchozi znalosti, které jsou pozadované pro studium tohoto pfedmétu, jsou predevSim
znalosti diferencialniho a integralniho poctu funkei jedné proménné, zakladni znalosti z
Laplaceovy a Fourierovy transformace a dale elementarni znalosti maticového poctu. Tyto
znalosti jsou obsahem predmétti Matematika 1, Matematika 2 a Matematika 3 vyse uvedeného
studijniho programu.

1.3 Uvod do pFedmétu

Student se nauci matematicky popsat jak signaly spojité tak 1 diskrétni a provadét s témito
signaly rtizné operace. Dale se seznami nejen s Casovym ale téZ s frekvenénim vyjadienim
signalu. V dalSich kapitolach se seznami se systémy a to jak spojitymi tak i diskrétnimi a také
S tim, jak se zméni vlastnosti signalu prichodem n&jakym systémem.
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1.4 Vstupni test (zatim neni)

Vstupni test je urcen k vyhodnocenim samotnym studentem a jeho ucelem je ovéteni
piedchozich znalosti studenta, potfebnych k uspésSnému zvladnuti studia predkladaného
vyukového textu. Vysledky vstupniho testu musi byt uvedeny v dodatcich v zévéru tohoto
textu.

2 Spojité signaly a jejich analyza

2.1 Zakladni spojité signaly a jejich vlastnosti

V tivodni kapitole jsme se seznamili s pojmem signdl se spojitym ¢asem nebo zkracené
spojity signal. Pro dalS$i zpracovani takového signdlu jej musime popsat n&jakym
matematickym prostfedkem. Timto matematickym prostiedkem je pojem funkce definované na
celé realné ose. Ve skutecnosti zadny redlny signal nemtze zacinat v minus nekonecnu a trvat
do plus nekone¢na. Protoze budeme signaly dale zpracovavat matematicky je z hlediska
matematiky vhodné uvazovat s timto defini¢nim oborem funkce f (t) Je tedy matematickym

modelem spojitého signalu funkce £1(¢), z € (—oo,40).

2.1.1 Zakladni spojité signaly

Jednim ze zékladnich spojitych signall je tzv. jednotkovy skok G(t). Je definovan
nasledujicim vztahem

1 ¢>0
O'(t):{o ZZO (2.1)

a jeho prub¢h je ukazan v levé ¢asti Obr. 2-1. V pravé ¢asti tohoto obrazku je ukazan podobny
signal J(t,g), ktery je definovan jako

0 t<-g/2
o(t,e)=1t/e+0,5 te(—¢/2,+¢/2) (2.2)
1 t>+¢/2
ﬁc(t) ﬁc(t,s)
1 1+
0 >t €2 0 +¢/2 >t

Obr. 2-1: Jednotkovy skok
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Z obrazku je ziejmé, ze bude-li se parametr ¢ blizit nulové hodnoté, piejde funkce O'(t,g)
Vv jednotkovy skok tj. ve funkci O'(l). Vyjadfeno matematicky

lm o(r,)= o (¢) (23)
Ptikladem signalu typu jednotkovy skok muze byt pfipojeni stejnosmérného zdroje napéti 1
volt k n¢jakému spotiebici v ¢ase ¢ =0.

Dalsim zakladnim signélem je tzv. Diracitv impuls 5(t) (P.A.M.Dirac, 1902- 1984,
anglicky teoreticky fyzik). Je definovan nasledujicim vztahem

5(0:{ 0 ¢=0

+0o =0
tj. jeho plocha je rovna 1. Jeho pribéh je ukazan v levé ¢asti Obr. 2-2. V pravé ¢asti tohoto
obrazku je ukazan signal & (t, g), ktery ma tvar tizkého a vysokého impulsu a ktery je definovan
jako

a soucasne Jj:é (t)dt =1 (2.4)

5(t.6)= 0 t¢(-&/2.+¢/2) (25)
e te(-g/2,+8/2)
0) 4 3(t,e)
1/e
0 >t -2 0 +e/2 >t

Obr. 2-2: Diractv impuls

Z obrazku je ziejmé, ze bude-li se parametr ¢ blizit nulové hodnoté, piejde funkce §(t,g)
Vv Diractiv impuls tj. ve funkci o (t) Vyjadfeno matematicky

lim 5(r, )= 5(r) (26)

Realizace Diracova impulsu neni mozna. Mizeme ale realizovat signal 5(1‘,5). Ptikladem
signalu tohoto typu by bylo pfipojeni stejnosmérného zdroje vysokého napéti k n&jakému
spotiebici na velmi kratkou dobu tak, aby plocha takového impulsu byla jednotkova.

Linedrné rostouci signdl je dalsim zakladnim signalem. Jeho ¢asovy prub¢h je ukazan na Obr.,
2-3 vlevo. Tento signal je definovan jako

t t>20
r(t):{o 20 (2.7)

Rychlost nartistu tohoto signalu (derivace f ’(t) t >0) je jednotkova. Signal ar(t) bude mit

rychlost narfistu rovnu a . Podobné je mozno definovat kvadraticky rostouci signél ¢* pro ¢ >0
a0pro ¢ <0.V obecném piipadé mizeme definovat signal polynomem

b,+bt+..+bt" t=20
f(t):{o ! " (2.8)

0 t<0
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Je ziejmé, ze jak jednotkovy skok tak linedrné¢ rostouci signal i kvadraticky rostouci signal jsou
zvlastnimi ptipady tohoto obecného signalu.

4 1(0)
3 €
2 4
4'
1 t
0 1 2 3 @ >y
Obr. 2-3: Lineéarné rostouci signal (vlevo) a sinusovy signal (vpravo)

Sinusovy signdl je jednim z periodickych signalu, které tvoti diilezitou skupinu signali. Signal
se spojitym ¢asem (spojity signal) S(t) se nazyva periodicky s periodou P jestlize
S(t)zs(t+P) (2.9)
pro vSechna ¢ . Plati-1i tento vztah potom také plati
s(t):S(t+P):s(t+2P):...:s(t+nP) (2.10)

pro libovolné celé n. Je-li tedy signal periodicky s periodou P, potom je také periodicky
s periodou 2P, 3P....Nejmensi hodnota periody P se nazyva zdkladni perioda a funkce se
potom opakuje kazdych P sekund.

vvvvvv

s(t)= Asin(cx + ©) (2.11)
a je ukazan na Obr. 2-3 vpravo. Sinusovy signal je periodicky se zakladni periodou

P=2rn/w (2.12)
Zakladni perioda je nejmensi Casovy interval, ve kterém se sinusoida opakuje a vytvari tim
kompletni cyklus. Pfevratna hodnota této periody f =1/P tedy urcuje pocet téchto cykla za
jednu sekundu a nazyva se kmitocet nebo frekvence a jednotkou je hertz [Hz]. Jeden hertz je
jeden cykl za sekundu. Veli¢ina

o =27f (2.13)

se nazyva uhlovd frekvence a jeji jednotkou je radian za sekundu [rad / sec]. Sinusovy signal

o kmitoctu 1000 Hz ma zékladni periodu 1/1000=1 milisekunda a uhlovy kmitocet
2.7.1000 = 6282 rad /sec .

Redlna exponencialni funkce je definovana jako
flt)=e" te(~o,+m) (2.14)

kde a je realné ¢islo. Jestlize a > 0 potom exponencialni funkce roste od 0 nade vSechny meze
jak ¢ roste od —oo do +o jak je ukdzano v levé cCasti Obr. 2-4. Jestlize a <0 potom

exponencialni funkce klesd od —oo k0 jak ¢ roste od —oo do + o jak je ukazano v pravé Casti
Obr. 2-4.
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Obr. 2-4: Redlna exponencialni funkce

Mira ristu nebo poklesu redlné exponencidlni funkce je dana hodnotou ¢isla a. Pievratna
hodnota absolutni hodnoty tohoto ¢isla se nazyva Casova konstanta 7 =l/|a|. Jeji fyzikalni

rozmér je sekunda. Naroste-li cas prave o tuto casovou konstantu potom realna exponencialni
funkce vzroste (pro a > 0) nebo klesne (pro a <0) takto

a(1+1) a +1=27 0
fle+z)_e at az{e 7 a> (2.15)

fle) e D e’ =037 a<0

To znamena, ze napi. pro a <0 klesne funkce na 37% své ptivodni hodnoty.

Komplexni exponencidlni funkce. Doposud jsme se zabyvali signaly, jejichz hodnoty byly
realna Cisla. Nyni se budeme zabyvat signalem, jehoz hodnoty jsou ¢isla komplexni. Takovym
zakladnim signalem je komplexni exponencialni funkce

f(t)=e t e(~o0,4+0) (2.16)

kde @ je realné ¢islo (thlovy kmitocet) a j =+/—1 je komplexni jednotka. Plati tzv. Euleritv
vztah (podle $vycarského matematika Eulera, 1707-1783)

e’ =cosat + jsin ot te(—oo,+oo) (2.17)

Vzhledem k tomu, Ze

= \/(cos wt) +(sinwt) =1 (2.18)

Jjot

e
lze si vyraz e’” predstavit jako jednotkovy vektor rotujici v komplexni roviné s uhlovou
rychlosti @. Priméty tohoto vektoru do redlné a imaginarni osy piedstavuji redlnou a
imaginarni ¢ast komplexniho signélu e’* . Situace je ukdzana na Obr. 2-5 vlevo. Vytvoime
k tomuto vektoru (signalu) vektor, ktery rotuje v komplexni roviné v obraceném sméru (tento
signal ma tedy zdporny kmitocet) t].

—jot

e’ =coswt — jsin wt te(—oo,+oo) (2.19)

Sectenim ptip. odectenim téchto dvou vektorti obdrzime dilezité vztahy

ejwt +efjwt ) e_ja)t _e—ja)t
cosa)t:T sma)t=T (2.20)
J

Situace je ukazana na Obr. 2-5 vpravo.



10 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné
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Obr. 2-5: Komplexni exponencialni signal
Priklad 2.1: Komplexni exponencidlni signal

Vykreslete v komplexni roving vektor e’* pro t=0,1,7/2, 7, 4. Nakreslete tentyz

vektor pro stejné ale zdporné kmitocty.

2.1.2 Ohranicenost signalu v amplitudé a ¢ase

Spojity signal f (t) se nazyva ohrani¢eny v amplitudé v casovém intervalu (a,b) jestlize
existuje realnd konstanta M takova, Ze

fe)<M te(abd) (2.21)

Specifikace Casového intervalu je dilezitda. Napiiklad redlny exponencialni signal e*
s parametrem & <0 je ohrani¢eny v intervalu (0,+c0) ale neni ohrani¢eny v intervalu (—oo,+o)

V redlném svété jsou vSechny signdly ohraniené. Napiiklad operac¢ni zesilova¢ muze
generovat i linedrné nartistajici signal nebo exponencialni signal. Ale takovy zesilovac je vzdy
napajen konecnym napétim napt. =15 [V] a proto jim generovany signal je omezen prave touto
hodnotou M =15. Pii generovani linearné naristajiciho nebo exponencialniho signalu dojde
k saturaci operacniho zesilovace.

V ptedchozim textu jsme Casto uZivali pro naSe signaly defini¢ni interval (— oo,+oo). Nekonecno
je matematicky pojem, velmi uZzite¢ny v matematice. V realném svété kazdy signal zaéina i
konéi v koneéném &asovém okamziku tj. je ohrani¢eny v ¢ase. Napt. ¢asovy interval 10'*°

sekund (to je piiblizn& 3.10”*let) je jist¢ mnohem mens$i nez matematické nekone¢no piesto
Z hlediska pozorovatele je mozno ho povaZovat za nekonecno. V inzenyrskych aplikacich casto
pracujeme s intervaly, které jsou ¢iselné mnohem mensi nez toto astronomické ¢islo a piesto je

mozno je povazovat za nekoneéno. Napiiklad klesajici exponencialni signal e'" klesne za
dobu péti ¢asovych konstant 7 na hodnotu (0,37)5 = 0,007 coz lze jiz povazZovat za nulovou
hodnotu, a tedy v tomto piipadé o =~ 57.

Priklad 2.2: Redlné nekonecno

Piedpokladejme, signal e™''* dosdhne nulové hodnoty za 5 ¢asovych konstant 7 . Ktery ¢asovy
okamzik je mozno povazovat za nekonec¢no bude-li 7 =100, 1, 0,01 sekund?

Odpovéd: 500, 5, 0,05 sec.
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2.1.3 Manipulace se spojitymi signaly

V této kapitole se seznamime se dvéma jednoduchymi manipulacemi se spojitymi
signaly.

Posun signdlu v case (shifting). Necht je dan néjaky signal f (t) a kladné redlné cislo T
. Potom signal f (t -T ) je signal, ktery ma stejny pribéh jako piivodni signal f (t), ale je v Case

posunut 0 7' sekund doprava (tento novy signal je zpozdén o 7 sekund). Situace je ukazéna
uprostied Obr. 2-6 pro 7=1.

A f(1) A f(t-1) A f(t+1)
4+ 4 4+
2 2 2
— 1 -t e L —/ B
2 -1 0 1 2 3 47> 2 1 0 1 2 3 47— 2 -1 0 1 2 3 -
Obr. 2-6: Posun signalu v Case

Podobn¢ signal f (t+T ) je signal, ktery ma stejny priubéh jako ptvodni signal f (t), ale je
Vv ¢ase posunut o 7' sekund doleva (tento novy signal ptedbiha o 7' sekund). Situace je ukdzana
Vv pravé ¢asti Obr. 2-6 pro 7' =1.

Otoceni casové osy (flipping). Necht f (t) je stejny signal jako na Obr. 2-6 vlevo. Potom
f (— t) je otoceny signal vzhledem pocatku casové osy ¢ =0 a je ukazan na Obr. 2-7 vlevo.

A f(-t) A f(-t-1) A f-t+1)
4 4 44
e t N ! x 1
3 2 -1 0 1 2 37* 3 2 -1 0 1 27* 2 - 1 2 3*
Obr. 2-7: Otoceni Casové osy a posun v ¢ase

Jestlize 7 >0 potom f (—t -T ) posouva signal f (— t) doleva 0 T sekund nebot
f(—t —T)= f[— (t +T)] viz Obr. 2-7 uprostfed. A naopak f(—t+T) posouva signal f(— t)
doprava o T sekund nebot f(—z+7)= f[-(¢—T)] viz Obr. 2-7 vpravo.

Nasobeni signalii (multiplication). Uvazme dva signaly f (t)a h(t) definované pro vSechna
te (— oo,+oo). Potom soucin téchto signalll vytvaii novy signal g(t) =f (t)h(t) Jestlize h(t) je
konstantni signal h(t) =A pro vSechna ¢t € (— oo,+oo) kde A4 je realné kladné ¢islo vétsi nez 1,
potom signal g(t) je zesilenym signalem f (t) Ptiklad je uveden na Obr. 2-8 vlevo pro 4=2
. PGvodni signal f (t) je signal z Obr. 2-6 vlevo, vysledny signal g(t) je dvakrat zesilen. Bude-

li 4 kladné ¢islo ale mensi jak 1 bude signal zeslaben. Bude-li 4 zaporné ¢islo dojde k inverzi
hodnot signalu (viz. Obr. 2-8 vpravo).

A g(=2f1) A g(ty=-0,51(t)
4 4+
ANR.CIN RO
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Obr. 2-8: Zesileni signalu (vlevo) a inverze signalu (vpravo)

Bude-li signal h(t) roven jednotkovému skoku tj. h(t) = O'(t) bude vysledkem nasobeni signal
£.()=f(t)o(z). Bude-li signal A(z) roven otodenému jednotkovému skoku tj. A(t)=o(~¢)
bude vysledkem nasobeni signal f (t) =f (t)O'(— t) tedy

f+(t)={f ((f) o f(t)={f ((f) - (222)

Situace je ukazana na Obr 2-9. Operace nasobeni ,,vyfezava“™ (truncation) v tomto piipadé¢ z
puvodniho signalu f Jeho kladnou nebo zapornou ¢ast.

? f(t) 4 £.(0) A0
4 4
2 2
. . | | 4’ | t | | | .
3 } 2 -1 0 1 2 3 3 2 1 0 |1

Obr. 2-9. Vyrlznutl kladne a Zaporné casti signalu

Bude-1i mit signal h(t) tvar pravouhlého impulsu o jednotkové amplitudé t;.

h(t)= {1 te <—a,+a> (2.23)

0 ¢ <— a,+a>
dojde k vyfiznuti jen té Casti signalu f° (t), ktera se nachazi v intervalu <— a,+a>. Situace je
ukazana na Obr. 2-10. Takovy tvar signalu h(t) se nazyva okno (window) a oznacuje se

obvykle w(t) V tomto piipadé se jedna o tzv. pravouhlé okno. Okna jsou pfi zpracovani
signalu ¢asto pouZivana a bude o nich jesté pojedndno v dal§im textu.

A f(t) 4 w(t) A f(yw(t)
4 4+ 4
2 2| 2
et — I__I i | —t— —_

-3a -2a -a 0 a 2a 3a 3a -2a -a 0 a 2a 3a 3a 2a -a 0 a 2a 3a
Obr. 2-10:  Vyfiznuti ¢asti signalu pravothlym oknem

Vratme se na tomto misté jesté k jedné vlastnosti Diracovy funkce. Posuiime Diractiv impuls
doprava o 7 sekund. Necht je dana néjaka spojita funkce f (t), te (— oo,+oo). Jelikoz

S5t —7)=f(c)s(e - 7)

bude integral
[r@)o(e—z)ae=[ f(z)o(t —2)dt =f(z) [ 5~ 2)dt =1 (z).
Obdrzeli jsme tedy nasledujici vysledek

jf —7)dt =£ (7). (2.24)
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Tento vztah se nazyva filtracni vlastnost Diracovy funkce. Filtracni proto, Ze Diracova funkce
5(t — z') vyfiltruje ze vSech hodnot funkce f(t) jen hodnotu v bodé ¢=17. Tuto vlastnost
budeme v dal$im ¢asto pouzivat.

Soudet (rozdil) signdlii. Uvazme dva signaly £(¢) a h(¢) definované pro viechna ¢ e (—oo,+0)

. Potom soucet (rozdil) téchto signali vytvafi novy signal g(t) =f (t)+ h(t) resp.

glt)= 1)~ hle).

V nasledujicich ptikladech vytvoite pozadované signaly uzitim piedchozich operaci se signaly.
Piiklad 2.3: Manipulace se zakladnimi signaly 1

Casovym posunem jednotkového skoku O'(t) vytvoite impuls f (t)

f(r)={

o jednotkové amplitudé a dobé¢ trvani 2 sekundy, ktery je zobrazen v levé ¢asti Obr. 2-11.
Z obréazku je zifejmé, Ze plati

1 te(-1+1)
0 te(-1+1)

fe)=clt+1)-c(t-1).

4 f(t) 4 o(t+1) A 5(t-1)
2+ 2+

1 ] 1

‘ -t — — -t
2 1 0 1 2 3 4> 2 1 0 1 2 3 4> 2 1 0 1 2 3 4

Obr. 2-11:  Jednotkovy impuls a jeho konstrukce pomoci posunutého U(Z)

Piiklad 2.4: Manipulace se zdakladnimi signaly 2

S pomoci jednotkového skoku J(I), otoCeni Casové osy a operace nasobeni vytvoite
tentyz signal jako v pfedchozim piikladu. Z Obr. 2-12 je zfejmé, ze plati
f(t)=o(t+1)o(-t+1).
A f(1) A o(t+]) A 5(-t+1)
2+ 2+ 2+
1 ] 1

t t

2 -1 0 1 2 3 4> 2 a1 0 1 2 3 4> 2 1 0 1 2 3

t
| —»

i
Obr. 2-12:  Jednotkovy impuls- konstrukce pomoci nasobeni otoceného a posunutého O'(t)

Piiklad 2.5: Manipulace se zdkladnimi signaly 3

Vytvoite periodicky signal q(t) s periodou P, dobou trvani 2a a amplitudou A4,
ukazany na Obr. 2-13. Vyuzijeme vysledku ptedchoziho ptikladu. Jednotkovy impuls f (t),
ziskany v pfedchozim ptikladu, vynasobime amplitudou A4 a vytvoiime jeho kopii posunutou
0 i(i=%1+243,..) period P

f,(t)=Af (t-iP)=A[o(t+a+iP)-o(t-a+iP)].
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Vsechny takto vytvorené kopie potom secteme s ptivodnim impulsem (i = O) a obdrzime

q()=z AZ (t+a+iP)-o(t—a+iP)).

4 q(t

-

2P-a 2P-2P+a -P-a-P -Pta  -a 0 +a P-a P P+a  2P-a 2P 2P+a 3P-a 3P 3P+a -
Obr. 2-13:  Periodicky impuls o amplitudé A4, dob¢ trvani 2a a s periodou P

2.1.4 Shrnuti kapitoly 2.1

1. Signaly se spojitym Casem (spojité signdly) jsou definovany pro vSechna te(— oo,+oo).
Samotna funkce f (t) popisujici signal ale nemusi byt spojita z matematického hlediska (viz
napf. jednotkovy skok a(t) je funkce, ktera neni spojita vbod¢ =0 ). Jedna jedina
hodnota signédlu v izolovaném bod¢ nenese zddnou informaci. Proto napf. hodnotu
jednotkového skoku o(¢) v bodé ¢ =0 miizeme definovat jako Inebo 0.

2. Mezi vSemi spojitymi signaly mizeme vytipovat zakladni signaly, ke kterym pocitame
jednotkovy skok, Diractiv impuls, linedrné rostouci signal, sinusovy signal, redlny a
komplexni exponencialni signal. Signaly mohou byt neperiodické (napf. jednotkovy skok,
Diraciv impuls, linearné rostouci signal, realny exponencialni signal) nebo periodické
(sinusovy signal, komplexni exponencialni signal).

3. Se signaly lze provadét riizné matematické operace- posunuti v ¢ase, otoeni ¢asové osy,

nasobeni, s¢itani a od¢itani. Pomoci téchto operaci 1ze ze zakladnich signal vytvofit dalsi
sloZit&jsi signaly.

2.1.5 Cviceni ke kapitole 2.1

1. Necht jsou dany dva signaly fl(t), f2(t) viz Obr. 2-14. Nakreslete signaly
fie+1), fi(z=2), f,(~£+2). Jaky je vztah mezi témito dvéma signaly?

41,00 4150
1 1

| ’ | | \t | ’ | | \t
S A L IR e
Obr. 2-14:  Dva signaly k ptikladu 1

2. Vyjadrete signaly zptedchoziho piikladu pomoci jednotkového skoku a linearné
narustajiciho signalu.

3. Vyjadiete signaly z Obr. 2-15 pomoci jednotkového skoku a linearn€ narustajiciho signalu.
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A6 A (0 A 1500
2+ 2 1
1

— 1,,

I I I I I p t t -1
2 1 0 1 2 3 4* 32 1 0 1 2 3°*
Obr. 2-15:  Tii signaly k piikladu 3

4. Funkce f (t) se nazyva sudd (even), jestlize f (t): f (— t). Funkce f (t) se nazyva lichd
(odd), jestlize f(t)=—f(~¢). Necht je dana funkce f(¢) a vytvorme dvé& nové funkce
£(0)= f(t)+2f(— t) (0= f(t)—2f(— t)
Dokazte, 7¢ f.(t) je sudou funkcia £,(¢) je lichou funkci. Déle dokazte, Ze kazdou funkci
f (t) je mozno vyjadrit jako soucet jeji sud¢ a liché ¢astitj. f (t) = fe(t)+ fo(t).

5. Jefunkce cosw,t sudou nebo lichou funkci? Jaka je jeji zakladni perioda? Je funkce |sin a)0t|
sudou nebo lichou funkeci? Jaka je jeji zdkladni perioda?

6. Na Obr. 2-16 jsou ukazany tii periodické signaly. Jednocestné usmérnéné harmonické
napéti (vlevo), dvoucestné usmérnéné harmonické napéti (uprostied) a pilovity pribch
(vpravo). Vyjadrete je pomoci zakladnich signali.

t
2 - 0 1 2 3 47> 2 1 0 1 2 3

Obr. 2-16:  Priklady periodickych signalt

7. Naértnéte funkce f,(¢)=e*, f,(t)=cosdt, fi(t)=f(¢)f,(¢). Je funkce f;(t) omezena

v ¢ase? Diskutujte pro¢. Kterou hodnotu Casu lze u této funkce povaZovat za realné
,nekonecno* (kdy funkéni hodnota klesne na 1% své pocatecni hodnoty).

2.1.6 Cvifeni v MATLABU ke kapitole 2.1

Zabyvame se signaly se spojitym ¢asem (zkracené nazyvané spojité signaly). Takovy signal je
Zz matematického hlediska definovan pro vSechny Casové okamziky realné osy casu tj. pro
vSechna redlna cisla z této osy. Takovy signal v ¢islicovém pocitaci nelze reprezentovat.
V (islicovém pocitaci 1ze signal reprezentovat jen jako konecnou posloupnost hodnot signalu
Vv jistych casovych okamzicich (obvykle ekvidistantnich). Osa ¢asu je tedy diskrétni a signal je
Vv téchto ¢asovych okamzicich vzorkovan, a to po néjakou konecnou dobu P . Pocet vzorki za
tuto dobu oznacme N . Pfedbihdme tak ve vykladu o signalech (vzorkovani bude naplni
nasledujicich kapitol), ale bez toho by nebylo mozno realizovat ilohy v MATLABuU.
Vytvoime diskrétni casovou osu pomoci piikazit MATLAB:

P=100; % time interval [sec]
N=512; % number of samples
t=linspace(-P/2,P/2,N); % discrete time axis
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Vytvorme signal typu jednotkovy skok O'(t) a zobrazme jej:

name='Step function';
ft(1:N)=0;

ft ((round(N/2)+1) :N)=1;
plot(t,ft)

axis([-P/2 P/2 -0.2 1.2])
title(name),

xlabel('t");

ylabel (' (t)')

Vysledkem je nasledujici pribéh.

Step function

0.8

0.6

f(t)

0.4r

0.2

0

0.2 : : : : : : : : :
50 40 30 20 -10 0 10 20 30 40 50

Tento signal budeme v dal§im Casto pouzivat. Proto jej vytvotime jako MATLABovskou funkci
S tim, Ze do ni jeSté zavedeme Casovy posuv o a sekund. Budeme mit tedy naprogramovanu
funkci O'(t + a) tj. posunuty jednotkovy skok:

oe

function StepFunction(t,a)
t= time axis [sec]
% a= shift time [sec] (a<=max(t), a>=min(t))

oe

function [ft]=StepFunction(t,a)

P=max (t) -min (t) ;

N=length (t) ;

if abs(a)>P/2
a=sign(a)*P/2;

end;

ft=t;

ft(1:N)=0;

n=sign(a) *round (abs (a)* (N-1) /P); % a is real, n must be integer

ft ((round (N/2)+1-n) :N)=1;

return;

oe

observation time [sec]
number of samples [-]
limit of shift time [sec]

oe

o\°

Tento program ulozte pod nazvem ,,StepFunction.m®. Prvni tfi fadky jsou komentar, ktery 1ze
vyuzit k popisu chovani funkce a vyznamu jednotlivych parametrti. Napisete-li do ptikazového
okna MATLAB nasledujici text

function StepFunction(t,a)
t=time axis [sec]
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a= shift time [sec] (a<=max(t), a>=min(t))

Nyni budeme funkci StepFunction.m volat. Toto volani si také vytvoiime jako funkci kterou
nazveme StepFunctionPlot.m. Budeme ptedpokladat, ze naSe signaly reprezentuji ¢asovy
pribéh napéti ve voltech. [V']. Bude

o\°

function StepFunctionPlot (a,’)
a= time shift [sec]
A= amplitude [V]

o\©

o\°

function StepFunctionPlot (a,A);

P=100; % time interval [sec]
N=512; % number of samples [-]
t=linspace(-P/2,P/2,N); % discrete time axis

name='Step function';
ft=A*StepFunction(t,a);

plot(t, ft)

axis([-P/2 P/2 -0.2*A 1.2*A])

title([name,' a='num2str(a),' A=',num2str(A)]);
xlabel ('t [sec]');

ylabel ('f(t) [V]');

return

a po zavolani StepFunctionPlot(0,1) obdrzime piedchozi obrazek. Volejte tuto funkci s riznou
hodnotou parametru a ptipadné A4 a sledujte generované obrazky.

Step function a=0 A=1

0.8F

0.6

ft) [V

0.4+t

0.2}

0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

t [cerl

Nyni s pomoci funkce ,,StepFunction.m® vytvofime jednotkovy impuls o Sifce 2a a stiedu b
S vyuzitim operace posunu v Case a rozdilu jednotkovych skoki. Opét naprogramujeme jako
funkci pojmenovanou Unitimpuls.m nebot’ ji budeme v dal$im pouzivat. Bude:

% function UnitImpuls(t,a,b)
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o

=time axis [sec]
half width of impuls [sec]
= centre of impuls [sec]

o

t
a
b

o

function [ft]= UnitImpuls(t,a,b);
P=max (t) -min (t) ;

if abs(b)>P/2 % limit of impuls center
b=sign (b) *P/2;

end;

ft=StepFunction (t,b+a)-StepFunction (t,b-a);

return

Volani této funkce naprogramujte opét jako funkci s nazvem UnitImpulsPlot.m. Bude

o

function UnitImpulsPlot (a,b,A)
a= half width of impuls [sec]
b= center of impuls [sec]
A= amplitude of impuls [V]

o° oo

o

function UnitImpulsPlot (a,b,A);
P=100;
N=512;
t=linspace(-P/2,P/2,N);

oo~

time interval [sec]
number of samples
discrete time axis

o\°

o\°

name= ('Unit impuls');
ft=A*UnitImpuls(t,a,b);
plot (t, £ft)

axis([-P/2 P/2 -0.2*A 1.2*A])

title([name,' a='num2str(a),' b=',num2str(b),' A=',num2str(A)]);
xlabel ('t [sec]');
ylabel ("f(t) [V]");

return

a po zavolani UnitImpulsPlot(10,0,1) obdrZite nésledujici priib&h. Volejte funkei s riznymi
parametry a sledujte vysledny obrazek.
Unit impuls a=10 b=0 A=1

0.8F ]

f(t) [V]

0.2 : : : : : : - : -
50 40 30 20 -10 0 10 20 30 40 50
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Poznamka: Tento impuls mizeme také vytvorit pomoci operace otoceni ¢asové osy (flipping)
a soucinu takto:

name='Unit impuls (use flip)'

a=10;

A=1;

ftp=A*StepFunction(t,a); % shifted unit step

ftn=fliplr (ftp); % flipping of ftp

ft=ftp.*ftn; % multiplication element-by-element
plot (t, ft)

axis ([-P/2 P/2 -0.2*A 1.2*A])
title (name
xlabel ('t

)
( ")
ylabel ("f (t !

sec]
) [V]

)7

Vytvofme pomoci jednotkového skoku impuls o jednotkové amplitudé majici ob¢ polarity.
Bude:

name='Unit impuls- both polarities'

a=10;

A=1;

ft=A*StepFunction(t,a)-2*A*StepFunction (t,0)+A*StepFunction(t,-a);
plot (t, ft)

axis ([-P/2 P/2 -1.2*A 1.2*A])

title (name)

xlabel ('t'");

ylabel ("f£(t) ")

Unit impuls- both polarities

0.6 ]

0.4t :

ft) [V

0.4t :

0.6 1

a1t j

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

t [cerl

Vytvorme linedrni signal o délce trvani 2a . Bude:

name='Linear impuls'
a=25;
A=1;



20 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

ft=(A/a)*t;
ft=ft.*UnitImpuls(t,a,0);
plot(t, ft);

axis([-P/2 P/2 -1.2*A 1.2*A])
title (name)

xlabel ('t [sec]');
ylabel ("f£(t) [V]");

a je ukdzan na nasledujicim obrazku.

Linear impuls

0.8F ]

0.6 1

0.2} 1

f(t) [V]
o

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

t [cer]

Dal§im wuzite¢nym signalem, ktery si vytvofime jako MATLABovskou funkci bude
trojuhelnikovy impuls, ktery nazveme Trianglelmpuls.m a naprogramujeme ho opét jako
funkci. Bude

o°

function TriangleImpuls(t,a,b)
t= time axis [sec]

a= half width of impuls [sec]
b= centre of impuls [sec]

oo oe

oe

function [ft] = TriangleImpuls(t,a,b);

P=max (t)-min (t) ;

if abs (b)>P/2 % limit of impuls center
b=sign (b) *P/2;

end;

ftp=(1/a)* (t+b+a) ;

ftp=ftp.* (StepFunction(t,a+b) -StepFunction(t,b));
ftn=(1/a)* (-t-b+a);

ftn=ftn.* (StepFunction (t,b)-StepFunction (t, -atb));
ft=ftp+ftn;

return

Jeho volani opét naprogramujeme jako funkci

[o)

% function TriangleImpulsPlot(a,b,’)
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o°

a= half width of impuls
b= centre of impuls [sec

[sec]
]
A= amplitude of impuls [V]

o°

o\©

function TriangleImpulsPlot (a,b,A)

P=100; % time interval [sec]
N=512; % number of samples [-]
t=linspace (-P/2,P/2,N); % discrete time axis

name=('Triangle impuls');

ft=A*TriangleImpuls(t,a,b);

plot (t, ft)

axis ([-P/2 P/2 -0.2*A 1.2*A])

title([name,' a='num2str(a),' =',num2str (b),"' =',num2str (A)]);
xlabel ('t [sec]');

ylabel ("f£(t) [V]'");

return

a po zavolani TrianglelmpulsPlot(10,0,1) je vysledek na nasledujicim obrazku. Volejte funkci
s riznymi parametry a sledujte vysledny obrazek.

Triangle impuls a=10 b=0 A=1

ft) [V]

-0.2 : : : : : : : : :
50 40 30 20 -10 0 10 20 30 40 50

t [cerl

Jest€¢ jeden signal, a to tlumeny kosinusovy signal si vytvoiime jako funkci
DampedCosinelmpuls.m. Bude

o\°

function DampedCosineImpuls (t,a,b,w0)
t= time axis [sec]

a= damping parameter [1/sec]

b= centre of impuls [sec]

w0= cosine frequency [rad/sec]

o° o° oP

o\°

function [ft] = DampedCosineImpuls(t,a,b,w0);
P=max (t)-min (t) ;
if abs (b)>P/2 % limit of impuls centre

b=sign (b) *P/2;
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end;

ft=cos (wO* (t+b)) . *exp (-a*abs (t+b)) ;
return;

Volani této funkce opét naprogramujeme jako funkci DampedCosinelmpulsPlot.m

o

function DumpedCosineImpulsPlot (a,b,w0,A);
a= damping parameter [1/sec]

b= centre of impuls [sec]

wO0= frequency of cosine [rad/sec]

A= amplitude of impuls [V]

o° o oe

o

function DumpedCosineImpulsPlot (a,b,w0,R);

P=100; % time interval [sec]
N=512; % number of samples [-]
t=linspace (-P/2,P/2,N); % discrete time axis
name= ('Damped cosine impuls');
ft=A*DampedCosineImpuls(t,a,b,w0);

plot (t, £ft)

axis ([-P/2 P/2 -1.2*A 1.2*A])

title([name, ' a='num2str(a), ' b="num2str (b) , ' wO0=",num2str (w0) , '
=',num2str (A) ]
xlabel ('t [sec]
ylabel ("f(t) [V]
return;

) .

-~ ~
.

)i
Volani této funkce DampedCosinelmpulsPlot(0.05,0,1,1) generuje nasledujici obrazek.

Damped cosine impuls a=0.05 b=0 w0=1 A=1

0.8F ]

0.6 1

0.2} 1

f(t) [V]

0.4t 1

0.6 1

At ]

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

t [cerd

Experimentujte s parametry volani a sledujte vysledek. Provéite napt., ze pro a=0 je
generovana netlumena kosinusovka nebo pro w0 =0 je generovan exponencialni signal, nebo
pro a <0 je generovan nardstajici kosinovy signal.



