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Abstrakt

Prace se zabyva metodami syntézy posloupnosti digitalnich obrazti s pohyblivym objek-
tem. Nejdfive jsou vysvétleny zakladni pojmy z Fourierovy analyzy a statistiky dulezité
k pochopeni problematiky a nasledné jsou popsany metody pouzivané k vlastni syntéze,
které byly testovany na sérii snimkt komety pohybujici se na pozadi hvézdné oblohy.
Nésleduje jejich porovnani a zhodnoceni vysledki.

Summary

This master s thesis deals with methods for synthesis of digital image sequence with
moving object. At first, we describe basic concepts from Fourier analysis and statistics
that are essential for understanding the issue and afterwards we describe methods for the
synthesis that were tested on a series of images of a comet moving on a background of a
night sky. Finally, we compare the methods and analyse the outcomes.
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mérnéd Fourierova transformace, programovani v Delphi.
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Fourier transform, Delphi programming.

CERMAK, J.Syntéza posloupnosti digitdlnich obrazi s pohyblivym objektem. Brno: Vysoké
uceni technické v Brné, Fakulta strojniho inzenyrstvi, 2014. 75 s. Vedouci diplomové prace
prof. RNDr. Miloslav Druckmiiller, CSc. .






Prohlasuji, ze jsem diplomovou préaci Syntéza posloupnosti digitalnich obrazti s pohyb-
livym objektem vypracoval samostatné pod vedenim prof. RNDr. Miloslava Druckmiillera,
CSc. s pouzitim materiadli uvedenych v seznamu literatury.

Be. Jan Cermék






Dékuji vedoucimu mé prace panu prof. RNDr. Miloslavu Druckmiillerovi, CSc. za cas
straveny na konzultacich a za poskytnuté snimky komety pro testovani. Dékuji Lence
za pomoc pri psani, za opravy a za podporu. Dékuji také své rodiné za podporu pfi studiu.

Be. Jan Cermék






Obsah

1 Uvod

OBSAH

2 Dvojrozmérna diskrétni Fourierova transformace
2.1 Dvojdimenziondlni signdly . . . . . .. .. ... oo

2.2

2.3

2.4

2.5

2.1.1
2.1.2
2.1.3
2.14
2.1.5

Dvojdimenzionalni spojité a diskrétni signaly . . . . ... ... ..
Periodické signdly . . . . . . . ... ... Lo
Periodizace signalu . . . . .. ... ... ... ... ... ...
Popis signalu v prostorové a frekvencéni oblasti . . . . . . ... ...
Digitalni signdly . . . . . . . . .. .

Fourierova transformace a Fourierova fada spojitého 2-D signalu . . . . . .

221
2.2.2
2.2.3

Fourierova transformace . . . . . . . . . .. ... ... ...
Fourierova fada . . . . . . . . . ...
Vztah mezi Fourierovou transformaci a Fourierovou fadou . . . . .

Fourierova transformace a Fourierova fada diskrétniho 2-D signalu . . . . .

2.3.1
2.3.2
2.3.3
234

2.3.5
2.3.6
2.3.7
2.3.8

2.3.9

Fourierova transformace diskrétniho signalu . . . . . .. ... ...
Vztah Fourierovy transformace spojitého a diskrétniho signalu . . .
Vzorkovaci teorém . . . . . . ...
Fourierova transformace diskrétniho signalu jako kvadratura Fou-

rierovy transformace spojitého signalu . . . . . . ... ... ..
Fourierova rada diskrétniho signalu . . . . . ... .. .. ... ...
Souvislost Fourierovy rady spojitého a diskrétniho signalu . . . . .
Vztah mezi Fourierovou transformaci diskrétniho signalu a Fourie-

rovou fadou diskrétniho signalu . . . . . ... ... ...
Ptechod od Fourierovy rady spojitého periodického signalu k Fou-

rierove fadé diskrétniho signalu pomoci kvadratury . . . . .. . ..
Dualita diskretizace a periodizace signalu . . . . . . . . . ... ...

Dvojrozmérna diskrétni Fourierova transformace . . . . . . . . . ... ...

24.1
2.4.2
2.4.3

Vztah DFT k Fourierové radé diskrétniho signalu . . . . . .. . ..
Podminky existence DFT . . . . . ... ... ... ...
Vlastnosti DFT . . . . . . . ... o

Zakladni moznosti pouziti 2-D DFT . . . . . . . .. ... ... ... .. ..

2.5.1

Interpolace dat . . . . . . . . ... ...

3 Zakladni pojmy ze statistiky
3.1 Obecné pojmy . . . . . . . .
3.2 Popisna statistika . . . ... Lo

3.2.1

Metody zpracovanidat . . . . . . . ... ... ... ...

4 Syntéza posloupnosti digitalnich obrazi
4.1 Metody pro syntézu digitalnich obrazt . . . . . .. .. .. ... ... ...

4.1.1
4.1.2
4.1.3

Vlastnimetody . . . . . . .. . .. .
Metody zamitnuti pixelu . . . . .. .. ... .. ... ...
Normalizace obrazu . . . . . . . . . . ... . oo

29
30
34

36

38
39
39
40
41
41
42
43

45
45
49
50

53
53
o4
26
o8



OBSAH

5 Softwarova implementace

5.1 Procedury . . . . . . .
5.1.1 Normalise . . . . . . . . .
5.1.2 Average . . . . . ..
5.1.3 Median . . . . ..
5.1.4 Sigma Clipping . . . . . . . . . .
5.1.5  Sigma Median Clipping . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...
5.2 Vysledky . . . . .
Zavér

Seznam pouzitych zkratek a symbolua

Ukazky z programu

A1 Normalise . . . . . . . . .
A2 Average . . . ...
A3 Median . . . . . . .
A4 Sigma Clipping . . . . . . . . . . e
A5 Sigma Median Clipping . . . . . . . . . . . . .

61
61
61
62
62
62
62
62

67

71



1. UVOD

1. Uvod

Motivace pro zadani této prace pochazi z fotografovani hvézdné oblohy, na které se
pohybuje kometa. Snimky hvézdné oblohy se vzdy porizuji vicekrat a poté se kombinuji
v jeden vysledny obraz kvili zlepSeni poméru signal-Sum. Zde neni kol tak jednoduchy,
zalezi totiz na tom, s jakymi snimky pracujeme. Mtizeme mit snimky sesazené na hvézdy
(tj. hvézdy jsou na vSech snimcich na odpovidajicich si mistech) nebo na kometu. Pfi
prostém seCteni mame bud ostré hvézdy a rozmazanou kometu nebo naopak. Pro zpra-
covani téchto snimkt jsou tedy tieba pokrocilejsi metody. Nasim cilem je vysledek, ve
kterém budou ostré jak hvézdy, tak kometa (tzn. jak pozadi, tak pohybujici se objekt).

V ramci této prace popiseme metody umoznujici slozeni posloupnosti digitalnich ob-
razl s pohyblivym objektem v jediny vysledny obraz a nasledné tyto metody zobecnime
na piipad proménné intenzity pozadi. Tyto metody jsme implementovali do pocitacového
programu, ktery jsme testovali na posloupnosti obrazti komety pohybujici se na pozadi
hvézdné oblohy.

Dtive, nez se v textu dostaneme k popisu zminénych metod, popiseme si teoretické
zaklady pro né potiebné. Jsou to dvojrozmérna diskrétni Fourierova transformace pro
zobecnéni metod na pfipad proménné intenzity pozadi v Kapitole 2, kde se zabyvame
popisem ¢tyT objekti dulezitych pro zavedeni dvojrozmeérné diskrétni Fourierovy trans-
formace, a sice Fourierovou transformaci spojitého signalu, Fourierovou fadou spojitého
periodického signalu, Fourierovou transformaci diskrétniho signalu a Fourierovou fadou
diskrétniho periodického signalu. Uvadime zde jejich vlastnosti a podminky existence.
Déle se v Kapitole 3 zabyvame nékterymi pojmy ze statistiky, zejména z popisné, potiebné
pro samotné metody syntézy. V kapitole 4 popiseme tyto metody a jejich vlastnosti. Na-
sleduje zavérecna Kapitola 5, kde se zabyvame programovou implementaci téchto metod
a predstavime a porovname si vysledky, jaké jednotlivé metody davaji.

V prilohach najdeme ukézky zdrojového kédu z programu implementujiciho uvedené
metody. K diplomové praci prikladam také CD, na kterém najdeme tento program a také
ukazky snimkii pro testovani pfed a po zpracovani.



2. Dvojrozmeérna diskrétni
Fourierova transformace

Pro potieby této diplomové prace je tfeba vysvétlit dilezity pojem Fourierovy rady a

Fourierovy transformace, zejména pak jeji modifikace Dvojrozmérné diskrétni Fourierovy
transformace.
V celé tadé obort se ¢asto méfenim, ¢i jinou cestou, ziskévaji soubory dat naméfenych
v uzlovych bodech pravidelné obdélnikové sité. Vétsinou chapeme tato data jako diskrétné
odebrané vzorky néjaké funkce predstavujici fyzikalni model skutec¢nosti a nasi snahou je
ziskat jejich zpracovanim co moznéa nejiplnéjsi informace o studovaném jevu. Mezi nastroji
k tomu slouzici zaujima velmi diilezité postaveni pravé dvojrozmérna diskrétni Fourierova
transformace (2-D DFT). 2-D DFT je pfirozenym zpisobem zavedenym dvojrozmérnym
zobecnénim jednorozmeérné diskrétni Fourierovy transformace.

V této kapitole budeme nejprve definovat nékteré dale pouzivané pojmy, dale se bu-
deme zabyvat vykladem integralni Fourierovy transformace a Fourierovy fady ve dvou di-
menzich. Nasledné definujeme diskrétni ekvivalenty Fourierovy transformace a rady, poté
uz pristoupime k zakladnim vlastnostem 2-D DFT a moznostem jejiho pouziti. V této
kapitole vychazime predevsim z [1], [2] a [5].

Uvedené véty budeme uvadét bez ditkazi, ty je mozno najit v pouzité literature.

2.1. Dvojdimenzionalni signaly

2.1.1. Dvojdimenzionalni spojité a diskrétni signaly

Zakladnimi pojmy, se kterymi budeme pracovat, jsou pojmy dvojdimenzionalniho (2-D)
spojitého a diskrétniho signalu. Pod pojmem 2-D spojitého signalu si budeme ptedsta-
vovat funkci dvou realnych, zatimco pod pojmem 2-D diskrétniho signalu funkci dvou
celociselnych proménnych. Piivlastek spojity nebo diskrétni tedy nebude vyjadrovat vlast-
nosti prislusné funkce, ale jejiho defini¢niho oboru. Spojity signal mutze byt reprezentovan
funkci, kterd neni v matematickém smyslu spojita. Diskrétni signal chidpeme jako pii-
rozeny protéjsek spojitého signalu, ktery vznikne jeho diskretizaci neboli vzorkovanim.
Z hlediska jednoduchosti popisu a efektivity numerického zpracovani maji nejvétsi vy-
znam 2-D diskrétni signaly, které vznikly pravouhlym ekvidistantnim vzorkovanim 2-D
spojitého signalu, tj. vzorkovanim v pravidelné obdélnikové siti. Dale budeme uvazovat jen
takovéto signély. Slovo dvojdimenzionalni (2-D) budeme proto casto vypoustét. Pro jed-
noduchost budeme také vypoustét privlastek spojity ¢i diskrétni, kdyz bude z kontextu
¢i oznaceni jasné, o jaky typ signalu se jedna.

Definice 2.1. Spojitym dvojdimenzionalnim (2-D) signalem budeme nazyvat re-
alnou (¢i komplexni) funkci s(tq,t2) dvou redlnych proménnych ¢4, ¢, jejimz definiénim
oborem je celd realné rovina R2.

Definice 2.2. Diskrétnim dvojdimenzionalnim (2-D) signalem budeme nazyvat re-
alnou (¢ komplexni) funkei z(ny, n2) dvou celo¢iselnych proménnych ny, noy, ktera vznikla



2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

pravothlym ekvidistantnim vzorkovanim (diskretizaci) spojitého signalu s(¢1,ts) s kroky
vzorkovani A; v prvni a A, ve druhé proménné tak, Ze plati

IL‘(TLl,TLz) = S(nlAl,TLQAQ), (21)

kde ny,ny jsou celd ¢isla, (ny,ny) € Z?. Jak je vidét, jde vlastnd o dvojdimenzionalni po-
sloupnost. Jednotlivé hodnoty posloupnosti x(n1, ns) nazyvame vzorky signalu s(t,ts).

Volba defini¢niho oboru signalu jako celé R? ¢i Z? se mliZe zdat na prvni pohled ne-
vyhodné, protoze v praxi Casto pracujeme se signaly, které jsou zadany jen na urcitém
intervalu z R? ¢i na koneéné mnoziné ze Z2. Dtivodem takovéto volby je jednoduchost ma-
tematického popisu vlastnosti, které budeme uvadét déle. Libovolny signal, ktery je zadan
jen na ur¢itém intervalu z R? & na koneéné mnoziné ze Z?, mizeme vhodné prodlouzit
na celé R? & Z2, napi. pomoci jeho periodického opakovani nebo doplnéni nulami. Déle
také uvidime, ze samotna prace s Fourierovymi fadami ¢i DFT s sebou nese automaticky
to, ze pracujeme s periodickym prodlouzenim signalu, eventuelné s periodizovanym sig-
nalem v celém oboru R? & Z2. Dilezitym pojmem, ktery budeme dale pouZivat, je pojem
nosice signalu.

Definice 2.3. Nosi¢em spojitého signalu nazyvame uzaveér té podmnoziny defini¢niho
oboru, ve které signal nabyva nenulovych hodnot.

Definice 2.4. V pripadé, Ze nosicem spojitého signalu je néjaka omezend podmnozina
z R?, hovoiime o signlu s koneénym nosi¢em nebo o prostorové omezeném signalu.

Prikladem takového signélu je signdl s(t,ts), pro ktery plati

s(ty, ta) # 0, 0<t; <@, 0< 1ty < Qo

s(tits) = 0 jinde. (2:2)
Nosic¢ tohoto signalu je obdélnik
P, = {(t1, 1) €R?: 0 <ty < Q1, 0 <ty <Qa}. (2.3)

Vsimnéme si, ze spojity signal 2.2 je reprezentovan obecné nespojitou funkei.

Pojem nosice se zpravidla zavadi pro spojité signaly. Jelikoz dale budeme pracovat
s diskrétnimi signaly, které vznikly diskretizaci signalti spojitych, je vyhodné zavést téz
pojem nosice diskrétniho signalu.

Definice 2.5. Nosiéem diskrétniho signalu budeme nazjvat tu podmnozinu Z2,
ve které nabyva diskrétni signal nenulovych hodnot. V pripadé, kdy nosicem diskrét-
niho signalu je kone¢ni podmnozina Z?2, hovoiime o diskrétnim signalu s koneénym
nosic¢em.

Piikladem takového signélu je signal x(nq, no), pro ktery plati

z(ny,ng) # 0, 0<mng <M;—1,0<mny<M,—1,

z(ny,ng) = 0 jinde. (24)
Nosic¢ tohoto signalu miizeme zapsat
f)]wl’]\/[2 = {(nl,m) S ZZ c0<n; < M; — 1, 0<ny < My — 1} (25)



2.1. DVOJDIMENZIONALNI SIGNALY

2.1.2. Periodické signaly
Pro dalsi vyklad budeme v textu také pottebovat signaly periodické.

Definice 2.6. Periodickym (2-D) spojitym signalem budeme nazyvat kazdy spojity
signél §(ty,t5), pro ktery existuje dvojice redlnych ¢isel (77, T,) takova, ze

§(t1 + Tl,tg) - §<t1,t2>,

S(ty,ta + To) = §(tq, t2)

pro viechna (t1,t,) € R?. Nejmensi z ¢isel T} resp. Th, pro které je toto splnéno, budeme
nazyvat prvni resp. druhou periodou a prislusnou dvojici 17, T> pak periodou signalu

5(ty,t2).
Definice 2.7. Obdobné periodickym (2-D) diskrétnim signalem budeme nazyvat
kazdy diskrétni signal Z(ny, ng), pro ktery existuje dvojice ptirozenych ¢isel (Ny, N) ta-
kova, ze

T(ny + Ni,ng) = T(ny, ng),

Z(ny,ng + No) = Z(nq, n2)
pro vsechna (ni,ny) € Z*. Nejmensi z ¢isel N; resp. Ny, pro které je toto splnéno, budeme
nazyvat prvni resp. druhou periodou a ptislusnou dvojici (Ny, Ny) pak periodou signalu
z(ny,na).
Pozndmka. Pro odliseni periodického signalu od neperiodického jsme pouzili vinku nad

symbolem oznacujicim signal. Déale bude vinka nad symbolem oznacujicim libovolnou
funkci vyjadtrovat, Ze jde o funkci periodickou.

Pracujeme-li s periodickym signdlem, sta¢i (stejné jako u periodické funkce) uvazo-
vat jeho hodnoty pouze z néjakého intervalu nezavisle proménnych odpovidajiciho jedné
periodé, tj. z néjakého intervalu periodicity. Nejcastéji uzivame intervaly

Ty T T, T
(0,T1) x (0,T3), <—7171> X <—72,72>,<0,N1 — 1) x (0, Ny — 1)

a nazyvame je zakladni intervaly periodicity.

2.1.3. Periodizace signalu

Jedna z moznosti, jak vytvorit periodicky signal z neperiodického, je periodizace, ktera
se provede nascitanim spocetné mnoha vzajemné posunutych signali. Periodicky spojity
signal 5(tq,t2) s periodou (17, T5») ziskdme periodizaci signalu s(t1,ts) pomoci vzorce

5(ty,ty) = Z Z (ty + k1 Ty, by + ko Th) (2.6)

ki=—00 ko=—00
a obdobné periodicky diskrétni signal Z(ni,ns) s periodou (N, Ny) ziskdme periodizaci
diskrétniho signalu x(n,ns) pomoci vzorce

[e.e] [e.e]

nl, TZQ Z Z T n1 -+ klNl, No + k'QNQ), (27)

ki=—00 ko=—00
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kde ki, ko € Z a ptitom predpokladame, ze obé uvedené rady konverguji.

V ptipadé, ze signély s(ti,ts) resp. x(ny, ne) nemaji koneény nosi¢, dojde k jejich pre-
kryvani v periodizovanych signédlech §(t1,t2) resp. Z(nq,n2). Stejné tak dojde k prekryvéani
i v pfipadé, Ze s(t1, t2) resp. x(ny, ny) maji koneény nosic, ale zvolime nedostatecné velkou
periodu (77, T5) resp. (N, Ns).

2.1.4. Popis signalu v prostorové a frekvencéni oblasti

V sekci 2.1.1 jsme zavedli 2-D signél jako funkci dvou realnych ¢i celociselnych promeén-
nych. Jak uvidime déle, dvojrozmérné varianty Fourierovy transformace a Fourierovy rady
spojitého a diskrétniho signalu jsou transformacemi, které pfitazuji signalu dalsi objekt
- jeho obraz, tzv. spektrum, jez je opét funkci dvou realnych ¢i celociselnych promén-
nych nazyvanych frekvence. Dvojice signél (vzor) a jeho transformace (obraz) se nazyva
Fouriertuv par. Manipulujeme-li se spektrem, fikédme, Ze pracujeme se signdlem ve fre-
kvencni oblasti. Protéjskem pojmu frekvence a frekvencni oblast, které pochazeji z fyzikal-
nich interpretaci, jsou pojmy prostorova proménna a prostorova oblast, které pouzivame,
pracujeme-li s netransformovanym signalem. Pouzivani pojmi prostorova proménna a
prostorova oblast je konvenci, prostorova proménna nemusi mit nutné fyzikalni rozmeér

délky.

Mezi funkcemi predstavujicimi signél v prostorové a frekvenéni oblasti je (pfi splnéni
ur¢itych podminek) vzédjemné jednoznacny vztah a popis signélu v prostorové a frekven-
¢ni oblasti je z formalniho hlediska rovnocenny - urcitym charakteristickym vlastnostem
signalu v prostorové oblasti jednoznacné odpovidaji jisté charakteristické vlastnosti spek-
tra ve frekvenc¢ni oblasti a obracené. Pii zpracovani signéalu je casto vyhodnéjsi pracovat
ve frekvenc¢ni oblasti, a to ze dvou divodi. Jednak maji jednotlivé frekvencni slozky, tj.
hodnoty spektra na jednotlivych frekvencich, vlastni fyzikalni smysl, nebo alespon jasné
dany geometricky vyznam, také je v fadé pripadi numericky vypocet nékterych operaci,
zejména konvoluce, ve frekvencéni oblasti efektivnéjsi.

2.1.5. Digitalni signaly

Vzhledem ke konec¢nému rozsahu ¢isel zobrazitelnych v pocitaci vyzaduje numericka prace
s diskrétnim signalem (resp. se vzorky spojitého signalu), aby byly jeho hodnoty néjakym
zpusobem rozdéleny do kone¢ného poc¢tu trovni. Tento proces nazyvame kvantovani a
diskrétni signal, jehoz hodnoty jsou kvantovany, nazyvame digitalni. V soucasné dobé
casto primo digitalni signaly ziskdavame. Pocet urovni kvantovani mize byt v riznych
aplikacich velmi rizny a pfi vlastnich vypoctech pak pochopitelné dochazi k chybam
plynoucim z kvantovani. Kvantovanim se zde ale nebudeme zabyvat, zminujeme ho jen
pro oziejméni pojmu digitalni signal.
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2.2. Fourierova transformace a Fourierova rada spoji-
tého 2-D signalu

V nésledujicich dvou sekcich probereme ¢tyti matematické objekty, které maji uzky vztah
k 2-D DFT. Jsou to Fourierova transformace spojitého 2-D signalu, Fourierova rada
spojitého periodického 2-D signalu, Fourierova transformace diskrétniho 2-D signalu a
Fourierova rada diskrétniho periodického 2-D signalu. Uvedeme si zakladni vlastnosti a
vzajemné vztahy této ¢tverice objekt, které souhrnné oznac¢ime jako Fourierovy transfor-
mace. V tomto oddilu si osvétlime prvni dva objekty, Fourierovu transformaci spojitého
2-D signalu a Fourierovu fadu spojitého periodického 2-D signalu. Budeme je zkracené
nazyvat Fourierova transformace a Fourierova rada.

2.2.1. Fourierova transformace

V literatufe lze vétSinou najit bud podrobny vyklad jednorozmérné Fourierovy transfor-

omezime na vyklad Fourierovy transformace spojitého 2-D signélu, zékladni podminky

jejl existence a jeji vlastnosti.

Definice 2.8. Za urcitych podminek, které probereme podrobnéji dale, tvofi Fouriertiv
par spojity 2-D signal s(t1,ts) a jeho spektrum S(€2y, 2s), pti¢emz

1 oo oo
S(tl,tg) = R / / S(Ql, Qg) exp(intl + ZQQtQ) dQl dQQ, (28)
S(Ql, Qg) = / / S(tl,tz) exp(—intl - ZQQtQ) dtl dtg (29)

Vztah 2.9 nazyvame primou, vztah 2.8 inverzni Fourierovou transformaci.

Podminky existence prfimé a inverzni Fourierovy transformace

Existuje cela fada podminek, pti jejichz splnéni popisuji vzorce 2.8 a 2.9 vzajemné jedno-
znacny vztah mezi signalem s(t, t9) a jeho spektrem S(4, 23). Omezime se na jednoduché
priklady téchto podminek.

Zéakladni pozadavek je samoziejmé existence integrali na pravé strané 2.8 a 2.9.

Véta 2.1. Existence integrdlu 2.9 pro libovolnd redlnd 2, a $2o je zrejmé zarucena, jestlize

/ / ’S(tl,t2)| dtl dtg < 0. (210)

—0o0 —0O0

Signdly s touto vlastnosti se nazyvaji absolutné integrovatelné.
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Pozndmka. Oba integraly v 2.8, 2.9 jsou v Lebesgueové smyslu. Mtizeme si je vsak predsta-
vovat jako oby¢ejné Riemannovy integraly, nebot prakticky pro vSechny signdly, s nimiz se
setkavame, Riemanniiv i Lebesguetiv integral existuji soucasné. Pro Lebesguetiv integral
je podminka 2.10 ekvivalentni s podminkou

/ / 8(151,152) dtl dtg < OQ.

—00 —OQ

Pozndmka. ProtoZe v 2.10 miZeme zménit integrand na mnoziné (dvojrozmérné) miry
nula (napf. na celé pfimce), aniz se hodnota integralu zméni, chdpeme ve smyslu integro-
vatelnosti vSechny signaly, jez se liSi na mnoziné miry nula, jako totozné.

Nadale budeme pro absolutné integrovatelny signél uzivat oznaceni s € L*(R?). S pou-
zitim tohoto oznaceni formulujeme nasledujici tvrzeni o inverzni Fourierové transformaci.

Véta 2.2. Mé&jme signdl s € L'(R?), jeho# spektrum S je ddno vzorcem 2.9 a pro néjz
plati S € L'(R?). Necht navic funkce, jeZ reprezentuje signdl s, je spojitd. (Zde jde o
spojitost funkce v béZném matematickém smyslu.) Pak vzorec 2.8 plati pro skoro vSechna
t1,ty € R? (4. vdude v R? aZ na pripadnou mnoZinu miry nula).

Oslabime-li ve vété 2.2 predpoklady, dostaneme néktera slabsi tvrzeni. Obecné vsak
neplati, Ze signalu s € L'(R?) prislusi spektrum S € L'(IR?), ani obrdcens. Z teoretického
pohledu je zajimavé omezit se na takové signdly, jejichz spektra maji stejné vlastnosti
jako signaly samotné.

Definice 2.9. Uvazujme signaly s takové, ze

/ / [s(tr, t2)|* dty dta < 0. (2.11)

Takové signaly se nazjvaji kvadraticky integrovatelné. Znacime je s € L*(R?).

Vsimnéme si, ze i pro kvadraticky integrovatelné signaly plati poznamka 2.2.1.

ProtoZe z predpokladu s € L?(IR?) neplyne obecné s € L'(R?), nemusi mit vzorec 2.9
smysl pro s € L'(R?). Abychom rozsifili obor funkei, pro néz existuje Fourierova trans-
formace, na celé L!(R?), zavedeme obecn&jsi piimou a inverzni Fourierovu transformaci

VZOorci

H(th tQ) = — lim // Ql, QQ exp(letl + ZQQtQ) dQl ng, (212)
471‘2 A—o0
|Q24+0Q3|< A2
SH<Ql7 Qg) = Jlm // S(tl, tg) exp(—intl - ZQQtQ) dtl dtg, (213)
—00

[t2+12|< A2
A € R, tj. pomoci tzv. hlavnich hodnot integralt, jez jsou na pravé strané vzorcu 2.8 a
2.9. Existuje-li integral 2.8, pak zfejmé existuje i integral 2.12 a plati sy = s (a podobné
pro spektrum). Obracené tvrzeni vSak neplati, integral 2.12 resp. 2.13 muze existovat,
aniz by existoval integral 2.8, resp. 2.9.
Nyni mtizeme vyslovit tvrzeni o Fourierové paru v L?(R?), tzv. Plancherelovu vétu.
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Véta 2.3. Necht s € L*(R?) Pak spektrum Sy, dané vzorcem 2.13, patri do L*(R?) a

1
S(tl,tg) = ﬂ lim // SH(Qla Qg) exp(intl + ZQQtQ) dQl ng, (214)

T4 A—o00
[Q2+03]|<A?

A € R, pro skoro vsechna (t1,t5) € R

Budeme-li navic predpokladat i s € L'(R?), pak Sy = S a vzorec 2.14 piejde ve vzorec
2.12.

Vsechna uvedena tvrzeni i ivahy zistanou v platnosti, zaménime-li vzajemné signél
a spektrum.
Vlastnosti Fourierovy transformace

V této sekci si uvedeme zakladni vlastnosti Fourierovy transformace. Je potieba si uvédo-
mit, ze pro spravnou aplikaci nékterych vlastnosti je nutné, aby prislusny signal resp. jeho
spektrum splnovali podminky existence piimé resp. inverzni Fourierovy transformace.

e Fourieriv par

S(tl, tz) — S(Ql, QQ)

e Transformacni vztahy

] 0o 00 | |
S(tl, t2> = m / / S(Ql, QQ) exp(letl + ZQth) dQl dQQ

—00 —00

S(Ql, QQ) = / / S(tl, tg) exp(—iﬂltl — iQth) dt1 dtz

—00 —00

1. linearita

a Sl(tl,tg) + b Sg(tl,tg) <—— a Sl(Ql, QQ) + bSQ(Ql,QQ)

1 2 Q
S(Cl tl,bt2> — m S (;, T)

2. zména méritka

3. posunuti signalu

S(tl —a,to — b) — S(Ql, Qg) exp(—ian — Zng)

4. modulace signalu

S(tl, tg) exp(z’atl + thg) — S(Ql —a, QQ — b)

10
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. derivovani signalu

0s(t1,12)
oty
0s(ty,1t2)
Ots
0?s(ty, o)
Ot10t,

— ’LQl S(Ql, QQ)

— ’LQQ S(Ql, Qg)

— Qs S, )

. derivovani spektra

95(Q, )
o9,
9S(1, Q)
99,
925(Q1, Q)
90,09,

—1t; S(th tQ) <

—1 tg S(tl, tQ) <

—tltg S(tl, tQ) <

. transpozice

S(tg, tl) — S(Qg, Ql)

. zrcadleni

S(—tl,tg) — S(—Ql, QQ)
S(tl, —tg) — S(Ql, —Qg)
3(—t1, —tz) — S(—Ql, —Qg)

. komplexné sdruzeny signal
S*(tl, t2) <—— S*(—Ql, —Qg)
. realny signal
S(tl,tg) = S*(tl, tg) — S(Ql, QQ) = S*(—Ql, —QQ)
. konvoluce

/ / 51(&1,&2) sa(ts — &1, to — &) A&y A& — S1(Q1, Q2) S2(4, )
. nasobeni signali

1 o o

s1(t1,t2) s2(t1, t2) 2 / / S1(p1,92) S2(Q21 — @1, Qa2 — 2) der dips
. korelace

/ /51(51,52) 6+ 1, 6o 1) A€y dE > S1(, ) S22, D)

—00 —O0

11
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14. autokorelace

/ / $(&1,&) ™ (&1 + tr, &o + ta) A&y Ay +— |S(Q1, Q)P
15. Parsevalova rovnost
[oe) [oe) 1 o o
/ / Sl(tl, tg) S;(tl,tg) dtl dtz = 4—71_2 / / Ql, QQ S*(Ql, Qg) dQl dQQ

—0o0 —0O0

16. Rayleighova rovnost

oo 00 1 oo 00
//|8(t1,t2)|2dt1 dt2:4_7r2//’5(91792)|2d91 dQQ

Amplitudové, fazové, logaritmické a vykonové spektrum

Spektrum S(£24,€2) je komplexni funkce dvou reélnych proménnych. MuZeme praco-
vat s redlnou ¢asti Re(S(Q,$2)) a imaginarni ¢asti Im(S5(2,$2)) spektra nebo s am-
plitudovym spektrem A(€q, <), fazovym spektrem F(€,€s), logaritmickym spektrem
L(Q1,€s) a vykonovym spektrem P(€y, s).

Definice 2.10. Amplitudovym spektrem A({2, (), fazovym spektrem F'(£2, (),
logaritmickym spektrem L(Q;,()) a vykonovym spektrem P({,(2) rozumime
objekty dané nasledujicimi vztahy:

S(Q1,Q) = A(Q,Q) exp(i F(q,Q0)),

A(Q1, Q) =[S, Q)]

F(Ql7QQ) = argS(Ql,Qg), (215)
L(Qth) = lOgA(Ql, Qg),

P(Qy,Q) = A%(Q4, ),

kde arg znac¢i hlavni hodnotu argumentu, tj. F/(Q21,Q) € (—m, 7).

Pozndmka. Logaritmické spektrum mé vyznam mj. pro nazorné zobrazeni amplitudového
spektra v oblastech, kde jsou jeho hodnoty zna¢né mensi, nez v oblasti maxima. Pro nu-
lovou hodnotu amplitudového spektra neni logaritmické spektrum definovano.

12
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2.2.2. Fourierova rada

V této sekci si vysvétlime pojem Fourierovy fady. Nebudeme se soustfedit na jeji elemen-
tarni vyklad, uvedeme si pouze definici a hlavni vlastnosti 2-D trigonometrické Fourierovy
rady slozené z exponencial, kterd ma tzky vztah k Fourierové transformaci i k pojmim z

dalsich oddilt.

Definice 2.11 (Fourierova fada). Za uréitych podminek, které uvedeme podrobnéji déle,
lze 2-D spojity periodicky signal §(¢1,ty) s periodou (77,T3) vyjadfit jako funkcionélni
fadu, specialné jako sumu vazenych exponencial

t t
S(ty,ty) = Z Z (n1,n9) exp (2m' (n%—ll + n;,—;)) (2.16)
N1=—00 Ng=—00
kde Fourierovy koeficienty S(ni,n2) jsou dany vztahem

a+T1 b+Ts
n1t1 n2t2
(t1,t2) 2 dt, dt 2.17
T1T2 / / 1,02 eXp( ﬂ—l( T1 Y-,2 )> 1 29 ( )

pricemz a, b jsou libovolné redlna cisla. Pro nase dalsi potfeby je nejvyhodnéjsi volba
__ TN
a=—5ab=—72, 1t

S(nl,ng

I Ty
1 t t
S(nl,nQ) = T1T2 / / §(t1,t2) exp <—27T’l <n,111—11 + n;—;>) dtl dtQ (218)
T, Ty
T2 T2

Konvergence Fourierovy rady

nyt ot

Funkce exp (271@' % + %)) tvofi uplny ortogonalni systém na intervalu Ir, 1, =
1 2

-3 F) X < R > Z obecné teorie Fourierovych fad je znamo, ze Fourierova rada 2.16

kazdého periodického signalu $(t1,t2), pro néjz plati

n Ty T

I Iy

//|§(t1,t2)\2dt1dt2<oo, (2.19)
T T

2 2

konverguje v priméru k tomuto signalu, t;.

lim / /
N—o0

Pro signaly majici vlastnost 2.19 budeme nadéle pouzivat oznaceni s € L*(Ir, 1,).

dt, dt, = 0.

al al nit Not :
st = 323 St ) exp (2mi (00 4 222

(2.20)

Pozndamka. Integraly v 2.19, 2.20 jsou chapany v Lebesgueové smyslu, obdobné jako v po-
znamece 2.2.1 v sekei 2.2.1 si je v8ak mtuzeme predstavit jako Riemannovy integrély, nebot
prakticky pro vSechny signaly, s nimiz se setkdvame, Riemanntv i Lebesguelv integral
existuji soucasné a jsou si rovny.

13
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Pozndmka. Jelikoz hodnoty integralu 2.17 resp. 2.18 nemtize ovlivnit mnozina hodnot
signalu s miry nula, mizeme, obdobné jako v poznamce 2.2.1 v sekci 2.2.1, chapat vSechny
signaly z L*({(a,a+T1) x (b,b+Ty)) resp. z L*(Ir, 1,), které se lisi na mnoziné miry nula,
jako totozné.

Dale plati, ze castecny soucet Fourierovy fady je nejlepsi aproximaci signalu pomoci
trigonometrickych polynomii ve smyslu nejmensich ¢tvercti, tj. stfedni kvadraticka od-
chylka

71 J
2 _
5N1,N2—//

je pri pevnych Ny, Ny € N nejmensi, pravé kdyz za koeficienty H(n1,ns) aproximacniho
trigonometrického polynomu zvolime Fourierovy koeficienty S(nq,ns).

al al nit not i
gtl,tz E E nl,ng exp (27TZ( %1 + ;2))‘ dtl dtz
— Nng——N 1 2

Z obecné teorie Fourierovych rad plyne i tvrzeni o tom, kdy fada 2.16 s pfedem zvo-
lenymi koeficienty S(nq,n2) konverguje k n&jakému signalu z L*(Ir, 7).

Véta 2.4. Zvolme komplexni cisla S(ny,ns), kde ny,ny € Z tak, Ze

Z Z (n1,mn9)]* < oo. (2.21)

n1=—00 N2=—00

t t
Z Z (n1,n2) exp <27ri (n%—; + n;_;))

n1=—00 N2=—00

Pak Tada

konverguje v priméru (tj. ve smyslu 2.20) k jistému signdlu 3(t1,ts) € L*(I1, 1,)-

Pozndmka. Analogicky ke kvadraticky integrovatelnym funkcim z L?(R?) se mnoZina po-
sloupnosti s vlastnosti 2.21 oznac¢uje I? (kvadraticky s¢itatelné posloupnosti).

Konvergenci Fourierovy fady jsme zatim vysetfovali v priméru, tj. ve smyslu limity
2.20. Dtilezita otazka je také jeji konvergence v obvyklém smyslu, tzv. bodova konvergence.
Uvedeme tedy jedno tvrzeni o bodové konvergenci.

T1£X< T T

272 2072
vace 5>, 5 atlat (jde o spojitost uvedengjch derivaci v bézném matematickém smyslu).
Pak v kazdém vnitinim bodé (t1,t2) tohoto intervalu plati 2.16, kde koeficienty S(ny, ns)

jsou dany vzorcem 2.18.

Véta 2.5. Necht’ signdl 5(t1,t2) md v intervalu Ir, 1, = (— spojité deri-

05 03

Za predpokladu, ze rozklad signalu 2.16 existuje, lze platnost vztahi 2.17, 2.18 pro Fou-
rierovy koeficienty formalné ovérit dosazenim 2.16 do 2.17 a vyuzitim ortogonality funkci

exp <27ri (”}F—fl + TL%—?)) Uvedeny formalni postup je z matematického hlediska oprav-

nény, jestlize fada v 2.16 konverguje stejnomérné v Ip, 7,.

Jestlize pouzijeme jesté silnéjsi predpoklad, tj. absolutni konvergenci fady s c¢leny

S(nq,ny), neboli
Z Z (n1,n9)| < oo, (2.22)

n1=—00 N2=—00

14
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vyplyva z néj stejnomérna konvergence fady 2.16 a tedy i existence spojitého periodického
signalu §(ty, t5). Navic funkce §(t1, t5), ktera signél reprezentuje, bude spojita v obvyklém
matematickém smyslu.

Pozndmka. Analogicky k absolutné integrovatelnym funkcim z L!'(R?) se mnoZina po-
sloupnosti s vlastnosti 2.22 oznac¢uje I' (absolutné sé¢itatelné posloupnosti).

Pti séitani Fourierovych fad jsme ¢asto nuceni omezit se na soucet konecného poctu
¢lenu rady. Hovofime potom o ¢asteném souctu Fourierovy rady. S ,ofezanim® Fou-
rierovy fady je spojen tzv. Gibbstv jev — zakmitavani ¢astecného souctu rady v okoli
bodt nespojitosti. Zde analyzu spojenou s timto jevem provadét nebudeme.

Vlastnosti Fourierovy rady

V této sekci si uvedeme zakladni vlastnosti Fourierovy rady. Pro spravnou aplikaci nasle-
dujicich Vlastnosti je nutné, aby prislusny signal byl integrovatelny v obdélniku 7;1 , 7;1 > X

7;2, 3 > resp. (a,a + T1) x (b,b+ T») a odpovidajici Fourierova fada konvergovala. Déle
je ziejmé, Ze u vlastnosti tykajicich se dvojic signala (1., 11., 12., 13., 15.) predpokladéame,
7e oba signaly maji stejnou periodu. Cislovani vlastnosti je stejné jako u vlastnosti Fou-
rierovy transformace. Pro lepsi pochopeni vztahu Fourierovy transformace a Fourierovy

fady je vhodné si vlastnosti porovnat.

e Fouriertav par
g(tl, tg) < S(nl, nz)

e Transformacni vztahy

nit not
St = Y03 Sons) exp (2m (1224 222

n]=—00 Ng=—00

L T
1 nit nat
S(’I’Ll,ng) = T1T2 / / §(t1,t2) exp (—27TZ (% + %)) dtl dtQ
I Ty
T2 T2

1. linearita
a gl(tl, tg) + b gg(tl, tg) <—— a Sl(nl, TLQ) + b 52(77,1, 712)
2. zména méritka .
- ny ng
t1,bty) «— — S (—, —)
Satybiy) |ab| a’ b

3. posunuti signalu

b
5(t; — a,ty — b) «— S(nq,ng) exp | —2mi am | on2
Ty Ty

4. modulace signalu

maty Moty

§(t1,t2) exp (27’(’2( T + T, )> < >S(n1—m1,n2—m2)

15
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5. derivovani signalu

95(t1,12) .M
o, i 8 (n1,n2)
d5(t1,12) . No
o, i T (ny,ng)
82§(t1 t2) 2 nineg
’ —— —4 S
o, 0t ™, S )

7. transpozice
§(t2, tl) — S(TLQ, 7’L1)

8. zrcadleni
§(—t1, tg) <—— S(—nl, ng)

§(t17 —tg) — S(nl, —ng)
§(—t1, —tg) — S(—nl, —77,2)
9. komplexné sdruzeny signal

5*(t1,t2) <> S*(—nl, —n2>

10. redlny signal

§(t1,t2) = g*(tl,tg) <——> S(nl,ng) = S*(—nl, —TZQ)

11. periodicka konvoluce

1 2 2 i
T / / 51(&1, &) sa(th — &1, te — &) A&y A& <— Si(ng, n2) Sa(ng, na)
142

12. nésobeni signalt

51(t1,t2) Sa(t1, ta) «— Z Z S1(my, ma) Sa(ny —my, ng — my)

mi]=—00 Ma=—00

13. periodicka korelace

1 2 2 ) i
TT / / 51(&1, &) 55(& + t1, & + to) A&y A&y <— S1(ny, ne) S5 (N, ng)
115

14. periodicka autokorelace

16
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15. Parsevalova rovnost

n T
2 2 - -
1 ~ . )
T1T2 / / Sl(tlatZ) SQ(tl,tQ) dtl dt2 — Z Z Sl(n17n2) SQ(n1’n2)

n1=—00 N2=—00

16. Rayleighova rovnost

n]=—00 Ng=—00

n, Ty
1 . ) o0 o0 )
" / /|51(t1,t2)| dhd= 3 S [S(ni, )l
T, Ty
T2 T2

Amplitudové, fazové, logaritmické a vykonové spektrum

Fourierovy koeficienty S(ni,ng) spojitého periodického signalu 35(t1,ts) tvoii diskrétni
spektrum. Je to komplexni funkce dvou celoc¢iselnych proménnych. Analogicky jako v pred-
chozi sekci miizeme pracovat s redlnou ¢asti Re(S(nq, ny)) a imagindrni ¢asti Im(.S(nq, ny))
spektra nebo s amplitudovym spektrem A(ng,ns), fazovym spektrem F'(nq,ns), logarit-
mickym spektrem L(nj,n2) a vykonovym spektrem P(nq,ns).

Definice 2.12. Amplitudovym spektrem A(ni,n,), fazovym spektrem F(n,ns),
logaritmickym spektrem L(ni,ny) a vykonovym spektrem P(n;,n,) rozumime ob-
jekty dané nasledujicimi vztahy:

S(ni,ne) = A(ni,ng) exp(i F(ni,ns)),

A(ni,ng) = |S(n1, no)l,

F(ny,ny) = argS(ng,ng), (2.23)
L(nl,ng) = logA(nl,nz),

P(nl,ng) = AZ(TLhTLQ),

kde arg zna¢i hlavni hodnotu argumentu, tzn. F'(ny,ng) € (—m, 7).

O logaritmickém spektru plati poznamka 2.2.1.

Pojem harmonické slozky

Jednotlivé s¢itance v fadé 2.16 se nazyvaji harmonické slozky (nebo kratce jen harmo-

nické). Kazda harmonicka se sklada z koeficientu S(ny, nq) a funkce exp <27Ti (”Tl,—fl + "%—f)) :

Pro reélny signal plati podle vlastnosti 10. uvedené vyse S(ni,ng) = S*(—nq, —ngz).
Diky tomu si mtuzeme kazdou jednotlivou harmonickou slozku realného signalu predsta-
vovat jako tzv. ,vInity plech® v prostorové oblasti a samotny signal resp. jeho Fourierovu
fadu chapat jako soucet téchto ,vInitych plechi”.
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2.2. FOURIEROVA TRANSFORMACE A FOURIEROVA RADA SPOJITEHO 2-D SIGNALU

Se¢teme-li dvé harmonické slozky realného signalu pro dvojici (ny,ng) a (—ny, —ns),
dostaneme po kratkém vypoctu pomoci jednoduchych goniometrickych vztahi

t t t t
V(ny,ne) = S(ny,ng) exp (27?2' (nl L 2)) + S(—ny, —ng) exp (2m' (—E _ Nata

T; 15

nity  nato

— 2 <Re(5(n1,n2)) sin (27r (Tl + TQ)) — Im(S(n1, n2)) sin (QW <T1 +

nity  nato

= 25(ny,ng)| cos (27r (Tl + TQ) + argS(nl,nz)) :

Posledni rovnost miizeme jesté prepsat

nity oty

V(ny,na) = 2 A(ny, ns) cos (27r (Tl + T) + F(nl,n2)> , (2.24)

kde A(ny,n9) je amplitudové, F'(ny,ns) fazové spektrum.

Realnou funkci danou predpisem 2.24 mtzeme trefné nazvat ,vlnity plech”. Je zfejmé,
ze sdruzime-li ve Fourierové fadé readlného signalu do dvojic harmonické slozky pro vSechny
indexy (n1,n2) a (—n1, —ng) (s vyjimkou (0,0)), dostaneme vyjadieni signalu jako super-
pozici spocetné mnoha ,,vInitych plecht“ s riznou frekvenci, amplitudou a fazi.

Tyto tvahy jsou dvourozmérnym zobecnénim klasické predstavy jednorozmérné Fou-
rierovy fady jako rozkladu realné funkce zadané na konecném intervalu na vazeny soucet
vzajemné posunutych sinusovek s riiznou amplitudou.

Predstavu o rozkladu realného signalu na superpozici ,,vlnitych plechti muzeme rozsitit
i na komplexni signal, budeme-li uvazovat zvlast jeho reédlnou a imaginarni ¢ast. Kazdou
z nich si pak muZeme predstavit jako superpozici ,vlnitych plechi“. (Imaginarni ¢asti
odpovidaji potom ,vInité plechy* s imagindrnimi amplitudami.)

Fourierova fada jako reprezentace signalu zadaného na kone¢ném intervalu

O Fourierové fadé se vétsinou hovori jako o vzajemné jednoznacném prifazeni posloup-
nosti Fourierovych koeficienti a periodického signalu. Z formélniho hlediska je ovsem
dtlezité uvédomit si, ze na vztahy 2.16 a 2.18 se mlzeme divat také jako na reprezen-
taci (neperiodického) 2-D signédlu s(t1,t2), ktery je zaddn pouze na intervalu I, r, =

—%, %> X <—%, %> To, ze 2.16 dava zaroven i periodické prodlouzeni signalu mimo
tento interval, je pak disledkem periodicity pouzitych funkeci exp <2m' ("%—fl + ”%—?)) v
proménnych t1,t,. Tato pfedstava odpovida praktické situaci, kdy pracujeme se signalem
v uréitém intervalu z R2. Podobné je mozné chapat Fourierovu fadu jako vyjadieni signalu

s konecnym nosicem I7, 7, uvniti tohoto nosice.

Pozndmka. Je ziejmé, ze pokud na hranici nosi¢e nebude signal spliiovat podminku

T T T, T;
S th_?z = S tl)?2 ) tl € _71771 )
T t B T t . T, Ty (2.25)
S 9 s U2 = S 9 s L2 ) 2 9 9 9 )
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

nastane problém, k jaké hodnoté ma prislusnd Fourierova fada konvergovat. Vime, ze
v jednorozmérném piipadé konverguje Fourierova fada v bodé nespojitosti k priimérné
hodnoté z limit zleva a zprava. Ve dvojrozmérném pripadé je ale situace komplikované;jsi,
proto se ji zde nebudeme zabyvat. Pro jednoduchost predpokladejme, ze podminka 2.25,
kterou mizeme nazyvat periodickou okrajovou podminkou, je splnéna.

2.2.3. Vztah mezi Fourierovou transformaci a Fourierovou fadou

V tomto oddilu se budeme zabyvat vztahem mezi Fourierovou transformaci a Fourierovou
fadou. Nejdiive pfipomenme, ze Fourierova transformace ptislusi spojitému signalu, ktery
je jejim prostiednictvim charakterizovan pomoci nespocetné mnoziny hodnot spektra, za-
timco Fourierova fada prislusi spojitému periodickému signalu, k jehoz popisu zde staci
spocetna mnozina koeficientii fady.

Déle je z defini¢niho vztahu 2.9 pro piimou Fourierovu transformaci (znacime ji zde
St, aby se znaceni nezaménilo s koeficienty Fourierovy fady)

ST(Qla Qg) = / / S(tl, tg) exp(—intl — ZQQtQ) dtl dtg

—0o0 —00

a z definice 2.17 pro koeficienty Fourierovy rady

71 72
t t
S(nl, ng T T / / tl, t2 exp (—271'2 (% + %)) dtl dtg
142 1 2
72

1

zfejmé, ze bude-li s(t1,ty) = 0 vné intervalu (a,a + T1) x (b, b+ T5), bude platit

n
ST ( Ti 271'?) - TlTQS(nl,ng), (226)

tj. hodnoty Fourierovy transformace signalu s(t1,t2) v bodech (271’%,277‘%) jsou
1 2

az na multiplikativni konstantu dény koeficienty Fourierovy fady periodického signalu
5(t1,t2), ktery je uvnitf intervalu (a,a + T1) x (b, b+ T3) roven signélu s(t1,ts).

Nyni si ukdzeme, jak lze formalné piejit od Fourierovy transformace k Fourierové
radé diskretizaci signélu ve frekvencni oblasti, tj. diskretizaci spektra. Predpokladejme,
ze pro spojity signél s(tq,t2) existuje jeho Fourierova transformace dana vzorcem 2.9 a
pocitejme hodnoty spektra v bodech (n1A1, naAy).

ST(TllAl,TZQAQ) = / / S(tl,tg) exp (—inlAltl — ingAgtg) dtl dtg

2 2
Polozme A; = %, Ay = %
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2.2. FOURIEROVA TRANSFORMACE A FOURIEROVA RADA SPOJITEHO 2-D SIGNALU

nit nat
ST( ) // tl,tQ exp( 27TZ( 71_,114— 72_,22)) dtldtg

Nézorny vyznam veli¢in 77,7, bude patrny pozdé€ji. VSimnéme si, ze funkce
exp <—27m' ("%—fl + ”%—?)) jsou periodické v proménnych ¢4, t5 s periodou (7}, T3). Toho vy-
uzijeme k dalsim tpravdm. Cely integraéni obor, tj. R?, rozdélime na obdélniky Q(ly, 1) =
(W — 2 0T 4+ L) x (1T, — 2, 1,1y + L), kde 1,1, € Z a predchozi vztah formalné
prepiseme.

nit nat
ST( ) Z Z // tl,tQ exp( 271'2( 71,,11+ ;22)> dtldtQ

h=moe b=y )

Substituci & = t; — 111, & = to — [T a s vyuzitim periodicity funkci

exp < 2mi ("%fl + "2”)) dale dostaneme

Sr (27?— 27r—) Z Z // (& + LTy, & + 1bT)

l1=—00 lg=—00 T1 (227)

exp <—2m’ (n}—fl + n;?)) d&;dé,.

Za predpokladu stejnomérné konvergence fady > > s(&+14T1, &+ 1.T,) na ob-

l1=—00 lg=—00

délniku < 21, 5 > <—72, 7> miizeme jesté zaménit poradi sumace a integrace, takze

ﬁ
n1 (%)
S ,2 =
T( T ”Tg) /
T, T
2

exp <—27m' (n%—? + n%?)) d&;dés.

Z Z (&1 + 0T, & + 1T3)

l1=—o00 lg=—00 (228)

w3 \

Polozime-li nyni

5(&,&) = Z Z (&1 + LT, & + 1Th), (2.29)

l[1=—0 lo=—00

S(nl, 712)

T1T2

St (27TT1 27TT ) : (2.30)
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

dostavame vztah

S(Tll, n2> = T11T2 / / §(£1,£2) exp (—27'('2 (n%—fl -+ n;—§2>) dfldfg (231)

identicky se vztahem 2.18 pro vypocet Fourierovych koeficient spojitého periodického
2-D signalu.

Formule 2.29 pfedstavuje periodizaci signalu s(t1,ts) s periodou (74, T3). Zjistili jsme
tedy, ze vzorky Fourierovy transformace signalu s(¢q,ts) predstavuji (az na multiplika-
tivni konstantu ﬁ) koeficienty Fourierovy fady signalu §(t1,ts), ktery vznikne peri-
odizaci podle 2.29. Je ziejmé, ze Fourierova fada, ve které vezmeme koeficienty podle
vztahu 2.30, bude udévat periodizovany signal $(tq,t2), nikoliv vSak signdl s(ti,t3). Je
také ziejmé, ze ¢im vétsi bude perioda T} resp. Ts, tim hustsi bude vzorkovani spektra St
ve sméru prvni, resp. druhé osy souradnic a zaroven mensi amplituda koeficientt S(nq, ns).

Uvazujme nyni prostorové omezeny signal, jehoz nosi¢ lezi uvniti intervalu I, n, =
—%, % X —%, %> Pr1i periodizaci podle 2.29 nebude dochazet k prekryvani hodnot
jednotlivych s¢itanci (tzv. aliasing), takze bude platit

§(ti,ta) = s(t1,t2), (t1,t2) € Iny 1,

V tomto piipadé bude Fourierova fada s koeficienty danymi vzorcem 2.30 udavat
v oboru Iy, 1, pfimo signal s(ty, ta).

Mame-li tedy prostoroveé omezeny signal, staci k jeho popisu ve frekvenc¢ni oblasti pouze
spocetnd mnozina hodnot — vzorkt Fourierovy transformace resp. koeficienti Fourierovy
fady (oproti nespoetné mnoziné hodnot Fourierovy transformace potfebné pro popis
prostorové neomezeného signélu).

2.3. Fourierova transformace a Fourierova rada dis-
krétniho 2-D signalu

V pfedchozim oddile jsme se zabyvali dvéma transformacemi spojitych 2-D signalt —
Fourierovou transformaci a Fourierovou fadou. V praxi ale casto nastava situace, kdy
mame k dispozici diskrétni signaly, které predstavuji diskrétné odebrané vzorky spojitych
signalti. Na zakladé znalosti diskrétniho signalu bychom chtéli pouzit Fourierovu trans-
formaci ¢i fadu a dale s nimi pracovat. V tomto oddile si zavedeme diskrétni analogie
transformaci spojitych signalti, které budou mit rozumné vlastnosti a jednoduchy vztah
ke svym spojitym protéjskim. Budeme je nazyvat Fourierova transformace diskrétniho
signalu a Fourierova fada diskrétniho signalu. Uvedeme zde také tzv. vzorkovaci teorém
a ujasnime, v ¢em spociva dualita diskretizace a periodizace signalu.
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2.3. FOURIEROVA TRANSFORMACE A FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO 2-D SIGNALU

2.3.1. Fourierova transformace diskrétniho signalu

Zabyvame-li se otazkou, jak zavést diskrétni analogii Fourierovy transformace, zfejmé
prvni, co nas napadne, je nahradit integrovani sumaci, protoze misto spojitého signalu
s(t1,t2) mame posloupnost jeho vzorkil z(nq,ny). Jak ukdzeme déle, skuteéné lze timto
zpusobem zavést matematicky objekt s rozumnymi vlastnostmi i vztahem ke svému spo-
jitému protéjsku.

Definice 2.13. Fourierovou transformaci diskrétniho signalu nazveme komplexni
funkci X (wy,wy) danou predpisem

wl, wo) Z Z x(ny,ng) exp (—iwing —iwong) . (2.32)
ni1=—00 Ne=—00
Diky periodicité funkei exp (—i winy — ¢ wong) v proménnych wq,wy je spektrum
X (w1, ws) periodické funkce dvou realngch proménnjch s periodou (27, 27). P¥i préci s ni
uvazujeme nejcastéji interval periodicity (—m, ) X (—7, 7). Otdzkami existence transfor-
mace dané timto predpisem se budeme zabyvat pozdéji.

Vztah pro inverzni transformaci nalezneme snadno s vyuzitim periodicity a ortogona-
lity funkei exp (—iwiny — iweng). Jeho odvozeni mizeme nalézt v [1].

Inverzni Fourierova transformace diskrétniho signalu je dana vztahem

1 T )
.1:(711,712) = w//X(wl,wg) exp (’l winy —|—z'w2n2) dw1 dwg. (233)

A7 na znaménko v argumentu exponencialy, které je pouze zalezitosti konvence, mizeme
na 2.32 pohliZet jako na Fourierovu fadu spojitého periodického signélu X (w1, ws) s peri-
odou (2, 27). Komplementarnim vztahem k 2.32 je pak pochopitelné vztah 2.33 pro vy-
pocet koeficienti této rady. Fourierovu transformaci diskrétniho signalu muzeme tedy
chapat jako Fourierovu fadu spojitého periodického signalu ,naruby*.

Podminky existence Fourierovy transformace diskrétniho signalu

Uzka souvislost Fourierovy transformace diskrétniho signalu a Fourierovy fady se také
projevi, kdyz se zacneme zabyvat podminkami existence a jednoznacnosti vztahi 2.32 a
2.33. 7 teorie fad vime, Ze soucet na pravé strané 2.32 existuje a dava spojitou funkci
X (w1, ws), kdyZ fada ze séitanct z(ny, ny) konverguje absolutné, tj. je splnéna podminka

Z Z z(ny,ng)| < 0o. (2.34)
Nn1=—00 Ny=—00
Existenci Fourierovy transformace X (w1, ws), nikoliv vSak spojitost funkce X (w1, ws),

zajistuje slabsi podminka

Z Z z(n1,ny)|* < oo. (2.35)

n]=—00 Ng=—00

stejné jako ve vété 2.4.
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

Pozndmka. Transformaci danou predpisem 2.32 mizeme téz nazyvat Fourierovou trans-
formaci posloupnosti. Posloupnosti splitujici 2.34 resp. 2.35 oznacujeme [' resp. 2.

Podobné jako v sekei 2.2.2 dostévame, Ze pro Fourierovu transformaci X € L2 (Iar2r)
konverguje fada v 2.32 k X (w1, ws) v prumeéru a ze postacujici podminka pro bodovou

0X 90X 92X
8 W1 (%)2 8w10w2

konvergenci této fady k X (w1, wse) je spojitost funkce X ajejich derivaci

v ]27r,27r .

Vlastnosti Fourierovy transformace diskrétniho signalu

Nyni si uvedeme zakladni vlastnosti Fourierovy transformace diskrétniho signalu. Muzeme
je porovnat s vlastnostmi Fourierovy transformace (spojitého signalu) a Fourierovy fady
(sekce 2.2.1 a 2.2.2). Cislovani odpovidajicich si vlastnosti je zachovano.

e Fourierav par

x(n1,ng) «— X(wy,ws)

e Transformacni vztahy

1 ~ . .
x(ny,ng) = H//X(wl,wg) exp (i wing + i weng) dwy dws

o0 o0

wl, wo) g g x(ny,ng) exp (—iwing — i wong)

ni1=—00 Ne=—00
1. linearita

GCC1<7”L1,7”L2) + bl’g(nl?ng) — aXl(wl,wg) + ng(wl,wg)

3. posunuti signalu
z(ny — my,ng —ma) — X (wi,ws) exp (—iwimy — i wamy)
4. modulace signalu

x(ny,ng) exp (1 Y11y + 1 pang) — X (w1 — 1, ws — ¥2)

6. derivovani spektra

0X
—1 nlx(nl, 712) E;Zj’ wQ)
1
0X
—inax(ny, ng) < (5:3,(#2)
2
32X(w1,w2)
—nyngxz(ng, ng) < 00
10ws

7. transpozice ~
x(ng,ny) «— X (wg,wr)
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8. zrcadleni }
X(—wl, (.Ug)

x(—ni,ng) —
x(ny, —ng) <— X(wl, —Wws)
<——

S

z(—nq, —ng) (—wy, —w2)
9. komplexné sdruzeny signal
¥ (ny,ng) <— X*(—wi, —ws)
10. realny signal

x(n1,ng) = x*(n1,ng) <— X(wl,wg) = X*(—wl, —Ws)

11. diskrétni konvoluce

Z Z $1(m1, mz) 962(711 —my, N2 — m2) — Xl(wlaw2) XZ(WlaWZ)

mi1=—00 Mo=—0Q
12. nésobeni signalt
1 [ [- ~
961(711, nz) 952(”1, ng) A 4_7r2 X1(<P1, @2) XQ(Wl — P1,Ws — 902) depy dipg

13. diskrétni korelace

Z Z x1(my, ma) x5(my + ny,mg + ng) <— X1(W1,W2) X;(wlaWQ)

mi]=—00 Mma=—00

14. diskrétni autokorelace

Z Z x(my, ma) 2 (my + 11, ma + ng) +— | X (wy, ws)[?

mip=—00 Mmy=—00

15. Parsevalova rovnost

%
E E z1(n1,n2) T3(n1,n2) = 47r2//X1 wr, Wa) 2(W1>W2) dw; dw,

ni=—00 N2=—00

16. Rayleighova rovnost

00 0o 1 ™ ™ 3
> |$(n1,n2)|2:m//|X(w1,wQ)|2dw1 duw,

n1=—00 N2=—00 nn
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Amplitudové, fazové, logaritmické a vykonové spektrum

Spektrum X (w1,ws), které reprezentuje Fourierovu transformaci diskrétniho signélu, je
komplexni funkce a podobné jako u Fourierovy fady a Fourierovy transformace spojitého
signlu mitzeme hovofit o realné &asti Re(X (wy,w;)) a imagindrni &sti Im (X (wy, ws))
spektra a o amplitudovém spektru fl(wl,wg), fazovém spektru F (w1, ws), logaritmickém
spektru L(wy,ws) a vikonovém spektru P(wy, ws).

Definice 2.14. Amplitudovym spektrem A(wl,wg), fazovym spektrem F(wl,wg),
logaritmickym spektrem L(w;,w;) a vykonovym spektrem P(w;,ws) rozumime ob-
jekty dané nasledujicimi vztahy:

X:(wl, wg) f}(wl, WQ) exp(i F(wl, w2))7

{1(("]17(")2) = X<wlvw2)‘>

Flwy,wy) = arg X(wy,ws), (2.36)
[:/(wl,wg) = ngA(wl,wg),

Pwi,wy) = A%(wy,ws),

kde arg znadi hlavni hodnotu argumentu, tzn. F(wy,w;) € (—m, ).

O logaritmickém spektru plati poznamka 2.2.1.

2.3.2. Vztah Fourierovy transformace spojitého a diskrétniho sig-
nalu

Zde si ukdzeme, jaky je vztah mezi Fourierovou transformaci spojitého a diskrétniho sig-
nalu. Pouzijeme zde postup analogicky postupu, kterym jsme provedli forméalni ptechod
od Fourierovy transformace k Fourierové radé v sekci 2.2.3. Budeme diskretizovat signdl
v prostorové oblasti.

Méjme spojity signal s(t;,t2) a predpokladejme , Ze jsou splnény podminky pro exis-
tenci pfimé a inverzni transformace. Podle defini¢nich vztaht 2.9, 2.8 je

S(Ql, Qg) = / / S(tl, tg) eXp(—intl — ZQQtQ) dtl dtQ,

—0o0 —0O0

(tl, tQ 47‘(‘2 / / S Ql, Qg) exp(letl + ZQQtQ) dQl dQQ

—00 —O0

Pravothlym ekvidistantnim vzorkovanim signélu s(t1, t2) s kroky vzorkovani A; ve sméru
prvni a Ay ve sméru druhé osy soufadnic obdrzime diskrétni signél z(nq,ns),

x(nl, ng) = s(nlAl, TLQAQ).

Za s(n1 A1, noAy) mizeme formélné dosadit hodnoty inverzni Fourierovy transformace

v bodech (n1Ay, nsAy). Pak

1
.fll'(nl, 712 A2 / / S Ql, Qg) exp(lenlAl -+ ZQQTLQAQ) dQl dQQ

—00 —00
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Provedeme substituci ¢; = 1Ay, s = Q3A,, dostaneme

(A_1 %Z) exp(ip1ny + ipons) dpy des.

z(ny,ng) =

—00 —0O0

Déle vyuzijeme toho, ze funkce exp (i p1n1 + @ pang) jsou periodické v proménnych
©1, P s periodou (27, 27). Integracni obor, tj. celé R?, rozdélime na obdélniky

Q(ll, 12) = <—7T + 271'11, T+ 271'11) X <—7T + 271'12, ™+ 27Tlg>

a jednotlivé integraly secteme

r(ni,ne) = — Z Z // AD, (Z-}%) exp(iging + ipans) dey des.

ll—foo lo= Q11,12)

Substituci wy = @1 — 27l, wy = o — 27ly a s vywzitim periodicity exponencial
dostaneme

 [— wy + 27l wo + 27l , ,
x(nq,ng) =1 Z Z //AAQ < 1A1 1, 2A2 2) exp(iwini+iwsng )dw;dws.

l1=—00 lg=—00"

- —

Za predpokladu stejnomérné konvergence fady

W1+27Tl1 UJ2+27TZQ . .
Z Z , A exp(iwiny + iwans)
2

li=—00 lg=—00

na obdélniku (—m, ) X (=7, 7) miZzeme zaménit poradi sumace a integrace, tj.

Z Z (w1—|—27rl1 w2+2ﬂ-l2)
LAy (2.37)

l1=—00 lo=—00

o, ma) = 42/ A1A2

exp(zwml + iwang) dwy dws.

Porovnejme vysledek se vzorcem 2.33 pro inverzni Fourierovu transformaci diskrétniho
signalu:

1 ™ vy .
x(ny,ng) = m//X(wl,wg) exp (i wing + i wong) dwy dwsy

Zjistime, ze

- 2 2
Konw) =5 530 (”1+ Th et ”lz) (2.38)
2

l1=—00 lo=—00

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze Fourierova transformace diskrétniho signalu je dana
periodizaci 2.38 Fourierovy transformace signalu spojitého.

Nyni se dostavame k pojmu tzv. frekvencné omezeného signalu.
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Definice 2.15. Frekven¢né omezenym signalem nazyvame spojity signal, jehoz spek-
trum je nenulové pouze uvnitt néjakého intervalu frekvenci.

Je ziejmé, Ze jde o analogii k pojmu prostorové omezeny signal zavedenému v sekci
2.1.1 a uzitému zejména pti posuzovani vztahu Fourierovy transformace a Fourierovy rady
spojitého signalu v sekci 2.2.3.

Je-li s(ty,ts) frekvencné omezeny signél, jehoz spektrum S(€2,€2) je nulové vné in-
tervalu <—All, AL1> X <—Al2, Ai2>, plati

~ 1 w1 W2

X(wi,wy)=—S|—,— |, —-7<w,w <. 2.39

(61, 002) JANPAV (AI Az) - ( )

Na zakladé znalosti Fourierovy transformace diskrétniho signalu miizeme tedy v tomto
pripadé snadno zjistit Fourierovu transformaci signalu spojitého.

Neni-li s(t1,t2) frekvencné omezeny signdl, popt. zvolime-li nedostatecné malé kroky
diskretizace A1, Ay, dojde pfi periodizaci popsané vztahem 2.38 k ptekryvani hodnot
spektra S a je tedy nemozné zjistit z Fourierovy transformace diskrétniho signalu Fou-
rierovu transformaci signalu spojitého. Tento efekt prekryvani hodnot spektra zptisobeny
diskretizaci signalu je oznacovan jako aliasing, presnéji jako aliasing ve frekvenc¢ni oblasti.
Zmensovanim velikosti krokt Ay, A, se bude zmensovat také aliasing.

2.3.3. Vzorkovaci teorém

V predchozi sekci jsme dospéli k zavéru, ze pro frekvenéné omezeny signal s(ty,ts) je
znalost jeho Fourierovy transformace rovnocenna znalosti Fourierovy transformace dis-
krétniho signalu x(nq,ny), ktery vznikl vzorkovanim signélu s(tq,?2) (s dostateéné ma-
lymi kroky vzorkovani). P¥itom ale Fourierova transformace diskrétniho signalu je ur¢ena
na zékladé spocetné mnoziny hodnot (vzorkil), zatimco Fourierova transformace spoji-
tého signalu je dana nespocetnou mnozinou hodnot spojitého signalu. Z toho plyne, ze
hodnoty spojitého signalu, které lezi mezi vzorky, nenesou zadnou dodatecnou informaci
k té informaci, kterou uz zname ze souboru vzorki, tj. z diskrétniho signalu. Tento fakt
je obsahem tzv. vzorkovaciho teorému. Zde naznacime postup jeho odvozeni.

Méjme frekvenéné omezeny signal s(ty, t5), jehoz spektrum S(€2y, £25) je nenulové uvnitf

. o = : et et s e
intervalu <_A_1’ A—1> X (—2;: a; ) @ jemu odpovidajici diskrétni signal x(ny,ng),

x(ny,ng) = s(n1Aq, nely),

jehoz spektrum je X (wy,ws). Vime, ze plati

<w1 wz) X(WMWQ) A1Ay pro—7 <wi,we <,
S N 0 A - ..
Ay Ay 0 jinde,

coz je ekvivalentni se vztahem

- m m m m
XA, QA) AAy pro— — < < —, ——— <) < —
S (21,9s) = (d1, 08 Mada p Ay FTA A ‘A (2.40)
0

jinde.
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2.3. FOURIEROVA TRANSFORMACE A FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO 2-D SIGNALU

Dosadime toto vyjadieni S (€2, €25) do vzorce 2.8 pro inverzni Fourierovu transformaci:

;.lk

1
S(tl, tg) — / / Ql, 2 exp(i Qltl +1 Qgtg) dQl dQQ =

Ay Ay
N # / / S, Q) exp(i Quty + 1 Qoty) dQy A =
Aq Ao
Aq Ag
- ﬁ / / X (AL QA AjAy exp(i Uty + i Qoty) dQy dQy =
A T DAy

L

AL
AA
B 4177'2 / / Z Z z(n1,n2) exp(—i Q1 Aing — i Q2Aons)
-

“x M1=—00MN2=—00
Ag

eXp(' Q tl +1 Qgtg) dQl ng

o

AA .
- 4;22 Z Z z(n1,m2) //exp(—le(tl—Alnl)+

np=—00 N2=—00

+ ) Qg(tg — A2n2)) dQl dQQ
Ptitom jsme predpokladali stejnomérnou konvergenci rady

Z Z nl, TlQ exp(—i QlAlnl —1 QQAQHQ)

n1=—00 N2=—00

na <—Ai1, A11> X < A A2> Po vypoctu integralu v posledni rovnosti obdrzime vztah

vyjadiujici vzorkovaci teorém, a sice

o0 o0 sin ( 2= (t; — Anyg) ) sin l(t2 — Agny)

Nn1=—00 N2=—00

(2.41)

ktery tika, ze frekvencné omezeny signal mutize byt pfesné rekonstruovan z posloupnosti
svych vzorkt. Tento vztah byva casto zapisovan pomoci funkce sinc ve tvaru

tl,tg Z Z nl,ng sinc (21 (tl — AlTLl)) sinc <A2 (tg — AQTLQ)) . (242)

np=—00 Ne=—00

Tyto vztahy pfedstavuji interpolacni vzorec. Existuje cela fada odlisnych zptsobt in-
terpolace, nejjednodussi je napi. linedrni (zde bilinearni) interpolace. Vlastnost, kterou
se interpolace podle 2.41 1isi od jinych zptsob, je to, Ze zachovava podobnost mezi Fou-
rierovymi spektry diskrétniho signalu a spojitého signalu, ktery z néj vznikl interpolaci.
Tato podobnost je vyjadiena pravé vztahem 2.40.
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

2.3.4. Fourierova transformace diskrétniho signalu jako kvadra-
tura Fourierovy transformace spojitého signalu

V sekci 2.3.2 jsme formalnim postupem ukazali, jaka je souvislost mezi Fourierovou trans-

formaci diskrétniho signalu a Fourierovou transformaci spojitého signalu. Zde si ukazeme,

ze z numerického hlediska neni Fourierova transformace diskrétniho signalu nic jiného,

nez kvadratura integralu predstavujiciho Fourierovu transformaci spojitého signalu po-
moci tzv. lichobéznikové formule.

Vyjdeme z defini¢niho vzorce 2.9 pro Fourierovu transformaci.
Qh QQ = / / S tl,tg eXp intl — ZQQtQ) dtl dtQ
—00 —0O0

Zvolime kladna ¢isla Ay, Ay a vzorec prepiSeme

(n1+1)A1 (n2+1)A

Ql; QQ Z Z / / tl, t2 eXp( 12 tl — ZQQtQ) dtl dtg

N1 =—00 N2=—00 nlAl ngAQ

Integrél pfes kaidy obdélnik <n1A1, (n1 + 1)A1> X <TLQA2, (TLQ + 1)A2> o stranach Al, AQ
nahradime pomoci tzv. lichobéznikové formule,
(n1+1)A1 (TL2+1)A2
/ / S(tl, tg) exp(—intl — ZQQtQ) dtl dtQ =~
n1A1 na Ao
1
=~ ZA1A2<S<N1A1, TlgAQ) exp(—innlAl — iQQTlQAQ)‘i‘ (243)
-+ 8((”1 + 1)A1,n2A2) exp(—z’Ql(nl + 1)A1 — ?:QQ”QAQ)+
+ S(?’LlAl, (ng + 1)A2) exp(—iQ1n1A1 — ng(TLQ + 1)A2)+
+ 8((711 + 1)A1, (ng + 1)A2) exp(—in(nl + 1)A1 - ng(ng + 1)A2)),
tj. priimér hodnot integrandu ve vrcholech obdélnika vynasobime plochou obdélnika. Da
se ukazat (odkaz na Ralston 1965), Zze chyba lichobé&Znikové formule se d4 odhadnout vy-
razem ¢;C1 A3 + coCyA3 + c3C3A3 ) kde 1, ¢, c3 jsou kladné konstanty a Cy, Cy, C3 jsou

po fadé nezaporna disla, kterymi lze odhadnout absolutni hodnoty parcialnich derivaci

o 22 a -9 integrandu na intervalu int
a Integrandu na intervalu integrace.
a2 a2 < 812612 g &)

Po uZiti lichobéZnikové formule obdrzime

g(Ql, QQ) = AlAQ Z Z S(nlAl,ngAg) exp(—innlAl — ’iQQTLQAQ) =
e (2.44)
= AlAQ Z Z TL1, ’ng exp(—lenlAl — ZQQ”QAQ)

ny=—00 N2=—00

kde jsme polozili z(ny,ne) = s(n1A1,n2As) a pouzili oznaceni S pro priblizné hod-
noty spektra S. Ziejmé x(nq,ny) predstavuje diskrétni signél, ktery vznikl pravouhlym
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ekvidistantnim vzorkovanim signalu s(t,t2) s kroky Ay, As. Provedeme-li dale substituci
Q; = w” j = 1,2 a polozime-li

1 w1 W2
X(w17w2) A AQS (A_l,A_Q),

dostaneme

oo o
wl, wo) E E x(ny,ng) exp (—iwing —iwong),

—00 N2=—00

coz je praveé defini¢ni vzorec 2.32 pro Fourierovu transformaci diskrétniho signalu.

V souladu s vySe uvedenym postupem muzeme tedy fict, ze Fourierova transformace
diskrétniho signalu predstavuje az na multiplikativni konstantu ——— 34, A numericky vypocet
Fourierovy transformace odpovidajiciho spojitého signalu pomoci lichob&znikové formule.

2.3.5. Fourierova rada diskrétniho signalu

Zde si zavedeme diskrétni analogii Fourierovy fady spojitého (periodického) signalu. Bu-
deme ji nazyvat Fourierova fada diskrétniho (periodického) signélu. Jak jesté uvidime
déle ve 4. kapitole, ma Fourierova rada diskrétniho signalu velmi blizko k DF'T.

Zac¢neme obdobnou tivahou, jako pti zavadéni Fourierovy transformace diskrétniho sig-
nalu. Vychazime ze vztahu pro koeficienty Fourierovy fady spojitého periodického signalu
(2.17).

a+T1 b+Ts l l
1 . N t
) = T / / 5(ty,t2) exp (—27rz (1?11 + ;—;)) dt; dt,
a b

Zd4 se byt rozumné zvolit pro koeficienty Fourierovy fady diskrétniho signélu podobny
vztah, v némz integrace bude nahrazena sumaci. Uvidime, Ze tento zptisob vede k prija-
telnému vysledku.

S(ly, 1o

Definice 2.16. Koeficienty X (11, l2) Fourierovy fady diskrétniho signélu udava nasledujici

vztah:
P ling lang
X(l1,l2 N1N2 Z Z Z(ny1,no) eXp( 211 ( N, + N, )) (2.45)

n1=0 n2=0

l [ ~
Diky periodicité funkci exp (—2m' <1Tnl + QTHQ)) predstavuji koeficienty X (I3, ls)
1 2

periodickou komplexni funkci dvou celo¢iselnych proménnych s periodou (Ny, N).

Vztah inverze k 2.45, tj. vztah pro Fourierovu fadu diskrétniho signalu, ziskdme vyu-

[ [
1M 2_77/2>) Obé¢ strany 2.45 vy-

zitim periodicity a ortogonality funkci exp | 27 | —
N N,
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l1m1 lng
Ny Ny

nasobime clenem exp <2m’( )) a secteme pres vSechna [y,ly z intervalu

(0, N, — 1) x (0, N — 1):

= limy  lam
- [l lamg
E g X(ly,13) exp (2m( N + N, )) =

11=0 12=0

1 Ni1—1 N2—1 N1—1 Na—1 . .
T ! oMo
~ NN, Do D D g exp (—2772 (Tl + T2))

11=0 l2=0 n1=0 n2=0

[ [
exp (27rz' ( 1]331 + %:2)) =

1 Ni_:l NQZ_:l 5 )Nlil sz—:l o li(ny —my) n lo(ng — moy) .
NN Z(ny,no exp i N N, =

n1=0 na=0 l1=0 12=0
1 Ni1—1 N2—1
= E E $(n1,n2)N1N25n17m15n2,m2 =
N1N2
n1=0 n2=0
== :z‘(mlv m2)7

kde 0,,,,, je symbol pro Kroneckerovo delta.

Obdrzeli jsme tedy vyjadieni pro Fourierovu fadu diskrétniho signalu

~ & (ling lang
ZL’(TLl,ng) = Z Z X(ll,l2> exp 21 Tl + E . (246)

11=0 12=0

Nejzajimavejsi na tomto vysledku je ziejmé to, ze se jedna o soucet kone¢ného poctu
s¢itanct, nejde tedy o nekonecnou fadu. Je to velmi dulezity fakt z hlediska numerického
vypoctu a numerické prace s Fourierovou fadou diskrétniho signalu. V defini¢nich vztazich
Fourierovych pard tii matematickych objekti, které jsme zavedli — Fourierovy transfor-
mace, Fourierovy fady a Fourierovy transformace diskrétniho signalu — vystupuji bud
integraly nebo soucty nekonec¢ného poctu s¢itanci, jejichz vypocet v uzavieném tvaru je
zndm jen pro dost omezeny pocet pripadti. Vétsinou jsme nuceni numericky pocitat jejich
aproximace. Naproti tomu Fourierovu fadu diskrétniho signalu mtzeme spocitat vzdy a
praveé ona je vlastné samostatné zavedenym nastrojem pro vypocet numerické aproximace
tf1 vyse uvedenych objekti.

Pozndmka. Defini¢ni vzorce 2.45 a 2.46 pro Fourierovu fadu diskrétniho signalu a jeji koe-
ficienty predstavuji vzajemné jednoznacné prifazeni dvou diskrétnich periodickych signalt
s periodou (N, Ny). Vzorce jsou az na faktor N11N2 zcela symetrické. Tento faktor bychom
mohli namisto k 2.45 priradit k 2.46. Dtivodem, pro¢ jsme jej pouzili v 2.45 je, ze pak Fou-
riertiv koeficient X (0,0) vyjadiuje aritmeticky préimér hodnot signalu i(ny,ns) v jedné
periodé.

Podminky existence Fourierovy fady diskrétniho signalu

Jak jsme uvedli diive, Fourierovu fadu diskrétniho signalu a jeji koeficienty lze spocist
vzdy, a to pomoci koneéného poctu operaci sc¢itani a nasobeni. Neni tedy tfeba hovorit
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o néjakych podminkach existence, jako jsme to délali vzdy na podobném misté v pred-
chozich sekcich.

Vlastnosti Fourierovy fady diskrétniho signalu

Zde si uvedeme zakladni vlastnosti Fourierovy fady diskrétniho signalu. Mizeme je po-
rovnat s vlastnostmi dfive probranych transformaci. U vlastnosti 1., 11.; 12., 13. a 15,
tykajicich se dvojic signali, se predpoklada, ze oba signaly maji stejnou periodu.

e Fourierdv par )
i:(nl, ’ng) — X(ll, 12)

e Transformacni vztahy

B Ni—1 No—1 ~ . llnl l2n2
E(n1,n2) = X(ly,15) exp | 2mi N + N

11=0 [2=0
Ni1—1 No—1
5 1 - S hing lang
X (1, 1) = -2 N
(17 2) N1N2 A Ox(n17n2) eXp( ™ ( Nl + N2
n1=0 no=

1. linearita 3 3
a jl(nl, TLQ) +b 5/’2(711, TLQ) —— a Xl(lly lg) +b Xg(ll, lg)

3. posunuti signalu

: l l
F(ny — my,ns —ma) «— X (I, 1) exp | —2mi [ 2L 4 122
N N,

4. modulace signalu

Z(ny,n2) exp <2m' (n1m1 + n2m2)> s X (l1 —my,ly —my)

7. transpozice

8. zrcadleni

i(—nl, TLQ) > X(-ll, lg)
:i‘(nl, —n2> — X(ll, —lg)
i(—nl, —77,2) <—> X(—ll, —lz)

9. komplexné sdruzeny signal

10. realny signal

32



2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

11. diskrétni periodicka konvoluce
Ni—1 Np—1

Z Z T1(my, ma) To(ng — my,ng — ma) — X1(117 l2) X2<l17 ls)

mi1=0 mo=0

1
NNy

12. nésobeni signalt
Ni—1 Na—1
T1(n1,ng) Ta(n1, ng) +— Z Z Xi(my,mg) Xo(lh —my, lo —my)
m1=0 mo=0
13. diskrétni periodicka korelace

Ni—1 Na—1

Z Z Z1(my,me) T3(my + ny,mo + ng) — Xl(llaZQ) X;(lth)

m1=0mo=0

1
NN,

14. diskrétni periodicka autokorelace

N1—1 No—1

Z Z ml,mg (m1 + ny,me + TLQ) < |X<l1,l2)|2

m1=0 mo=0

N1N2

15. Parsevalova rovnost

Ni1—1 N2—1 N1—1 No—1
N N E E Z1(n1, ng) T5(n1, no) E g Xi(l, 1) X3 (1y, 1)
1EY2 =0 na=0 =0 lo=0

16. Rayleighova rovnost

Ni1—1 N>—1 Ni—1Ny—1

> 2

nl,”z = ‘X(ll>l2)|
e Y > D,
Y2 1=0 na=0 =0 l2=0

Amplitudové, fazové, logaritmické a vykonové spektrum

Koeficienty Fourierovy fady diskrétniho signalu predstavuji diskrétni spektrum, které je
komplexni periodickou funkci dvou celociselnych proménnych. Podobné jako u Fourierovy
transformace, Fourierovy fady a Fourierovy transformace diskrétniho signalu mtizeme ho-
vofit o redlné ¢asti Re(X (11, l3)) a imaginarni &asti Im(X (1, l)) spektra a o amplitudovém
spektru A(ly,ly), fazovém spektru F(ly,15), logaritmickém spektru L(ly, 1) a vikonovém
spektru P(ly,1s).

Definice 2.17. Amplitudovym spektrem A(ly, 1), fazovym spektrem F(ly, 1), lo-
garitmickym spektrem L(I1,l;) a vikonovym spektrem P(l;,l;) rozumime objekty
dané nasledujicimi vztahy:

jg(ll; l2> = %(ll, lg) exp(i F(ll, lg)),

Al ) = X(l, b))l

F(li,ly) = arg X(ly,ls), (2.47)
Ll 1) = log A(ly, 1),

P(l1,12> — Az(ll,lg),

kde arg zna& hlavni hodnotu argumentu, tzn. F(Iy,1y) € (=, ).

O logaritmickém spektru plati poznamka 2.2.1.
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Fourierova rada diskrétniho signalu jako vyjadieni diskrétniho signalu zada-
ného na kone¢ném intervalu

Podobné jako u Fourierovy fady spojitého signalu si mizeme ptedstavit, ze vztahy 2.45
a 2.46 jsou vyjadrenim diskrétniho signalu, ktery byl zadan pouze v intervalu Py, n, =
(0, N7y — 1) x (0, Ny — 1), a 7Ze 2.46 dava zaroven i periodické prodlouZeni hodnot sig-
nalu mimo tento interval, chapat jako dusledek periodicity funkci exp <2m (l”‘l + l%f))
Miizeme tedy na Fourierovu radu diskrétniho signalu pohlizet jako na vzajemné jednozna-
¢né prifazeni N; X Ny hodnot (jedné periody) signalu a N7 x Ny hodnot (jedné periody)
koeficienti Fourierovy trady.

Také miizeme na Fourierovu fadu diskrétniho signalu pohlizet jako na vyjadfeni dis-
krétniho signalu s koneénym nosicem Py, n, uvniti tohoto nosice.

2.3.6. Souvislost Fourierovy rady spojitého a diskrétniho signalu

Nyni si ukdzeme, jaky je vztah mezi Fourierovou fadou spojitého a diskrétniho signalu.
Pouzijeme analogicky postup jako v pripadé vyjadieni vztahu mezi Fourierovou trans-
formaci spojitého a diskrétniho signalu, budeme diskretizovat spojity periodicky signél
v prostorové oblasti.

Méjme spojity periodicky signal 5(¢1,t2) a predpokladejme, Ze jsou splnény podminky
pro existenci jeho Fourierovy fady, ktera je ddna vzorcem 2.16

o kit kot
t17t2 Z Z ]{51, k?Q exp (27TZ <11_,—11 + 12_,—22)>

k1=—00 ko=—00

kde Fourierovy koeficienty jsou podle 2.18

ﬂ E
_ kity  koty
2 —_— .
T1T2 / / S tl,tg eXp( ™ ( Tl + T2 dtl dtg

_
2

Sk, kq) =

_h
2

Pravouhlym ekvidistantnim vzorkovanim signalu 35(t¢q,ts) takovym, Ze na periodu T}

pfipadne N; a na periodu 75 pfipadne Ny vzorkt, tj. s kroky diskretizace % v prvni a

Yoy

n ve druhé proménné, obdrzime diskrétn{ signal Z(n1, n),

T

Ny’ Nz)

i(nl, 712) = §(n1

Za §(nq ]C\F; : nQJT\F, ) miizeme formalné dosadit hodnoty Fourierovy fady v bodech (n; £ N g fé)

N [ kity kot
Z(ny,ng) Z Z S(k1, ko) exp (2m (]if—lqu]if—;))

k1=—00 ka=—00
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Jelikoz funkce exp <2m' ("“}V—T + %)) jsou periodické v proménnych ki, ks s periodou
(N7, No), mizeme polozit ky = 1 + Nymy, ko = ly + Namg a posledni vztah pro (nq,ns)
prepsat nasledovné

[e'e) N1—1 Na—1

nl,n2 Z Z Z Z S ll —|—N1m1,l2 +N2m2)

mi=—o0 ma=—00 l1=0 l2=0

[ N l N.
exp (2m’ <( 1+ N11m1)n1 + Chs sz2)n2)> =

(o) N1 1N2 1

= Z Z Z Z S l1+N1ml,lg+N2m2)

mp=—00 Mo=—00 ll 0 l2 0

[ [
exp (2m' (% + %)) =

N1—1 No—1 o)

= Z Z Z Z l1+N1ml,l2+Ngm2)

11=0 lo=0 mi=—00 mgog=—00

[ [
exp (QM <1Tnll + %)) :

Radu jsme tedy pierovnali. Tento krok je obecné mozno provést pouze v piipadé, kdy
tato fada konverguje absolutné. Oznacime-li déle

X(ly, 1) = Z Z S(h + Nymy, I + Nyms), (2.48)

mi]=—00 Mma=—00

mame

Ni—1Nao—1 l1n1 l2n2
Z(nq1,no) Z ZX l1,13) exp | 2mi N1 N2

11=0 I2=0

coz predstavuje defini¢ni vztah 2.46 pro Fourierovu fadu diskrétniho signalu. Jeji koe-
ficienty X (11, 2) jsou podle 2.48 dany periodizaci Fourierovych koeficientt odpovidajiciho
spojitého signalu.

Je zFejmé, ze pokud nejsou Fourierovy koeficienty S(ly, /) nulové mimo interval frek-
venci (My, My + Ny — 1) x (Mo, My + Ny — 1), kde My, My € Z, dojde pfi periodizaci
k prekryvani hodnot S(ly,ls), tj. k aliasingu ve frekven¢ni oblasti.

7 toho, co jsme prave ukazali, 1ze odvodit analogii vzorkovaciho teorému pro periodicky
signal. Jsou-li Fourierovy koeficienty spojitého periodického signalu §(t1, t5) nulové mimo
interval frekvenci (0, Ny — 1) x (0, Ny — 1), kde Ny, Ny € Z, lze spojity periodicky signal
5(t1,ty) rekonstruovat na zakladé znalosti Fourierovych koeficientti diskrétniho signélu
z(nq,n2) pomoci formule

Nzl 1N22 y Lt ot
141 202
tl,tg X ll,lg exp (27TZ (NlAl + NQAQ)) 5

11,=0 [2=0
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2.3. FOURIEROVA TRANSFORMACE A FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO 2-D SIGNALU

kde NlAl = Tl, NQAQ =T

Dosadime-li sem za X (Iy,l5) ze vztahu 2.45, dostaneme

N1—1 Na—1 Ni1—1 No—1 llnl 127’L2
St = 3 3 b 3 3 sty exp (om0 1 )

11=0 [2=0 n1=0 n2=0
A Lt lots
2 —
exp( m(NlAl—i-NQAZ
Ni—1 Na—1

2. D dnmg)

n1=0 n2=0

Ni—1 Na—1 L ;
2
Z Z exp <2m (N1A1( — i) + NoA, ——(ty — n2A2)>) :

11=0 12=0

N1N2

Scitani pres [ a [, miizeme provést pomoci vzorce

N-1

N -1 sin (2
Z exp(2mily) = exp | 2mi Y H_l ( m
— 2 sin (27r

N

y)‘

N

Dostaneme tak

Ni—1 Nx—1
Nl—ltl—nlAl N2—1t2—n2A2
t1,t2) 2
S(t1012) = o 2 O ) exp (2 (M1t S m L T

n1=0 n2=0

i ti—mi Ay s lo—nolo
S1n <7T A, > S1n <7T Ay )

. t1—n1Aq : ta—ngaAo )
S1n (T‘-—NlAI > S1n (7T NoAs )

(2.49)

Vidime, ze podobné jako byl frekvencné omezeny spojity signal reprezentovan spocet-

nou mnozinou svych (vhodné odebranych) vzork, je nyni periodicky spojity signal, ktery

ma pouze konecny pocet nenulovych Fourierovych koeficienttl, reprezentovan konec¢nou
mnozinou (vhodné odebranych) vzorki.

2.3.7. Vztah mezi Fourierovou transformaci diskrétniho signalu
a Fourierovou radou diskrétniho signalu

Podobné jako v predchozi sekci, kde jsme ukézali vztah mezi Fourierovou fadou spojitého

a diskrétniho signalu pomoci vzorkovani signalu v prostorové oblasti, ukazeme nyni vztah

mezi Fourierovou transformaci diskrétniho signalu a Fourierovou fadou diskrétniho sig-
nalu pomoci vzorkovani signalu ve frekvencni oblasti, tj. pomoci vzorkovani spektra.

Méjme diskrétni signal x(nq, ny) a necht existuje jeho Fourierova transformace XT(wl, wa),

o0 o0

7(w1, ws) g E x(ny,ng) exp(—iwing — iwsny).

n]=—00 Ng=—00
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

Oznaceni Xr je zde zvoleno pro Fourierovu transformaci diskrétniho signalu proto,
abychom ji v dalsim odlisili od oznaceni pro Fourierovu fadu diskrétniho signalu.

Hodnota Fourierovy transformace diskrétniho signalu pro frekvence <27r , 2T l2>
bude

” l i lamy
X7 (2 —2 —_—+ == .
! ( WNl ) nlz_:oonzz_:oo . 72) exp( " ( NN ))

Dosadime-li ny = my + k1 Ny, ng = mo + ky Ny a vyuzijeme ortogonality funkci
exp < 2mi (l}\?ll + 12”2>), dostaneme

~ ll lQ fe’e) N1—1 No—1
Xr (27TN1 2WE> = Z Z Z Z m1+k1N1,m2+k2N2)

k1=—00 ko=—00 m1=0 m2=0

exp (—27rz' (llml + l2m2)> =
Mo N (2.50)

N1—1 Na—1 o)

= Z Z Z Z (m1 + k1 N1, mo + ko Ns)

m1=0 m2=0 k1=—00 kg=—00

[ [
exp (—27m' ( 1]331 + 2]@2)> .

Radu jsme tedy prerovnali. Tento krok je mozno provést pouze v piipadé, ze fada
konverguje absolutné.

Oznacime-li nyni

ml,mQ Z Z m1 +k1N1,m2 +k2N2), (251)
ki=—00 ko=—00
~ 1 1 Iy
X(ly,ly) = Xr|2 2m— 2.52
(1, 2) NN, T(7TN1 7TN2>7 ( )

dostaneme vzorec odpovidajici defini¢nimu vztahu 2.45 pro koeficienty Fourierovy rady
diskrétniho periodického signalu

e Limy  lom
1my lame
(ll,l2 N1N2 g E z(my, ma) exp( 27r2( N, + N, ))

m1=0 mo=0

Koeficienty Fourierovy fady X (I1,l,) diskrétniho signalu #, ktery vznikl periodizaci
2.51, udavaji tedy podle vztahu 2.52 hodnoty Fourierovy transformace Xy (27r ,2me )

odpovidajiciho neperiodického signalu x.
Ze vztahu 2.51 je ziejmé, ze zde opét miize nastat aliasing, tentokrat v prostorové
oblasti. V pfipadé, ze jde o signél, jehoZ nosic¢ je néjakou podmnozinou intervalu (0, Ny —

1) x (0, Ny — 1), k aliasingu nedojde a bude
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2.3. FOURIEROVA TRANSFORMACE A FOURIEROVA RADA DISKRETNIHO 2-D SIGNALU

T(my1, mo) = x(my,my) prod <m; < Ny —1,0<my < Ny — 1, (2.53)

pricemz koeficienty Fourierovy fady diskrétniho signalu # budou prostiednictvim 2.52
udavat hodnoty vzorkl Fourierovy transformace diskrétniho signdlu . Zfejmé zvétsova-
nim N; a Ny muzeme libovolné ,zahustit® vzorkovani spektra X.

2.3.8. Prechod od Fourierovy rady spojitého periodického signalu
k Fourierové radé diskrétniho signalu pomoci kvadratury

Nyni ukazeme, ze koeficienty Fourierovy fady diskrétniho signalu odpovidaji kvadratute
integralu udavajiciho koeficienty Fourierovy fady signalu spojitého pomoci lichobéznikové
formule.

Méjme spojity periodicky signal §(ti,ty) s periodou (73,7%). Zvolme piirozené ¢isla
N1, Ny a oznacme
T Tz 22,
Ny’ NQ

diskrétni periodicky signal s periodou (N, N3). Nahradime-li nyni jednotlivé integraly
v 2.18 pres obdélniky o stranach %, % lichobéznikovou formuli analogickou vzorci 2.44
a vyuZzijeme periodicity signalu 5(t1,t2), dostaneme

z(n1,ng) = 5(n1—

Ni—1 Ny—1
T,

1 2
T1T2 N, N, )IPIE Sl ma )

n1=0 n2=0
LTy lanoTh
9 =
exp( m ( TN, + TN, ))

Nil Ni:l :c ni,No) € —271 llnl l2n2
X T
N1N2 15 2 p N1 N2

n1=0 no=0

Sy, ) =

kde jsme S(ly,15) oznadili priblizné hodnoty S(ly,l).

Polozime-li B .
X(ll, lg) = S(lb 12)7

mame

RUC l1n1 lany
X(l17l2 I N Z Z Z(n1,ng) exp | —2mi N 4+ == I
1N2 1 2

n1=0 n2=0

Dospéli jsme tedy k zavéru, ze koeficienty Fourierovy fady diskrétniho signalu pred-
stavuji numericky vypocet koeficientit Fourierovy fady odpovidajicitho spojitého signalu
pomoci lichobéznikové formule. O chybé kvadratury plati to, co bylo feceno v sekci 2.3.4.
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

2.3.9. Dualita diskretizace a periodizace signalu

Doposud jsme si ukazali ¢tvetici transformaci 2-D signali: Fourierovu transformaci spo-
jitého signalu, Fourierovu fadu spojitého periodického signalu, Fourierovu transformaci
diskrétniho signalu a Fourierovu fadu diskrétniho periodického signalu. Jejich vlastnosti
si miizeme prohlédnout v prislusnych kapitolach.

Studovali jsme také vzajemné vztahy téchto transformaci. Ve vSech pripadech jsme po-
stupovali jednotné, vzdy jsme pouzili diskretizaci. Diskretizaci signalu nebo jeho spektra
(jinak Teceno diskretizaci v prostorové nebo frekvenéni oblasti) jsme vZzdy po forméalnich
upravach obdrzeli hledany vztah. Pritom diskretizaci signalu v prostorové oblasti od-
povidala periodizace ve frekven¢ni oblasti, stejné jako diskretizaci ve frekvenc¢ni oblasti
odpovidala periodizace v prostorové oblasti. Mtizeme tudiz hovotit o dualité diskretizace
a periodizace signalu. Tato dualita méa velky vyznam pro praci s DFT.

2.4. Dvojrozmérna diskrétni Fourierova transformace

Zde budeme vychazet z Fourierovy fady diskrétniho 2-D signalu. Ma totiz pro nase po-
tfeby vynikajici vlastnosti — existuje vzdy a je vypocetné snadno realizovatelna. Probe-
reme dvojrozmérnou diskrétni Fourierovu transformaci (2-D DFT), kterd ma velmi blizko
pravé k Fourierové fadé diskrétniho signalu a kterou mutzeme chéapat jako praktickou re-
alizaci defini¢nich vztahti Fourierovy fady diskrétniho signalu.

Pokud to bude mozné, budeme nadale privlastek dvojrozmérné vynechévat, jak tomu
bylo doposud.

Definice 2.18. Jednorozmérnou (1-D) DFT definujeme jako vzajemné jednoznacéné
prirazeni dvou N-tic obecné komplexnich hodnot pomoci vztahti

N-—1
1 l
= Z y(n) exp (—QWinN) , 0<I<N-1, (2.54)
n=0
N-1 nl
= Z V(1) exp <2mﬁ) ., 0<n<N-1, (2.55)
=

pricemz prifazeni multiplikativniho normovaciho faktoru % k jednomu z uvedenych
vztaht je Cisté formalni.

Analogicky budeme definovat dvojrozmérnou DFT.

Definice 2.19. Dvojrozmérnou (2-D) DFT definujeme jako vzdjemné jednoznacné
pritazeni dvou N; X Ns-tic obecné komplexnich hodnot pomoci vztahi

Y (ly,15) NilNil (ny,n9) exp | —2mi n1l1+n2l2

n1=0 no=0

0<L <N —1,0<1y<Ny—1,
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2.4. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

gl nily naly
y(nina) = > > Y (I, 1) exp (27”<N1 N, )) (2.57)

11=0 1>=0
OgnlgNl—l,OSTLQSNQ—l.

Vztah 2.56 budeme nazyvat pfimou, 2.57 pak inverzni 2-D DFT.

Je zfejmé, ze na poradi sumace v téchto vztazich nezalezi.

Skutecnost, ze uvedené defini¢ni vzorce tvoti dvojici komplementarnich vztahi, tj. ze
postupnym provedenim primé a poté inverzni transformace ziskdme opét vychozi N; x No-
-tici hodnot, lze snadno ovérit pomoci ortogonality funkei exp (2m' <”]%,—111 + "ﬁ—?)), zcela
analogicky jako pii odvozeni vyjadieni pro Fourierovu fadu diskrétniho signalu.
Pozndmka. N; x Ns-tice hodnot, které tvori transformacni par pfi DFT, budeme dale

oznacovat vétsinou symboly y, Y pro odliSeni od transformacnich pari diskrétnich signald,
pro které jsme pouzivali symboly x, X, resp. z, X.

2.4.1. Vztah DFT k Fourierové radé diskrétniho signalu

Diky periodicité funkeci exp <2m' (% + ”ﬁ,—?)) davaji vztahy 2.56 a 2.57 formalné hodnoty

Y (l1,12), y(n1, ng) nejen pro nezavisle proménné z intervalu Py, n, = (0, N7 —1) x (0, Ny —
1), ale i pro libovolnou dvojici celych ¢isel. Mzeme se proto na tyto dva vztahy divat
jako na vyjadfeni pro Fourierovu fadu diskrétniho periodického signdlu z(ny, ny),

Ni;—1 Np—1 nlll n2l2
X(ll, lQ N N Z Z nl, TLQ exp —2m1 T + T (258)
14V2 1 2

n1=0 n2=0

RO nlll 712[2
Z(nq,no) Z ZX l1,13) exp | 2mi N N2 (2.59)

11=0 12=0
kde periodicky signal Z(ni,ns), resp. koeficienty fady X (I1,15), jsou dany periodickym
prodlouzenim N; x N,-tic hodnot y(n, nsy), resp. Y (I1,13), na celé Z?:
X(ll,lg) = Y(ll mod Nl,lg mod NQ), (ll,lg) € ZQ, (260)

#(n1,n2) = y(ny mod Ny, no mod Ny), (ny,ny) € Z2. (2.61)

Zapis nmod N vyjadiuje celo¢iselny zbytek po déleni cisla n ¢islem N. Interval Py, n,
bereme vétsinou za zakladni interval periodicity.

Pracujeme-li tedy s DFT, pracujeme vlastné s Fourierovou fadou diskrétniho perio-
dického signalu. Vypoctem piimé DFT spocteme jednu periodu koeficientti Fourierovy
fady pfislusného diskrétniho signalu a obdobné pro inverzni DFT. Uvedené souvislost
DFT s Fourierovou fadou diskrétniho signalu nas opraviiuje pro jednoduchost hovotit o
N1 X No-tici hodnot y(n, ns) jako o signalu a o Ny x Nao-tici hodnot Y (11, [3) jako o spektru.
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

2.4.2. Podminky existence DFT

Stejné jako u Fourierovy fady diskrétniho signélu lze primou i inverzni DFT spocitat vzdy,
a to pomoci kone¢ného poctu operaci, ktery snadno zjistime pohledem na vzorce 2.56 a
2.57. Neni tedy treba hovorit o né€jakych podminkach existence.

2.4.3. Vlastnosti DFT

Diky tomu, zZe jsme jiz zavedli Fourierovu fadu diskrétného signalu a probrali jeji vlast-
nosti, muzeme nyni ziskat vlastnosti DF'T pouhjm formalnim pfepisem vlastnosti Fourie-
rovy fady diskrétniho signilu s tim, Ze namisto se signdlem definovanym v celém Z? pra-
cujeme s Ny x No-tici hodnot. Opét je zde zachovano ¢islovani odpovidajicich si vlastnosti.
U vlastnosti 1., 11., 12., 13. a 15. se predpoklada, ze obé DFT, které zde vystupuji, maji
stejny rozmér Ny X Ny. Modularni zapis u nékterych vztahi je pouzit kviili tomu, ze pracu-
jeme s Ny x Np-tici hodnot y(n, ny) a nemame definovany hodnoty pro (ny,n2) ¢ P, n,-

e Fourieriv par
y(ny,ng) <— Y (l1,1o)

e Transformacni vztahy

Ni—1Np—1 l1n1 Iyt
y(ny,ny) Z ZYll,lg ) exp | 2mi Nl + =— N,

11=0 [2=0

PR l1n1 l27l2
Y(li, 1) = N N Z Z y(ni,ne) exp | —2mi N N
1/V2 1 2

n1=0 n2=0

(nl,ng), (ll,lg) - <O, N1 — 1) X <O, N2 — 1)

1. linearita
a yl(nl, n2) +b yg(nl, 77,2) —— a Yi(h, lz) +b Yé(ll, l2)

3. cyklické posunuti

l l
y((ny —mq) mod Ny, (ng — mg) mod Ny) <— Y (ly,1s) exp <—27Ti (77;0\17 L+ W]L\Qf 2>)
1 2

4. modulace

y(ni,ng) exp (2m' (n}vml + njvm2>) > Y ((ly —mq) mod Ny, (Iy — my) mod Ny)
1 2

7. transpozice
y(ng, nl) < Y(lg, l1>

8. zrcadleni
y((Nl — ’I’Ll) mod Nl, TZQ) — Y((Nl — ll) mod Nl, lg)
y(n1, (N2 — ng) mod Na) «— Y (ly, (N2 — l2) mod Ns)
y((Nl — nl) mod Nl, <N2 — TLQ) mod NQ) — Y((Nl — ll) mod Nl, (N2 — lQ) mod Ng)
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2.5. ZAKLADNI MOZNOSTI POUZITI 2-D DFT

9. komplexné sdruzené hodnoty y(ni, ns)

y*(nl, ng) <—— Y*((Nl — ll) mod Nl, (Ng — lg) mod NQ)
10. realné hodnoty y(n1,ns)
y(n1,n2) =y (n1,n2) «— Y (l,lz) = Y*((N1 — [1) mod Ny, (Ny — ly) mod Ny)

11. diskrétni periodicka konvoluce

1 N1 No—1
S0 > yi(ma,me) y2((ng — my) mod Ny, (ng — mo) mod Ny) +—

N1N2 m1=0 mo=0
> Yi(ly, lo) Ya(ly, o)

12. nasobeni
Ni—1 No—1

y1(n1, ma) ya(ni, na) «— Z Z Yi(ma, ma) Ya((li —ma) mod Ny, (I —mz2) mod Na)

mi1=0mo=0

13. diskrétni periodicka korelace

1 Ni—1 No—1
> > yi(my,me) ys((my + nq) mod Ny, (mg + ng) mod Ny) <—

N1N2 m1=0 mo=0
> }/l(lb l2) )/2* (lla ZQ)

14. diskrétni periodicka autokorelace

Ni—1 No—1
Z Z (m1, ma) y*((mq + ny) mod Ny, (ma + ng) mod Ny) +— [V (11, l5)]?

mi1=0 mao=0

N1N2

15. Parsevalova rovnost

N1—1N2—1 Ni1—1 Ny—1
N N Z Z yl n17n2 yz 711,”2 Z Z Yl 11712 l17l2>
12n10n20 11=0 12=0
16. Rayleighova rovnost
N1—1 N2—1 Ni—1 No—1
D DD IICATED DD DIURAT,
14Y2 0120 na=0 11=0 15=0

2.5. Zakladni mozZnosti pouziti 2-D DFT

Nyni si uvedeme nékteré moznosti pouziti 2-D DFT. Obecné je mozno Fici, ze uvedené po-
stupy se mohou uplatnit v§ude tam, kde se jedna o zpracovani informace rozlozené v plose.

Za zakladni moznosti pouziti 2-D DFT povazujeme frekvencéni analyzu a syntézu sig-
nali, linearni filtraci a interpolaci dat. V dalsim se budeme zabyvat pouze interpolaci dat,
kterou budeme vyuzivat pii zpracovani digitalnich obrazi. Uvedeme zde predevsim prak-
ticky navod vypocetnich postupi a rozbor nékterych citlivych momentt vypoctu pomoci
DFT.
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2. DVOJROZMERNA DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE

2.5.1. Interpolace dat

Prakticky si predvedeme, jak lze DFT uzit k interpolaci dat.

Doplnime N; x Ny hodnot spektra Y (I, l5) nulami tak, abychom méli celkem M; x Mo
hodnot, My = k1 N1, My = ko N5, kde kq, ko € N. Poté spoc¢teme inverzni DFT o rozméru
M; x My a porovname ziskany signal s puvodnim signalem y(nq,ns).

Oznacme
Y (ly,1 h=0,...,.Ny—1,1=0,...,Ny — 1
Z(ll,lg) _ (1) 2)7 1 ’ 7/ 1 5 U2 ) y 4V2 ) (262)
0 pro ostatni Iy, [o
a spoctéme podle 2.57 inverzni DFT.
Mi—1 Ma—1 il ol
1h1 22
d(miymy) =Y Y Z(l ko) exp (27”<M1 + Mz)) =
1h=0 ly=0
Ni—1 No—1 2.63)
m1l1 m2l2 (
—Z ZYll,lg exp<2m( )),
11=0 12=0 klNl kQNQ
m1:0,...,M1—1,m2: .,MQ—l.
Podle téhoz vzorce
! nql nal
nl,ng Z Z 11,12 exXp (271'2 (]if_ll + %22)) y
[1=0 [2=0
n1:0,...,N1—1, HQIO,...,NQ—l.
Plati tedy
y(nl,nz) :z(krlnl,kgng), nq :0,...,N1—1, o :0,...,NQ—1. (264)

Této vlastnosti signélu z(mq, my) mizeme pouzit k interpolaci signélu y(n;, ns) v né-

sledujicim smyslu:

Zvolme kladna cisla Ay, Ay a hledejme spojity periodicky signal

Z(t1,t2) s periodou

(A1 N7, AyNs) tak, aby diskrétni signal y(nq,ns) vznikl vzorkovanim signalu Z(t,ts)

s kroky Ay, Ag, tj.

§<H1A1,n2A2):y(n1,n2), TZ1:O,...,N1—

]_, TLQ:O,...,

Ny — 1. (2.65)

AQ a definujme spojity periodicky signal vzorcem

Polozme hl h2
Ni1—1 Nao—1 tA
Z(ty, to) Y (ly, 1) 2 Sl

Protoze hlk’l =
podle 2.63 plati

Al a hgkz =

N . A A
Z(mlhl,mzhg) = z(m1 ! 2

ky ko

n toAg ‘
hoko Ny
Ao, je signal Z(ty,t5) periodicky s periodou (A1 Ny, AsNs) a

,Mmo——) = z(my, ms).
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2.5. ZAKLADNI MOZNOSTI POUZITI 2-D DFT
Déle podle 2.64
2(n1k1h1,n2k2h2) = Z(TLlAl, TLQAQ) = Z(k)lnl, k’gng) = y(?’ll, TLQ).

Interpola¢ni podminka 2.65 je tedy splnéna a hodnoty y(nq,ny) uré¢ime pomoci 2.63,
kam dosadime m; = kin; a mg = kons. Kromé toho muzeme urcit hodnoty interpolu-
jictho signalu Z(t1,t3) téZ v bodech (t1,t3), kde t1 = (kiny + j1)h1, to = (kang + ja)ha,
J1=0,1,....kiajo=0,1,..., kg, jestlize v 2.63 polozime m; = kyni+7j1 a mgo = kono+7Js.

Vzorec 2.63 muze tedy slouzit k interpolaci diskrétniho periodického signédlu y(nq, ns).

Ta méa mezi vSemi ostatnimi interpolacemi velkou vyhodu. Neméni totiz spektrum signalu
y(n1,ng), specidlné k nému neptidava zadné vyssi frekvence, jak vyplyva z 2.62.
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3. ZAKLADNI POJMY ZE STATISTIKY
3. Zakladni pojmy ze statistiky
3.1. Obecné pojmy

Na tomto misté si vysvétlime nékolik zakladnich pojmt ze statistiky, které budeme pou-
zivat v dalsich kapitolach tohoto textu. Vychézime zejména z [10], [9] a [14].

Definice 3.1. Pokus je uskutecnéni pevné daného systému podminek. Muze byt bud de-
terministicky — dostaneme jednoznac¢ny vysledek, nebo stochasticky — vysledek zévisi
na nahodé.

Definice 3.2. Méjme stochasticky pokus. Necht €2 je mnozina vSech moznych vysledkt
pokusu. w je mozny vysledek pokusu - elementarni jev. () je prostor elementarnich
jeva. ) je neprazdna.

Definice 3.3 (Jevova o-algebra). Necht 2 je prostor elementarnich jevi, A systém jevi
definovanych na €). Pfredpokladame, ze plati:

1. A#0

2. Ace A= Ac A

3. A4 e A i=12... =2 AcA
Pak systém A nazyvame (jevovou) o-algebrou. Dvojice (€2,.4) se nazyva jevové pole.
Pozndmka. V predpokladu ¢. 3 v predchozi definici se mysli spocetné sjednoceni.

Definice 3.4 (Cetnost). Necht (©,.4) je jevové pole, coZ odpovida modelu stochastického
pokusu. Pokus lze n-krat nezavisle opakovat, kde n je libovolné. Oznac¢me

n ...pocet opakovani pokusu

A .. .sledovany ndhodny jev

my(A) ...¢etnost nastoupeni jevu A v n pokusech

Pak p,(A) = mnT(AU budeme znacit relativni ¢etnost jevu A v n pokusech.

Véta 3.1. (Viastnosti relativni cetnosti).
e p,(A) >0, pro libov. A€ A
o A, Ase A, AiNAy =0 = p, (A1 U As) = pu(A1) + pa(A)
* () =7 =1

Definice 3.5 (Pravdépodobnost). Necht (2, .A) je jevové pole, A € A. Necht P je mnozi-
nové funkce definovand na A s oborem hodnot H = (—o0, 00) s vlastnostmi:

e P(A) > 0 (nezapornost)
o i€ A ANA =0i#jij=12 . =P A) =32 PA) (o-aditivita)

e P(Q2) =1 (normovanost)
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Pak mnozinovou funkci P : A — R nazyvame pravdépodobnost na A. Pro ndhodny
jev A € A je ¢islo P(A) pravdépodobnost jevu A. Trojice (€2, A, P) se nazyva pravdé-
podobnostni prostor.

Pozndmka. Axiomy v definici pravdépodobnosti ji neurcuji jednoznacné.

Definice 3.6. Dva elementarni jevy jsou neslucitelné, jestlize nemohou nastat zaroven.
Neboli pravdépodobnost jejich priniku je nulovd. P(AN B) =0

Definice 3.7. Rekneme, e ndhodné jevy A, B definované na pravdépodobnostnim pro-
storu (2, A, P) jsou nezavislé vzhledem k pravdépodobnosti P, kdyz plati:

P(ANB)=P(A)-P(B)
Véta 3.2. (Viastnosti nezdvislych jevi).
o O A€ A jsou nezdvislé
e (), A € A jsou nezduvislé

o A B c A jsou nezdvislé = A, B jsou nezdvislé = A, B jsou nezdvislé = A, B jsou
nezavislé

e Dua neslucitelné jevy A, B jsou nezavislé tehdy a jen tehdy, kdyz P(A)-P(B) =0

Definice 3.8. Rekneme, Ze ndhodné jevy A;, As, ..., A, definované na pravdépodobnost-
nim prostoru (2,4, P) jsou (sdruzené) nezavislé, kdyz plati:

P (ﬂAz) =[P, vic{1,. .. .n}

i€l el

Pozndmka. V definici sdruzené nezavislosti je kazdy jev nezavisly nejen na ostatnich je-
vech, ale také na (libovolnych) prinicich ostatnich jevi. Lze téz definovat nezavislost po
dvou, kdy je kazdy jev nezavisly jen na ostatnich jevech, ne na prunicich jinych jevi. Ze
sdruzené nezavislosti plyne nezavislost po dvou.

Véta 3.3. Libovolnd podmnoZina sdruZené nezavislych nahodngjch jevi tvori opét mnozinu
sdruzené nezdvislych nahodnych jevi.

Sdruzené nezavislé ndhodné jevy budeme dale nazyvat nezavislé jevy.

Definice 3.9. Nahodnou veli¢inou X definovanou na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) rozumime zobrazeni X : Q — R takové, ze Vo € R plati {w : X(w) <z} € A.

Pozndmka. Soucet, rozdil, soucin, podil, limita ndhodnych veli¢in je opét nahodna ve-
licina.

Definice 3.10. Necht X je ndhodnd veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P).
Pak funkci F'(z) = P({w : X(w) < x}), = € R nazyvame distribuéni funkce nahodné
veli¢iny X.

Pozndmka. Distribuéni funkce popisuje pravdépodobnostni chovani ndhodné veli¢iny X.
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Definice 3.11. Nechf X je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P).
Pak mnozinovou funkci Px definovanou vztahem Py (B) = P(X € B), B € B nazyvame
rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

Pozndmka. Rozdéleni pravdépodobnosti je jednozna¢né urceno distribuc¢ni funkei F'. Proto
fikame, ze distribuc¢ni funkce F' urcuje rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X
nebo X ma rozdéleni pravdépodobnosti o distribu¢ni funkci F'.

Nyni si zavedeme diskrétni ndhodnou veli¢inu.

Definice 3.12. Rekneme, Ze nahodné veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim pro-
storu (€2, A, P) je diskrétniho typu (stru¢néji X je diskrétni), kdyz existuje nejvyse
spocetnd mnozina M C R takova, ze P(X € M) = 1.

Definice 3.13. Necht X je diskrétni nahodné veli¢ina a P(X € M) = 1. Pak mnozinu
M nazyvame oborem hodnot nahodné veli¢iny X a funkci p(x) = P(X = x)proz € M
ap(x) =0prox ¢ M nazyvame pravdépodobnostni funkci diskrétni ndhodné veli¢iny
X.

Poznamka. Fakt, ze X je nahodna veli¢ina diskrétniho typu s oborem hodnot M a prav-
dépodobnostni funkei p znacime X ~ (M, p).

Existuje nékolik zakladnich typt diskrétnich ndhodnych veli¢in, pro nase tcely vsak
bude stacit klasické rozdéleni pravdépodobnosti (nékdy oznacovano také jako dis-
krétni rovnomérné), proto se omezime jen na tohle. Z dalsich typd miZzeme zminit napf.
alternativni, binomické, ¢i hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti.

Skutecnost, ze ndhodna veli¢ina X ma klasické rozdéleni pravdépodobnosti, znac¢ime
X ~ C(n), kde n € N. Klasické rozdéleni pravdépodobnosti ziskalo své jméno, protoze
nam umoznuje modelovat tlohy klasické pravdépodobnosti. Pfipomenme, Ze se jedna
o ulohy, ve kterych se k vypoctu pravdépodobnosti jevu A pouziva vztah

_|Al _m _ pocet piiznivych vysledkii

P(A) = =— =
(4) 2]  n  pocet vSech moznych vysledkt
a jedna se o modelovani ndhodnych pokusi, které maji konecny pocet n stejné moznych
vysledkii.
/N~ ’ ’ s, ’ ’ . v 1 . ’ s 7
7 vyse uvedeného vyplyva pro elergentarm jevy pravdépodobnost - a tedy i nasledujici
vztah pro pravdépodobnostni funkci:

Dale si uvedeme nékteré ciselné charakteristiky nahodnych velicin.

Definice 3.14. Stfedni hodnotou ndhodné veliciny X rozumime ¢islo EX, které je
dano vztahem
EX =3 cyzp(z), kdyz X ~ (M,p) a uvedena fada absolutné konverguje

Véta 3.4. (Viastnosti stredni hodnoty).

e Necht X je ndhodnd velicina se stredni hodnotou EX, g(x) je borelovsky méritelnd
funkce. Pak'Y = g(X) je také ndhodnd veli¢ina a jeji stredni hodnota je EY =

2 wenr 9(2)p(x).
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e Necht X je ndhodnd velicina se stredni hodnotou EX, a,b jsou dané rediné kon-
stanty. Pak stredni hodnota linedrni kombinace je ddna vztahem

E(a+bX) = a+ bEX.

Definice 3.15. Cislo var(X) = E(X — EX)? nazyvame rozptylem nahodné veli¢iny X
za predpokladu, ze uvedené stfedni hodnoty existuji.

Véta 3.5. (Viastnosti rozptylu).
e var(X) >0

e Necht X je nahodnd veli¢ina s rozptylem var(X) a a,b dané redlné konstanty. Pak
rozptyl linearni kombinace je ddn vztahem

var(a + bX) = b*var(X).

Definice 3.16. Necht var(X) je rozptyl ndhodné veli¢iny X. Pak ¢islo oy = o(X) =
var(X) se nazyva smérodatna odchylka nidhodné veli¢iny X.

Poznamka. o(a+bX) = |b|-0(X)

Poznamka. Zde jen formou poznamky uvedeme analogické rozsiteni vlastnosti stiedni
hodnoty a rozptylu na nahodné vektory, konkrétné

e Necht Y = g(X) je transformovand ndhodné veli¢ina a existuje EY . Pak plati EY =

erM g(x) -p(x).

e Necht ndhodné veliciny X; a Xy maji stfedni hodnoty EX; a EX,. Pak E(X; +
Xs) = EX; + EX,.

e Necht X; a X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny a existuji var(X;) a var(Xy). Pak
var(X; + X3) = var(Xy) + var(Xs).

Bereme v ivahu také zobecnéni predchozich veét:
e E(X;+Xo+...+X,)=EX; +EXo+...+EX,, proneN

o var(X; + Xo + ... + X)) = var(Xy) + var(Xy) + ... + var(X,) pron € N a
X1, Xs,..., X, nezavislé

Nyni si priblizime pouziti statistiky pfi analyzovani dat. Pii statistickém zkoumani
nas zajimaji hromadné jevy a procesy, u kterych zkoumame zakonitosti, které se proje-
vuji u velkého poc¢tu prvki. Prvky zkoumani nazyvame statistické jednotky. Sledujeme
jejich vlastnosti, které nazyvame statistické znaky nebo struc¢néji velié¢iny. Souhrn znakt
a velicin tvori data. Pri zkoumani pouzivame dva zakladni druhy statistiky, popisnou
statistiku a interferencni statistiku.

Popisna statistika zjistuje a sumarizuje informace, zpracovava je ve formé grafi a

tabulek a vypocitava jejich ¢iselné charakteristiky jako priameér, rozptyl, percentily, rozpéti
apod.
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Interferencni statistika ¢ini zavéry na zakladé dat ziskanych z Setfeni provedenych
pro vybrany soubor respondentti. Analyzuje tyto zavéry a predikuje z nich zavér pro cely
soubor (volebni prizkum, prizkum trhu apod.).

Pri statistickém Setfeni mame k dispozici:

e zakladni soubor — soubor vSech v dané situaci v tivahu pfichazejicich statistickych
jednotek

e vybérovy soubor — vybrana ¢ast jednotek zakladniho statistického souboru

Rozsah zakladniho (vybérového) souboru je pocet jednotek v souboru. Pokud
sledujeme néjaké jevy na malém poctu objektti, mohou byt ziskané tdaje znac¢né zkres-
lujici, s jejich rostoucim poctem tedy roste vypovidaci schopnost statistickych adajt.

Definice 3.17. Prosty nahodny vybér je ndhodny vybér ze zakladniho souboru vy-
tvoreny tak, Zze kazda statistickd jednotka ze zakladniho souboru méa stejnou pravdépo-
dobnost, Ze bude vybrana. Ridi se tedy vyse popsanym klasickym rozdélenim pravdépo-
dobnosti.

P1i vytvareni souboru jednotek provadime vybér ve tvaru prostého nahodného vy-
béru. Pokud je mozné vybrat tutéz jednotku znova, mluvime o vybéru s vracenim, pokud
opakovany vybér neni mozny, jedna se o vybér bez vraceni.

Pozndmka. Jiné metody pouzivaji definovany zptsob vybéru, ktery je popsan zadanym
algoritmem. Vyuziva se predevs§im vytvareni vybéru s mensim rozsahem, ktery podchycuje
zakonitosti obsazené v rozsahlejSim vybéru.

V dalsim se budeme zabyvat popisnou statistikou.

3.2. Popisna statistika

Vlastnosti, které se pro jednotlivé jednotky méni, nazyvame veli¢inami, pripadné statis-
tickymi znaky nebo proménnymi. Jsou to vlastné ohodnoceni statistickych jednotek.
Vyskytuji se veli¢iny:

e kvantitativni — popsany ¢iselnou hodnotou (vyska, vaha, hodnota pixelu)
e kvalitativni — popsany vlastnostmi (pohlavi, barva oé¢i, dosazené vzdélani)

Kvantitativni veli¢iny mohou byt diskrétni, tj. nabyvajici hodnot ze zadané kone¢né
mnoziny, nebo spojité, tj. nabyvajici hodnot ze zadaného intervalu. Pozorovanim nebo
méfenim hodnot zkoumané veli¢iny na nékolika statistickych jednotkach ziskame vstupni
data. Soubor téchto idaji nazyvame datovy soubor. Tento soubor je jednorozmérny,
jestlize sledujeme jeden znak, nebo vicerozmeérny, pokud sledujeme vice znaku. Pii zpra-
covani jednorozmérného datového souboru kvantitativnich dat {1, xs,...,z,} potiebu-
jeme pro néktera Setfeni data usporadat podle velikosti. Dostaneme pak uspoiadany
datovy soubor tvaru

l’(l) S x(g) S S x(n),

kde z(1y = min{z;; 1 <1< n} axp) =mar{r; 1 <i<n}.
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3.2.1. Metody zpracovani dat
Graficka znazornéni

Pro vétsi nazornost pouzivame misto tabulek znazornéni datového souboru pomoci grafi.
Zde uvedeme nékolik zakladnich typi:

e histogram — graf, kde na vodorovnou osu znazornime tiidy a na svislou osu ¢etnosti
¢i relativni Getnosti. Casto se pouziva ve tvaru, kdy se hodnota odpovidajici t¥idé
znazorni jako sloupec s intervalem tiidy jako zakladnou a vyska je dana cetnosti.

e bodovy graf — dostaneme ho tak, Ze na vodorovnou osu vyneseme t¥idy jako body
1, 1 < i <k, a ve svislém sméru vynasime jednotlivé prvky tridy znazornéné jako
jednotlivé body (i,7), j =1,2,...,m;

Rada vlastnosti datového souboru se da vy¢ist z tvaru histogramu. Ten odpovida grafu
hustoty u rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny.

Charakteristiky (miry) polohy

Protoze nam surova data obvykle zddnou smysluplnou informaci neposkytnou, je zadouci
je vyjadrit ve zhusténé€jsi formé. V predchozi sekci jsme pouzivali Cetnosti pro to, aby se
dala data lépe pochopit. Dalsim krokem pro zptrehlednéni datového souboru je vypocet
statistickych charakteristik, pokud je dana veli¢ina pro tyto vypocty vhodna. Statistické
charakteristiky shrnuji informace obsazené v datech, jde o vyjadieni v tzv. koncentrované
formé. Diky témto miram lze také jednotlivé soubory porovnavat. Zakladnimi charakte-
ristikami, které bychom méli u kazdého souboru vypocitat, jsou miry polohy a variability.
Nyni si blize popiseme charakteristiky polohy.

Charakteristiky polohy, resp. miry centralni tendence, by mély charakterizovat typic-
kou hodnotu pro dany datovy soubor. Tyto miry jsou pocitany z celého datového souboru
a tudiz extrémni hodnoty, kterych miize byt velmi malé mnozstvi, potom posunou vysle-
dek do jiné nez typické polohy. Jako nazorny ptiklad mtiize slouzit vypocet primérného
platu v populaci. Zakladni charakteristikou polohy je aritmeticky prameér.

Definice 3.18. Aritmeticky prumér datového souboru {zi,z,...,x,} je definovan

vztahem
1 n
n <
=1

Pozndmka. Vypocet aritmetického priméru odpovidé vypoctu stiedni hodnoty nahodné
veli¢iny s klasickym rozdélenim pravdépodobnosti, tj. kdy kazda jeji realizace ma stejnou
pravdépodobnost, a sice % Tzn. aritmeticky primér ma analogické vlastnosti, jako stfedni
hodnota. Aritmeticky primér bychom neméli pouzivat pro kategorialni data a aby jeho
vypovidaci hodnota byla vysoka, mélo by byt rozlozeni hodnot symetrické. Je citlivy na
odlehlé hodnoty, méli bychom si tudiz davat pozor, v jakych situacich jej pouzivame.
Proto se nékdy vyuzivaji robustni charakteristiky, které nejsou tak citlivé na odlehlé
hodnoty. Mezi né patii median.

Definice 3.19. Median datového souboru {z1,z,...,x,} je definovan vztahem
) Tm pron = 2m — 1,
+(T(m) + T(ms1))  Pron = 2m.
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Poznamka. Median je tedy v setfidéném souboru definovan jako prostredni hodnota. Me-
dian aplikujeme na soubory, které obsahuji odlehlé hodnoty, pripadné kde je rozlozeni dat
zeSikmené a aritmeticky primér nebude jejich typickou hodnotou. Median je také odhad
stfedni hodnoty, ktery minimalizuje absolutni odchylku, tj. vyraz E(|X — Z|).

Pro podrobnéjsi popis rozdéleni hodnot datového souboru pouzivame kvantily. Kvan-
til datového souboru rozdé€luje soubor na dvé ¢asti. V jedné jsou hodnoty souboru, které
jsou mensi ¢i nejvyse rovny kvantilu a ve druhé jsou hodnoty vétsi nez kvantil. Specidlnim
pripadem kvantilu je median.

Charakteristiky (miry) variability

Zmalost stfednich hodnot nam dava uzitecnou informaci o tom, kde jsou data centrovana.
Mira rozptylenosti hodnot souboru se vSak mtize se stejnou stiedni hodnotou vyrazné lisit,
proto je dilezité s popisem charakteristik polohy uvadét v ramci popisné statistiky také
charakteristiky variability, které nam feknou, jak moc nase charakteristiky polohy dany
soubor vystihuji. Cim vétsi je variabilita hodnot veli¢iny, tim méné je dané charakteristika
polohy reprezentativni.

Definice 3.20. Rozptyl (stfedni kvadratickd odchylka) datového souboru {z1, za, ..., z,}
je definovana vztahem
1 n
2 _ 1 _—
ot = ;:1 (x; — ).

Pozndamka. Rozptyl je vlastné primeér c¢tvercti odchylek od stfedni hodnoty. Nejcastéji
uvazujeme jako stfedni hodnotu primeér, mizeme ale vzit v iivahu také median.

Jednotky rozptylu neodpovidaji jednotkdm hodnot znaku, ale jsou jejich druhymi moc-
ninami. Charakteristika variability, ktera odpovida jednotkdm hodnot znaku, je sméro-
datné odchylka.

Definice 3.21. Smérodatna odchylka datového souboru {z1, zs, ..., x,} je definovina

vztahem
o= Vo2

Poznamka. Jak jiz bylo feceno, smérodatna odchylka odpovida jednotkam hodnot znaku,
zmérime ji rozptylenost dat kolem jejich stfedni hodnoty.

Definice 3.22. Stfedni chyba praméru datového souboru {zi,zs,...,x,} je defino-
vana vztahem

o
ox = —.

NLD
Pozndmka. Stfedni chyba priméru patii mezi ¢asto pouzivané relativni miry variability.
Casto je oznacovana (predevsim v zahrani¢ni odborné literatuie) zkratkou SE (pfip. SEM)
— 7z anglického vyrazu Standard Error of Mean. Stfedni chyba priiméru neméii rozptyle-
nost ptivodni ndhodné proménné, ale rozptylenost vypocitaného aritmetického priméru
v riznych vybérovych souborech vybranych z jednoho zakladniho souboru. Je teoreticky
definovana jako smérodatna odchylka vsech moznych vybérovych primeéra z jedné po-
pulace, vypocitanych pro vybéry o rozsahu n ¢lent. Vyjadiuje tedy kolisani vybérovych
primért kolem teoretické (skutecné) stfedni hodnoty u v celém zékladnim souboru. Zavisi

o1



3.2. POPISNA STATISTIKA

jednak na rozptylu zédkladniho souboru, jednak na rozsahu vybérového souboru. Protoze v
praxi obvykle nezname skutecnou hodnotu rozptylu z celého zakladniho souboru, pouziva
se prakticky vypocet pro vybérovou stfedni chybu primeéru podle vyse uvedeného vzorce.
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4. SYNTEZA POSLOUPNOSTI DIGITALNICH OBRAZU
4. Syntéza posloupnosti digitalnich
obrazu

V této kapitole se dostavame k samotné syntéze posloupnosti digitalnich obrazi. Po-
piSeme si, z jakého divodu se provadi a predstavime si metody, které se pro syntézu
pouzivaji. Na zavér tyto metody zobecnime na ptipad proménné intenzity pozadi. Bu-
deme vychazet zejména z [11] a [1].

Opakovani méteni je zakladni technika k analyzovani a redukovani nejistot v pozoro-
vanich. Diky kombinovani n€kolika méreni stejné cetnosti maji ndhodné chyby tendenci se
zmensovat a pozorovand hodnota mize byt potom urcena s mensi nejistotou. Syntéza po-
sloupnosti digitalnich obrazi je vlastné opakovani métfeni v praxi. Kombinujeme mnozinu
obrazt stejného objektu, abychom zlepsili pomér signal-Sum ve vysledném obraze. Kom-
binovat obrazy pro zlepseni tohoto poméru mtzeme mnoha zpiisoby, nékteré z nich si zde
predstavime.

4.1. Metody pro syntézu digitalnich obrazu
Nyni si popiseme samotnou syntézu digitalnich obrazii a metody, které se pro ni pouzivaji.

Méame mnozinu obrazi { fo, f1, . .., fnv_1} stejného objektu, které jsme uz dfive upravili
tak, aby odpovidajici si struktury byly na stejnych soutradnicich.

Definice 4.1. Pixelovym zasobnikem budeme nazyvat vektor tvoreny N pixely na stej-
nych obrazovych soufadnicich (z,y).

fxy:{fO(fE»y)vfl(xay)»'"’fN—l(xvy)}' (4'1)

Protoze uz jsou obrazy na sebe sesazené (odpovidajici si struktury jsou na stejnych
soutadnicich), kazdy prvek pixelového zasobniku je pozorovani stejného pixelu ve vysled-
ném obraze. Za predpokladu, Ze vSechny prvky jsou nezavisla méfeni nahodné velic¢iny,
muzeme pixelovy zasobnik prepsat nasledovné:

fwy = {S(I‘, y) + Eo(l’, y)a
S(ZE, y) + 61(1‘, y),
(4.2)

S(x,y)+en_1(z,y)}

Kazdy obraz f; jsme rozdélili na deterministicky signal S, ktery nas zajima, a na adi-
tivni Sumovou slozku ¢;. Predpokladame ptitom, Ze uvedenych N slozek Sumu tvori
mnozinu nadhodnych chyb s nulovou stiedni hodnotou:

Eei(l’7 y) = 07
coz muzeme také zapsat jako
N-1
li ; = 0. 4.
Jim ; ei(z,y) (4.3)



4.1. METODY PRO SYNTEZU DIGITALNICH OBRAZU

Sum je zde piitomny kvili nejistoté ziskanych dat, kterd patii k pozorovani kazdého
procesu. Pfedchozi rovnice nam tiké, Ze nejistota bude v datech vzdy pfitomna. Mtzeme ji
potlacit kombinovanim obrazii, ale nikdy ji iplné neodstranime. Pti syntéze posloupnosti
obrazi reprezentujeme nejistotu pravé jako ndhodné chyby v pixelovém zasobniku. Zdroja
téchto ndhodnych chyb je spousta, zminme si napi. pristrojové limity, nepfedvidatelné za-
pisovaci a Cteci chyby. Data jsou ovliviiovana také procesy, které nelze reprezentovat jako
ndhodné chyby na trovni pixeli, napt. ve fotografovani hvézdné oblohy to jsou vesmirné
zareni, stopy letadel, svételné znecisténi atd. Tyto vlivy se potlacuji speciadlnimi techni-
kami, jako napf. zamitnuti nekterych pixela.

Definice 4.2. Pomeér signal Sum (zkr. SNR — z anglického Signal-to-noise ratio) je mira
porovnavajici uroven zadouciho signalu s tirovni Sumu na pozadi. V pfipadé, Zze zname
rozptyl resp. smérodatnou odchylku signalu i Sumu, definujeme SNR takto:

2

signal

2

Sum

g

SNR =

Pozndmka. Pomér veétsi, nez 1 : 1 znaci vice signalu, nez Sumu. Tento pomeér lze také
neformalné zobecnit na pomér uziteéné informace ku zkreslené ¢i irelevantni informaci.

Proces syntézy posloupnosti digitalnich obrazii kombinuje prvky jednotlivych pixelo-
vych zasobniki do jednoho pixelu vysledného obrazu. Nasim hlavnim cilem je zlepsSeni
poméru signal-sum ve vysledném obraze, zajima nas proto jakych jeho prirtistku miize
byt dosdhnuto pomoci jednotlivych metod kombinovani pixelti. Dvéma hlavnimi meto-
dami pro tento ucel jsou prumér a median.

4.1.1. Vlastni metody
Pramér

V pripadé, ze jako metodu syntézy pouzijeme primér, hodnota kazdého pixelu ve vy-
sledném obraze je vypocitana jako aritmeticky primeér jednotlivych prvkt odpovidajiciho
pixelového zasobniku:

=

1

gavg(x7y) = i:27y = N : fil@,y), (4.4)

I
=)

kde vysledny obraz dany primérem znacime ggy,-

V kapitole 3 jsme si také definovali stfedni chybu primeéru.

g
ox = ——=

NLD
Zde ji vyuzijeme. Mame totiz mnozinu N nezavislych, stejné rozdélenych velic¢in, které
maji viechny stejny rozptyl o2. (Zde pracujeme se sesazenymi obrazy, tzn. pfedpoklad, 7e
v8echny prvky pixelového zasobniku jsou nezévislé a stejné rozdélené odpovida realité.)
Nyni mtzeme jednoduse odvodit stfedni chybu priméru vysledného obrazu.

Ugavg = Ufo (45)

VN

o4



4. SYNTEZA POSLOUPNOSTI DIGITALNICH OBRAZU

Predpokladame-li, Ze vSechny vstupni obrazy maji stejny SNR, je riist pomeéru signal-sum
umérny odmocniné z poc¢tu kombinovanych obrazu:

SNR(gauvg)
SR~ VN. (4.6)

Pozndmka. VSimnéme si, Zze prameér a suma posloupnosti obrazi jsou si ekvivalentni, co
se zlepseni SNR tyce. Je to zifejmé z rovnice 4.3: suma nahodnych chyb s nulovou stfedni
hodnotou se limitné blizi nule. Délenim konstantou se v tomto pripadé nic nezméni. Jako
metodu syntézy zde pouzivame primér, protoze potom nemtize dojit k saturaci (preteceni)
nékterych pixeli.

Median

V pripadé, ze jako metodu syntézy pouzijeme median, hodnota kazdého pixelu ve vy-
sledném obraze je vypocitana jako median jednotlivych prvki odpovidajiciho pixelového
zasobniku:

- Jom) (2, y pro N =2m + 1,
gunealw,y) = By = 4 o) _ (4.7)
§(f(m)<x7y) + f(m—1)<x7y)) pro N = 2m,

f(i)(x>y)§f(i+l)($7y)v OSZSNa mENO:
kde vysledny obraz dany medidnem znac¢ime g¢,,.q. P¥imo z definice je nejjednodussi, a také
nejméne efektivni, cesta, jak spocitat median, sefadit vSechny prvky pixelového zasobniku
a vzit hodnotu prostfedniho prvku. Existuji vSak i mnohem efektivnéjsi metody, ve své
implementaci pouzivam metodu zaloZenou na algoritmu quickselect, ktera pro vypocet
medidnu nepotiebuje seradit vsechny prvky v zasobniku.

Pozndmka. Pro srovnani uvedme primeérnou slozitost algoritmi nalezeni medianu po sefa-
zeni prvki zasobniku a algoritmu na bazi quickselectu. Nejefektivnéjsi algoritmy pro setfa-
zeni posloupnosti N ¢isel maji priamérnou slozitost O(N log N), kdeZto algoritmus quick-
select ma pramérnou slozitost O(N). V obraze medidn pocitame pro vSechny pixely vy-
sledného obrazu, tudiz efektivnéjsi vypocet medianu vyrazné zrychli cely proces pocitani
vysledného obrazu.

Abychom zjistili zlepseni SNR, které miizeme ocekavat po kombinaci obrazti pomoci
medianu, porovname stfedni chybu medianu se stfedni chybou primeéru. Pro velky vzorek
délky N s popula¢nim medidnem m je dan rozptyl vybérového medianu m:

1
A — 4.8
m AN 2 (m)’ (48)
kde f(-) je hustota daného rozdéleni, viz [11]. Pro standardizované normalni rozdéleni
plati
V2
o2 =Y _ [T (4.9)
2V N 2N

1
Stredni chyba priméru je \/_N Stredni chyba medianu je vétsi o multiplikativni faktor

\/g ~ 1.253. Muzeme tedy odvodit prirastek SNR pro kombinaci medidnem jako

SNR(gmed) \/N
SR(fy) " 153 = OBV

(4.10)
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4.1. METODY PRO SYNTEZU DIGITALNICH OBRAZU

Vidime, ze SNR dosazeny kombinaci medidnem je asi o 20 % mensi, nez SNR dosazeny
kombinaci stejnych obrazt primeérem. Co se tyce zlepSeni SNR, kombinace priimérem
je vzdy lepsi. Podivejme se ale na robustnost odhadu. Pro rozdéleni se silnou centralni
tendenci je median robustni odhad centralni hodnoty. Diky tomu je kombinace medidnem
efektivni metoda pro syntézu posloupnosti obrazi s implicitnim vyfazenim odlehlych hod-
not, tj. pixeli s prili§ nizkou nebo ptilis vysokou hodnotou, napt. kvili diive uvedenym
vliviim znehodnocujicim namérend data. Déle si ale ukazeme algoritmy pro zamitani pi-
xeli, které dosahuji podobné efektivity zamitani odlehlych hodnot jako median a mohou
byt proto pouzity v kombinaci s primérem.

Nyni si ilustrujeme zlepseni poméru signal-sum pfi kombinaci primérem. Vychazeli
jsme ze dvou obrazi stejné velikosti: originadlniho obrazu a rovnomeérné rozlozeného na-
hodného sumu. Ten jsme pricetli ke kopiim originalniho obrazu, viz Obréazek 4.1, a poté
jsme takto ziskané zasuméné obrazy primeérovali, viz Obrazek 4.2.

Ve L

(a) Originalni obraz (b) Ndhodny $um (c) Obraz + Sum
Obrazek 4.1: Vychozi obrazy pro syntézu

Na obrazcich jsme si vSimli, ze pfi primérovani, resp. pii medidnu vice obrazli se
ve vysledném obraze Gc¢inné potlacuje Sum. Otazkou je, kolik obrazi k syntéze zvolit,
aby zlepsovani SNR bylo znatelné? Pro jednoduchost zvolime na popis tohoto problém
kombinaci primérem. Zlepseni SNR udava funkce na Obrazku 4.3.

ASNR(N) = VN —v/N —1,

kde N je pocet obrazii vstupujicich do syntézy. Tato funkce reprezentuje zlepseni SNR
dosazené pridanim nového obrazu do syntézy. S rostoucim poc¢tem obrazu funkce klesa
a limitné se blizi k nule. ZlepSeni ziistava vyrazné asi do 30 obrazi, dale je na znatelné
zlepseni SNR potieba vyrazné vice obraz.

4.1.2. Metody zamitnuti pixelu

Dftive jsme uvedli, ze posloupnost kombinovanych obrazt obvykle obsahuje znehodnocené
hodnoty, které nemuzeme charakterizovat jako nahodny sum. Vsechny tyhle odlehlé hod-
noty formuji svétlé nebo tmavé obrazce, které mizeme efektivné odstranit v prabéhu
syntézy diky statistickym metodam, jez nazyvame metody zamitnuti pixelu.
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4. SYNTEZA POSLOUPNOSTI DIGITALNICH OBRAZU

(a) Kombinace 4 obrazu (b) Kombinace 8 obrazi

(c) Kombinace 32 obrazii (d) Kombinace 256 obrazii

Obrazek 4.2: Priumérovani zasuménych obrazi

0.41%

— (v

ASNR

50 100 150 200
N

Obrazek 4.3: Zlepseni SNR v zavislosti na poc¢tu obrazt

Cilem téchto metod je vyloucit odlehlé hodnoty z posloupnosti pixeli v pixelovém
zasobniku, které budeme kombinovat do vysledného obrazu. Existuje mnoho téchto metod,
v dal$im se omezime na ty, které jsou implementovany v nasem programu.
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4.1. METODY PRO SYNTEZU DIGITALNICH OBRAZU

Sigma Clipping

Sigma Clipping je iterativni algoritmus pro zamitnuti pixelu. V kazdé iteraci spoc¢teme
stfedni hodnotu (medidn) a smérodatnou odchylku od stiedni hodnoty a vSechny pixely,
které jsou od této stfedni hodnoty vzdaleny o vice, nez predepsana hodnota v jednot-
kach smérodatné odchylky, jsou vytazeny. Jelikoz neni zfejmé, k jaké hodnoté by mély
jednotlivé iterace konvergovat, volime pevny pocet iteraci, v nasem pfipadé 3. Nasleduje
pseudokdd.

SigmaClippingRejection (X, Siow, Shigh)

for j =0 to 3 do

m < median{xzg,...,xy_1}
o + stddev{xg,...,zny_1}
n <0

fori=0to N —1do
if SigmaClipping (z;,m, 0, Siow, Shigh) then
zamitni xz;
end if
end for
end for,

kde funkce SigmaClipping(-) je definovana nasledovné:

pravda pro x € (m — S;p,0, M + Sjpu0)

Y

SlgmaChppmg(aL‘, m, o, Siow, Shigh) — o ..
lez jinak
a r, m a o jsou po fadé hodnota pixelu, median a smérodatna odchylka pixelového

zasobniku. sj5, & Spign jsou vyfazovaci parametry vyjadfeny v jednotkach smeérodatné
odchylky. Pro tento algoritmus je vhodné kombinovat miniméalné 8 az 10 obrazi.

Sigma Median Clipping

Sigma Median Clipping je op€t iterativni algoritmus, ktery je podobny predeslému algo-
ritmu. Jediné, v ¢em se lisi, je, ze namisto vyfazeni odlehlé hodnoty ji nahradi v kazdé
iteraci spocitanou stfedni hodnotou (medianem). Pseudokéd zde neuvadime, az na tento
jeden rozdil je stejny jako Sigma Clipping.

4.1.3. Normalizace obrazu

Normalizace obrazu modifikuje rozdéleni hodnot pixelu kazdého obrazu vstupujiciho do syn-
tézy tak, aby byla cela data statisticky kompatibilni. Kdyz je dva a vice obrazu norma-
lizovanych, maji mezi sebou srovnatelné statistické momenty, jako napi. stfedni hodnotu
nebo rozptyl. Normalizace ndm vlastné umozinuje porovnavat histogramy vsech obrazt
s tim, Ze v nich nejsou rozdily v sile signalu a hodnotach pozadi. Je to nezbytny krok
pred zamitnutim pixelu. Kdyz by obrazy nebyly normalizované, jakakoliv metoda zamit-
nuti pixelu by davala nesmyslné vysledky, protoze by porovnavala dva neodpovidajici si
datové vzorky (napf. pixely pfislusici pozadi na jednom obraze by byly porovnavany s
pixely dilezitych objekt v druhém obraze).
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4. SYNTEZA POSLOUPNOSTI DIGITALNICH OBRAZU

Vlastni metody

Pro normalizaci obrazu mtizeme opét pouzit rizné metody, zde si uvedeme jen nékteré.
Cilem normalizace je, aby obrazy byly srovnatelné, modifikovali jsme tedy jejich stfedni
hodnotu.

Aditivni normalizace Tato normaliza¢ni metoda srovnava stiedni hodnoty pixeli
na pozadi pro vsechny vstupni obrazy. Mizeme ji zapsat jako

kde f! je normalizovany obraz, m; je odhad polohy pro i-ty vstupni obraz a mg je odhad
polohy pro referen¢ni obraz. Jako odhad polohy jsme vzdy pouzili median.

Multiplikativni normalizace Tato metoda také srovnava pozadi obrazi, misto adi-
tivnich operaci ale aplikuje normalizaci délenim:

fl=fim2 0<i<N, (4.12)
my;

Obecné vedou aditivni i multiplikativni normalizace na podobné vysledky.

Tyto normaliza¢ni metody jsou pouzitelné tehdy, kdyz hodnoty pixeld na pozadi jsou
piiblizné stejné v celém obraze (a u vSech obrazt vstupujicich do syntézy). Casto se ale
stava, napt. u snimkt hvézdné oblohy diky svételnému znecisténi, nebo pii fotografovani
pii vychodu ¢i zapadu slunce, Ze je intenzita pozadi v obraze proménna. Pokusime se nyni
zobecnit tyto metody pravé na proménnou intenzitu pozadi.

Zobecnéni normalizace na pripad proménné intenzity pozadi

Konkrétné se budeme zabyvat aditivni normalizaci. Pfedstavme si, ze na obraze, ktery bu-
deme normalizovat, hodnoty pixelt prislusejicich pozadi nejsou srovnatelné, v nékterych
Castech je svétlejsi (popt. tmavsi) pozadi, nez v ostatnich. Kdybychom od vSech pouze
odecetli napi. median referen¢niho obrazu, nebyla by stfedni hodnota v celém obraze
stejna, pretrvavaly by v ném svétlejsi a tmavsi ¢asti. Rozdélime si tedy obraz na n; x no
obdélniki tak, abychom docilili toho, ze v jednotlivych obdélnicich budou uz hodnoty
pixelil na pozadi srovnatelné. V kazdém obdélniku spocteme odhad polohy, v nasem pii-
padé median.

Dostaneme tedy novy obraz o rozméru n; X ns mensim, nez je rozmeér pitvodniho
obrazu. Nyni vyuzijeme 2-D DF'T, kterou jsme zavedli v Kapitole 2. Konkrétné interpolaci
dat. Pfimou 2-D DFT mensiho obrazu si spocteme jeho spektrum a nasledné ho doplnime
nulami do rozméru N; X Ny. Poté spocteme inverzni 2-D DF'T, ¢imz docilime ,roztahnuti“
malého obrazu do rozméru N; x N,. Timto zpiisobem jsme dostali hodnoty vSech N; X
N, pixelt na pozadi naseho obrazu. Ten pouzijeme a pro normalizaci ho od kazdého
vstupniho obrazu odecteme. Abychom zabrénili podteceni nékterych pixeld, pficteme jesté
ke kazdému obrazu vhodné zvolenou konstantu.

fl=fi—fiu+C, 0<i<N, (4.13)
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4.1. METODY PRO SYNTEZU DIGITALNICH OBRAZU

kde f! je normalizovany obraz, C' je vhodné zvolena konstanta zabrarujici podteceni pixelt
a fi je obraz ziskany interpolaci pomoci 2-D DFT z mediant obdélnikd v referenénim
obraze.

Tim jsme normalizovali vSechny obrazy vstupujici do syntézy a nyni uz na né mizeme
pouzit nékteré z algoritmi, které jsme si popsali vyse.
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5. SOFTWAROVA IMPLEMENTACE

5. Softwarova implementace

V predchozi kapitole jsme si popsali metody, které se pouzivaji k syntéze digitalnich
obrazt s pohyblivym objektem a na zavér jsme tyto metody zobecnili na pfipad proménné
intenzity pozadi. Cilem prace bylo také vytvorit pocitacovy program implementujici tyto
metody a otestovat jej na posloupnosti obrazti komety pohybujici se na pozadi hvézdné
oblohy. V této kapitole si program predstavime, popiseme si jeho funkce, uvedeme nékteré
implementace dfive zminénych algoritmt a porovname vysledné obrazy.

Pro vytvoreni programu jsem si vybral integrované grafické vyvojové prostiedi Delphi
firmy Borland, urcené pro tvorbu aplikaci na platformé MS Windows v jazyce Object Pas-
cal. Obsahuje systém RAD (Rapid Application Development), ktery umoznuje vizualni
navrh grafického uzivatelského rozhrani, na jehoz zakladé je vytvarena kostra zdrojového
kédu, coz vyrazné urychluje vyvojovy cyklus.

Néhled prostiedi programu je na Obrazku 5.1. Uzivatel si nejdiive najde slozku s ob-
razy, jez chce kombinovat v jeding, poté ma na vybér nékolik moznosti (tla¢itka Normalise,
Average, Median, Sigma Clipping, Sigma Median Clipping).

Frron N i

=ET] =l

[ Matched |MG_7513_connet. tif -
= Users Matched IMG_7515_caomet.tif
| [ Honza Matched IMG_7516_comet.tif
Matched |MG_7517_comet.Lif
(= Documents Matched IMG_751E_comet tif

= gkola Matched_|MG_7519_comet. tif E
= wuT Matched_|MG_7520_comet. tif
| (= Diplarka Matohed IMG_7521_comet ti
|| . Matched |MG_7522_comet tif
i [= préce Matched IMG_7523 comet ti

(7= Images Matched IMG_7524_comet ti 1

1 filignedT oComet Matched_|MG_7525_comet. tif
| Matched IMG_7E26_comet. tif
| Matched IMG_7R27_comet. tif
Matched_|MG_7528_comet. tif
Matched |MG_7529_connet. tif
Matched |MG_7530_connet. tif

Matched |MG_7531_connet. tif -

MNomalise

Sigma Median Clipping Sigma Clipping Median | Average

=

Obrazek 5.1: Graficky vzhled prostiedi programu

5.1. Procedury

5.1.1. Normalise

Stiskem tlacitka Normalise se zavola procedura, ktera normalizuje oznacené obrazy a ulozi
je do slozky. Na né se poté muzou aplikovat dalsi algoritmy.

Normalizovani je naprogramovano jako zobecnéni uvedenych normalizacnich metod
pro proménnou intenzitu pozadi. Vyuziva tedy 2-D DFT pro roztahnuti obrazu slozeného
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5.2. VYSLEDKY

z mediantd prislusnych obdélnikii, ktery se poté odcita od jednotlivych obrazt vstupujicich
do syntézy. Pro testovani jsme zvolili poc¢ty obdélnikd od 100 do 1296.

5.1.2. Average

Tato procedura kombinuje oznacené obrazy prostym priumérovanim hodnot jednotlivych
prvkia v pixelovém zasobniku. Poznamenejme, ze pfed touto procedurou neni nutno ob-
razy normalizovat, aritmeticky primér totiz neni citlivy na odlisné statistické momenty
jednotlivych obrazt.

5.1.3. Median

Oznacené obrazy kombinujeme pomoci medianu hodnot jednotlivych prvkia v pixelovém
zasobniku. Zde uz je nutné pred provedenim medianu obrazy normalizovat. Do programu
je implementovan vypocet medianu na zakladé algoritmu quickselect.

5.1.4. Sigma Clipping

Pixely z pixelovych zasobnikil v oznacenych obrazech vytazujeme pomoci vyse zminéného
algoritmu Sigma Clipping, zde je také nutné pred provedenim obrazy normalizovat. Po-
znamenejme, ze za parametry si, & Spign jsme volili hodnoty maximalné do 3. Po vyfazeni
obrazy kombinujeme primeérovanim.

5.1.5. Sigma Median Clipping

Pixely z pixelovych zasobnikil v oznacenych obrazech vyrazujeme pomoci algoritmu Sigma
Median Clipping, pfed provedenim je opét nutné obrazy normalizovat. Po vyfazeni obrazy
opét kombinujeme primeérovanim.

Dtilezité ¢asti zminénych algoritmi je mozné prohlédnout si v ptiloze.

5.2. Vysledky

Nyni si predstavime vysledky, jaké jednotlivé procedury davaji. Ve vSech ptipadech jsme
kombinovali obrazky sesazené na kometu. Vzhledem k velikosti ptivodnich obrazt zde
vkladame pouze vyiezy z vysledného obrazu, ve kterém se nachézi kometa. Na Obrazku
5.2 je vysledny obraz vznikly primérem vsech obrazl vstupujicich do syntézy. Mizeme
si v§imnout, Ze je pomérné dobie potlacen Sum, ale rozmazané hvézdy pftilis prekryvaji
kometu, navic je v obraze patrna stopa svételného znecisténi, tudiz tato metoda neni
pro nas ucel prilis vhodna.

Na Obrazku 5.3 je vysledny obraz vznikly medidnem vsech obrazi vstupujicich do syn-
tézy. Pfed touto procedurou uz probéhla normalizace vSech obrazti pomoci interpolace dat
Fourierovou transformaci. Zvolili jsme zde poc¢ty obdélnik 10 x 10. Vidime, ze hvézdy
jsou jiz méné rozmazané, nez v pripadé primeéru. Stopu svételného znecisténi jsme touto
metodou ucinné potlacili.
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Obrazek 5.3: Median

Na Obrazku 5.4 je vysledny obraz vznikly procedurou Sigma Clipping. Pfed touto
procedurou také probéhla normalizace vSech obrazi o poc¢tu obdélniki 10 x 10. Hvézdy
uz vypadaji lépe, ale mizeme si vSimnout pomeérné znatelného sumu.

Na Obrazku 5.5 je vysledny obraz vznikly procedurou Sigma Median Clipping, nor-
malizace vSech obrazi probéhla také o poc¢tu obdélnikti 10 x 10. Je to zfejmé nejlepsi
vysledek ze vSsech metod. Na obraze neni patrny vyrazny Sum a kometa i hvézdy jsou
pomérné ostré. Pro nas ucel se tedy tato metoda hodi nejlépe.

Na nésledujicich dvou obrazcich si mitizeme jesté prohlédnout obrazy vzniklé také

metodou Sigma Median Clipping, ovSsem pro normalizaci byly zvoleny pocty obdélnikt
24 x 24 (Obrazek 5.6) a 36 x 36 (Obréazek 5.7). Pfi jemnéjsim déleni obrazu si muzeme
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5.2. VYSLEDKY

Obrazek 5.5: Sigma Median Clipping 10 x 10

vSimnout artefaktd ztistavajicich v obraze po interpolaci dat Fourierovou transformaci.
V pripadé, ze do syntézy vstupuji snimky, ve kterych neni stfedni hodnota pozadi v celém
obraze stejnd, tzn. je zde pfitomné svételné znecisténi, popt. svita, atd., je urcité vyhodné
pred samotnou syntézou pouzit normalizaci pomoci interpolace dat, kterou jsme v této
praci zavedli. Pocet obdélnikti, ktery si zvolime pred normalizaci, zavisi na predchozi ana-
Iyze obrazt vstupujicich do syntézy. Pokud se v obrazech hodnota pozadi méni jen malo,
staci mensi pocet obdélniki, napi. 10 x 10. S rostoucimi zménami pozadi v obrazech je
vhodnéjsi zvolit jemnéjsi déleni, tj. vice obdélniki.
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Obrazek 5.7: Sigma Median Clipping 36 x 36






6. ZAVER
6. Zavér

V préci jsme se zabyvali syntézou posloupnosti digitalnich obrazl s pohyblivym objek-
tem. Vysledkem syntézy ma byt jediny obraz, na kterém je ostry jak objekt, tak pozadi.
Nejdrive jsme v praci uvedli teorii potfebnou pro metody pouzivajici se pro syntézu, a sice
dvojrozmérnou diskrétni Fourierovu transformaci pro zobecnéni téchto metod na ptipad
proménné intenzity pozadi v Kapitole 2 a nékteré dilezité statistické pojmy pro vlastni
metody v Kapitole 3. V Kapitole 4 jsme si popsali samotné metody, které jsou pro syntézu
vhodné. Jsou to primér a median, které ii¢inné potlacuji Sum ve vysledném obraze, nestaci
ovsem na ostrost objektu i pozadi zaroven. Uvedli jsme tedy i pokrocilejsi metody, Sigma
Clipping a Sigma Median Clipping, které se pouzivaji pro vytazeni né€kterych odlehlych
hodnot, které poté do samotné syntézy nevstupuji. Ta se po vyrazeni odlehlych hod-
not provadi nejlépe primérem. Naprosto nezbytnym krokem pfed vyfrazovanim odlehlych
hodnot a samotnou syntézou je normalizace vsech obrazi vstupujicich do syntézy. Jejim
vysledkem je posloupnost obrazi, které maji mezi sebou srovnatelné statistické momenty;,
napt. stfedni hodnotu nebo rozptyl. Pak totiz nenastane piipad, Ze by stejnd hodnota
pixelu patfila v jenom obraze dilezitému objektu a v dalsim pozadi. Normalizaci jsme
v praci zobecnili na pfipad proménné intenzity pozadi pomoci interpolace dat provedené
zminénou dvojrozmérnou diskrétni Fourierovou transformaci. Po normalizaci uz mizeme
pristoupit k vlastni syntéze.

Soucasti prace byla i programova implementace vyse popsanych metod a jeji testovani
na sérii snimkt komety pohybujici se na pozadi hvézdné oblohy. Ta je popsana v Kapitole
5. V pocitacovém programu jsme testovali vSechny uvedené metody, nékteré vysledky a
jejich srovnani najdeme v téze kapitole. Kompletni program i se snimky pred a po zpra-
covani nalezneme na prilozeném CD.

Podle ocekavani se zobecnéni na pripad proménné intenzity pozadi pomoci dvojroz-
mérné diskrétni Fourierovy transformace podafilo. Pouhé odecteni medianu ¢i primeéru
celého obrazu totiz nemé za nésledek stejnou stfedni hodnotu v celém obraze. Svétlejsi
(tmavsi) Casti zistanou i po odecteni svétlejsi (tmavsi). Pro tento pripad se jevi uvedena
metoda jako idealni.
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7. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

7. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu
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nl)”@)

t17t2)
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z(ny,ng)
L'(R?)
L*(R?)
I'(R?)
I*(R?)

x, X, f

mnozina prirozenych ¢isel

mnozina prirozenych ¢isel véetné nuly
mnozina celych ¢isel

mnozina realnych cisel

realnd rovina (R x R)

mnozina komplexnich ¢isel

spojity dvojdimenzionalni signal

diskrétni dvojdimenzionalni signal
periodicky spojity dvojdimenzionalni signal
periodicky diskrétni dvojdimenzionalni signal
prostor absolutné integrovatelnych funkci
prostor kvadraticky integrovatelnych funkci
prostor absolutné scitatelnych posloupnosti
prostor kvadraticky scitatelnych posloupnosti
Kroneckerovo delta

oznaceni pro vektory
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A. Ukazky z programu

Vytvoreny program spolu se snimky pied a po zpracovani nalezneme na pfilozeném
CD. Zde uvedeme nékteré dilezité ¢asti zdrojového kédu.

A.1. Normalise

Uvadime ukézku vypoctu nové hodnoty pixelu v prtbéhu normalizovani obrazu. Templmg
predstavuje na¢teny obraz, BigFFTImgR (G, B) obraz ziskany interpolaci medidni v
obdélnicich a C vhodnou konstantu. Proménné red, green a blue reprezentuji slozky pixelu
v normalizovaném obrazu.

red := TempImg~[index + w].R - BigFFTImgR[h + 1, w + 1] + C;
green := TempImg~[index + w].G - BigFFTImgG[h + 1, w + 1] + C;
blue := TempImg~[index + w].B - BigFFTImgB[h + 1, w + 1] + C;
if (red < 0) then Img[newindex + w].R := 0
else if (red > 65535) then Imgl[newindex + w].R := 65535
else Img[newindex + w].R := red;
if (green < 0) then Imgl[newindex + w].G := 0
else if (green > 65535) then Img[newindex + w].G := 65535
else Img[newindex + w].G := green;
if (blue < 0) then Img[newindex + w].B := 0
else if (blue > 65535) then Imgl[newindex + w].B := 65535
else Img[newindex + w].B := blue;

//ochrana proti pod- a preteceni

A.2. Average

Ukézka naplnéni pixelového zasobniku a nasledné spocteni priméru pro kazdou slozku
pixelu vysledného obrazu.

for j := 0 to cnt - 1 do
begin
DataR[j] := PixelStack([w, j].R;
DataG[j] := PixelStack[w, jl.G;
DataB[j] := PixelStack([w, j].B;
end ;
R := Round(Avg(DataR, cnt));
G := Round(Avg(DataG, cnt));
B := Round(Avg(DataB, cnt));
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A. UKAZKY 7 PROGRAMU
A.3. Median

Obdobnéa ukazka jako predchozi, pouze prumér je nahrazen medianem.

for j := 0 to cnt - 1 do
begin
DataR[j] := PixelStack([w, j].R;
DataG[j] := PixelStack[w, jl.G;
DataB[j] := PixelStack([w, j].B;
end ;

:= QuickMedian(DataR, cnt);
QuickMedian (DataG, cnt);
QuickMedian (DataB, cnt);

R
G
B
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A.4. SIGMA CLIPPING

A.4. Sigma Clipping

Ukazka iteraci v algoritmu Sigma Clipping. V kazdé iteraci spocteme median, sméro-
datnou odchylku, stanovime horni a dolni hranice a pokud hodnota pixelu nepadne do
naseho intervalu, vyfadime pixel z pixelového zasobniku. Hodnotu pixelu vysledného ob-
razu pocitame primérem zbylych hodnot pixeli.

for it := 0 to NumOfIt - 1 do
begin

med.R := QuickMedian(DataR, cntR);
med.G := QuickMedian (DataG, cntG);
med.B := QuickMedian(DataB, cntB);
sigma.R := MedDev(DataR, cntR);
sigma.G := MedDev(DataG, cntG);
sigma.B := MedDev(DataB, cntB);
UpBound.R := med.R + sHigh * sigma.R;
UpBound .G := med.G + sHigh * sigma.G;
UpBound.B := med.B + sHigh * sigma.B;
LowBound.R := med.R - sLow * sigma.R;
LowBound .G := med.G - sLow * sigma.G;
LowBound.B := med.B - sLow * sigma.B;
j = 0;

while (j <= cntR - 1) do
if (DataR[j] < LowBound.R)
MoveLeft (DataR, j, cntR)
else inc(j);
j = 0;
while (j <= cntG - 1) do
if (DataG[j] < LowBound.G)
MoveLeft (DataG, j, cntG)
else inc(j);
j = 0;
while (j <= cntB - 1) do
if (DataB[j] < LowBound.B)
MoveLeft (DataB, j, cntB)
else inc(j);
end; //for it

R := Round(Avg(DataR, cntR));
G := Round(Avg(DataG, cntG));
B := Round(Avg(DataB, cntB));

74

OR (DataR[j] > UpBound.R) then
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A.5. Sigma Median Clipping

A. UKAZKY Z PROGRAMU

Obdobny algoritmus jako u Sigma Clippingu s tim rozdilem, Ze misto vyfazeni hodnoty
nesplnujici nasi podminku ji nahradime medianem.

for it := 0 to NumOfIt - 1 do
begin
med.R := QuickMedian(DataR, cnt);
med.G := QuickMedian (DataG, cnt);
med.B := QuickMedian(DataB, cnt);
sigma.R := MedDev(DataR, cnt);
sigma.G := MedDev(DataG, cnt);
sigma.B := MedDev(DataB, cnt);
UpBound.R := med.R + sHigh * sigma.R;
UpBound .G := med.G + sHigh * sigma.G;
UpBound.B := med.B + sHigh * sigma.B;
LowBound.R := med.R - sLow * sigma.R;
LowBound .G := med.G - sLow * sigma.G;
LowBound.B := med.B - sLow * sigma.B;
for j := 0 to cnt - 1 do
if (DataR[j] < LowBound.R) OR (DataR[j] > UpBound.R) then
DataR[j] := med.R;
for j := 0 to cnt - 1 do
if (DataG[j] < LowBound.G) OR (DataG[j] > UpBound.G) then
DataG[j] := med.G;
for j := 0 to cnt - 1 do
if (DataB[j] < LowBound.B) OR (DataB[j] > UpBound.B) then
DataB[j] := med.B;

«Q X

end; //for it

Round (Avg(DataR, cntR));
Round (Avg (DataG, cntG));
Round (Avg(DataB, cntB));
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