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Abstrakt
Tato bakalářská práce se zabývá Steffensenovou metodou a metodami Steffensenova typu.
Samotným metodám předcháźı seznámeńı se s problematikou řešeńı nelineárńıch rovnic a
řádem konvergence. Je zde uvedena i Newtonova iteračńı metoda pro řešeńı nelineárńıch
rovnic, z které je Steffensenova metoda odvozena. Na závěr jsou uvedeny výsledky jed-
notlivých metod v prostřed́ı MATLAB.

Summary
This bachelor thesis deals with the Steffensen method and Steffensen-type methods. The
methods themselves are preceded by familiarisation with the problem of solving nonlinear
equations and the order of convergence. This thesis presents Newton’s interaction method
for solving nonlinear equations from which the Steffensen method is derived. Finally, the
results of individual methods in the MATLAB environment are shown.
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1 Úvod 2

2 Nelineárńı rovnice 3
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1 Úvod
Hledáńı řešeńı nelineárńı rovnice f(x) = 0 je jedńım z d̊uležitých a náročných problémů
vědy a inženýrstv́ı. Tyto problémy vznikaj́ı např́ıklad v kinetické teorii plyn̊u, v pružnosti,
ve výzkumu provozu a v daľśıch aplikaćıch.

Za nejznáměǰśı iteračńı metodu pro nalezeńı kořene nelineárńı rovnice je považována
Newtonova metoda. Tato metoda má velký př́ınos v numerické matematice již od 17. sto-
let́ı. Měla vliv také na Johana Frederika Steffensena, který modifikoval derivaci v algoritmu
a vznikla tak nová iteračńı metoda, pojmenována po výše uvedeném autorovi.

J. F. Steffensen se narodil roku 1873 v Kodani, kde začal svoji kariéru v pojǐst’ovnictv́ı.
Matematická povaha problémů s pojǐst’ováńım ho vedla ke studiu teorii č́ısel. Stal se pro-
fesorem pojistné matematiky, vydal 107 vědeckých publikaćı z r̊uzných oblast́ı matema-
tiky. V letech 1922–24 a 1930–33 byl prezidentem Dánské pojistné společnosti a v le-
tech 1930–36 prezidentem Dánské matematické společnosti. Obě tyto společnosti z něj
učinily čestného člena, stejně jako Švédská pojistná společnost a Statistická společnost
Československá.

Tato bakalářská práce se věnuje Steffensenově metodě a metodám Steffensenova typu,
což jsou iteračńı numerické metody pro hledáńı jednoduchého reálného kořene nelineárńı
rovnice. Práce je rozdělena na šest kapitol a struktura je následuj́ıćı.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny základńı pojmy nelineárńı rovnice, jej́ı řešeńı, řád
konvergence a index efektivity. Také je zde představena takzvaná startovaćı metoda, za
kterou jsme zvolili metodu bisekce, která je známá také pod názvem metoda p̊uleńı in-
terval̊u. Dı́ky ńı můžeme určit počátečńı aproximaci x0 pro Steffensenovu metodu a jej́ı
modifikace.

Třet́ı kapitola je věnována Newtonově iteračńı metodě, které se také ř́ıká metoda
tečen. Je zde uvedeno odvozeńı metody a grafické řešeńı. V této kapitole se již setkáváme
s problémem konvergence.

Ve čtvrté kapitole jsou nejdř́ıve uvedeny tři r̊uzné aproximace prvńı derivace, na které
se budeme odkazovat v daľśıch kapitolách. Poté postup nahrazeńı derivace dopřednou
diferenćı v Newtonově iteračńı metodě, a tedy samotné odvozeńı Steffensenovy iteračńı
metody. Zmı́ńıme se také o řádu konvergence a indexu efektivity Steffensenovy metody.

Následuj́ıćı pátá kapitola je zaměřena na metody Steffensenova typu. Od roku 1960
bylo navrženo spoustu iteračńıch metod, které jsou zbavené derivace ve svém algoritmu.
Seřazeny jsou podle řádu konvergence a v této práci jsou pojmenovány podle autor̊u
článk̊u, z kterých jsou metody převzaty. Naš́ım ćılem nebylo detailńı odvozeńı jednotlivých
metod Steffensenova typu, ale u každé z metod je nástin jej́ıho odvozeńı a je zde uveden
zdroj, kde se dá dohledat v́ıce informaćı.

V posledńı, šesté kapitole, jsou srovnány výsledky jednotlivých metod, které byly na-
programovány v prostřed́ı MATLAB. Zaměřili jsme se hlavně na porovnáńı řádu metody
s numerickým řádem na zvolených testovaćıch nelineárńıch funkćıch a také na počty pro-
vedených iteraćı, které jednotlivé metody k nalezeńı kořene potřebovaly.
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2 NELINEÁRNÍ ROVNICE

2 Nelineárńı rovnice
Nelineárńı rovnice se vyskytuj́ı téměř ve všech vědeckých oblastech, zejména ve fy-

zikálńıch a matematických vědách. Analyticky nalézt řešeńı nelineárńıch rovnic může být
výpočetně velmi náročné nebo ani nelze źıskat přesné řešeńı. Proto se budeme zabývat nu-
merickými metodami, které nám zajist́ı, abychom dostali výsledek s požadovanou přesnost́ı.

K řešeńı použ́ıváme iteračńı metody, které funguj́ı tak, že z jedné nebo několika
počátečńıch aproximaćı hledaného kořene ξ nelineárńı rovnice f(x) = 0 generujeme po-
sloupnost x0, x1, x2, ..., která ke kořenu ξ konverguje. Některým metodám stač́ı dodat in-
terval 〈a, b〉, v kterém se hledaný kořen ξ nacháźı. Jiné metody vyžaduj́ı bĺızkou počátečńı
aproximaci k hledanému kořenu ξ. Tyto metody konverguj́ı mnohem rychleji. Proto kom-
binujeme obě metody: začneme s

”
hrubou“ metodou, d́ıky které zpřesńıme lokalizaci hle-

daného kořene a přejdeme na
”
jemněǰśı“, rychleji konverguj́ıćı metodu, kterou nalezneme

hledaný kožen s požadovanou přesnost́ı.

V této práci se budeme zabývat hledáńım kořen̊u nelineárńı rovnice

f(x) = 0, (2.1)

kde x je reálná proměnná a f(x) spojitá funkce, která má tolik derivaćı, kolik je v dané
situaci zapotřeb́ı. Č́ıslo ξ je řešeńım rovnice (2.1) a budeme jej nazývat kořenem rovnice.

Pro zjednodušeńı se omeźıme na problém určeńı jednoduchého reálného kořene ξ, takže
předpokládáme f ′(ξ) 6= 0.

Definice 2.1. [5, str. 82] Necht’ x0, x1, x2, . . . je posloupnost, která konverguje ke kořenu
ξ a ek = xk − ξ je chyba v k-tém kroku. Když existuje č́ıslo p a konstanta C 6= 0 taková,
že

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= C, (2.2)

pak p se nazývá řád konvergence posloupnosti a C je chybová konstanta. Danou metodu
nazveme řádu p, jestliže všechny konvergentńı posloupnosti źıskané touto metodou maj́ı
řád konvergence větš́ı nebo rovný p a nejméně jedna z těchto posloupnost́ı má řád kon-
vergence rovný přesně p.

Různé iteračńı metody můžeme porovnávat na základě jejich řád̊u, to znamená podle
rychlosti konvergence. Je ale zapotřeb́ı zohlednit také, tzv. index efektivity.

Definice 2.2. [9, str. 261] Necht’ p je řád konvergence metody a r je celkový počet
funkčńıch hodnot v jedné iteraci metody. Pak č́ıslo

Ie = p1/r (2.3)

nazveme index efektivity.

Index efektivity nám tedy ukazuje, jaká je výpočetńı pracnost, která se měř́ı množstv́ım
výpočt̊u funkčńıch hodnot, které potřebujeme k dosažeńı dané přesnosti v jednom kroku
metody. Spolu s řádem konvergence źıskáváme ukazatele výhod, či nevýhod jednotlivých
iteračńıch metod.
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Startovaćı metody

Jedna z možnost́ı, jak lokalizovat kořen ξ nelineárńı rovnice f(x) = 0, je využ́ıt graf funkce
f(x). Ručně nebo pomoćı vhodného softwaru si vykresĺıme funkci a sledujeme pr̊useč́ıky
s osou x.

Kořeny ξ nelineárńı rovnice f(x) se zpravidla hledaj́ı ve v́ıce kroćıch a to tak, že kořeny
separujeme. To znamená, že nalezneme intervaly, ve kterých se nacháźı kořen ξ a na těchto
intervalech voĺıme počátečńı aproximaci x0, popř́ıpadě dvě počátečńı aproximace x0 a x1,
jestliže to metoda vyžaduje.

Každá iteračńı metoda nemá zaručenou konvergenci. Proto si voĺıme takzvanou star-
tovaćı metodu, která konverguje vždy. Např́ıklad metoda bisekce, metoda prosté iterace,
metoda regula falsi nebo Brentova metoda. Protože startovaćı metody nejsou hlavńım
ćılem této práce, tak si zde si rozebereme pouze jednu z těchto startovaćıch metod a to
metodu bisekce.

Metoda bisekce

Věta 2.3. [12, str. 23]
Necht’ f ∈ C 〈a, b〉 a necht’ funkce f nabývá v koncových bodech intervalu funkčńıch

hodnot s opačnými znaménky, tj. f(a) · f(b) < 0. Pak uvnitř tohoto intervalu lež́ı alespoň
jeden kořen rovnice (2.1). Jestlǐze existuje f ′ a má konstantńı znaménko v tomto intervalu,
pak existuje právě jeden kořen ξ ∈ (a, b).

Na větě 2.3 je založena metoda bisekce, která je známá také jako metoda p̊uleńı in-
tervalu a funguje na principu znaménkových změn.

Obrázek 2.1: Metoda bisekce.
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2 NELINEÁRNÍ ROVNICE

Pokud f ∈ C 〈a, b〉 a f(a) · f(b) < 0, tak podle věty 2.3 lež́ı v intervalu 〈a, b〉 alespoň
jeden kořen ξ nelineárńı rovnice f(x) = 0. Předpokládejme, že tento kořen ξ je jediný.
Polož́ıme a0 = a, b0 = b a x0 = 1

2
(a0 + b0) .

Mohou nastat 3 možnosti:

1. Jestliže vyjde součin f(a0) · f(x0) < 0, lež́ı kořen ξ v intervalu 〈a0, x0〉 a polož́ıme
a1 = a0, b1 = x0 a postup opakujeme pro nový interval 〈a1, b1〉 .

2. Jestliže vyjde součin f(x0) · f(b0) < 0, lež́ı kořen ξ v intervalu 〈x0, b0〉 a polož́ıme
a1 = x0, b1 = b0 a postup opakujeme pro nový interval 〈a1, b1〉

3. Jestliže f(x0) = 0, pak je kořen nalezen a polož́ıme ξ = x0.

Dostáváme tedy posloupnost interval̊u

〈a0, b0〉 ⊃ 〈a1, b1〉 ⊃ . . . 〈ak, bk〉 ⊃ . . . ,

kde f (ak) · f(bk) < 0, k = 0, 1, . . . .

Přičemž pro koncové body interval̊u 〈ak, bk〉, k = 0, 1, . . . plat́ı

a0 ≤ a1 ≤ · · · ≤ ak ≤ ak+1 ≤ · · · ≤ ξ ≤ · · · ≤ bk+1 ≤ bk ≤ · · · ≤ b0.

Vztah udávaj́ıćı délky interval̊u a délky těchto podinterval̊u je:

bk − ak =
b0 − a0

2k
, k = 1, 2, . . . ,

kde a0 = a a b0 = b.

Protože posloupnosti {ak} , {bk} pro k = 0, 1, . . . jsou omezené, monotonńı a délka
interval̊u 〈ak, bk〉 konverguje k nule, tak plat́ı

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = ξ.

Věta 2.4. Necht’ f ∈ C〈a, b〉, f (a) · f (b) < 0 a necht’ f má v intervalu 〈a, b〉 jediný kořen

ξ. Pak metoda bisekce generuje posloupnost xk =
ak + bk

2
, k = 0, 1, . . . , která konverguje

ke kořenu ξ a aproximuje kořen ξ takto:

|xk − ξ| ≤
b− a
2k+1

. (2.4)

D̊ukaz. [12, str. 24] Snadno ukážeme, že ξ je kořenem rovnice f(x) = 0. Funkce f je
spojitá a plat́ı f(ak) · f(bk) < 0, k = 0, 1, . . . . Odtud

lim
k→∞

f(bk) · f(ak) = f 2(ξ) ≤ 0,

ale z toho plyne, že f(ξ) = 0. Protože xk =
ak + bk

2
, ξ ∈ 〈ak, bk〉 a bk − ak =

(b− a)

2k
, tak

|xk − ξ| ≤
bk − ak

2
=

(b− a)

2k+1
.
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Za přibližnou hodnotu kořene ξ bereme střed posledńıho nalezeného intervalu

xk =
ak + bk

2
.

Protože se kořen ξ určitě nacháźı uvnitř posledńıho intervalu 〈ak, bk〉, může se xk od
přesné hodnoty kořene ξ lǐsit nanejvýš o polovinu jeho délky, tj. o ε, kde

|xk − ξ| < ε.

Metoda bisekce nepotřebuje kritérium pro zastaveńı výpočtu. Ze vztahu
b− a
2k+1

≤ ε

vyčteme, že jedinou neznámou je k, které udává počet iteraćı. Metodou bisekce nalezneme
kořen ξ rovnice f(x) = 0 vždy. Je tedy spolehlivá, ale nevýhodou je, že konverguje velmi
pomalu. Proto ji použijeme jen na zúžeńı p̊uvodńıho intervalu 〈a, b〉 a poté použijeme
jinou, rychleǰśı metodu.
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3 NEWTONOVA METODA

3 Newtonova metoda
V této kapitole si poṕı̌seme Newtonovu metodu, nebo-li metodu tečen. Jedná se

o nejznáměǰśı zpřesňuj́ıćı metodu. Pro jednoduchost budeme v daľśım textu předpokládat,
že nelineárńı rovnice f(x) = 0 má jednoduchý kořen ξ, tj. f ′(ξ) 6= 0.
Nejprve muśıme zvolit vhodnou počátečńı aproximaci x0, která je bĺızko kořene ξ. Můžeme
předpokládat, že známe přibližné řešeńı xk, které je dostatečně bĺızko hledanému kořenu
ξ. Použijeme-li Taylor̊uv rozvoj na nalezeńı kořene ξ nelineárńı rovnice f(x) = 0, tak
dostáváme

0 = f(ξ)

= f(xk) + f ′(xk) · (ξ − xk) +
1

2
f ′′(η) · (ξ − xk)2, η ∈ (ξ, xk)

≈ f(xk) + f ′(xk) · (ξ − xk).

Odtud si vyjádř́ıme hledaný kořen ξ:

ξ ≈ xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (3.1)

Iteračńı metoda, kterou jsme si odvodili pomoćı (3.1) je tvaru

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, . . . , (3.2)

(za předpokladu f ′(xk) 6= 0) a nazývá se Newtonova metoda (NM), či metoda tečen.

Z názvu metoda tečen vyplývá, že budeme pracovat s tečnami ke grafu funkce f , proto
muśıme předpokládat, že funkce f má derivaci. Graficky Newtonovu metodu můžeme po-
psat takto: zvoĺıme počátečńı aproximaci kořene x0 a sestroj́ıme tečnu ke grafu funkce
f(x) v bodě [x0, f(x0)] . Nalezneme bod x1, který je pr̊useč́ıkem osy x a námi sestrojené
tečny. Znovu sestroj́ıme tečnu ke grafu funkce f(x), nyńı v bodě [x1, f(x1)] a pr̊useč́ık
nové tečny s osou x nazveme x2. Takto postupujeme, až dostaneme aproximaci xk, která
je dostatečně bĺızko kořenu ξ.

Obrázek 3.1: Newtonova metoda.
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Pomoćı navržené iteračńı metody chceme źıskat posloupnost {xk}, pro k = 0, 1, . . . ,
která konverguje ke kořenu ξ. Tedy takovou posloupnost, pro kterou je:

lim
k→∞

xk = ξ.

Newtonova metoda je považována za nejefektivněǰśı, avšak má tu nevýhodu, že u ńı
neńı zaručena konvergence. Ta záviśı na vhodně zvolené počátečńı aproximaci x0. Můžeme
ale stanovit dodatečné podmı́nky pro to, aby konvergence Newtonovy metoda zaručena
byla:

Věta 3.1 (Fourierova podmı́nka). Necht’ funkce f ∈ C2 〈a, b〉 a necht’ rovnice f(x) = 0
má v intervalu 〈a, b〉 jediný kořen ξ. Necht’ f ′, f ′′ neměńı znaménka na intervalu 〈a, b〉,
přičemž f ′(x) 6= 0, ∀ x ∈ 〈a, b〉. Necht’ počátečńı aproximace x0 je ten z krajńıch bod̊u a, b,
v němž znaménko funkce f je stejné jako znaménko druhé derivace funkce f ′′ na intervalu
〈a, b〉. Pak posloupnost {xk}, pro k = 0, 1, . . . určená Newtonovou metodou konverguje
monotónně k bodu ξ.

D̊ukaz. [12, str. 44] Vezmeme př́ıpad, kde f(a) < 0, f(b) > 0, f ′(x) > 0 a f ′′(x) ≥ 0,
∀ x ∈ 〈a, b〉 . V ostatńıch př́ıpadech by d̊ukaz prob́ıhal obdobně. Důkaz provedeme in-
dukćı. Počátečńı aproximačńı bod voĺıme podle předpokladu b = x0. Je třeba ukázat, že
ξ ≤ x1 < x0. Jelikož

x1 = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

a f(x0) > 0, f ′(x0) > 0, plyne odtud, že x1 < x0. Dále užijeme Taylorova vzorce:

0 = f(ξ) = f(x0) + f ′(x0)(ξ − x0) +
f ′′(η0)

2
(ξ − x0)2, η0 ∈ (ξ, x0) .

Protože
f ′′(η0)

2
(ξ − x0)2 ≥ 0, tak z výše uvedené rovnosti plyne

f(x0) + f ′(x0)(ξ − x0) ≤ 0.

Z této nerovnosti dostáváme

ξ ≤ x0 −
f(x0)

f ′(x0)
= x1,

tud́ıž
ξ ≤ x1 < x0.

Za předpokladu, že plat́ı nerovnost:

ξ ≤ xk < xk−1 < · · · < x0

můžeme stejně tak ukázat, že plat́ı nerovnost:

ξ ≤ xk+1 < xk < · · · < x0.

Posloupnost x0, x1, x2 . . . konverguje k bodu ξ.
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3 NEWTONOVA METODA

Věta 3.2 (O konvergenci Newtonovy metody). Necht’ f ∈ C2 〈a, b〉, ξ ∈ 〈a, b〉 je kořenem
rovnice f(x) = 0 a f ′(ξ) 6= 0. Pak pro posloupnost x0, x1, x2, . . . generovanou Newtonovou
metodou plat́ı

1.

|xk+1 − ξ| ≤
M

2m
(xk − ξ)2, (3.3)

2.

|xk+1 − ξ| ≤
M

2m
(xk+1 − xk)2, (3.4)

kde M = max
x∈I
|f ′′(x)|, m = min

x∈I
|f ′(x)| > 0, I = 〈ξ − δ, ξ + δ〉 , δ > 0.

D̊ukaz. [12, str. 43] 1. Užijeme Taylorova vzorce ve tvaru

0 = f(ξ) = f(xk) + f ′(xk) · (ξ − xk) +
1

2
f ′′(ηk) · (ξ − xk)2, ηk ∈ (xk, ξ).

Pokud z Newtonovy metody vyjádř́ıme f(xk) = xk · f ′(xk)− xk+1 · f ′(xk) a dosad́ıme do
předchoźıho vztahu, tak dostáváme

0 = −xk+1f
′(xk) + ξf ′(xk) + f ′′(ηk)

(ξ − xk)2

2
.

Odtud pak

|xk+1 − ξ| =
|f ′′(ηk)|
2|f ′(xk)|

(ξ − xk)2 ≤ M

2m
(ξ − xk)2.

2. Pro d̊ukaz vztahu (3.4) opět využijeme Taylorova vzorce tentokrát ve tvaru

f(xk+1) = f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk) +
1

2
f ′′(ηk) · (xk+1 − xk)2,

kde ηk ∈ (xk, xk+1).
Z Newtonovy metody plyne, že

f(xk) + f ′(xk)(xk+1 − xk) = 0

a tedy po dosazeńı do výše uvedeného Taylorova vzorce máme

f(xk+1) =
f ′′(ηk)

2
(xk+1 − xk)2.

Nyńı použijeme větu o středńı hodnotě (viz [21]) ve tvaru (f(ξ) = 0)

f(xk+1) = f(xk+1)− f(ξ) = f ′(βk)(xk+1 − ξ),

kde βk ∈ (xk+1, ξ). Dosazeńım do předchoźıho vztahu plyne

|xk+1 − ξ| =
|f ′′(ηk)|
2|f ′(βk)|

(xk+1 − xk)2 ≤ M

2m
(xk+1 − xk)2.
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Důsledek. Newtonova metoda je druhého řádu pro jednoduchý kořen ξ.

V bĺızkosti kořene ξ plat́ı, že č́ım je vyšš́ı řád p, t́ım rychleǰśı je konvergence. To vyplývá
z následuj́ıćıho vztahu

|ek+1| ≈ C|ek|p,

takže když |ek| je malé, pak |ek+1| je t́ım menš́ı, č́ım je p větš́ı.

Věta 3.3. Necht’ funkce f ∈ C2〈a, b〉. Necht’ ξ ∈ 〈a, b〉 je kořenem rovnice f(x) = 0
a f ′(ξ) 6= 0. Pak existuje δ > 0 tak, že posloupnost {xk}, pro k = 0, 1, . . . , generovaná
Newtonovou iteračńı metodou konverguje ke kořenu ξ pro každou počátečńı aproximaci
x0 ∈ 〈ξ − δ, ξ + δ〉 ⊆ 〈a, b〉.

D̊ukaz. [12, str. 41]. Ukážeme, že existuje subinterval x0 ∈ 〈ξ−δ, ξ+δ〉 ⊆ 〈a, b〉, na kterém

iteračńı funkce g(x) = x − f(x)

f ′(x)
splňuje předpoklady g ∈ C〈a, b〉, g : 〈a, b〉 → 〈a, b〉.

Vzhledem k tomu, že f ′(ξ) 6= 0 a f ′ je spojitá na intervalu 〈a, b〉, existuje takové δ1 > 0,
že ∀x ∈ 〈ξ − δ1, ξ + δ1〉 ⊆ 〈a, b〉 je f ′(x) 6= 0. Tedy funkce g je definovaná a spojitá na
intervalu 〈ξ − δ1, ξ + δ1〉. Dále prvńı derivace funkce g(x)

g(x) = 1− f ′2(x)− f(x) · f ′′(x)

f ′2(x)
=
f(x) · f ′′(x)

f ′2(x)

pro x ∈ 〈ξ−δ1, ξ+δ1〉, a protože f ∈ C2〈a, b〉, je g ∈ C1〈ξ−δ1, ξ+δ1〉. Podle předpokladu
je f(ξ) = 0, a tedy

g′(ξ) =
f(ξ) · f ′′(ξ)
f ′2(ξ)

= 0. (3.5)

Funkce g ∈ C1〈ξ − δ1, ξ + δ1〉 a tedy ze vztahu (3.5) plyne, že existuje δ takové, že
0 < δ < δ1 tak, že

|g′(x)| ≤ q < 1

pro všechna x ∈ 〈ξ − δ, ξ + δ〉.
Muśıme ještě ukázat, že g : 〈ξ − δ, ξ + δ〉 → 〈ξ − δ, ξ + δ〉, což plyne ihned aplikaćı věty
o středńı hodnotě (viz [21]), nebot’ pro libovolný bod x ∈ 〈ξ − δ, ξ + δ〉 plat́ı

|g(x)− ξ| = |g(x)− g(ξ)| = |g′(α) · (x− ξ)|,

a nebot’ α ∈ 〈x, ξ〉, je |g′(α)| ≤ q < 1. Odtud |g(x) − ξ| ≤ q|x − ξ| < |x − ξ| ≤ δ, a tedy
g(x) ∈ 〈ξ − δ, ξ + δ〉.
Funkce g splňuje na intervalu 〈ξ − δ, ξ + δ〉 předpoklady a to znamená, že posloupnost
{xk} , pro k = 0, 1, . . . , generovaná Newtonovou iteračńı metodou konverguje pro každou
počátečńı aproximaci x0 ∈ 〈ξ − δ, ξ + δ〉 ke kořenu ξ.

Jestliže chceme zjistit index efektivity (2.3), pod́ıváme se na tvar Newtonovy me-
tody (3.2), z které vyčteme, že muśıme vypoč́ıtat v každém kroku dvě funkčńı hodnoty
(r = 2). Newtonova iteračńı metoda konverguje kvadraticky, tj. p = 2. Tud́ıž máme ńızkou
výpočtovou náročnost, která se dá vyjádřit indexem efektivity jako Ie = 21/2 .

= 1, 41421.
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3 NEWTONOVA METODA

Zmı́ńıme se také o problému zastaveńı výpočtu při použit́ı této numerické metody
pro nalezeńı kořene ξ. Předpokládejme, že Newtonova metoda generuje posloupnost {xk},
pro k = 0, 1, . . . , konverguj́ıćı ke kořenu ξ a necht’ je dána požadována přesnost ε > 0.
Můžeme použ́ıt tři kritéria pro zastaveńı výpočtu:∣∣∣∣xk+1 − xk

xk

∣∣∣∣ < ε, (3.6)

|xk+1 − xk| < ε, (3.7)

|f (xk)| < ε, (3.8)

V této práci jsme v kapitole srovnáńı metod při numerických testech použili zároveň
kritéria (3.7) a (3.8).
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4 Steffensenova metoda
Jak už bylo uvedeno výše, za nejznáměǰśı iteračńı metodu pro hledáńı kořene ξ ne-

lineárńı rovnice f(x) = 0 je považována Newtonova iteračńı metoda. Tato metoda je
velice efektivńı, pokud dobře zvoĺıme počátečńı aproximaci x0. Jej́ı nevýhodou je však
jednak volba této počátečńı aproximace x0 a dále nutnost nenulovosti derivace f ′(xk),
pro k = 0, 1, . . . . Pokud v nějakém kroku dostaneme f ′(xk) = 0, tak algoritmus zcela
zhavaruje. Ovšem problém může nastat, i když |f ′(xk)| bude velmi malé č́ıslo, pak může
při výpočtu docházet k velkým numerickým chybám. V neposledńı řadě nutnost výpočtu
prvńı derivace f ′(x) může být u složitěǰśıch nelineárńıch rovnic komplikaćı. Proto se v této
kapitole budeme zabývat Steffensenovou metodou pro hledáńı kořene ξ nelineárńı rovnice
f(x) = 0, která vycháźı z Newtonovy metody, ale nahrazuje derivaci f ′(x) jej́ı aproximaćı.
Zachovává ovšem rychlost konvergence.

Než uvedeme výsledný rekurentńı předpis pro Steffensenovu iteračńı metodu, tak se
nejprve zmı́ńıme o technice, jakou lze derivaci f ′(x) přibližně vypoč́ıtat. Je zapotřeb́ı, aby
funkce f měla v okoĺı bodu xk dostatek derivaćı, až do řádu (n+ 1), pak Taylor̊uv rozvoj
funkce f v okoĺı bodu x je:

f(x) = f(xk)+f ′(xk)·(x−xk)+
1

2!
f ′′(xk)·(x−xk)2+· · ·+ 1

n!
f (n)(xk)·(x−xk)n+O(x−xk)

(4.1)

Člen O(x − xk) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(η) · (x − xk)(n+1), η ∈ (x, xk) nazýváme zbytkem

Taylorova polynomu. Nyńı ve vztahu (4.1) dosad́ıme x = xk+h a protože chceme nahradit
pouze prvńı derivaci, tak si ze vztahu osamostatńıme f ′(x) a dostáváme vztah:

f ′(xk) =
f(xk + h)− f(xk)

h
+O(h).

Budeme uvažovat malé h → 0, takže zbytek O(h) → 0 můžeme zanedbat. Dostaneme
tedy aproximaci f ′(xk) ve tvaru:

f ′(xk) =
f(xk + h)− f(xk)

h
, (4.2)

která se nazývá dopředná diference.

Kdybychom do Taylorova rozvoje dosadili za x = xk − h, tak podobným odvozeńım
jako u dopředné diference, dostáváme vztah, kterému se ř́ıká zpětná diference:

f ′(xk) =
f(xk)− f(xk − h)

h
. (4.3)

Odečteńım Taylorova rozvoje s dosazeným bodem x = xk + h a Taylorovým rozvojem
s dosazeným bodem x = xk − h źıskáme vztah:

f ′(xk) =
f(xk + h)− f(xk − h)

2h
, (4.4)

kterému ř́ıkáme centrálńı diference.
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4 STEFFENSENOVA METODA

Obrázek 4.1: Diferenčńı aproximace.

Grafická ilustrace dopředné, zpětné a centrálńı diference je znázorněna na obrázku 4.1.
Pro dopřednou diferenci tedy použ́ıváme mı́sto derivace sklon spojnice bod̊u [xk, f(xk)]
a [xk + h, f(xk + h)]. Pokud nyńı v dopředné diferenci nahrad́ıme krok h = f(xk), tak
po dosazeńı do vztahu (4.1) dostáváme aproximaci derivace f ′(xk) ve tvaru

f ′(xk) =
f(xk + f(xk))− f(xk)

f(xk)
. (4.5)

Připomeneme si formuli pro výpočet Newtonovy iteračńı metody:

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
k = 0, 1, . . . .

Jak už jsme si uvedli v d̊usledku za větou (3.2), Newtonova metoda má za určitých
podmı́nek kvadratickou konvergenci. Nyńı modifikujeme Newtonovu formuli takovým
zp̊usobem, abychom se jednak vyhnuli derivaci f ′(x), ale také abychom neovlivnili řád
konvergence. Nahrad́ıme tedy prvńı derivaci f ′(xk) v Newtonově metodě pomoćı vztahu
(4.5) a źıskáme novou metodu, která je nazývána Steffensenova metoda (SM). Graficky
je tato metoda znázorněna na obrázku 4.2:

xk+1 = xk −
f 2(xk)

f(xk + f(xk))− f(xk)
, k = 0, 1, . . . . (4.6)

Věta 4.1 (O konvergenci a řádu Steffensenovy metody). Necht’ funkce f ∈ C〈a, b〉 a ne-
cht’ ξ ∈ 〈a, b〉 je řešeńım nelineárńı rovnice f(x) = 0. Necht’ f ′(x) 6= 0. Pak existuje
ε > 0 takové, že posloupnost {xk}, pro k = 0, 1, . . . generovaná Steffensenovou metodou
konverguje k bodu ξ pro každou počátečńı aproximaci x0 ∈ 〈ξ− ε, ξ+ ε〉∪ 〈a, b〉. Pokud má
funkce f v okoĺı bodu ξ spojitou druhou derivaci, je řád Steffensenovy metody alespoň 2.

D̊ukaz. Lze nalézt v [25, str. 6].
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Obrázek 4.2: Steffensenova metoda.

Jak uvád́ı předchoźı věta, tak Steffensenova metoda za určitých podmı́nek konverguje
kvadraticky, stejně jako Newtonova iteračńı metoda. Namı́sto derivace už́ıvá pouze vy-
hodnoceńı funkčńıch hodnot f(xk) a f(xk +f(xk)) v každém kroku. Můžeme tedy ř́ıct, že
index efektivity Steffensenovy metody je stejný jako u Newtonovy iteračńı metody a to
Ie = 21/2 .

= 1.41421.
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

5 Metody Steffensenova typu
Odstraněńı derivace f ′(xk) z Newtonovy iteračńı metody (3.2) je velice významné.

Steffensen nahradil derivaci f ′(xk) dopřednou diferenćı (4.5), což vedlo k myšlence daľśıch
modifikaćı. V posledńı době bylo odvozeno v́ıce takových metod, které nepouž́ıvaj́ı de-
rivaci a které vycháźı právě ze zmı́něné Steffensenovy iteračńı metody. V této kapi-
tole si uvedeme metody Steffensenova typu založené na aproximaci derivace poměrnými,
centrálńımi, dopřednými a zpětnými diferencemi, ve kterých je h = f(xk). Velkou snahou
je nalézt takovou iteračńı metodu, která má co nejvyšš́ı řád konvergence, což ale může
být na úkor efektivity dané iteračńı metody. Proto si modifikované metody Steffensenova
typu uvedeme v pořad́ı od nejnižš́ı po nejvyšš́ı řád konvergence a v následuj́ıćı kapitole je
budeme srovnávat. Metody jsou pojmenované podle autor̊u článk̊u, z kterých daná me-
toda byla převzata. Detailńı zp̊usob odvozeńı jednotlivých metod zde uvádět nebudeme,
ale u každé metody bude uveden odkaz na zdroj, v kterém lze źıskat daľśı informace
o př́ıslušné metodě.

Dehghan-Hajarianova metoda

Dehghan a Hajarian navrhli metodu Steffensenova typu v článku [7], která je druhého
řádu stejně jako Steffensenova metoda, tedy p = 2. Oproti klasické Steffensenově metodě
poč́ıtá r = 3 funkčńı vyhodnoceńı během jedné iterace. Metodu modifikovali tak, že mı́sto
dopředné diference (4.2) v Steffensenově metodě (4.6) použili centrálńı diferenci (4.4), kde
h = f(xk). Výsledný předpis metody, kterou jsme nazvali Dehgan-Hajarianovou metodou
(DHM), je:

DHM: xk+1 = xk −
f(xk)

f(xk + f(xk))− f(xk − f(xk))

2 · f(xk)

, k = 0, 1, . . . . (5.1)

Index efektivity vypoč́ıtáme ze vztahu (2.3), tj. Ie = p1/r = 21/3 ≈ 1.25992.

Metoda podle Sharmy

Nyńı si uvedeme typ Steffensenovy metody, která je již řádu tři, nebo-li konverguje ku-
bicky. Podle autora článku [22], kde je tato metoda odvozena, tuto metodu nazveme
metodou podle Sharmy (MSh). Autoři navrhli následuj́ıćı iteračńı schéma:

xk+1 = xk −
f(xk)

h(xk)
, k = 0, 1, . . . , (5.2)

kde

h(xk) =
f(xk + α(xk) · f(xk))− f(xk)

α(xk) · f(xk)

je nová aproximace derivace a α(x) je funkce, která bude bĺıže specifikována v následuj́ıćı
větě.
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Věta 5.1. Necht’ funkce f je dostatečně hladká v okoĺı kořene ξ a f ′(ξ) 6= 0. Necht’ f ′′(x)
je spojitá v okoĺı kořene ξ nelineárńı rovnice f(x) = 0. Pak metoda (5.2) konverguje

kubicky ke kořenu ξ, jestlǐze α(x) = − 1

f ′(x)
.

D̊ukaz. Lze nalézt v [22, str. 243].

Forma iteračńıho schématu (5.2) po dosazeńı h(xk) je pak dána:

xk+1 = xk −
α(xk) · f 2(xk)

f(xk + α(xk) · f(xk))− f(xk)
,

MSh:

α(xk) = − 1

f ′(xk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.3)

Problémem je, že stejně jako u Newtonovy iteračńı metody, se i zde vyskytuje derivace
funkce f ′(xk).

Nyńı si uvedeme index efektivity, jak je nadefinován podle vztahu (2.3). Máme tedy
řád konvergence p = 3 a vid́ıme ze vztahu (5.3), že potřebuje výpočet r = 3 funkčńıch
hodnot v jedné iteraci metody, tedy Ie = 31/3 ≈ 1.44225

Vzhledem k použ́ıváńı derivace funkce f ′(xk) v MSh, byla snaha tuto derivaci aproxi-
movat. Proto si nyńı uvedeme metodu, která tuto derivaci aproximuje a je námi nazvána
metodou podle Trauba.

Metoda podle Trauba

Traub ve své práci [26] ukázal, že iteračńı metoda (5.3), kde α(xk) = 1/f ′(xk), může být
vylepšena opakovaným použit́ım informaćı z předchoźı iterace. Aproximoval tedy prvńı
derivaci f ′(xk) ve vztahu α(xk) = 1/f ′(xk) zpětnou diferenćı:

f ′(xk) =
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
. (5.4)

Výsledný tvar metody podle Trauba (TM) má tvar:

αk =
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
, k = 1, 2, . . .

TM:

xk+1 = xk −
αk · f 2(xk)

f(xk + αk · f(xk))− f(xk)
, k = 0, 1, . . . ,

(5.5)

kde počátečńı hodnota α0 je zvolena. V daľśı kapitole při srovnáváńı metod, budeme podle
[26] dosazovat za α0 = 0.01.

Traubova metoda má dle [26] řád konvergence p = 1 +
√

2 ≈ 2.414. Index efek-
tivity Traubovy metody zjist́ıme z výše zmı́něného řádu konvergence p = 2.414 a počtu
funkčńıch vyhodnoceńı během jedné iterace r = 3. Po dosazeńı do vztahu (2.3) dostáváme
Ie = 1.34150.
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Metoda podle Jaina

Daľśı metodu Steffensenova typu třet́ıho řádu, která je uvedena v článku [13], pojmenu-
jeme v této práci metodou podle Jaina (JM). Vycháźı z iteračńıho schématu třet́ıho řádu,
které je kombinaćı Newtonovy metody a metody sečen. Tuto kombinaci uvedl Kastuiara-
chi v článku [14] a má předpis:

xk+1 = xk −
f 2(xk)

f ′(xk) · (f(xk)− f(x∗k))
,

x∗k = xk −
f(xk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.6)

Jain aproximoval derivaci f ′(xk) v (5.6) dopřednou diferenćı (4.5). Výsledný vztah metody
podle Jaina je:

xk+1 = xk −
f 3(xk)

(f(xk + f(xk))− f(xk)) · (f(xk)− f(x∗k))
JM:

x∗k = xk −
f 2(xk)

f(xk + f(xk))− f(xk)
. k = 0, 1, . . . ,

(5.7)

.

Věta 5.2. Necht’ funkce f má dostatečný počet derivaćı v okoĺı jednoduchého nulového
kořene ξ, tj. f ′(ξ) 6= 0, pak iteračńı metoda (5.7) má řád konvergence tři.

D̊ukaz. Lze nalézt v [13, str. 531].

Metoda podle Jaina je p = 3 řádu a poč́ıtá s r = 3 funkčńımi hodnotami během jedné
iterace. Index efektivity urč́ıme podle vztahu (2.3), tj. Ie ≈ 1.44225.

Metoda podle Zhenga

Daľśı metoda Steffensenova typu je uvedena v článku [29]. Nazveme ji metodou podle
Zhenga (ZM) a má následuj́ıćı předpis:

xk+1 = xk −
2 · αk · f 2(xk)

[f(xk + αk · f(xk))− f(xk)]− [f(x∗k+1 − αk · f(xk))− f(x∗k+1)]
,

ZM:

x∗k+1 = xk −
αk · f 2(xk)

f(xk + αk · f(xk))− f(xk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.8)
Pro k = 0 voĺıme x0 a α0, t́ım obdrž́ıme x1.

Pro k = 1, 2, . . . , urč́ıme αk = −
(

xk − xk−1
f(xk)− f(xk−1)

)
a poč́ıtáme xk+1 dokud neńı splněna

požadovaná přesnost. Při srovnáváńı metod budeme volit počátečńı α0 jako v [29] a to
α0 = −0.6.
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Věta 5.3. Necht’ f : I → R je dostatečně diferencovatelná funkce s jednoduchým kořenem
ξ ∈ I nelineárńı rovnice f(x) = 0, I ⊂ R je otevřená množina, x0 je dostatečně bĺızko ξ,
pak metoda (5.8) konverguje alespoň kubicky a splňuje následuj́ıćı chybovou rovnici

ek+1 =
(αkf

′(ξ) + 1) · (2αkf
′(ξ)2f ′′′(ξ) + 3f ′′(ξ)2 + f ′(ξ)f ′′′(ξ))

12f ′(ξ)2
e3k +O(e4k), (5.9)

kde ek = xk − ξ, pro k = 0, 1, . . . .

D̊ukaz. Lze nalézt v [29, str. 12].

Jestliže je řád metody p = 3 a počet funkčńıch hodnot v každém kroku r = 4, pak
index efektivity této metody je Ie = 31/4 ≈ 1.31607.

Metoda podle Pavaloiua

Metoda podle Pavaloiua je uvedena v článku [18]. Tato metoda je založena na inverzńı
interpolaci Newtonova polynomu druhého stupně.

Necht’ f : 〈a, b〉 → R, a, b ∈ R, a < b. Dále necht’ F = f(〈a, b〉) je množina funkčńıch
hodnot funkce f(x) pro x ∈ 〈a, b〉. Předpokládejme takové f , že existuje f−1 : F → 〈a, b〉.
Uvažujeme interpolačńı uzly ai ∈ 〈a, b〉, i = 1, 2, 3 a funkčńı hodnoty funkce f v těchto
uzlech bi = f(ai), i = 1, 2, 3. Newton̊uv interpolačńı polynom druhého stupně pro inverzńı
funkci f−1 má tvar:

N2(y) = a1 + f−1[b1, b2] · (y − b1) + f−1[b1, b2, b3] · (y − b1) · (y − b2). (5.10)

Kde f [·, ·] je poměrná diference funkce f obecně definovaná následovně:

f [xi, xj] =
f(xj)− f(xi)

xj − xi
, xi 6= xj. (5.11)

Pro j > i+ 1 je vztah poměrné diference nadefinován:

f [xi, xi+1, . . . , xj] =
f [xi+1, . . . , xj]− f [xi, xi+1, . . . , xj−1]

xj − xi
, xi 6= xj. (5.12)

Inverzńı funkce f−1 = N2(y) +R2(x), kde R2(x) = f−1[y, b1, b2, b3] · (y− b1) · (y− b2) ·
(y − b3) je chyba Newtonova interpolačńıho polynomu druhého stupně pro každé y ∈ F.

Dosazeńım y = 0 do rovnice (5.10) a využit́ım rovnost́ı f−1[b1, b2] =
1

f [a1, a2]

a f−1[b1, b2, b3] = − f [a1, a2, a3]

f [a1, a2] · f [a1, a3], ·f [a2, a3]
, se źıská aproximace pro kořen ξ:

ξ = a1 −
f(a1)

f [a1, a2]
− f [a1, a2, a3] · f(a1) · f(a2)

f [a1, a2] · f [a2, a3] · f [a1, a3]
. (5.13)
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Aproximaci xk+1 kořene ξ rovnice (2.1) obdrž́ıme z rovnice (5.13), v ńıž je třeba dosadit
za a1 = xk, a2 = g(xk) a a3 = g(g(xk)). Výsledný tvar metody podle Pavaloiua (PM) je
následuj́ıćı:

PM: xk+1 = xk−
f(xk)

f [xk, g(xk)]
− f [xk, g(xk), g(g(xk))] · f(xk) · f(g(xk))

f [xk, g(xk)] · f [xk, g(g(xk))] · f [g(xk), g(g(xk))]
, (5.14)

pro k = 0, 1, . . . .

Aby byla zaručena konvergence tak muśı funkce g(x) splňovat následuj́ıćı podmı́nky.

1. Funkce g(x) muśı být klesaj́ıćı na intervalu 〈a, b〉.

2. ∃ ` ∈ R, 0 < ` ≤ 1 takové, že ∀x ∈ 〈a, b〉 plat́ı vztah:

|g(x)− g(ξ)| ≤ ` · |x− ξ|. (5.15)

Věta 5.4. Necht’ f ′(x) > 0 pro každé x ∈ 〈a, b〉 a necht’ f ′′(x) ≥ 0 pro každé x ∈ 〈a, b〉.
Jestlǐze jsou splněny podmı́nky 1. a 2. tak, že f ′(b) ≤ (1 + `) · f ′(a), pak funkce g je dána
vztahem:

g(x) = x− λ · f(x), (5.16)

kde λ ∈
〈

1

f ′(a)
,
1 + `

f ′(b)

〉
.

D̊ukaz. Lze nalézt v [18, str. 373].

V článku [18] je uvedeno, že řád konvergence metody podle Pavaloiua je p = 3. Počet
funkčńıch vyhodnoceńıch během jedné iterace je r = 3. Nyńı můžeme vypoč́ıtat index
efektivity podle vztahu (2.3), Ie = 31/3 ≈ 1.44225.

Metoda podle Liua 1

Nyńı si uvedeme metodu, kterou jsme nazvali metodou podle Liua 1 (LM1) podle autora
článku [15]. Metoda je založena na Newtonově interpolačńım polynomu.

Z Newtonova interpolačńıho polynomu prvńıho řádu N1(x) = f(xk)+f [xk, zk]·(x−xk),
kde se za zk dosad́ı zk = xk + βk · f(xk), se źıská funkce f(x) = N1(x) + R1(x), kde
R1(x) = f [xk, zk, x] · (x − xk) · (x − zk) je chyba Newtonova interpolačńıho polynomu
prvńıho řádu. Poměrné diference f [·, ·, ·] v R1, které jsou nadefinované v (5.12), autoři
nahradili výrazem µk ≈ f [xk, zk, x]. Funkce f(x) = N1 +R1 má po této substituci tvar:

f(x) = f(xk) + f [xk, zk] · (x− xk) + µk · (x− xk) · (x− zk). (5.17)

Liu a spol. navrhli iteračńı schéma xk+1 = xk −
f(xk)

N ′2(xk)
. Po dosazeńı (5.17) a derivaci

Newtonova interpolačńıho polynomu druhého řádu za N ′2(xk) źıskali dvouparametrovou
metodu Steffensenova typu:

xk+1 = xk −
f(xk)

f [xk, zk] + µk(xk − zk)
, k = 0, 1, . . . , (5.18)
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kde zk = xk + βk · f(xk), {βk} a {µk} jsou ohraničené posloupnosti, přičemž

µ0 = 0 a µk =
1 + βk · f [xk, zk]

βk · f [xk, zk] · f [zk−1, xk, zk]
, k = 0, 1, . . . , {βk} bude specifikována

později.

Iterace prob́ıhá bez jakéhokoliv nového funkčńıho vyhodnoceńı, tud́ıž můžeme ř́ıct, že
vznikla samo-zrychluj́ıćı metoda Steffensenova typu s kvadratickou konvergenćı.

xk+1 = xk −
f(xk)

f [xk, zk]−
(

1 +
1

βk · f [xk, zk]

)
· (f [zk−1, zk]− f [xk, zk−1])

, (5.19)

pro k = 0, 1, . . . .

Dále byla navržena jednostupňová iteračńı metoda Steffensenova typu s kubickou kon-
vergenćı a dvoj́ım samo-zrychleńım:

xk+1 = xk −
f(xk)

f [xk, zk]−
(

1 +
1

βk · f [xk, zk]

)
· (f [zk−1, zk]− f [xk, zk−1])

,

LM1:

βk =
1

f [xk−1, zk−1]− f [xk, zk−1]− f [xk−1, xk]
, k = 1, 2, . . . .

(5.20)
Na rozd́ıl od většiny výše uvedených metod, kde stačilo zavést počátečńı aproximaci

x0, v metodě podle Liua 1 potřebujeme znát i x1. Tuto hodnotu źıskáme ze vztahu (5.18),
kde µ0 = 0. Také potřebujeme znát koeficient β0, který vypoč́ıtáme ze vztahu:

β0 = −1/f [x0, x0 + f(x0)].

Věta 5.5. Necht’ f : I → R je dostatečně diferencovatelná funkce s jednoduchým nulovým
kořenem ξ ∈ I, I ⊂ R je otevřená množina, x0 je dostatečně bĺızko kořenu ξ, potom
metoda (5.20) dosahuje konvergence řádu 3.383.

D̊ukaz. Lze nalézt v [15, str. 584].

Jednokroková metoda podle Liua s dvoj́ım samo-zrychleńım má tedy řád konvergence
p = 3.383 a výpočet funkčńıch hodnot během jedné iterace r = 2. Po dosazeńı do vztahu
(2.3) zjist́ıme, že index efektivity Ie = 1.83929.

Metoda podle Singha

Nyńı uvedeme iteračńı metodu třet́ıho, resp. čtvrtého řádu, která je odvozena v článku
[23] a kterou budeme nazývat metodou podle Singha (MSi). Tato metoda nemá ve svém
předpisu derivaci a je založena na užit́ı centrálńı diference. Budeme zvažovat následuj́ıćı
dvoustupňové iteračńı schémata:
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yk = xk −
f(xk)

g(xk)
, (5.21)

MSi:

xk+1 = yk −
f(yk)

g(xk)
· f(xk + α · f(yk))

f(xk) + β · f(yk)
, k = 0, 1, . . . , (5.22)

kde α a β jsou reálné konstanty a g(xk) je centrálńı diference (4.4), do které dosad́ıme
h = f(xk), tedy

g(xk) =
f(xk + f(xk))− f(xk − f(xk))

2 · f(xk)
.

Věta 5.6. Necht’ ξ ∈ I je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f : I ⊆ R → R na otevřeném intervalu. Jestlǐze počátečńı aproximaci x0 zvoĺıme do-
statečně bĺızko kořene ξ, pak iteračńı schéma (5.22) konverguje alespoň kubicky. Nav́ıc
pro β = α− 2 je řád konvergence 4.

D̊ukaz. Lze nalézt v [23, str. 12].

Při srovnáváńı metod budeme dosazovat za α = 1 stejně jako v článku [23]. β se urč́ı
vztahem β = α−2, abychom poč́ıtali s metodou čtvrtého řádu, jak je uvedeno ve větě 5.6.

Index efektivity je pro metodu podle Singha určen podle řádu konvergence p = 3,
nebo p = 4, kdy v obou př́ıpadech je potřeba během každé iterace vypoč́ıtat 4 funkčńı
hodnoty, tj. r = 4. Podle vztahu (2.3) můžeme zapsat index efektivity pro třet́ı řád
Ie = 31/4 = 1.3161, nebo pro metodu podle Singha čtvrtého řádu Ie = 41/4 = 1.41421.

Metoda podle Hafize

V této části uvedeme dvoustupňové metody Steffensonova typu, které budeme nazývat
metody podle Hafize (HM). Hafiz pro odvozeńı svých metod použil dvoustupňovou New-
tonovu metodu třet́ıho řádu, která je uvedená v článku [11] a jejiž iteračńı schéma je:

yk = xk −
f(xk)

f ′(xk)
,

xk+1 = xk −
f(yk)

f ′(xk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.23)

Nyńı se bude schéma (5.23) modifikovat tak, aby se odstranila derivace. Pro zvolenou
počátečńı aproximaci x0 bude algoritmus (HM1), který konverguje k řešeńı xk+1 ≈ ξ,
vypadat následovně:

yk = xk −
β · f 2(xk)

f(w)− f(xk)
,

HM1: w = xk + β · f(xk),

xk+1 = yk −
f(xk)

P0(xk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.24)
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P0(xk) je definováno jako dopředná diference (4.2), kde za h polož́ıme h = β · f(xk), tedy

P0(xk) =
f(xk + β · (f(xk))− f(xk)

β · f(xk)
a β ∈ R − {0} je konstanta, přičemž ve srovnáńı

metod bude, stejně jako v [11], použito β = 1. Vztah P0(xk) a konstanta β jsou dosazeny
stejně i v ostatńıch Hafizových metodách (HM2-HM4).

HM1 je stejně jako dvoustupňová Newtonova metoda (5.23) třet́ıho řádu a vyžaduje
výpočet r = 3 funkčńıch hodnot během jedné iterace. Index efektivity se vypoč́ıtá ze vztahu
(2.3), tj. Ie ≈ 1.44225. Ćılem autora článku [11] bylo naj́ıt nové metody, které nepouž́ıvaj́ı
derivaci a maj́ı řád konvergence čtyři, také bez nutnosti výpočtu nových funkčńıch vyhod-
noceńı během jedné iterace. Proto byly zavedeny takzvané váhové funkce W1,W2 a W3,
které jsou vyjádřeny následovně:

W1 =

{
4

1 + (f [xk, yk] · f [wk, yk])/P0(xk)2
− 1

}
, (5.25)

W2 =
f [wk, xk]2

f [xk, yk] · f [wk, yk]
·
{

1 +
f(yk) · f [wk, xk]2 · (f [wk, xk]− f [xk, yk])

f(xk) · (f [xk, yk] · f [wk, yk])2

}
, (5.26)

W3 =
f(xk) · f [xk, yk] · f [wk, yk] · f [wk, xk]2

f(xk) · f [xk, yk]2 · f [wk, yk]2 − f(yk) · (f [wk, xk]− f [xk, yk]) · f [wk, xk]3
, (5.27)

kde f [xi, xj] =
f(xi)− f(xj)

xi − xj
, ∀ i, j ∈ N, i 6= j je poměrná diference, kterou jsme již

uvedli (5.11).

Autor použil tyto váhové funkce a navrhl následuj́ıćı nové dvoustupňové metody, které
budeme označovat (HM2-HM4).

yk = xk −
β · f 2(xk)

f(w)− f(xk)
,

HM2: w = xk + β · f(xk),

xk+1 = yk −
f(yk)

P0(xk)
·W1.

(5.28)

yk = xk −
β · f 2(xk)

f(w)− f(xk)
,

HM3: w = xk + β · f(xk),

xk+1 = yk −
f(yk)

P0(xk)
·W2.

(5.29)
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yk = xk −
β · f 2(xk)

f(w)− f(xk)
,

HM4: w = xk + β · f(xk),

xk+1 = yk −
f(yk)

P0(xk)
·W3.

(5.30)

Věta 5.7. Necht’ ξ je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f :⊆ I → R v otevřeném intervalu I ⊂ R. Jestlǐze x0 je dostatečně bĺızko kořenu ξ, potom
dvoustupňová metoda definovaná jako HM2 má řád konvergence čtyři.

D̊ukaz. Lze nalézt v [11, str. 115].

Věta 5.8. Necht’ ξ je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f :⊆ I → R v otevřeném intervalu I ⊂ R. Jestlǐze x0 je dostatečně bĺızko kořenu ξ, potom
dvoustupňová metoda definovaná jako HM3 má řád konvergence čtyři.

D̊ukaz. Lze nalézt v [11, str. 116].

Věta 5.9. Necht’ ξ je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f :⊆ I → R v otevřeném intervalu I ⊂ R. Jestlǐze x0 je dostatečně bĺızko kořenu ξ, potom
dvoustupňová metoda definovaná jako HM4 má řád konvergence čtyři.

D̊ukaz. Lze nalézt v [11, str. 116].

Metody HM2, HM3 a HM4 maj́ı řád konvergence p = 4 a použ́ıvaj́ı r = 3 funkčńı
vyhodnoceńı během jedné iterace. Index efektivity urč́ıme pomoćı vztahu (2.3), takže
Ie = 41/3 ≈ 1.58740.

Metoda podle Liua 2

V článku [16] je uvedena daľśı metoda Steffensenova typu čtvrtého řádu, kterou budeme
nazývat metodou podle Liua 2. Jej́ı iteračńı předpis je:

yk = xk −
f(xk)

f [xk, zk]
,

LM2:

xk+1 = yk −
f [xk, yk]− f [yk, zk] + f [xk, zk]

f [xk, yk]2
· f(yk), k = 0, 1, . . . ,

(5.31)

kde zk = xk + f(xk) a f [·, ·] je poměrná diference nadefinovaná v (5.11).
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Věta 5.10. Necht’ f : I → R je dostatečně diferencovatelná funkce s jednoduchým nu-
lovým kořenem ξ ∈ I, I ⊂ R je otevřená množina. Necht’ x0 je dostatečně bĺızko ξ. Pak
metoda (5.31) je čtvrtého řádu a pro chybu plat́ı

ek+1 =
f ′′(ξ) · (1 + f ′(ξ))

8 · f ′(ξ)3
· [f ′′(ξ)2 · (2 + f ′(ξ))− 2

3
f ′′′(ξ) · f ′(ξ) · (1 + f ′(ξ))] · e4k +O(e5k),

kde ek = xk − ξ, k = 0, 1, . . . .

D̊ukaz. Lze nalézt v [16, str. 1979].

Metoda (5.31) je r = 4 řádu a poč́ıtá p = 3 funkčńıch vyhodnoceńı během jedné
iterace. Index efektivity se vypoč́ıtá ze vztahu, tj. Ie ≈ 1.58740.

Metoda podle Rena

Metoda podle Rena (RM), která je uvedena v článku [19], vycháźı z iteračńıho schématu
dvoustupňové Steffensenovy-Newtonovy metody čtvrtého řádu:

yk = xk −
f 2(xk)

f(xk + f(xk))− f(xk)
,

xk+1 = yk −
f(yk)

f ′(yk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.32)

Ve snaze vyhnout se derivaci, autoři nahradili f ′(yk) Newtonovým interpolačńım po-
lynomem h′(yk), tj. f ′(yk) ≈ h′(yk) = f [xk, yk]+f [yk, zk]−f [xk, zk]+a · (yk, xk) · (yk−zk),
kde zk = xk+f(xk), f [·, ·] je poměrná diference nadefinovaná v (5.11) a f [·, ·, ·] je poměrná
diference nadefinovaná v (5.12).

T́ım byla navržena nová metoda, kterou jsme v této práci nazvali metodou podle Rena
a má předpis:

yk = xk −
f(xk)

f [xk, zk]
, k = 0, 1, . . . ,

RM:

xk+1 = yk −
f(yk)

f [xk, yk] + f [yk, zk]− f [xk, zk] + a · (yk − xk) · (yk − zk)
,

(5.33)

kde a je reálná konstanta.

Věta 5.11. Necht’ ξ ∈ I je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f : I → R v otevřeném intervalu I ⊆ R. Jestlǐze x0 je dostatečně bĺızko kořenu ξ, pak
metoda (5.33) je čtvrtého řádu a pro chybu plat́ı

ek+1 = (1 + f ′(ξ))2 · c2 ·
[
c22 − c3 +

a

f ′(ξ)

]
· e4k +O(e5k),

kde ek = xk − ξ, pro k = 0, 1, . . . . a ck =
f (k)(ξ)

k! · f(ξ)
, pro k = 2, 3.
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D̊ukaz. Lze nalézt v [19, str. 208].

Za konstantu a budeme ve srovnáńı metod dosazovat stejně jako v článku [19] po-
stupně a = −1, a = 0 a a = 1. Index efektivity vypoč́ıtáme ze vztahu (2.3). Řád metody
je roven čtyřem, tj. p = 4 a počet funkčńıch vyhodnoceńı je během jedné iterace r = 3,
tedy Ie ≈ 1.58740.

Metoda podle Cordera 1

Stejně jako metoda podle Rena i metoda podle Cordera 1 (CM1), která je sepsaná v článku
[4], vycháźı z iteračńıho schématu Steffensenovy-Newtonovy metody čtvrtého řádu (5.32).
V zájmu zachováńı řádu konvergence byla nahrazena prvńı derivace f ′(yk) lineárńı kom-
binaćı dvou modifikovaných poměrných diferenćı, tj.

f ′(yk) ≈ a · f(yk)− b · f(zk)

yk − zk
+
c · f(yk)− d · f(xk)

yk − xk
,

kde a, b, c, d ∈ R jsou parametry. Výsledný předpis pro metodu podle Cordera 1 je:

yk = xk −
f 2(xk)

f(zk)− f(xk)
,

CM1:

xk+1 = yk −
f(yk)

a · f(yk)− b · f(zk)

yk − zk
+
c · f(yk)− d · f(xk)

yk − xk

, k = 0, 1, . . . ,

(5.34)

kde zk = xk + f(xk).

Věta 5.12. Necht’ ξ ∈ I je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f : I ⊆ R → R na otevřeném intervalu I. Jestlǐze x0 je dostatečně bĺızko kořene ξ, pak
metoda (5.34) je čtvrtého řádu pro a = c = 1 a b+ d = 1 a pro chybu plat́ı

ek+1 = (1 + f ′(ξ))2 · c2 · (c22 − c3) · e4k +O(e5k),

kde ek = xk − ξ, pro k = 0, 1, . . . a ck =
f (k)(ξ)

k! · f ′(ξ)
, pro k = 2, 3.

D̊ukaz. Lze nalézt v [4, str. 7655].

Za konstanty budeme ve srovnáńı metod dosazovat stejně jako v článku [4], to je
a = b = c = 1 a d = 0.
Index efektivity vypoč́ıtáme ze vztahu (2.3), kde p = 4 je řád konvergence a r = 3 je
počet funkčńıch vyhodnoceńı během jedné iterace, Ie = 41/3 ≈ 1.58740.
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Metoda podle Cordera 2

V následuj́ıćım odstavci si uvedeme metodu Steffensenova typu, která je založena na
Ostrowského metodě čtvrtého řádu, která má tvar:

yk = xk −
f(xk)

f ′(xk)
,

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
· f(yk)− f(xk)

2 · f(yk)− f(xk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.35)

Připomeneme vztah centrálńı diference (4.4), v němž je dosazeno za h = f(xk):

f ′(xk) ' f(xk + f(xk))− f(xk − f(xk))

2 · f(xk)
(5.36)

a kterým se aproximuje derivace v Ostrowského metodě čtvrtého řádu (5.35). Obdrž́ıme
tedy novou metodu, kterou budeme dále nazývat metodou podle Cordera 2 (CM2):

yk = xk −
2 · f 2(xk)

f(xk + f(xk))− f(xk − f(xk))
,

CM2:

xk+1 = xk −
2 · f 2(xk)

f(xk + f(xk))− f(xk − f(xk))
· f(yk)− f(xk)

2 · f(yk)− f(xk)
, k = 0, 1, . . . .

(5.37)

Metoda podle Cordera 2, která je uvedena v článku [3], tedy nevyuž́ıvá při výpočtu žádné
derivace.

Věta 5.13. Necht’ ξ ∈ I je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f : I ⊆ R→ R v otevřeném intervalu I. Jestlǐze x0 je dostatečně bĺızko kořenu ξ, potom
metoda (5.37) má řád konvergence 4 a chybová rovnice odpov́ıdá vztahu

ek+1 = −c2 ·
(
−c

2
2

c31
+ c3 +

c3
c21

)
· e4k +O(e5k),

kde ek = xk − ξ, pro k = 0, 1, . . . a ck =
f (k)(ξ)

k! · f ′(ξ)
, pro k = 1, 2, 3.

D̊ukaz. Lze nalézt v [3, str. 3060].

Jak je uvedeno ve větě 5.13, metoda podle Cordera je řádu p = 4. Během jedné ite-
race využ́ıvá r = 4 funkčńı vyhodnoceńı. Index efektivity, podle vztahu (2.3), je roven
Ie = 41/4 ≈ 1.41421.
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Vylepšená metoda podle Cordera

Metoda podle Cordera 2, kterou jsme uvedli výše, je čtvrtého řádu a vycháźı z Os-
trowského metody čtvrtého řádu. Nyńı si uvedeme vylepšenou metodu podle Cordera
(VCM), která vycháźı z jiné Ostrowského metody, která je sepsána v [10] a je šestého
řádu. Tato metoda má tvar:

yk = xk −
f(xk)

f ′(xk)
,

zk = yk −
yk − xk

2 · f(yk)− f(xk)
· f(yk),

xk+1 = zk −
yk − xk

2 · f(yk)− f(xk)
· f(zk), k = 0, 1, . . . .

(5.38)

Nyńı se do (5.38) opět dosad́ı mı́sto prvńı derivace centrálńı diferenci (5.36) a źıská se nová
metoda, kterou jsme nazvali metodou podle Cordera. Tato metoda nepotřebuje k výpočtu
žádné derivace a je šestého řádu:

yk = xk −
2 · f 2(xk)

f(xk + f(xk))− f(xk − f(xk))
,

VCM: zk = yk −
yk − xk

2 · f(yk)− f(xk)
· f(yk),

xk+1 = zk −
yk − xk

2 · f(yk)− f(xk)
· f(zk), k = 0, 1, . . . .

(5.39)

Věta 5.14. Necht’ ξ ∈ I je jednoduchý nulový kořen dostatečně diferencovatelné funkce
f : I ⊆ R→ R na otevřeném intervalu I. Jestlǐze x0 je dostatečně bĺızko kořenu ξ, potom
metoda (5.39) má řád konvergence 6 a pro chybu plat́ı

ek+1 =
(−2 · c22 + c1 · (1 + c21) · c3) · (−c32 + c1 · (1 + c21) · c2 · c3)

c51
· e6k +O(e7k),

kde ek = xk − ξ, pro k = 0, 1, . . . a ck =
f (k)(ξ)

k! · f ′(ξ)
, pro k = 1, 2, 3.

D̊ukaz. Lze nalézt v [3, str. 3061].

Na rozd́ıl od metody podle Cordera 2, která použ́ıvá 4 funkčńı vyhodnoceńı během
jedné iterace, vylepšená metoda podle Cordera potřebuje během jedné iterace r = 5
funkčńıch vyhodnoceńı. Avšak podle věty 5.14 je řádu p = 6. Když použijeme vztah
(2.3), můžeme vypoč́ıtat index efektivity Ie = 61/5 ≈ 1.43097.
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Metoda podle Wanga

V této části si uvedeme novou iteračńı metodu, která byla v článku [27] navržena tak,
aby se jednalo o tř́ıstupňovou iteračńı metodu sedmého řádu bez použit́ı derivace. Wang
a spol. uvažovali jako základ následuj́ıćı iteračńı schéma:

yk = xk −
f(xk)

f [xk, zk]
,

xk+1 = uk −
f(uk)

f ′(uk)
, k = 0, 1, . . . ,

(5.40)

kde uk = g4(xk) je nějaká Steffensenova metoda čtvrtého řádu, zk = xk +f(xk) a f [xk, zk]
je poměrná diference, nadefinovaná stejně jako ve vztahu (5.11). Aby autoři źıskali vyšš́ı
řád metody, aproximovali f(uk) Taylorovým rozvojem druhého stupně, následně vyjádřili
prvńı derivaci f ′(uk) z tohoto Taylorova rozvoje druhého stupně a za použit́ı poměrných
diferenćı źıskali vztah:

f ′(uk) ≈ f [uk, xk] +
1

2
f ′′(xk) · (uk − xk). (5.41)

Aby se vyhnuli výpočtu druhé derivace f ′′(xk) položili f ′′(xk) ≈ 2·f [xk, yk, uk], kde uk a yk
jsou dostatečně bĺızko xk. Nahrazeńım druhé derivace ve vztahu (5.41) dostali aproximaci
f ′(uk) ve tvaru:

f ′(uk) ≈ f [uk, xk] + f [xk, yk, uk] · (uk − xk) = f [uk, xk] + f [uk, yk]− f [xk, yk]. (5.42)

Źıskali tedy nové iteračńı schéma, které jsme v této práci nazvali metodou podle Wanga
(WM):

yk = xk −
f(xk)

f [xk, zk]
,

WM: uk = g4(xk),

xk+1 = uk −
f(uk)

f [uk, xk] + f [uk, yk]− f [xk, yk]
, k = 0, 1, . . . .

(5.43)

Věta 5.15. Necht’ I ⊆ R je otevřený interval, ξ ∈ I je jednoduchý kořen (2.1) a f je
dostatečně diferencovatelná funkce f : I → R. Předpokládejme, že uk = g4(xk) je optimálńı
Steffensenova metoda čtvtého řádu, která splňuje

uk − ξ = B0 · e4k +B1 · e5k +B2 · e6k +B3 · e7k +O(e8k),

kde B0 6= 0 a ek = xk − ξ. Pak metoda (5.43) je sedmého řádu.

D̊ukaz. Lze nalézt v [27, str. 432].

Optimálńı metodou Steffensenova typu čtvrtého řádu, která splňuje podmı́nky věty
5.15, je metoda podle Liua 2, která je uvedena v této práci jako (5.31) a metoda podle
Rena (5.33), v které dosazujeme za a = 0.

Metoda podle Wanga je řádu p = 7 a potřebuje 4 funkčńı vyhodnoceńı během jedné
iterace, tj. r = 4. Index efektivity vypoč́ıtán ze vztahu (2.3) je Ie = 71/4 ≈ 1.62658.
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Metoda podle Soleymania 1

Jako daľśı si uvedeme metodu podle Soleymania 1 (MSo1). Autor článku [24] vycháźı ze
tř́ıstupňového schématu, kde prvńım krokem je Steffensenova iterace a v následných dvou
kroćıch se jedná o Newtonovu iteraci:

yk = xk −
f(xk)

f [xk, wk]
, wk = xk + β · f(xk),

zk = yk −
f(yk)

f ′(yk)
,

xk+1 = zk −
f(zk)

f ′(zk)
, k = 0, 1, . . . ,

(5.44)

kde f [xk, wk] je poměrná diference funkce f(x) definovaná stejně jako ve vztahu (5.11), β
je konstanta, kterou ve srovnáńı metod budeme volit stejně jako v [24], tj. β = 1, nebo
β = 0.01.
Aby se autor článku [24] vyhnul derivaci ve schématu (5.44), ale zároveň zachoval osmý
řád, který metoda (5.44) má, zavedl tak zvané váhové funkce (uvedené ńıže) a také nahra-
dil derivace f ′(yk) a f ′(zk) poměrnými diferencemi: f ′(yk) ≈ f [xk, wk] a f ′(zk) ≈ f [xk, wk].
Výsledná metoda má tvar:

yk = xk −
f(xk)

f [xk, wk]
, wk = xk + β · f(xk),

MSo1: zk = yk −
f(yk)

f [xk, wk]
· {G(A)×H(B)} ,

xk+1 = zk −
f(zk)

f [xk, wk]
· {K(Γ )× L(∆)× P (E)×Q(B)× J(A)} , k = 0, 1, . . . ,

(5.45)
kde β ∈ R − {0} a G(A), H(B), K(Γ ), L(∆), P (E), Q(B) a J(A) je sedm reálných
funkćı, přičemž:

A = (f(y)/f(x)), B = (f(y)/f(x+ β · f(x))),

Γ = (f(z)/f(x)), ∆ = (f(z)/f(x+ β · f(x))),

E = (f(z)/f(y)).

x, y a z jsou zde bez indexu k, který by měl být vybrán tak, aby řád konvergence byl
roven osmi. Následuj́ıćı věta udává zp̊usob výběru váhových funkćı s co nejmenš́ım počtem
funkčńıch vyhodnoceńı. Iteračńı metodu nazýváme metodou podle Soleymania 1.

Věta 5.16. Necht’ ξ je jednoduchý kořen nelineárńı rovnice f(x) = 0 v oblasti I. Necht’

f(x) je dostatečně hladká v okoĺı kořene ξ. Potom iteračńı schéma bez použit́ı derivace
definované v (5.45) má optimálńı řád osm, jestlǐze váhové funkce splňuj́ı:
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G(0) = G′(0) = 1, G′′(0) = G(3)(0) = 0,
∣∣G(4)(0)

∣∣ <∞,
H(0) = H ′(0) = 1, H ′′(0) = 0,

H(3)(0) = 18 + 6βf [xk, xk + βf(xk)] · (5 + βf [xk, xk + βf(xk)] · (4 + βf [xk, xk + βf(xk)])),∣∣H(4)(0)
∣∣ <∞

K(0) = K ′(0) = 1, L(0) = L′(0) = 1,

P (0) = P ′(0) = 1, |P ′(0)| <∞

Q(0) = Q′(0) = 1, Q′′(0) = 2 + 2βf [xk, xk + βf(xk)], Q(3)(0) = 0,
∣∣Q(4)(0)

∣∣ <∞,
J(0) = J ′(0) = 1, J ′′(0) = J (3)(0) = 0,

∣∣J (4)(0)
∣∣ <∞.

D̊ukaz. Lze nalézt v [24, str. 6].

Konkrétńı váhové funkce volil Soleymani v [24] následovně:

W1: (5.46)

G(A) = 1 +
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)5

,

H(B) = 1 +
f(yk)

f(wk)
+ (3 + f [xk, wk](5 + f [xk, wk](4 + f [xk, wk])))

(
f(yk)

f(wk)

)3

,

K(Γ ) = 1 +
f(zk)

f(xk)
+

(
f(zk)

f(xk)

)3

, L(∆) = 1 +
f(zk)

f(wk)
+

(
f(zk)

f(wk)

)3

,

P (E) = 1 +
f(zk)

f(yk)
+

(
f(zk)

f(yk)

)2

, Q(B) = 1 +
f(yk)

f(wk)
+ (1 + f [xk, wk])

(
f(yk)

f(wk)

)2

,

J(A) = 1 +
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)5

.

Metoda podle Soleymania má řád p = 8 a v každém iteračńım kroku potřebuje r = 4
funkčńı vyhodnoceńı. Nyńı lze lehce určit index efektivity, který udáváme podle vztahu
(2.3). Ie = 81/4 ≈ 1.68179.

Metoda podle Soleymania 2

Metoda podle Soleymania 1 využ́ıvá v prvńım kroku dopředné diference, nyńı se budou
nahrazovat dopředné diference zpětnými deferencemi a źıská se nová tř́ıstupňová iteračńı
metoda osmého řádu, kterou nazveme metodou podle Soleymania 2 (MSo2), tato metoda
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byla odvozena v [24], stejně jako metoda podle Soleymania 1.
Obě metody jsou stejného řádu osm a také potřebuj́ı stejný počet funkčńıch hodnot během
jedné iterace, tud́ıž maj́ı i stejný index efektivity Ie ≈ 1.68179.

yk = xk −
f(xk)

f [xk, wk]
, wk = xk − β · f(xk),

MSo2: zk = yk −
f(yk)

f [xk, wk]
· {A(t)×B(i)} ,

xk+1 = zk −
f(zk)

f [xk, wk]
· {P (r) +Q(i) + J(t) + L(k)} , k = 0, 1, . . . ,

(5.47)

kde β ∈ R− {0} a A(t), B(i), P (r), Q(i), J(t) a L(k) je šest reálných váhových funkćı,
kde

t = (f(y)/f(x)), i = (f(y)/f(x− β · f(x))),

r = (f(z)/f(y)), k = (f(z)/f(x− β · f(x))).

I zde jsou x, y a z bez indexu k, který by měl být vybrán tak, aby řád konvergence
byl roven osmi. Váhové funkce muśı splňovat následuj́ıćı podmı́nky:

A(0) = A′(0) = 1, A′′(0) = 2, A(3)(0) = 0,
∣∣A(4)(0)

∣∣ <∞,
B(0) = B′(0) = 1, B′′(0) = 6− 4βf [xk, xk − βf(xk)], B(3)(0) = 0,

∣∣B(4)(0)
∣∣ <∞

P (0) = P ′(0) = 1, |P ′′(0)| <∞,

Q(0) = 0, Q′(0) = 1, Q′′(0) = 10− 8βf [xk, xk − βf(xk)],

Q(3)(0) = 60 + 12βf [xk, xk − βf(xk)] · (−8 + 3βf [xk, xk − βf(xk)]),
∣∣Q(4)(0)

∣∣ <∞,
J(0) = 0, J ′(0) = 1, J ′′(0) = 2, J (3)(0) = 0,

∣∣J (4)(0)
∣∣ <∞.

L(0) = 0, L′(0) = 4− 2βf [xk, xk − βf(xk)].

Věta 5.17. Necht’ ξ je jednoduchý kořen nelineárńı rovnice f(x) = 0 v oblasti I. Necht’

f(x) je dostatečně hladká v okoĺı kořene ξ. Potom iteračńı schéma bez použit́ı derivace
definovaná v (5.47) má řád konvergence osm.

D̊ukaz. Lze nalézt v [24, str. 9].

Jako jeden ze tř́ı efektivńıch př́ıklad̊u váhových funkćı Soleymani zvolil:

W2: (5.48)

A(t) = 1 +
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)2

, B(i) = 1 +
f(yk)

f(wk)
+ (3− 2f [xk, wk])

(
f(yk)

f(wk)

)2

,

P (r) = 1 +
f(zk)

f(yk)
+

(
f(zk)

f(yk)

)2

,
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Q(i) =
f(yk)

f(wk)
+ (5− 4f [xk, wk])

(
f(yk)

f(wk)

)2

+

+ (10 + 2f [xk, wk](−8 + 3f [xk, wk]))

(
f(yk)

f(wk)

)3

+

+ (11− f [xk, wk](26− 15f [xk, wk]))

(
f(yk)

f(wk)

)4

,

J(t) =
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)2

, L(k) = (4− 2f [xk, wk])
f(zk)

f(wk)
.

Daľśı variantou volby je:
W3 : (5.49)

A(t) = 1 +
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)2

, B(i) = 1 +
f(yk)

f(wk)
+ (3− 2f [xk, wk])

(
f(yk)

f(wk)

)2

,

P (r) = 1 +
f(zk)

f(yk)
,

Q(i) =
f(yk)

f(wk)
+ (5− 4f [xk, wk])

(
f(yk)

f(wk)

)2

+

+ (10 + 2f [xk, wk] (−8 + 3f [xk, wk]))

(
f(yk)

f(wk)

)3

+

+
(
11− f [xk, wk]

(
26− 15f [xk, wk] + (f [xk, wk])3

))( f(yk)

f(wk)

)4

,

J(t) =
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)2

, L(k) = (4− 2f [xk, wk])
f(zk)

f(wk)
.

Posledńı zp̊usob výběru váhových funkćı, které autor navrhl je:

W4 : (5.50)

A(t) = 1 +
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)2

, B(i) = 1 +
f(yk)

f(wk)
+ (3− 2f [xk, wk])

(
f(yk)

f(wk)

)2

,

P (r) = 1 +
f(zk)

f(yk)
+

(
f(zk)

f(yk)

)2

,

Q(i) =
f(yk)

f(wk)
+ (5− 4f [xk, wk])

(
f(yk)

f(wk)

)2

+

+ (10 + 2f [xk, wk] (−8 + 3f [xk, wk]))

(
f(yk)

f(wk)

)3

+

+
(
11− f [xk, wk]

(
26− 15f [xk, wk] + (f [xk, wk])3

))( f(yk)

f(wk)

)4

,

J(t) =
f(yk)

f(xk)
+

(
f(yk)

f(xk)

)2

+

(
f(yk)

f(xk)

)4

, L(k) = (4− 2f [xk, wk])
f(zk)

f(wk)
.
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6 SROVNÁNÍ METOD

6 Srovnáńı metod
V této kapitole budeme porovnávat veškeré numerické metody, které jsou v této práci

uvedeny. Zvoĺıme si několik nelineárńıch rovnic, na kterých tyto metody otestujeme v soft-
waru MATLAB R2016a.

Pro lepš́ı orientaci je v tabulce 6.1 souhrn všech metod, jejich názvy, zkratky, řád kon-
vergence a index efektivity. V úvodu práce jsme definovali řád konvergence (2.2) a index
efektivity (2.3), které použ́ıváme k porovnáńı numerických metod.
Při srovnáńı metod nás bude zaj́ımat také numerický řád konvergence COC (Computati-
onal Order of Convergence), který může být nadefinovaný v́ıce zp̊usoby, proto budeme
od sebe jednotlivé varianty odlǐsovat č́ısly. Cordero ve svém článku [1] nadefinoval COC
následovně:

Definice 6.1 (COC 1). Necht’ ξ je nulovým kořenem funkce f(x) a předpokládejme, že
xk+1, xk, xk−1 a xk−2 jsou čtyři po sobě jdoućı aproximace bĺıž́ıćı se ke kořenu ξ. Pak
numerický řád konvergence COC 1 je nadefinován

COC 1 ≈ ln|(xk+1 − xk)/(xk − xk−1)|
ln|(xk − xk−1)/(xk−1 − xk−2)|

. (6.1)

Ze zápisu je zřejmé, že numerický řád konvergence (6.1) potřebuje k výpočtu, aby
algoritmus dané metody provedl nejméně 3 iterace.

Džunic ve svém článku [8] použ́ıvá k výpočtu COC poměr logaritmů funkčńıch hodnot:

Definice 6.2 (COC 2). Necht’ ξ je nulovým kořenem funkce f(x) a předpokládejme, že
xk, xk−1 a xk−2 jsou tři po sobě jdoućı aproximace bĺıž́ıćı se ke kořenu ξ. Pak numerický
řád konvergence COC 2 je nadefinován

COC 2 ≈ log|f(xk)/f(xk−1)|
log|f(xk−1)/f(xk−2)|

. (6.2)

Jelikož naš́ım ćılem je vypoč́ıtat kořen ξ nelineárńı rovnice f(x) = 0, ze zápisu (6.2) je
zřejmé, že se často setkáme s nulovým výsledkem u numerického řádu COC 2. Proto bu-
deme výsledky COC 2 zvažovat pouze u některých funkćı. Na rozd́ıl od COC 1 potřebuje
COC 2, aby algoritmus provedl pouze 2 iterace.

Posledńı COC, které si zde nadefinujeme, jsme źıskali malou úpravou vztahu, který
uvedl Weerakoon ve svém článku [28]. Budeme potřebovat stejně jako v (6.1) 4 po sobě
jdoućı aproximace, přičemž posledńı aproximaci xk+1 považujeme za kořen ξ.

Definice 6.3 (COC 3). Necht’ ξ je nulovým kořenem funkce f(x) a předpokládejme, že
xk+1, xk, xk−1 a xk−2 jsou čtyři po sobě jdoućı aproximace bĺıž́ıćı se ke kořenu ξ. Pak
numerický řád konvergence COC 3 je nadefinován

COC 3 ≈ ln|(xk − ξ)/(xk−1 − ξ)|
ln|(xk−1 − ξ)/(xk−2 − ξ)|

. (6.3)

K ukončeńı algoritmu jsme použili kombinaci kritéríı (3.7) a (3.8), které jsou uvedené
v kapitole o Newtonově metodě. Za požadovanou přesnost pro ukončeńı výpočtu jsme
zvolili ε = 10−15.
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Tabulka 6.1: Přehled metod.

Název metody Zkratka Řád Ie

Metoda Bisekce MB 1 1

Newtonova metoda NM 2 1.41421

Steffensenova metoda SM 2 1.41421

Dehghan-Hajarianova metoda DHM 2 1.25992

Metoda podle Sharmy MSh 3 1.44225

Metoda podle Trauba TM 2.414 1.34146

Metoda podle Jaina JM 3 1.44225

Metoda podle Zhenga ZM 3 1.31607

Metoda podle Pavaloiua PM 3 1.44225

Metoda podle Liua 1 LM1 3.383 1.83929

Metoda podle Singha MSi 4 1.41421

Metoda podle Hafize 1 HM1 3 1.44225

Metoda podle Hafize 2 HM2 4 1.58740

Metoda podle Hafize 3 HM3 4 1.58740

Metoda podle Hafize 4 HM4 4 1.58740

Metoda podle Liua 2 LM2 4 1.58740

Metoda podle Rena RM 4 1.58740

Metoda podle Cordera 1 CM1 4 1.58740

Metoda podle Cordera 2 CM2 4 1.41421

Vylepšená metoda podle Cordera VCM 6 1.43097

Metoda podle Wanga WM 7 1.62658

Metoda podle Soleymania 1 MSo1 8 1.68179

Metoda podle Soleymania 2 MSo2 8 1.68179

Tabulka 6.2 obsahuje funkce f1−f9 nelineárńıch rovnic, na kterých jsme dané metody
testovali. Jestliže má daná funkce v́ıce nulových kořen̊u ξ, vybrali jsme jeden takový, který
byl nalezen větš́ım počtem metod.

34



6 SROVNÁNÍ METOD

Tabulka 6.2: Testovaćı funkce.

funkce kořen

f1 = x− sin(cosx) + 1 ξ = −0.166039051051029

f2 = cosx− xex + x2 ξ = 0.639154096332007

f3 = ex−2 − 1 ξ = 2.000000000000000

f4 = sinx2 + x ξ = 0.000000000000000

f5 = 10xe−x
2 − 1 ξ = 1.679630610428450

f6 =
√
x− cosx ξ = 0.641714370872883

f7 = x log x− 1.2 ξ = 1.888086753028343

f8 =
√
x2 + 2x+ 5− 2 sinx− x2 + 3 ξ = 2.331967655883964

f9 = x3 + 4x2 − 10 ξ = 4.494939671263585

V následuj́ıćıch tabulkách 6.3, 6.4 a 6.5 jsou vypsány výsledky pro jednotlivé funkce.
Sloupec k znač́ı počet iteraćı, kterých bylo potřeba k dosažeńı výpočtu kořene ξ, nf(x)
je počet funkčńıch vyhodnoceńı v závislosti na počtu iteraćı. Č́ıslo p je řád konvergence,
jak byl uveden a dokázán v jednotlivých článćıch, toto č́ıslo by mělo odpov́ıdat č́ıslu
ve sloupćıch COC 1 a COC 3. Pokud je sloupec COC 1 a COC 3 sjednocen, znamená to,
že jsme použili hodnotu numerického řádu COC 2.

Tabulka 6.3 srovnává všechny metody pro dvě r̊uzné funkce f1 a f2. Tabulka 6.4
srovnává hodnoty pouze pro funkci f3 se dvěma r̊uznými počátečńımi aproximacemi.
Tato tabulka neobsahuje metody vyšš́ıho řádu, nebot’ pro obě počátečńı aproximace x0
proběhly pouze dvě iterace a nebylo možné COC vypoč́ıtat. Proto jsme vytvořili tabulku
6.5, která obsahuje pouze srovnáńı metod vyšš́ıho řádu a to na funkci f4. I zde jsme pro-
vedli test pro dvě r̊uzné počátečńı aproximace x0, které jsme zvolili dále od kořene ξ, aby
proběhly alespoň 3 iterace a bylo možné srovnat COC. U funkce f3 ani volba počátečńı
aproximace x0 dále od kořene ξ k dosažeńı větš́ıho počtu iteraćı nepomohla.

Jak lze vidět, numerický řád u metod do pátého řádu konvergence se relativně sho-
duje s uvedeným řádem. U metod s vyšš́ım řádem konvergence zálež́ı na vhodném zvo-
leńı počátečńı aproximace x0, pak jsou velice efektivńı a stač́ı jen malý počet iteraćı. Ze
zmı́něných metod v této práci má nejvyšš́ı index efektivity metoda podle Liua 1, která
je řádu 3.383. Podle počtu iteraćı i časové náročnosti výpočtu je ale vhodnou náhradou
Newtonovy metody. Na většině testovaćıch funkćı se projevila Steffensenova metoda méně
vhodná v počtu iteraćı, než Newtonova metoda. Pouze u funkce f4 vypoč́ıtala Steffense-
nova metoda kořen ξ o 14 iteraćı rychleji než Newtonova metoda, pro zvolenou počátečńı
aproximaci x0 = −0.99. Když ale zohledńıme časovou náročnost na výpočet, tak Stef-
fensenova metoda je rychleǰśı než Newtonova metoda. Nejmenš́ı index efektivity má Deh-
ghan-Hajarianova metoda, i když má větš́ı počet iteraćı, časová náročnost byla malá. Tato
metoda výpočty provedla rychleji, jak metody s vyšš́ım řádem konvergence.
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Tabulka 6.3: Srovnáńı metod 1.

Funkce f1 f2

x0 1.6 1.45

Metoda k nf(x) p COC 1 COC 3 k nf(x) p COC 1 COC 3

NM 6 12 2 2.00159 2.00153 6 12 2 2.00094 1.99960

SM 7 14 2 1.99992 1.99905 7 14 2 2.00022 1.99961

DHM 6 18 2 1.99956 1.99903 13 39 2 2.00217 2.00138

MSh 4 12 3 2.96624 2.96516 4 12 3 2.98134 2.97092

TM 6 18 2.414 1.99801 1.99734 7 21 2.414 1.99966 1.99952

JM 4 12 3 3.12062 3.11006 5 15 3 3.00771 3.00861

ZM 3 12 3 2.52745 2.51700 5 15 3 3.36848 3.36816

PM 3 9 3 2.42007 2.41775 3 9 3 2.88561

LM1 3 6 3.383 3.63512 3.63628 3 6 3.383 2.94650 2.94424

MSi 4 16 4 3.20628 3.20749 1000 - 4 - -

HM1 4 12 3 3.20117 3.17141 4 12 3 2.78823 2.77671

HM2 4 12 4 4.32449 4.35588 4 12 4 3.70733 3.72290

HM3 4 12 4 4.18260 4.18410 4 12 4 3.70892 3.71598

HM4 4 12 4 4.27620 4.27959 4 12 4 3.73255 3.77755

LM2 4 12 4 4.19656 4.20355 4 12 4 3.96754 3.94883

RM 4 12 4 4.16554 4.16989 4 12 4 3.77717 3.78055

CM1 4 12 4 4.16549 4.16985 4 12 4 3.98687

CM2 3 12 4 4.16993 1000 - 4 - -

VCM 3 15 6 5.10489 5.20262 1000 - 6 - -

WM 3 12 7 6.45710 6.43422 2 8 7 5.40261

MSo1 2 8 8 4.54647 3 12 8 7.72611 7.57605

MSo2 3 12 8 5.41884 5.39674 5 20 8 8.88852 8.12435
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Tabulka 6.4: Srovnáńı metod 2.

Funkce f3

x0 1.5 3

Metoda k nf(x) p COC 1 COC 3 k nf(x) p COC 1 COC 3

NM 5 10 2 2.00133 1.99934 6 12 2 2.00019 1.99994

SM 6 12 2 2.00188 1.99973 8 16 2 2.00041 1.99995

DHM 5 15 2 2.00162 2.00000 6 18 2 2.00407 2.00002

MSh 4 12 3 2.97383 2.97369 4 12 3 2.98876 2.98592

TM 6 18 2.414 1.99892 1.99878 6 18 2.414 1.99789 1.99474

JM 4 12 3 3.00635 3.00496 4 12 3 2.99482 2.96093

ZM 3 12 3 3.57314 3.52342 3 12 3 2.41492 2.41661

PM 3 9 3 2.75120 2.75788 3 9 3 2.61387 2.60521

LM1 2 4 3.383 5.47345 5.02574 3 6 3.383 1.99734 1.99729

MSi 3 12 4 4.09166 4.09893 4 16 4 4.09025 4.09739

HM1 5 15 3 3.06395 3.04032 5 15 3 2.98021 2.94020

HM2 4 12 4 3.91694 3.89529 4 12 4 3.87919 3.75961

HM3 3 9 4 3.88397 3.91936 3 9 4 3.37777 3.49002

HM4 3 9 4 4.01992 4.11689 1000 - 4 - -

LM2 3 9 4 4.02419 4.12920 4 12 4 3.98420 3.98294

RM 3 9 4 3.97828 3.99940 3 9 4 4.22968 3.90935

Tabulka 6.5: Srovnáńı metod 3.

funkce f4

x0 0.8 −0.99

Metoda k nf(x) p COC 1 COC 3 k nf(x) p COC 1 COC 3

CM1 4 12 4 4.16543 4.217819 4 12 4 4.19079 4.27642

CM2 4 16 4 4.07380 4.07990 4 16 4 3.94388 3.94129

VCM 3 15 6 6.06533 3 15 6 5.95055

WM 3 12 7 6.56072 6.422420 3 12 7 6.23553 6.24779

MPSo1 3 12 8 5.95366 5.96356 3 12 8 7.00617

MPSo2 2 8 8 9.55920 1000 - 8 - -
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Volba konstant

U některých metod (TM, ZM, MSi, HM1-HM4, RM, WM, MSo1, MSo2) bylo kromě
počátečńı aproximace potřeba zvolit i jiné startovaćı konstanty. U každé z metod jsme
uvedli volbu těchto konstant, jak byly zvoleny ve zdroji, z kterého jsme metodu převzali.
Nyńı si jednotlivě ukážeme, jestli a jak volba konstanty ovlivńı výpočet. Pro jednoduchost
si v následuj́ıćıch tabulkách budeme uvádět pouze jeden numerický řád, a to COC 1.

Prvńı takovou metodou je metoda podle Trauba (5.5). Výpočty, ve výše uvedených
tabulkách, byly provedeny s počátečńı konstantou α0 = 0.01. Následuj́ıćı tabulka 6.6
ukazuje výpočty pro testovaćı funkci f1, pro r̊uzné volby konstanty α0. Jak je z tabulky
patrné, tak volba α0 měla vliv pouze na počet iteraćı, stejné výsledky jsme obdrželi
u funkćı f4, f8 a u f9. U testovaćıch funkćı f2 a f7 neměla změna konstanty žádný vliv,
ale u funkćı f3, f5 a f6 metoda nevypoč́ıtala kořen ξ pro konstanty α0 = 10, α0 = −1000
nebo α0 = 1000.

Tabulka 6.6: Metoda podle Trauba.

TM f1 x0 = 1.6

α0 0.01 10 -1000 1000 0.0001

k 6 10 10 10 6

p 2.414 2.414 2.414 2.414 2.414

COC 1 1.99801 1.99880 2.00467 2.00312 1.99800

Metoda podle Zhenga (5.8) byla spouštěna při výpočtech s α0 = −0.6, stejně jako
v článku [29]. Tabulka 6.7 ukazuje vliv konstant na testovaćı funkci f1, kde jiná α0 měńı
numerický řád konvergence. Stejný efekt měla změna konstanty α0 na testovaćı funkce f4
a f6, s jediným rozd́ılem, že pro testovaćı funkci f6 metoda selhala při volbě α0 = −1000.
Na funkćıch f2, f3 a f5 jakákoliv změna konstanty zapř́ıčinila, že metoda nenalezla řešeńı
ξ. Na zbývaj́ıćı funkce f7, f8 a f9 změna konstanty α0 neměla žádný vliv.

Tabulka 6.7: Metoda podle Zhenga.

ZM f1 x0 = 1.6

α0 -0.6 6 60 1000 -1000

k 3 5 5 5 5

p 3 3 3 3 3

COC 1 2.52745 3.57013 3.47034 3.47033 3.46951

V následuj́ıćı tabulce 6.8 jsou výsledky pro změnu konstnty α v metodě podle Singha
(5.22) na testovaćıch funkćıch f1 s počátečńı aproximaćı x0 = 1.6 a f4, pro počátečńı
aproximaci x0 = 0.8. Pro testovaćı funkci f1 změna konstanty α ovlivnila COC 1 skoro
o jeden řád. U funkce f4 lze vidět, že č́ım menš́ı jsme nastavili α, t́ım přesněǰśı je COC 1.
Podobných výsledk̊u jako u funkce f4 jsme doćılili i u funkce f5. Pro f2 a f9 metoda
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selhala. U ostatńıch testovaćıch funkćı, tj. f3, f6, f7 a f8, metoda nevypoč́ıtala kořen ξ
s konstantou α = 100.

Tabulka 6.8: Metoda podle Singha.

MSi f1, x0 = 1.6 f4, x0 = 0.8

α k p COC 1 k p COC 1

1 4 4 3.20628 4 4 4.34927

100 4 4 2.91478 4 4 3.80852

-1 4 4 3.20503 4 4 4.05003

0.01 4 4 3.86070 4 4 4.07487

0.0001 3 4 2.98295 4 4 4.07381

V tabulce 6.9 jsou uvedeny hodnoty pro metody podle Hafize HM1 (5.24), HM2 (5.28),
HM3 (5.29), HM4 (5.30) na testovaćı funkci f9 s počátečńı aproximaćı x0 = 0.85. Ve všech
výše uvedených výpočtech je použita p̊uvodńı konstanta β = 1, pro srovnáńı jsme nejprve
zvolili β = 0.001. Největš́ı rozd́ıl je patrný na HM2, protože metoda dosáhla maximálńıho
počtu iteraćı. Pro zvolené β = 0.01 zhavarovala HM3 a konstantu β = 0.99 nedokázala
spoč́ıtat HM1. Na funkćıch f1 − f8 s výjimkou funkce f6 jsou obdobné výsledky pro
zvolené konstanty β = 1, β = 0.01 a β = 0.001. Pro funkci f6 se zvolenými konstantami
lze porovnat numerický řád jen pro HM1. Metody HM2-HM4 bud’ nevypoč́ıtaly kořen ξ,
nebo proběhly pouze dvě iterace.

Tabulka 6.9: Metody podle Hafize.

f9 x0 = 0.85

HM β k p COC 1 β k p COC 1

HM1 1 651 3 3.00546 0.001 4 3 3.16675

HM2 1 4 4 3.93761 0.001 1000 4 0

HM3 1 4 4 4.29997 0.001 3 4 4.30574

HM4 1 5 4 4.02773 0.001 3 4 4.51327

V metodě podle Rena (5.33) jsme postupně testovali konstanty a = 0, a = 1 a
a = −1. Výsledky z testovaćıch funkćı f1 a f9 jsou uvedeny v tabulce 6.10. Jak je vidět
u funkce f1 pro konstanty a = 0 a a = −1, počet iteraćı je stejný a rozd́ıl v hodnotách
numerického řádu je téměř zanedbatelný. Podobné výsledky v COC 1 jako u funkce f1
pro vyšly na testovaćı funkci f6, s t́ım rozd́ılem, že počet iteraćı byl pro všechny konstanty
stejný. Změna konstant měla vliv na počet iteraćı pouze na testovaćıch funkćıch f3 a f7,
nejnižš́ı počet k vyšel pro a = 0 a nejvyšš́ı pro a = −1. Počet iteraćı na testovaćı funkci
f5 s konstantou a = −1 proběhl pouze dvakrát, takže nelze porovnat numerický řád.
Vhodná volba konstanty a měla velký vliv na funkci f9, jak můžeme vidět v tabulce 6.10,
má rozd́ılný počet iteraćı i numerický řád. Naopak volba a neměla žádný vliv na testovaćı
funkce f4 a f8.
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Tabulka 6.10: Metoda podle Rena.

RM f1, x0 = 1.6 f9, x0 = 0.85

a k p COC 1 k p COC 1

0 4 4 4.16554 4 4 4.14730

1 3 4 3.39637 3 4 2.53628

-1 4 4 4.19627 4 17 3.43461

Ve větě 5.12 pro metodu podle Cordera 1 (5.34) je řečeno, že pokud nastav́ıme kon-
stanty a = c = 1 a b + d = 1, bude metoda čtvrtého řádu. Původńı hodnoty byly b = 1
a d = 0. Na všech, námi zvolených, testovaćıch nelineárńıch funkćıch jsme ověřili r̊uzné
kombinace b a d, tak aby platila rovnost b+d = 1. Výsledek je vždy stejný, tzn. nezměńı se
výpočet numerického řádu, ani počet iteraćı. Pokud však poruš́ıme rovnost, tzn. b+d 6= 1
numerický řád už nevycháźı rovný čtyřem a počet iteraćı se výrazně zvětš́ı.

Metoda podle Wanga (5.43) potřebuje ke svému výpočtu optimálńı metodu Steffen-
senova typu čtvrtého řádu. V této práci jsme si za optimálńı metody zvolili LM2 (5.31)
nebo RM (5.33) s konstantou a = 0. Následuj́ıćı tabulka 6.11 ukazuje vliv na výběr této
optimálńı metody čtvrtého řádu na funkce f1 a f6−f8. Z tabulky vid́ıme, že pro funkci f1
na volbě optimálńı metody zálež́ı, nebot’ LM2 v tomto př́ıpadě nekonverguje ke kořenu ξ.
Když jsme testovali funkci f5, metoda nekonvergovala s metodou RM. U funkćı f2, f3, f4
a f9 optimálńı metoda čtvrtého řádu ovlivnila jen nepatrně COC 1, stejným zp̊usobem,
jak je tomu u funkce f6. U testovaćıch funkćı f7 a f8 ovlivnila volba optimálńı metody
rozd́ıl ve výpočtu numerického řádu.

Tabulka 6.11: Metoda podle Wanga.

WM f1, x0 = 1.6 f6, x0 = 1.8

Metoda k p COC 1 k p COC 1

RM 3 7 6.45710 3 7 7.90544

LM2 1000 7 - 3 7 7.96868

WM f7, x0 = 1.15 f8, x0 = 3.86

Metoda k p COC 1 k p COC 1

RM 3 7 8.57372 3 7 8.05584

LM2 3 7 9.65991 3 7 7.23486

Metoda podle Soleymania 1 (5.45), stejně jako metoda podle Soleymania 2 (5.47)
měla nastavenou konstantu β = 1. U většiny námi zvolených testovaćıch funkćıch metoda
nalezla řešeńı ξ, pokud jsme konstantu β zmenšovali, ale zmenšil se také počet iteraćı,
i přes oddalováńı počátečńı aproximace x0 od kořene ξ, proto nemůžeme porovnat COC 1.
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6 SROVNÁNÍ METOD

V článku [24] autor uvedl tři r̊uzné váhové funkce W2 (5.48), W3 (5.49) a W4 (5.50)
pro metodu podle Soleymania 2 (5.47). V následuj́ıćı tabulce 6.12 můžeme vidět hodnoty
testovaćıch funkćı f7 a f8. U funkce f7 je jen nepatrná změna ve výpočtu numerického řádu,
stejně tomu bylo u funkce f6. Větš́ı rozd́ıl v COC 1 byl pro funkci f2 a pro funkce f8 a f5
s váhovou funkćıW4 metoda nespoč́ıtala kořen ξ. MSo2 nekonvergovala, když byla použita
váhová funkce W2 na funkci f9. Pro ostatńı testovaćı funkce (f1, f3, f4) nemůžeme
srovnat hodnoty numerického řádu, protože i když jsme oddalovali kořen, proběhly pouze
dvě iterace.

Tabulka 6.12: Metoda podle Soleymania 2.

MSo2 f7, x0 = 6 f8, x0 = 3.3

Váhová fce k p COC 1 k p COC 1

W2 3 8 7.90803 3 8 8.13109

W3 3 8 7.86206 3 8 8.34972

W4 3 8 7.87780 1000 8 -
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7 Závěr
Ćılem této bakalářské práce byl předevš́ım popis Steffensenovy metody a uvedeńı me-

tod Steffensenova typu.
Nejdř́ıve bylo potřeba uvést samotný problém nelineárńıch rovnic a definice týkaj́ıćı se
řádu konvergence a indexu efektivity, což bylo provedeno ve druhé kapitole. Také jsme
v této kapitole popsali tzv. startovaćı metodu, za kterou jsme zvolili metodu bisekce,
protože tato metoda konverguje vždy.
Ve třet́ı kapitole jsme se zaměřili na Newtonovu iteračńı metodu, ze které vycháźı Ste-
ffensenova metoda, té je věnovaná čtvrtá kapitola. V daľśı, páté kapitole, jsou uvedeny
metody Steffensenova typu, které vycháźı ze samotné Steffensenovy metody. Detailńı od-
vozeńı metod v této práci nebylo uvedeno, ale u každé z metod je uveden alespoň náznak
odvozeńı a odkaz na zdroj, kde lze nalézt o dané metodě v́ıce.

Posledńı kapitola se věnuje předevš́ım porovnáńı výsledk̊u z naprogramovaných metod
v softwaru MATLAB, což byl posledńı z ćıl̊u této bakalářské práce. Porovnávali jsme řád
metody s numerickým řádem COC, počty iteraćı potřebné k nalezeńı hledaného kořene
a v neposledńı řadě také vliv volby r̊uzných konstant v daných metodách na rychlost
konvergence. Zvolili jsme testovaćı funkce, na kterých se ukázala Steffensenova metoda
jako méně efektivńı oproti Newtonově metodě, avšak v př́ıpadě, kdy nelineárńı funkce je
náročná na výpočet derivace, je Steffensenova metoda vhodněǰśı, protože nepouž́ıvá de-
rivaci ve svém algoritmu. Metody Steffensenova typu vyšš́ıho řádu se jev́ı jako efektivńı,
ale při špatné volbě počátečńı aproximace nekonverguj́ı ke kořenu.

Metody Steffensenova typu vznikaj́ı už od roku 1960. Na tuto bakalářskou práci je
možno dále navázat zpracováńım a srovnáńım daľśıch takových metod, protože jejich
aplikace je velmi široká a potřebná v mnoha vědńıch oborech.
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9 Seznam použitých zkratek a
symbol̊u

ξ kořen nelineárńı rovnice f(x) = 0

x0 počátečńı aproximace

ε výpočtová přesnost

ek chyba v k-tém kroku

p řád konvergence

r celkový počet funkčńıch hodnot v jedné iteraci

Ie index efektivity

〈a, b〉 uzavřený interval

C 〈a, b〉 množina spojitých funkćı na 〈a, b〉

C2 〈a, b〉 množina funkćı se spojitými derivacemi do druhého řádu
včetně na intervalu 〈a, b〉

R množina reálných č́ısel

COC numerický řád konvergence

k počet iteraćı

f−1 inverzńı funkce

[·, ·] poměrná diference

α, β reálné konstanty

Nk(x) Newton̊uv interpolačńı polynom k-tého stupně

Rk(x) chyba Newtonova interpolačńıho polynomu k-tého stupně

Wk, k = 1, 2, 3 váhové funkce pro HM

Wk, k = 1, 2, 3, 4 váhové funkce pro MSo
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