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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva Steffensenovou metodou a metodami Steffensenova typu.
Samotnym metodam predchazi sezndmeni se s problematikou feseni nelinearnich rovnic a
fadem konvergence. Je zde uvedena i Newtonova iteracni metoda pro feSeni nelinearnich

rovnic, z které je Steffensenova metoda odvozena. Na zavér jsou uvedeny vysledky jed-
notlivych metod v prostredi MATLAB.

Summary

This bachelor thesis deals with the Steffensen method and Steffensen-type methods. The
methods themselves are preceded by familiarisation with the problem of solving nonlinear
equations and the order of convergence. This thesis presents Newton’s interaction method
for solving nonlinear equations from which the Steffensen method is derived. Finally, the
results of individual methods in the MATLAB environment are shown.
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1 Uvod

Hledéni feseni nelinedrni rovnice f(x) = 0 je jednim z dulezitych a ndro¢nych problému
védy a inzenyrstvi. Tyto problémy vznikaji napiiklad v kinetické teorii plynu, v pruznosti,
ve vyzkumu provozu a v dalsich aplikacich.

Newtonova metoda. Tato metoda ma velky piinos v numerické matematice jiz od 17. sto-
leti. Méla vliv také na Johana Frederika Steffensena, ktery modifikoval derivaci v algoritmu
a vznikla tak nova iteraé¢ni metoda, pojmenovana po vyse uvedeném autorovi.

J. F. Steffensen se narodil roku 1873 v Kodani, kde zacal svoji kariéru v pojistovnictvi.
Matematickd povaha problémii s pojistovanim ho vedla ke studiu teorii éisel. Stal se pro-
fesorem pojistné matematiky, vydal 107 védeckych publikaci z ruznych oblasti matema-
tiky. V letech 1922-24 a 1930-33 byl prezidentem Danské pojistné spolec¢nosti a v le-
tech 1930-36 prezidentem Déanské matematické spolecnosti. Obé tyto spolecnosti z néj
ucinily ¢estného ¢lena, stejné jako Svédska pojistnd spoleénost a Statistickd spolecnost
Ceskoslovenské.

Tato bakalarska prace se vénuje Steffensenové metodé a metodam Steffensenova typu,
coz jsou iteracni numerické metody pro hledani jednoduchého realného korene nelinearni
rovnice. Prace je rozdélena na Sest kapitol a struktura je nasledujici.

Ve druhé kapitole jsou uvedeny zakladni pojmy nelinearni rovnice, jeji feseni, rad
konvergence a index efektivity. Také je zde predstavena takzvand startovaci metoda, za
kterou jsme zvolili metodu bisekce, ktera je znamé také pod nazvem metoda puleni in-
tervalu. Diky ni muzeme urcit poc¢atecni aproximaci xo pro Steffensenovu metodu a jeji
modifikace.

Treti kapitola je vénovana Newtonové iteracni metode, které se také iika metoda
tecen. Je zde uvedeno odvozeni metody a grafické feseni. V této kapitole se jiz setkavame
s problémem konvergence.

Ve ¢tvrté kapitole jsou nejdiive uvedeny tii ruzné aproximace prvni derivace, na které
se budeme odkazovat v dalsich kapitolach. Poté postup nahrazeni derivace doptrednou
diferenci v Newtonové iteraéni metode, a tedy samotné odvozeni Steffensenovy iteracni
metody. Zminime se také o radu konvergence a indexu efektivity Steffensenovy metody.

Nasledujici pata kapitola je zaméfena na metody Steffensenova typu. Od roku 1960
bylo navrzeno spoustu iteracnich metod, které jsou zbavené derivace ve svém algoritmu.
Setazeny jsou podle fadu konvergence a v této praci jsou pojmenovany podle autoru
¢lanku, z kterych jsou metody prevzaty. Nasim cilem nebylo detailni odvozeni jednotlivych
metod Steffensenova typu, ale u kazdé z metod je nastin jejitho odvozeni a je zde uveden
zdroj, kde se d4 dohledat vice informaci.

V posledni, Sesté kapitole, jsou srovnany vysledky jednotlivych metod, které byly na-
programovany v prostiedi MATLAB. Zamérili jsme se hlavné na porovnani fadu metody
s numerickym fadem na zvolenych testovacich nelinearnich funkcich a také na pocty pro-
vedenych iteraci, které jednotlivé metody k nalezeni kotene potiebovaly.
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2 Nelinearni rovnice

Nelinearni rovnice se vyskytuji témér ve vSech védeckych oblastech, zejména ve fy-
zikalnich a matematickych védach. Analyticky nalézt reseni nelinearnich rovnic muze byt
vypocetné velmi narocné nebo ani nelze ziskat presné feseni. Proto se budeme zabyvat nu-
merickymi metodami, které nam zajisti, abychom dostali vysledek s pozadovanou presnosti.

K feseni pouzivame iteracni metody, které funguji tak, ze z jedné nebo nékolika
pocéatecnich aproximaci hledaného kotene ¢ nelinearni rovnice f(x) = 0 generujeme po-
sloupnost xg, 1, x9, ..., kterd ke kotenu £ konverguje. Nékterym metodam staci dodat in-
terval (a, b), v kterém se hledany koten & nachézi. Jiné metody vyzaduji blizkou poc¢atecnt
aproximaci k hledanému korenu &. Tyto metody konverguji mnohem rychleji. Proto kom-
binujeme obé metody: zacneme s ,hrubou® metodou, diky které zpresnime lokalizaci hle-
daného kotene a prejdeme na ,jemnéjsi, rychleji konvergujici metodu, kterou nalezneme
hledany kozen s pozadovanou presnosti.

V této praci se budeme zabyvat hleddnim kofenu nelinearni rovnice

flx) =0, (2.1)

kde x je redlnd proménnd a f(x) spojitd funkce, kterd ma tolik derivaci, kolik je v dané
situaci zapotiebi. Cislo ¢ je feSenim rovnice (2.1) a budeme jej nazyvat korenem rovnice.

Pro zjednoduseni se omezime na problém urceni jednoduchého realného kotene &, takze

predpokladame f/(£) # 0.

Definice 2.1. [5, str. 82] Necht xq, 1, T9,... je posloupnost, kterd konverguje ke kofenu
¢ aep =xp — & je chyba v k-tém kroku. Kdyz existuje ¢islo p a konstanta C' # 0 takova,
ze

lim 1901 o (2.2)
k—o0 |€k|p

pak p se nazyva rdd konvergence posloupnosti a C' je chybovd konstanta. Danou metodu
nazveme tadu p, jestlize vSechny konvergentni posloupnosti ziskané touto metodou maji
fad konvergence vétsi nebo rovny p a nejméné jedna z téchto posloupnosti méa iad kon-
vergence rovny piresné p.

Ruzné iteracni metody muzeme porovnavat na zakladé jejich radu, to znamena podle
rychlosti konvergence. Je ale zapotiebi zohlednit také, tzv. index efektivity.

Definice 2.2. [9, str. 261] Necht p je tad konvergence metody a r je celkovy pocet
funkcénich hodnot v jedné iteraci metody. Pak ¢islo

I, =p'" (2.3)
nazveme index efektivity.

Index efektivity nam tedy ukazuje, jaka je vypocetni pracnost, kterd se méif mnozstvim
vypoctu funkénich hodnot, které potrebujeme k dosazeni dané presnosti v jednom kroku
metody. Spolu s fadem konvergence ziskavame ukazatele vyhod, ¢i nevyhod jednotlivych
iteracnich metod.



Startovaci metody

Jedna z moznosti, jak lokalizovat kofen £ nelinedrni rovnice f(z) = 0, je vyuzit graf funkce
f(z). Ruéné nebo pomoci vhodného softwaru si vykreslime funkci a sledujeme pruseciky
S osou .

Koteny ¢ nelinearni rovnice f(z) se zpravidla hledaji ve vice krocich a to tak, ze koteny
separujeme. To znamena, ze nalezneme intervaly, ve kterych se nachazi kofen £ a na téchto
intervalech volime pocatecni aproximaci xq, popripadé dvé pocatecni aproximace xg a x1,
jestlize to metoda vyzaduje.

Kazd4é itera¢ni metoda nemad zaruc¢enou konvergenci. Proto si volime takzvanou star-
tovaci metodu, ktera konverguje vzdy. Napiiklad metoda bisekce, metoda prosté iterace,
metoda regula falsi nebo Brentova metoda. Protoze startovaci metody nejsou hlavnim
cilem této prace, tak si zde si rozebereme pouze jednu z téchto startovacich metod a to
metodu bisekce.

Metoda bisekce

Véta 2.3. [12, str. 23]

Necht f € C{a,b) a necht funkce f nabjvd v koncovijch bodech intervalu funkénich
hodnot s opacnymi znaménky, tj. f(a) - f(b) < 0. Pak uvnit tohoto intervalu lezi alespon
jeden koren rovnice (2.1). Jestlize existuje f' a md konstantni znaménko v tomto intervalu,
pak existuje prdvé jeden koten & € (a,b).

Na véte 2.3 je zalozena metoda bisekce, kterd je znama také jako metoda puleni in-
tervalu a funguje na principu znaménkovych zmén.

f(bo)
ai a9
o X0 x
bo x
b
f(ll?] ) b2

f(z0)

Obrazek 2.1: Metoda bisekce.
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Pokud f € C{a,b) a f(a)- f(b) <0, tak podle véty 2.3 lezi v intervalu (a,b) alespon
jeden koten ¢ nelinedrni rovnice f(z) = 0. Predpoklddejme, ze tento kofen & je jediny.
Polozime ag = a, by = b a 19 = % (ap + bo) .

Mohou nastat 3 moznosti:

1. Jestlize vyjde soucin f(ap) - f(xo) < 0, lezi kofen £ v intervalu (ag, z9) a polozime
a; = ag, by = xy a postup opakujeme pro novy interval (a;,by) .

2. Jestlize vyjde soucin f(xzo) - f(bo) < 0, lezi koten £ v intervalu (xg,by) a polozime
a; = xo, by = by a postup opakujeme pro novy interval (a, by)

3. Jestlize f(xg) = 0, pak je kotfen nalezen a polozime & = xy.

Dostavame tedy posloupnost intervalu
(ag,bo) D {ay,b1) D ... {(ag,bg) D ...,
kde f(ax) - f(bx) <0, k=0,1,....
Pticemz pro koncové body intervalu (ax,br), k=0,1,... plati
ap<ap <L Sap < SES s Shpy S <-- - <.
Vztah udavajici délky intervalu a délky téchto podintervalu je:

by — ag
ok 7

bk—ak: k:1,2,...,

kde ag = a a by = b.

Protoze posloupnosti {ax},{bx} pro k =0,1,... jsou omezené, monotonni a délka
intervalu (ag, bx) konverguje k nule, tak plati

lim a; = lim b, = €.
k—o0 k—o0

Véta 2.4. Necht f € C{a,b), f(a)- f(b) <0 a necht f md v intervalu (a,b) jedinyg koren
ar + bk

&. Pak metoda bisekce generuje posloupnost xy = , k=0,1,..., ktera konverguje

ke korenu & a aprorimuge koren & takto:

b—a
o =&l < S (2.4)

Diikaz. [12, str. 24] Snadno ukdzeme, ze £ je kofenem rovnice f(z) = 0. Funkce f je
spojitd a plati f(ax) - f(bx) <0, k=0,1,.... Odtud

Jim f(b) - flar) = f2(6) <0,

b h—
ale z toho plyne, ze f(§) = 0. Protoze zy = ak;— Boge (an,be) a by —ap = (b—a)
bk — Qf (b—a)

\xk—flg B = okt ]




Za pribliznou hodnotu kotene £ bereme stied posledniho nalezeného intervalu

_ak—l—bk

Protoze se kotfen & urcité nachdzi uvnitt posledniho intervalu (ag, by), muze se xj od
presné hodnoty kotene £ 1isit nanejvys o polovinu jeho délky, tj. o €, kde

|z, — €] < e.

Metoda bisekce nepotiebuje kritérium pro zastaveni vypoctu. Ze vztahu <e¢

ok+1
vycteme, ze jedinou neznamou je k, které udava pocet iteraci. Metodou bisekce nalezneme

kofen ¢ rovnice f(z) = 0 vzdy. Je tedy spolehlivd, ale nevyhodou je, ze konverguje velmi
pomalu. Proto ji pouzijeme jen na zizeni puvodniho intervalu (a,b) a poté pouzijeme
jinou, rychlejsi metodu.
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3 Newtonova metoda

V této kapitole si popiseme Newtonovu metodu, nebo-li metodu tecen. Jednda se
o nejznaméjsi zpresnujici metodu. Pro jednoduchost budeme v dalsim textu predpokladat,
ze nelinearni rovnice f(z) = 0 ma jednoduchy koten &, tj. f'(£) # 0.
Nejprve musime zvolit vhodnou pocateéni aproximaci xg, ktera je blizko kotene £. Muzeme
predpokladat, ze zname priblizné teseni xy, které je dostatecné blizko hledanému kofenu
¢. Pouzijeme-li Tayloruv rozvoj na nalezeni kofene & nelinedrni rovnice f(z) = 0, tak
dostavame

)
I
—

(€)

Flaw) + £/ - (€ = w) + o ") - (€~ 2 7€ (6m0)
~ f(xr) + f(xr) - (§ — x).

Odtud si vyjadiime hledany koten &:

f(ﬁﬂk)

T — . 3.1
. : f' () (3.1

Itera¢ni metoda, kterou jsme si odvodili pomoci (3.1) je tvaru
F@R) o (3.2)

STk

(za predpokladu f’(xy) # 0) a nazyva se Newtonova metoda (NM), & metoda tecen.

7 nazvu metoda tecen vyplyva, ze budeme pracovat s tecnami ke grafu funkce f, proto
musime predpokladat, ze funkce f ma derivaci. Graficky Newtonovu metodu muzeme po-
psat takto: zvolime pocatecni aproximaci kofene xy a sestrojime te¢nu ke grafu funkce
f(z) v bodé [z, f(zo)] . Nalezneme bod z, ktery je prusecikem osy x a ndmi sestrojené
teny. Znovu sestrojime tecnu ke grafu funkce f(x), nyni v bodé [z, f(z1)] a prusecik
nové tecny s osou x nazveme xy. Takto postupujeme, az dostaneme aproximaci xy, ktera
je dostatecné blizko kotenu €.

) S ) T

/Obrézek 3.1: Newtonova metoda.



Pomoci navrzené iteracni metody chceme ziskat posloupnost {z;}, pro k = 0,1,...,
ktera konverguje ke korenu £. Tedy takovou posloupnost, pro kterou je:

lim zp = €.
k—o0
Newtonova metoda je povazovana za nejefektivnéjsi, avsak ma tu nevyhodu, ze u ni
neni zaruc¢ena konvergence. Ta zavisi na vhodné zvolené poc¢atecni aproximaci xg. Muzeme
ale stanovit dodatecné podminky pro to, aby konvergence Newtonovy metoda zarucena
byla:

Véta 3.1 (Fourierova podminka). Necht funkce f € C? (a,b) a necht rovnice f(z) =0
md v intervalu {(a,b) jediny koren &. Necht f', f" neméni znaménka na intervalu {(a,b),
pricemZ f'(x) # 0, ¥V x € {(a,b). Necht poédtecni aproximace xy je ten z krajnich bodi a, b,
v némz znaménko funkce [ je stejné jako znaménko druhé derivace funkce f" na intervalu
(a,b). Pak posloupnost {x}, pro k = 0,1,... wuréend Newtonovou metodou konverguje
monotonné k bodu .

Diikaz. [12, str. 44] Vezmeme piipad, kde f(a) <0, f(b) >0, f'(x) >0a f"(z) > 0,
V x € (a,b).V ostatnich piipadech by dukaz probihal obdobné. Dikaz provedeme in-
dukci. Pocatecni aproximacni bod volime podle predpokladu b = xq. Je tieba ukazat, ze
f < 21 < Tp. Jelikoz

_ (o)
T f'(x0)
a f(xg) >0, f'(x9) > 0, plyne odtud, ze x; < zo. Déle uzijeme Taylorova vzorce:
0= 1(6) = flan) + Fao)E — 20 + T (e ),y (6,m0).

f”(Tlo)

Protoze T(é — x0)? > 0, tak z vyse uvedené rovnosti plyne

(o) + f'(w0)(§ = z0) 0.

7 této nerovnosti dostavame

f(zo)
fﬁﬁo—m =y,
tudiz
f S T < Ig.

Za predpokladu, ze plati nerovnost:
E<rp <ap 1 <<
muzeme stejné tak ukazat, ze plati nerovnost:
E<Tp <ap < -+ < Tp.

Posloupnost xg, 1, 2o ... konverguje k bodu &. O]



3 NEWTONOVA METODA

Véta 3.2 (O konvergenci Newtonovy metody). Necht f € C?{a,b), £ € {(a,b) je korenem
rovnice f(x) =0 a f'(§) # 0. Pak pro posloupnost xq, x1,xs, ... generovanou Newtonovou
metodou plati

1.
M
[Th1 — & < %(xk — &), (3.3)
2. ur
|Tpe1 — €] < %(xkﬂ — xk)2, (3.4)
kde M = mg;df”(x)], m = m61§1|f/(l’)| >0, [ =(—-6¢6+9),0>0.

Dikaz. [12, str. 43] 1. Uzijeme Taylorova vzorce ve tvaru

0= F(6) = () + o) - (€ = 2) + 38" - (€~ s i € (1, ©)

Pokud z Newtonovy metody vyjadiime f(xy) = xx - f'(2x) — ps1 - f'(x1) a dosadime do
predchoziho vztahu, tak dostavame

0= i (o) + 1" a) + 17 EE
Odtud pak
" M
i1 = 6= J (€ ) < 06—

2. Pro dukaz vztahu (3.4) opét vyuzijeme Taylorova vzorce tentokrat ve tvaru

f@egn) = flow) + f/(2n) (@p1 — 1) + %f”(ﬁk) (Tppr — m)?,

kde ny € (h, Trt1).
7 Newtonovy metody plyne, ze

flar) + f'(@e)(@pp — ) =0
a tedy po dosazeni do vyse uvedeného Taylorova vzorce mame

f(r1) = / (an) (Tps1 — )7

Nyni pouzijeme vétu o stfedni hodnoté (viz [21]) ve tvaru (f(§) = 0)
f@en) = f(zen) = £ = J/(Br) (@h1 =€),

kde By, € (xg11,&). Dosazenim do piedchoziho vztahu plyne

i — &) = Ly <

M
2|1 (By)| 2

($k+1 - éEk)Q-



Disledek. Newtonova metoda je druhého fadu pro jednoduchy koien &.

V blizkosti kotene & plati, ze ¢im je vyssi fad p, tim rychlejsi je konvergence. To vyplyva
z nasledujictho vztahu
|ek+1’ ~ C|€k|p7

takze kdyz |ex| je malé, pak |e,y 1| je tim mensi, ¢im je p vétsi.

Véta 3.3. Necht funkce f € C?*{a,b). Necht ¢ € (a,b) je korenem rovnice f(x) = 0
a f'(§) # 0. Pak existuje § > 0 tak, Ze posloupnost {xy}, pro k = 0,1,..., generovand
Newtonovou iteracni metodou konverguje ke korenu & pro kaZdou pocdtecni aproximaci

2o € (§ = 6,§+0) C (a,b).

Diikaz. [12, str. 41]. Ukézeme, ze existuje subinterval zg € (£ —6,&+6) C (a, b), na kterém

(=)

"z

iteracn{ funkce g(z) = = — spliiuje predpoklady g € C(a,b), g : (a,b) — (a,b).

Vzhledem k tomu, ze f'(§) # 0 a f’ je spojita na intervalu (a, b), existuje takové §; > 0,
ze Vo € (€ —01,& + 01) C (a,b) je f'(x) # 0. Tedy funkce g je definovana a spojitd na

intervalu (¢ — 61, & + d1). Déle prvni derivace funkce g(x)

L [P f@) - (=) @) (=)
e = P

pro x € (£ —01,£+01), a protoze f € C*{a,b), je g € CH{E—0y,E+01). Podle piedpokladu
je f(&) =0, a tedy

e S (E)

7=

Funkce g € CH{¢ — 61, + 6;) a tedy ze vztahu (3.5) plyne, Ze existuje § takové, Ze
0 < < 4, tak, ze

~0. (3.5)

lg'(x)| < g <1

pro vSechna = € (§ — 6, + 9).
Musime jesté ukdzat, ze g : (£ —6,&+ ) — (£ — 6, + 0), coz plyne ihned aplikaci véty
o stfedn{ hodnoté (viz [21]), nebot pro libovolny bod x € (£ — §,& + §) plati

l9(z) — &I = lg(x) — g(O)] = lg'(a) - (z = &),

a nebot a € (z,€), je |¢'(a)] < ¢ < 1. Odtud |g(z) — &] < gz — €] < |z —¢| <6, a tedy
g(x) € (€ —6,£+0).

Funkce g spliiuje na intervalu (£ — 0,& + 0) predpoklady a to znamend, ze posloupnost
{zx}, pro k =0,1,..., generovand Newtonovou itera¢ni metodou konverguje pro kazdou
pocéatecni aproximaci zg € (€ — §,& + d) ke kotenu &. O

Jestlize chceme zjistit index efektivity (2.3), podivame se na tvar Newtonovy me-
tody (3.2), z které vycteme, ze musime vypocitat v kazdém kroku dvé funkéni hodnoty
(r = 2). Newtonova iteracni metoda konverguje kvadraticky, tj. p = 2. Tudi{z mame nizkou
vipoctovou narocénost, kterd se da vyjadiit indexem efektivity jako I, = 2%/2 = 1,41421.
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3 NEWTONOVA METODA

Zminime se také o problému zastaveni vypoc¢tu pii pouziti této numerické metody
pro nalezeni kotene £. Predpoklddejme, ze Newtonova metoda generuje posloupnost {zy},
pro k = 0,1,..., konvergujici ke kofenu & a necht je ddna pozadovéana presnost € > 0.
Muzeme pouzit tti kritéria pro zastaveni vypoctu:

Thtl 7 Tk| € (3.6)
Ty

|Trr1 — zk] <eé, (3.7)

|f ()| <e, (3.8)

V této praci jsme v kapitole srovnani metod pifi numerickych testech pouzili zaroven
kritéria (3.7) a (3.8).
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4 Steffensenova metoda

Jak uz bylo uvedeno vyse, za nejznameéjsi iteracni metodu pro hledani kofene & ne-
linedrni rovnice f(z) = 0 je povazovana Newtonova iteracni metoda. Tato metoda je
velice efektivni, pokud dobfe zvolime pocatecéni aproximaci zy. Jeji nevyhodou je vsak
jednak volba této pocateéni aproximace zp a ddle nutnost nenulovosti derivace f'(xy),
pro k = 0,1,.... Pokud v néjakém kroku dostaneme f’(x;) = 0, tak algoritmus zcela
zhavaruje. OvSem problém muze nastat, i kdyz | f'(zx)| bude velmi malé ¢islo, pak muze
pii vypoctu dochazet k velkym numerickym chybam. V neposledni fadé nutnost vypoctu
kapitole budeme zabyvat Steffensenovou metodou pro hledéni kotene £ nelinedrni rovnice
f(z) = 0, kterd vychézi z Newtonovy metody, ale nahrazuje derivaci f'(x) jeji aproximaci.
Zachovava ovsem rychlost konvergence.

Nez uvedeme vysledny rekurentni predpis pro Steffensenovu iteraéni metodu, tak se
nejprve zminime o technice, jakou lze derivaci f'(z) priblizné vypocitat. Je zapotiebi, aby
funkce f méla v okoli bodu z;, dostatek derivaci, az do fadu (n + 1), pak Tayloruv rozvoj
funkce f v okoli bodu x je:

1 1
f(x) = f(xk)+f/(xk)'(x_xk)"i‘gf”(xk)'(x_xk)Q‘i" : '+mf(n)($k)‘(x_l'k)n‘i‘O(l‘_xk)
' ' (4.1)
1
(n+1)!
Taylorova polynomu. Nyni ve vztahu (4.1) dosadime z = x;+h a protoze chceme nahradit
pouze prvni derivaci, tak si ze vztahu osamostatnime f'(x) a dostavame vztah:

o = L) =)

Budeme uvazovat malé h — 0, takze zbytek O(h) — 0 muzeme zanedbat. Dostaneme
tedy aproximaci f’(zy) ve tvaru:

Clen O(x — x3) = FOOm) (= )™ g € (2, 21) nazyvéme zbytkem

+O(h).

oy +h) — f(xr)
3 ;

f(y) = (4.2)

kterd se nazyva doprednd diference.

Kdybychom do Taylorova rozvoje dosadili za x = x;, — h, tak podobnym odvozenim
jako u dopredné diference, dostavame vztah, kterému se rika zpétnd diference:

fxr) = flox —h)
- :

f(zy) = (4.3)

Odectenim Taylorova rozvoje s dosazenym bodem z = xp + h a Taylorovym rozvojem
s dosazenym bodem z = xp — h ziskdme vztah:

flzp +h) — flz —h)
2h ’

f() = (4.4)
kterému tikdme centrdlni diference.
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4 STEFFENSENOVA METODA

f(x)

Dopredna diference

Centralni diference

/ zo—h o zo+h T
Obrazek 4.1: Diferen¢ni aproximace.

Graficka ilustrace doptedné, zpétné a centralni diference je zndzornéna na obrazku 4.1.
Pro doprednou diferenci tedy pouzivame misto derivace sklon spojnice bodu [z, f(xy)]
a [z + h, f(zx + h)]. Pokud nyni v doptedné diferenci nahradime krok h = f(zy), tak
po dosazeni do vztahu (4.1) dostdvame aproximaci derivace f’(xy) ve tvaru

f(op + fzr)) — far)
f(xx) '

Piipomeneme si formuli pro vypocet Newtonovy iteracni metody:

f(xr)

Pl = R f(zy)

f(we) = (4.5)

=0,1,....

Jak uz jsme si uvedli v dusledku za vétou (3.2), Newtonova metoda mé za urcitych
podminek kvadratickou konvergenci. Nyni modifikujeme Newtonovu formuli takovym
zpusobem, abychom se jednak vyhnuli derivaci f'(x), ale také abychom neovlivnili 7ad
konvergence. Nahradime tedy prvni derivaci f’(x) v Newtonové metodé pomoci vztahu
(4.5) a ziskdme novou metodu, kterd je nazyvana Steffensenova metoda (SM). Graficky
je tato metoda znazornéna na obrazku 4.2:

Thsy = Tx — fQ(QJk)
f(op+ fzr) — fog)

k=0,1,.... (4.6)

Véta 4.1 (O konvergenci a fddu Steffensenovy metody). Necht funkce f € C{a,b) a ne-
cht & € {(a,b) je resenim nelinedrni rovnice f(x) = 0. Necht f'(x) # 0. Pak existuge
e > 0 takové, Ze posloupnost {xy}, pro k = 0,1,... generovand Steffensenovou metodou
konverguje k bodu & pro kazdou poédtecni aproximaci xy € (£ —e,&+¢e)U(a,b). Pokud md
funkce f v okoli bodu & spojitou druhou derivaci, je rad Steffensenovy metody alesporn 2.

Diikaz. Lze nalézt v [25, str. 6]. O
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Obréazek 4.2: Steffensenova metoda.

Jak uvadi predchozi véta, tak Steffensenova metoda za urcitych podminek konverguje
kvadraticky, stejné jako Newtonova iteracni metoda. Namisto derivace uziva pouze vy-
hodnoceni funkénich hodnot f(zx) a f(xr+ f(zx)) v kazdém kroku. Muzeme tedy fict, ze
index efektivity Steffensenovy metody je stejny jako u Newtonovy iteracni metody a to
I, =212 = 1.41421.
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

5 Metody Steffensenova typu

Odstranéni derivace f’(zy) z Newtonovy iteracni metody (3.2) je velice vyznamné.
Steffensen nahradil derivaci f’(z) dopfednou diferenci (4.5), coz vedlo k myslence dalsich
modifikaci. V posledni dobé bylo odvozeno vice takovych metod, které nepouzivaji de-
rivaci a které vychazi pravé ze zminéné Steffensenovy iteracni metody. V této kapi-
tole si uvedeme metody Steffensenova typu zalozené na aproximaci derivace pomérnymi,
centralnimi, doprednymi a zpétnymi diferencemi, ve kterych je h = f(xy). Velkou snahou
je nalézt takovou iteracni metodu, kterd méa co nejvyssi rad konvergence, coz ale muze
byt na tkor efektivity dané itera¢ni metody. Proto si modifikované metody Steffensenova
budeme srovnavat. Metody jsou pojmenované podle autoru c¢lanku, z kterych dana me-
toda byla prevzata. Detailni zpusob odvozeni jednotlivych metod zde uvadét nebudeme,
ale u kazdé metody bude uveden odkaz na zdroj, v kterém lze ziskat dalsi informace
o prislusné metodé.

Dehghan-Hajarianova metoda

Dehghan a Hajarian navrhli metodu Steffensenova typu v ¢lanku [7], kterda je druhého
fadu stejné jako Steffensenova metoda, tedy p = 2. Oproti klasické Steffensenové metode
pocita r = 3 funkéni vyhodnoceni béhem jedné iterace. Metodu modifikovali tak, ze misto
dopredné diference (4.2) v Steffensenové metodeé (4.6) pouzili centralni diferenci (4.4), kde
h = f(xy). Vysledny predpis metody, kterou jsme nazvali Dehgan-Hajarianovou metodou
(DHM), je:

N f ()
LTI et @) — fe— fan)
2 f(xx)

Index efektivity vypocitdme ze vztahu (2.3), tj. I, = p'/" = 21/3 ~ 1.25992.

DHM: k=0,1,.... (51)

Metoda podle Sharmy

Nyni si uvedeme typ Steffensenovy metody, ktera je jiz fadu tii, nebo-li konverguje ku-
bicky. Podle autora ¢lanku [22], kde je tato metoda odvozena, tuto metodu nazveme
metodou podle Sharmy (MSh). Autori navrhli nasledujici itera¢ni schéma:

xkﬂzxk—%, k:O,l,..., (52)

kde
flxy +alzy) - flaw)) — fog)

a(zy) - f (@)
je nova aproximace derivace a a(x) je funkce, ktera bude blize specifikovana v nasledujici
veéte.

h(xg) =
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Véta 5.1. Necht funkce f je dostatecné hladkd v okoli korene & a f'(€) # 0. Necht f"(z)
je spojita v okoli korene & melinedrni rovnice f(x) = 0. Pak metoda (5.2) konverguje
f(@)

Dikaz. Lze nalézt v [22, str. 243]. O

kubicky ke korenu &, jestlize a(z) = —

Forma itera¢niho schématu (5.2) po dosazeni h(zy) je pak dana:

a(zg) - f2(xr)

TR T T e+ ) - f(mn) — flan)
MSh: (5.3)
1
Oé(l'k)——m, k—O,l,

Problémem je, zZe stejné jako u Newtonovy iteracni metody, se i zde vyskytuje derivace
funkce f(xy).

Nyni si uvedeme index efektivity, jak je nadefinovédn podle vztahu (2.3). Mame tedy
rad konvergence p = 3 a vidime ze vztahu (5.3), Ze potiebuje vypocet r = 3 funkénich
hodnot v jedné iteraci metody, tedy I, = 3%/3 ~ 1.44225

Vzhledem k pouzivani derivace funkce f’(x;) v MSh, byla snaha tuto derivaci aproxi-
movat. Proto si nyni uvedeme metodu, ktera tuto derivaci aproximuje a je ndmi nazvana
metodou podle Trauba.

Metoda podle Trauba

Traub ve své praci [26] ukazal, ze iteraéni metoda (5.3), kde a(zg) = 1/f'(zx), muze byt
vylepSena opakovanym pouzitim informaci z predchozi iterace. Aproximoval tedy prvni
derivaci f'(zy) ve vztahu a(zy) = 1/ f'(zx) zpétnou diferenc:

Tk — Tg—1

Vysledny tvar metody podle Trauba (TM) mé tvar:

T — Tg—1

flxg) — flop_q)’ k=1,2,...
TM: .

_ . @k‘fQ(xk> o
Th+1 = Tk Flon+an - f@n) — f(zn) E=0,1,...,

kde pocatecni hodnota ag je zvolena. V dalsi kapitole pri srovnavani metod, budeme podle
[26] dosazovat za ap = 0.01.

. —

Traubova metoda mé dle [26] fad konvergence p = 1 4 v/2 ~ 2.414. Index efek-
tivity Traubovy metody zjistime z vyse zminéného fadu konvergence p = 2.414 a poctu
funkénich vyhodnoceni béhem jedné iterace r = 3. Po dosazeni do vztahu (2.3) dostdvame
I, = 1.34150.
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

Metoda podle Jaina

Dalsi metodu Steffensenova typu tfetiho fadu, kterd je uvedena v ¢lanku [13], pojmenu-
jeme v této praci metodou podle Jaina (JM). Vychézi z iteraéniho schématu tretiho radu,
které je kombinaci Newtonovy metody a metody secen. Tuto kombinaci uvedl Kastuiara-
chi v ¢lanku [14] a m4 predpis:

Thal = T — S ()
e ‘ f(an) - (f(zn) — f(fz;))’
(5.6)
P 1 C
T = Tk f’(l‘k)7k 0,1,....

Jain aproximoval derivaci f'(xy) v (5.6) dopfednou diferenci (4.5). Vysledny vztah metody
podle Jaina je:

o f2 (@)
T (et () — ) - (F () — f7)
IM: (5.7)
ot — 5y f2 () k=0,1,...

flop + faw) — flaw)

Véta 5.2. Necht funkce f md dostatecnyj pocet derivaci v okoli jednoduchého nulového
korene &, tj. f'(&) # 0, pak iteracni metoda (5.7) md rdd konvergence tri.

Dikaz. Lze nalézt v [13, str. 531]. O

Metoda podle Jaina je p = 3 fadu a pocita s r = 3 funkénimi hodnotami béhem jedné
iterace. Index efektivity ur¢ime podle vztahu (2.3), tj. I, ~ 1.44225.

Metoda podle Zhenga

Dalsi metoda Steffensenova typu je uvedena v ¢lanku [29]. Nazveme ji metodou podle
Zhenga (ZM) a ma néasledujici predpis:
B 2y - f2(xp)
Tp41 = Tk — * * )
[f(@r + o - flan) = o)) = [f(@h — o flan) — f(z)0)]

¥ = T — —_— fQ(xk)
BT e+ o f(x) — f(x)]

ZM:

k=0,1,....
(5.8)

Pro k£ = 0 volime zg a «, tim obdrzime x;.

T — Thk—1
flxr) — f(@p-1)
pozadovana presnost. Pti srovnavani metod budeme volit poc¢ateéni ag jako v [29] a to
Qo = —0.6.

Prok=1,2,..., uréime oy, = — ) a pocitdme xp,; dokud neni splnéna
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Véta 5.3. Necht f: I — R je dostatecné diferencovatelnd funkce s jednoduchiym korenem
¢ € I nelinedrnd rovnice f(x) =0, I C R je oteviend mnozina, xy je dostatecné blizko &,
pak metoda (5.8) konverguje alesporni kubicky a spliuje ndsledugici chybovou rovnici

_ (@O +1) - Conf (&) + 3 + FOFE) 4 . et
Cr+1 = 12]‘7(5)2 kT O( k:)? (5'9>

kde e =z, — &, prok=0,1,....
Dikaz. Lze nalézt v [29, str. 12]. O

Jestlize je fad metody p = 3 a pocet funkénich hodnot v kazdém kroku r = 4, pak
index efektivity této metody je I, = 374 ~ 1.31607.

Metoda podle Pavaloiua

Metoda podle Pavaloiua je uvedena v clanku [18]. Tato metoda je zalozena na inverzni
interpolaci Newtonova polynomu druhého stupné.

Necht f: {(a,b) = R, a,b € R, a < b. Ddle necht F = f({a,b)) je mnozina funkénich
hodnot funkce f(z) pro x € (a, b). Piedpokladdejme takové f, 7ze existuje f~1 : F' — (a,b).
Uvazujeme interpolaéni uzly a; € (a,b), i = 1,2,3 a funkéni hodnoty funkce f v téchto
uzlech b; = f(a;), i = 1,2,3. Newtonuv interpola¢ni polynom druhého stupné pro inverzni
funkci f~! m4 tvar:

No(y) = ay 4 f 7 [b1,ba] - (y — b1) + ' [br, ba, bs] - (y — b1) - (y — ba). (5.10)

Kde f[, ] je pomérnd diference funkce f obecné definovand nésledovné:

Pro j > i+ 1 je vztah pomérné diference nadefinovan:

flas T, x] = fliy, oz = floo @iy, o] £ x;. (5.12)

C(]j—l’i

Inverzni funkce f~' = Ny(y) + Ra(z), kde Ry(x) = f~ [y, b1, by, bs] - (y — b1) - (y — b2) -
(y — b3) je chyba Newtonova interpola¢niho polynomu druhého stupné pro kazdé y € F.

Dosazenim y = 0 do rovnice (5.10) a vyuzitim rovnosti f~'[by, by] =

f[ah a2]

ai, as, a
flay, as, a3 , se ziskd aproximace pro koten &:

f[al, az] : f[ab CL3], 'f[a2, as]

fla) — flar, a9, 03] - f(a1) - f(an)
flar,as]  flar, as] - flag,as] - flai, as]

a f_l[blabZab3] - -

(5.13)
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

Aproximaci xy1 kofene € rovnice (2.1) obdrzime z rovnice (5.13), v niz je tfeba dosadit
za ay = Ty, as = g(xg) a a3 = g(g(xy)). Vysledny tvar metody podle Pavaloiua (PM) je
nasledujici:

SV [ B 1 o COUI (AR CL R

wr, 9(ee)]  flow, g(zn)] - flaw, g(g(or))] - flg(or), g(g(zr))]

pro k=0,1,....

Aby byla zarucena konvergence tak musi funkce g(x) spliovat nésledujici podminky.
1. Funkce g(z) musi byt klesajici na intervalu (a,b).

2. 31 e R, 0 << 1 takové, ze Vo € (a, b) plati vztah:
9(z) = g(E)| < €[z —¢. (5.15)

Véta 5.4. Necht f'(x) > 0 pro kazdé x € {a,b) a necht f"(x) > 0 pro kazdé x € {a,b).
Jestlize jsou splnény podminky 1. a 2. tak, zZe f'(b) < (1+4) - f'(a), pak funkce g je ddna
vztahem:

g(x) =z =X f(x), (5.16)
1 147
kde A — = ).
N 70
Diikaz. Lze nalézt v [18, str. 373]. O

V ¢lanku [18] je uvedeno, ze tad konvergence metody podle Pavaloiua je p = 3. Pocet
funkcénich vyhodnocenich béhem jedné iterace je r = 3. Nyni muzeme vypocitat index
efektivity podle vztahu (2.3), I, = 3'/3 ~ 1.44225.

Metoda podle Liua 1

Nyni si uvedeme metodu, kterou jsme nazvali metodou podle Liua 1 (LM1) podle autora
¢lanku [15]. Metoda je zalozena na Newtonové interpolacnim polynomu.

Z Newtonova interpolacniho polynomu prvntho téddu Ny (x) = f(xzg)+ flxk, 2] - (x—2),
kde se za zj, dosadi zx = xp + B - f(zx), se ziskd funkce f(x) = Ni(z) + Ry(x), kde
Ri(z) = flag, zk, 2] - (x — ) - (x — 2x) je chyba Newtonova interpolacniho polynomu

prvniho fadu. Pomérné diference f[-,-,:] v Ry, které jsou nadefinované v (5.12), autofi
nahradili vyrazem py =~ f|xy, 2k, z|. Funkce f(x) = N; + R; m4 po této substituci tvar:
f(x) = fan) + flon, 2] - (0 — 2p) + g - (2 — 2p) - (7 — 2). (5.17)
f(zx)

Liu a spol. navrhli iteraéni schéma xpy = xp . Po dosazeni (5.17) a derivaci

Ny
Newtonova interpola¢niho polynomu druhého #adu za N)(xy) ziskali dvouparametrovou
metodu Steffensenova typu:

f($k>

T, 2] + pe(Te — 25)

Tp+1 = T — f[ k:0,1,..., (518)
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kde z, = xx + Br - f(xx), {Br} a {ux} jsou ohranicené posloupnosti, pricemsz

L+ B - flaw, 2] : )
, k=201,..., bude specifikovana
B - flow, zi] - flzr—1, T, 2] {8} P

,UO = O a ,Uk =
pozdéji.

Iterace probihé bez jakéhokoliv nového funkéniho vyhodnoceni, tudiz muzeme tict, ze
vznikla samo-zrychlujici metoda Steffensenova typu s kvadratickou konvergenci.

f(»Tk)
) (flew=1, z1) — flok, 2k-1])

: (5.19)

Tpt1 = T —
+ 1

b Br - f[xk,zk]

f[xkvzk]_<
pro k=0,1,....

Déle byla navrzena jednostupnové iteracni metoda Steffensenova typu s kubickou kon-
vergenci a dvojim samo-zrychlenim:

f(zr)
) (flew=1, z1) — flor, 2k-1])

Tpt1 = Tk —

I

flek, 2] — (1 + —@C TN

LM1:

B, — !

f[xk:—la Zk—1] - f[$k7 Zk—l] - f[iﬂk—h CBk]’

k=1,2,....

(5.20)

Na rozdil od vétsiny vyse uvedenych metod, kde stacilo zavést pocatecni aproximaci

xg, v metodé podle Liua 1 potiebujeme znat i z1. Tuto hodnotu ziskdme ze vztahu (5.18),
kde pg = 0. Také potiebujeme znat koeficient Sy, ktery vypocitame ze vztahu:

Bo = =1/ flzo, xo + f(0)].

Véta 5.5. Necht f: I — R je dostatecné diferencovatelnd funkce s jednoduchym nulovim
korenem & € I, I C R je otevrend mnozina, xy je dostatecné blizko korenu &, potom
metoda (5.20) dosahugje konvergence rddu 3.383.

Dikaz. Lze nalézt v [15, str. 584]. O

Jednokrokova metoda podle Liua s dvojim samo-zrychlenim ma tedy rad konvergence
p = 3.383 a vypocet funkénich hodnot béhem jedné iterace r = 2. Po dosazeni do vztahu
(2.3) zjistime, ze index efektivity I, = 1.83929.

Metoda podle Singha

Nyni uvedeme itera¢ni metodu tietiho, resp. ¢tvrtého radu, ktera je odvozena v clanku
[23] a kterou budeme nazyvat metodou podle Singha (MSi). Tato metoda nema ve svém
predpisu derivaci a je zalozena na uziti centralni diference. Budeme zvazovat nésledujici
dvoustupnové iteracni schémata:
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

_ . S
Yk = Tk o)’ (5.21)

s = g — L) Skt o flu)
' glwe)  flor) + 5 flye)

MSi:
=0,1,..., (5.22)

kde v a 3 jsou redlné konstanty a g(xy) je centralni diference (4.4), do které dosadime

h = f(zy), tedy
R () (S ()
2 f(ak)

Véta 5.6. Necht & € I je jednoduchy nulovy koren dostatecné diferencovatelné funkce
f I CR — R na otevreném intervalu. Jestlize pocdtecni aproximaci xo zvolime do-
statecné blizko korene &, pak iteracni schéma (5.22) konverguje alespon kubicky. Navic
pro B =« — 2 je 7dd konvergence 4.

Dikaz. Lze nalézt v [23, str. 12]. O

Pti srovndvani metod budeme dosazovat za a = 1 stejné jako v ¢ldnku [23]. 5 se urci
vztahem [ = a—2, abychom pocitali s metodou ¢tvrtého radu, jak je uvedeno ve vété 5.6.

Index efektivity je pro metodu podle Singha urcen podle fadu konvergence p = 3,
nebo p = 4, kdy v obou ptipadech je potieba béhem kazdé iterace vypocitat 4 funkéni
hodnoty, tj. = 4. Podle vztahu (2.3) muzeme zapsat index efektivity pro tieti Fad
I, = 3Y/* = 1.3161, nebo pro metodu podle Singha ¢tvrtého fadu I, = 4'/4 = 1.41421.

Metoda podle Hafize

V této casti uvedeme dvoustupnové metody Steffensonova typu, které budeme nazyvat
metody podle Hafize (HM). Hafiz pro odvozeni svych metod pouzil dvoustupnovou New-
tonovu metodu tietiho fddu, kterd je uvedend v ¢lanku [11] a jejiz iteraéni schéma je:

f(xx)
f(z) (5.23)

ka:xk—J{/((yk) 20,1,....

Y = Tk —

s k) ’

Nyni se bude schéma (5.23) modifikovat tak, aby se odstranila derivace. Pro zvolenou
pocatecni aproximaci xy bude algoritmus (HM1), ktery konverguje k feseni xp 1 =~ &,
vypadat nasledovné:

Yk = T — —6 EACD
f(w) = flax)’
HM1: w=uxr+ 0 flay), (5.24)
Th+1 = Yk — ;o(éfkk))’ k=0,1,....
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Py(zy) je definovano jako dopredné diference (4.2), kde za h polozime h = (3 - f(xy), tedy

Potey) = Lot B (o) = flon)
B f(x)

metod bude, stejné jako v [11], pouzito 5 = 1. Vztah Py(zy) a konstanta 3 jsou dosazeny

stejné i v ostatnich Hafizovych metodach (HM2-HM4).

a f € R— {0} je konstanta, pficemz ve srovnani

HMT1 je stejné jako dvoustupniovd Newtonova metoda (5.23) tfetiho fadu a vyzaduje
vypocet r = 3 funkénich hodnot béhem jedné iterace. Index efektivity se vypocita ze vztahu
(2.3), tj. I, ~ 1.44225. Cilem autora ¢lanku [11] bylo najit nové metody, které nepouzivaji
derivaci a maji rad konvergence Ctyfti, také bez nutnosti vypoctu novych funkénich vyhod-
noceni béhem jedné iterace. Proto byly zavedeny takzvané vahové funkce Wi, Wy a Wi,
které jsou vyjadreny néasledovneé:

4
W= {1 + (flew ye) - flw, ye))/Po(xr)? 1} 7

(5.25)

_ flow ] FQe) - flwe, 2] - (f [w, 2a] — flw, ye])
Wa_fhm%kfmm%]{l+ o) - Pl o] - Flwe, )2 }’ (5.26)
W, = F(xr) - flaew i) - flwe, up) - flwk, 2x]? (5.27)

fQ@r) - flow, vl - flwe wel® = flye) - (Flwrs 2] — flee, ye]) - flwe, 2]

kde flz;, z;] = M, Vi,j € N,i #£ j je pomérné diference, kterou jsme jiz
Ty — Ty
uvedli (5.11).

Autor pouzil tyto vahové funkce a navrhl nasledujici nové dvoustupnové metody, které
budeme oznacovat (HM2-HM4).

Yk = Tk — B fAz)
fw) = f(zx)
HM2: w=uxr+ - flay), (5.28)
Thy1 = Yk Iﬁ)((if:) -Wh.
Y = Tk — 5 fZ(xk)
flw) = flax)
HMa3: w=uxr+ - flay), (5.29)
B f(Y)
Thy1 = Yp — Polr) - Wa.

22



5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

Y = T — —ﬁ )
fw) = f(w)’
HM4: w=xp+ - flxg), (5.30)
o flyr)
k+1 = Yk Po(zr) 3

Véta 5.7. Necht & je jednoduchy nulovy koven dostatecné diferencovatelné funkce
f:C I — R wvotevreném intervalu I C R. Jestlize xg je dostatecné blizko kotenu &, potom
dvoustupniovd metoda definovand jako HM2 ma tdd konvergence ctyri.

Dikaz. Lze nalézt v [11, str. 115].
[

Véta 5.8. Necht & je jednoduchy nulovy koven dostatecné diferencovatelné funkce
f:C I — R wvotevreném intervalu I C R. Jestlize xg je dostatecné blizko kotenu &, potom
dvoustupriovd metoda definovand jako HM3 mad rad konvergence ctyri.

Dikaz. Lze nalézt v [11, str. 116].
[

Véta 5.9. Necht & je jednoduchy nulovy koven dostatecné diferencovatelné funkce
f:C I — R wvotevreném intervalu I C R. Jestlize xg je dostatecné blizko kotenu &, potom
dvoustupriovd metoda definovand jako HM/J mad rad konvergence ctyri.

Dikaz. Lze nalézt v [11, str. 116].
[

Metody HM2, HM3 a HM4 maji fad konvergence p = 4 a pouzivaji r = 3 funkéni
vyhodnoceni béhem jedné iterace. Index efektivity uréime pomoci vztahu (2.3), takze
I, = 41/3 ~ 1.58740.

Metoda podle Liua 2

V ¢lénku [16] je uvedena dalsi metoda Steffensenova typu ¢tvrtého fadu, kterou budeme
nazyvat metodou podle Liua 2. Jeji iteracni predpis je:

= f (k)
N ok w]
LM2: (5.31)
Tht+1 = Yk — f[mlﬁ yk} _fﬁik:;:ﬂz_k f[xk’ Zk] : f(yk)7 k= 0, 17 ey

kde 2z, = i + f(zr) a f[, ] je pomérné diference nadefinovana v (5.11).
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Véta 5.10. Necht f : I — R je dostateéné diferencovatelnd funkce s jednoduchym nu-
loviym kovenem & € I, I C R je oteviend mnoZina. Necht xq je dostatecné blizko €. Pak
metoda (5.31) je ¢turtého rddu a pro chybu plati

. _ "9+ F)
w 8- f/(€)3

kde e, =x — &, k=0,1,....

2
A7 2+ €)= 379 - F1€) - A+ L)) - ek + OeR),
Diikaz. Lze nalézt v [16, str. 1979]. O
Metoda (5.31) je r = 4 fadu a pocitd p = 3 funkénich vyhodnoceni béhem jedné

iterace. Index efektivity se vypocita ze vztahu, tj. I, =~ 1.58740.

Metoda podle Rena

Metoda podle Rena (RM), ktera je uvedena v ¢lanku [19], vychézi z itera¢niho schématu
dvoustupnové Steffensenovy-Newtonovy metody ¢tvrtého radu:

Y = Tk — ()
[z + flzr)) — flag)’
(5.32)
(7)) _
Tk+1 = Yk Flye) k=0,1,....

Ve snaze vyhnout se derivaci, autoii nahradili f’(yx) Newtonovym interpola¢nim po-
lynomem 7' (yx.), tj. f'(yx) = 1'(yr) = flow, yel + [y, 2] — flzw, 2] +a- (ye, 21) - (s — 21),
kde z, = x5+ f(xk), f[-, ] je pomérnd diference nadefinovana v (5.11) a f|-, -, -] je pomérna
diference nadefinovana v (5.12).

Tim byla navrzena nova metoda, kterou jsme v této praci nazvali metodou podle Rena
a ma predpis:
x
Y = T — f< k) ) kzovla"'7
flw, 2

RM: (5.33)
J(yx)
T, Un) + flyw 2e) — flows z1] +a- (e — 1) - (Y — 21)

xk—‘rl - yk - f[

kde a je redlnéa konstanta.

Véta 5.11. Necht & € I je jednoduchy nulovy koren dostatecné diferencovatelné funkce
f I — R v otevreném intervalu I C R. Jestlize xy je dostatecné blizko kotenu &, pak
metoda (5.33) je cturtého radu a pro chybu plati

€11 = (1 + f/(f))z +Co |:C§ — C3 + . 6% + 0(62),

el
(k) )

k’!-—f(f)’ pro k= 2,3

kde e, =x — &, prok=0,1,.... a ¢ =
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

Dikaz. Lze nalézt v [19, str. 208]. O

Za konstantu a budeme ve srovnani metod dosazovat stejné jako v ¢ldnku [19] po-
stupné a = —1, a = 0 a a = 1. Index efektivity vypocitdme ze vztahu (2.3). R4d metody
je roven Ctyfem, tj. p = 4 a pocet funkénich vyhodnoceni je béhem jedné iterace r = 3,
tedy I, ~ 1.58740.

Metoda podle Cordera 1

Stejné jako metoda podle Rena i metoda podle Cordera 1 (CM1), ktera je sepsand v ¢lanku
[4], vychazi z iteraéniho schématu Steffensenovy-Newtonovy metody ¢tvrtého radu (5.32).
V zdjmu zachovéni fadu konvergence byla nahrazena prvni derivace f’(yx) linedrni kom-
binaci dvou modifikovanych pomérnych diferenci, tj.

P~ C L) b S e ) = S)
Yk — 2k Y — Tk

kde a, b, ¢,d € R jsou parametry. Vysledny pfedpis pro metodu podle Cordera 1 je:

= T — f* (i)
T Fa) = fa)
CM1:
o f(yr) o
T ) =0 G e Jm) —d gy
Yk — 2k Y — Tk

(5.34)

kde 2k = T + f(l'k)

Véta 5.12. Necht & € I je jednoduchi nulovy koren dostatecné diferencovatelné funkce
f: I CR — R na otevreném intervalu I. Jestlize xy je dostatecné blizko korene &, pak
metoda (5.34) je cturtého tidu proa=c=1ab+d=1 a pro chybu plati

epr1 = (1 + f/(f))z "G (c% —c3) - ei + 0(62)7

_ g
PO

Diikaz. Lze nalézt v [4, str. 7655]. O

kde e, = x — &, prok=0,1,... acg , pro k =2,3.

Za konstanty budeme ve srovndni metod dosazovat stejné jako v ¢lanku [4], to je
a=b=c=1ad=0.
Index efektivity vypocéitame ze vztahu (2.3), kde p = 4 je tad konvergence a r = 3 je
pocet funkénich vyhodnoceni behem jedné iterace, I, = 4% ~ 1.58740.

25



Metoda podle Cordera 2

V nasledujicim odstavci si uvedeme metodu Steffensenova typu, kterd je zalozena na
Ostrowského metodé ¢tvrtého radu, ktera ma tvar:

Y = Tk — —f<xk)
f'(ae)’
(5.35)
Sk k) = () _
Tht1 = Tk Fer) 2 ) — flan) k=0,1,....
Piipomeneme vztah centrdlni diference (4.4), v némz je dosazeno za h = f(xy):
) oo L0 100)) = F— f(a2) a0

2 f(xw)

a kterym se aproximuje derivace v Ostrowského metodé ¢tvrtého rddu (5.35). Obdrzime
tedy novou metodu, kterou budeme déle nazyvat metodou podle Cordera 2 (CM2):

Yp = Tp — 2'f2<xk)
flae+ ) — flaw — f(zx))
CM2:
Cper = o — 2. £2(z) - flye) = S (@) L o1
+1 flzr+ flzr) = flze — flo) 2 flyr) — flxp)’ 1
(5.37)

Metoda podle Cordera 2, ktera je uvedena v ¢lanku [3], tedy nevyuziva pii vypoétu zadné
derivace.

Véta 5.13. Necht € € I je jednoduchy nulovyj koren dostatecné diferencovatelné funkce
f: I CR — R v otevreném intervalu 1. Jestlize xq je dostatecné blizko korenu &, potom
metoda (5.37) md 7dd konvergence 4 a chybovd rovnice odpovidd vztahu

2
& C3 4 5

€ft1 = —C2° (——3 +c3+ —2) ~ep, + O(ey),
&1 1

_
K

Diikaz. Lze nalézt v [3, str. 3060]. O

kde e, = x — &, prok=0,1,... acg , pro k =1,2,3.

Jak je uvedeno ve vété 5.13, metoda podle Cordera je tadu p = 4. Béhem jedné ite-
race vyuziva r = 4 funkéni vyhodnoceni. Index efektivity, podle vztahu (2.3), je roven
I = 4Y/% ~ 1.41421.
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

VylepsSena metoda podle Cordera

Metoda podle Cordera 2, kterou jsme uvedli vyse, je ¢tvrtého fadu a vychazi z Os-
trowského metody c¢tvrtého fadu. Nyni si uvedeme wylepsenou metodu podle Cordera
(VCM), kterd vychézi z jiné Ostrowského metody, kterd je sepsana v [10] a je Sestého
fadu. Tato metoda ma tvar:

. f(xk)
e f'ax)’
%=y~ - féjk)‘ _xl}m) ), (5.38)
Yk — Tk

xk+1:'zk_2f(yk)_f<xk) f(Zk)7 kanL

Nyni se do (5.38) opét dosadi misto prvni derivace centralni diferenci (5.36) a ziska se nova
metoda, kterou jsme nazvali metodou podle Cordera. Tato metoda nepotiebuje k vypoctu
zadné derivace a je Sestého radu:

= 2 f*(x)
TR Flon+ fow) — ok — fla)
. - _ Y — Tk )
VOM: =0 g — O o
LTe+1 = Rk Y — Tk f(Zk), k‘ZO,l,

2 fy) — flzn)

Véta 5.14. Necht & € I je jednoduchi nulovy koren dostatecné diferencovatelné funkce
f: I CR — R na otevireném intervalu I. Jestlize xq je dostatecné blizko korenu &, potom
metoda (5.39) md 7dd konvergence 6 a pro chybu plati

(—2'C%+Cl‘(1+C%)‘C3)'(—C%+C1'<1+C%)‘CQ'03)

Cr+1 = 5 ' 62 + O(eZ)v
il
_ _ ALY _
kde e, = x1. — &, pro k=0,1,... ack—m, pro k=1,2,3.
Dikaz. Lze nalézt v [3, str. 3061]. O

Na rozdil od metody podle Cordera 2, ktera pouziva 4 funkéni vyhodnoceni béhem
jedné iterace, vylepsend metoda podle Cordera potiebuje béhem jedné iterace r = 5
funkénich vyhodnoceni. Avsak podle véty 5.14 je tadu p = 6. Kdyz pouzijeme vztah
(2.3), miizeme vypoéitat index efektivity I, = 6'/° ~ 1.43097.
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Metoda podle Wanga

V této casti si uvedeme novou iteratni metodu, kterd byla v ¢élanku [27] navrzena tak,
aby se jednalo o tristupnovou iteracni metodu sedmého fadu bez pouziti derivace. Wang
a spol. uvazovali jako zdklad nésledujici itera¢ni schéma:

f(xx)

f[xkv Zk] ’

S (ux)

Ty1 = Uk — f/(uk)’

kde uy, = g4(zx) je néjaka Steffensenova metoda ¢tvrtého radu, z, = xx + f(zx) a flok, 2]
je pomérnd diference, nadefinovana stejné jako ve vztahu (5.11). Aby autori ziskali vyssi
rad metody, aproximovali f(ux) Taylorovym rozvojem druhého stupné, nésledné vyjadrili
prvni derivaci f’'(ux) z tohoto Taylorova rozvoje druhého stupné a za pouziti pomérnych
diferenci ziskali vztah:

Yk = Tk, —

(5.40)

k=0,1,...,

f'(ug) ~ flug, z) + %f”(:vk) (ug — zp)- (5.41)

Aby se vyhnuli vypoctu druhé derivace f”(xy) polozili f”(zx) = 2- flxk, Yk, ur], kde uy a yg
jsou dostatecné blizko z. Nahrazenim druhé derivace ve vztahu (5.41) dostali aproximaci
f/(ug) ve tvaru:

fi(ur) = flu, 2] + flog, e, ur) - (ue — 2) = flug, 2] + flug, ye] — flow,ve]. (5.42)

Ziskali tedy nové iteracni schéma, které jsme v této praci nazvali metodou podle Wanga

(WM):
f(zy)

flew, 2]’

WM: ur = ga(Tk), (5.43)

Yk = Tk —

S () I
g, k] 4 flur, Y] — flow, ye]’
Véta 5.15. Necht I C R je otevieny interval, & € I je jednoduchy koren (2.1) a f je
dostatecné diferencovatelnd funkce f : I — R. Predpoklddejme, Ze uy, = g4(x) je optimdlni
Steffensenova metoda ctvtého tddu, kterd splriuje

mk+1:uk—f[ :O,l,....

Uk—§:B0'€i+Bl'62"‘32'62‘}‘33'6;4‘0(62),
kde By # 0 a ey = x, — &. Pak metoda (5.43) je sedmého radu.
Dikaz. Lze nalézt v [27, str. 432]. O

Optimalni metodou Steffensenova typu ¢tvrtého radu, ktera spliuje podminky véty
5.15, je metoda podle Liua 2, ktera je uvedena v této praci jako (5.31) a metoda podle
Rena (5.33), v které dosazujeme za a = 0.

Metoda podle Wanga je fadu p = 7 a potiebuje 4 funkéni vyhodnoceni béhem jedné
iterace, tj. r = 4. Index efektivity vypocitdn ze vztahu (2.3) je I, = 7'/* ~ 1.62658.
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

Metoda podle Soleymania 1

Jako dalsf si uvedeme metodu podle Soleymania 1 (MSol). Autor clanku [24] vychézi ze
ttistupnového schématu, kde prvnim krokem je Steffensenova iterace a v naslednych dvou
krocich se jednd o Newtonovu iteraci:

yk_xk—%, wy =z + B+ f(or),
I S (k)
Sl e T (5.44)
f(2x)

Ik+122k—f,(zk>, =0,1,...,

kde flxg, wg] je pomérnd diference funkce f(x) definovand stejné jako ve vztahu (5.11),
je konstanta, kterou ve srovnani metod budeme volit stejné jako v [24], tj. 5 = 1, nebo
8 =0.01.

Aby se autor ¢lanku [24] vyhnul derivaci ve schématu (5.44), ale zaroven zachoval osmy
rad, ktery metoda (5.44) m4, zavedl tak zvané vdhové funkce (uvedené nize) a také nahra-
dil derivace f'(yx) a f'(zx) pomérnymi diferencemi: f'(yx) =~ flzk, wi| a f'(zx) = flrg, wi].
Vysledna metoda ma tvar:

ykzl’k_%, wy =z + B+ f2r),
MSol: z, =y, — ) {G(A) x H(B)},
[ 2w, wy)
f(Zk) )

(K(I) x L(A) x P(E) x Q(B) x J(A)}, k=0,1,...,

(5.45)
kde 8 € R— {0} a G(A), H(B), K(I'), L(4), P(E), Q(B) a J(A) je sedm redlnych

funkci, pricemz:

Lk4+1 = Rk — f[$k,wk]

A= (f(y)/[f(z)), B=(fy)/f(x+ - [f(x)),
= (f(2)/f(x)), A= (f)/fle+B-f(x)),
E=(f(2)/f¥))-
x,y a z jsou zde bez indexu k, ktery by mél byt vybran tak, aby fad konvergence byl

roven osmi. Nasledujici véta udava zpusob vybéru vahovych funkei s co nejmensim poc¢tem
funkénich vyhodnoceni. Iteraéni metodu nazyvame metodou podle Soleymania 1.

Véta 5.16. Necht € je jednoduchy koren nelinedrni rovnice f(x) = 0 v oblasti I. Necht
f(z) je dostatecné hladkd v okoli korene . Potom iteracni schéma bez pouZiti derivace
definované v (5.45) md optimdlni 7dd osm, jestlize vahové funkce spliuji:
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G(0)=G'(0)=1, G"(0)=G®(0)=0, |GD(0)]< oo,
H(0) = H'(0) =1, H"(0)=0,
H®(0) =18 + 68 [k, wr + B (@e)] - (5 + B [ww, v + B (we)] - (4 + Bf[ww, v + Bf (1)),
|HW(0)| < o0
K(0)=K'(0)=1, L(0)=L'(0) =1,
P(0) = P'(0) =1, |P(0)] < oo
Q0)=Q'(0) =1, Q"(0) =2+ 28f[zy,a + Bf(xx)], QP(0) =0, |QW(0)| < oo,
J(0)=J'(0)=1, J"(0)=J®0)=0, [JD0)| < .

Diikaz. Lze nalézt v [24, str. 6]. O

Konkrétni vahové funkce volil Soleymani v [24] nésledovné:

Wi: (5.46)
Fw) )\

¢4 1+f(l’k)+(f(mk))’

= f(ye) Th, W Th, W Th, W /() 3
H(B) = 1+ L0 4 w5+ Sl wna + o w) (122 )

) | (fE@)N I CORNSICOA
K(F)_1+f($k)+(f(xk)) - LA ”f<wk>+(f<wk>) ’

o (=) Fz)\’ B S (k) o Fi) )
PE =145+ (mm) - QB =14y T A e wd) (f(wk)> ’

) ()Y
T =1+ 5y T (fm)) |

Metoda podle Soleymania mé fad p = 8 a v kazdém iteracnim kroku potiebuje r = 4
funkéni vyhodnoceni. Nyni lze lehce urcit index efektivity, ktery udavame podle vztahu
(2.3). I, = 8Y/* ~ 1.68179.

Metoda podle Soleymania 2

Metoda podle Soleymania 1 vyuzivd v prvnim kroku dopiedné diference, nyni se budou
nahrazovat doptedné diference zpétnymi deferencemi a ziskd se nova tiistupnova iteraéni
metoda osmého téadu, kterou nazveme metodou podle Soleymania 2 (MSo2), tato metoda
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5 METODY STEFFENSENOVA TYPU

byla odvozena v [24], stejné jako metoda podle Soleymania 1.
Obé metody jsou stejného radu osm a také potiebuji stejny pocet funkénich hodnot béhem
jedné iterace, tudiz maji i stejny index efektivity I, ~ 1.68179.

— . — f(xx) we — 11 — B+ f(x
Y = Tk —f[xkawk]’ k k=B flxr),
MSo02: z, =y — % -{A(t) x B(i)}, (5.47)

l‘k_;,_l:Zk—%{P(T‘)+Q(Z>+J(t)+lz(/€)}, k‘ZO,l,...,

kde 8 € R—{0} a A(t), B(i), P(r), Q(i), J(t) a L(k) je 8est redlnych vahovych funke,
kde

t=(f)/f(x), i=(fy)/flx=E5-f(x))),

r=E)/Y), k=(E)/fle-E5-f(x).

I zde jsou z, y a z bez indexu k, ktery by mél byt vybran tak, aby fad konvergence
byl roven osmi. Vahové funkce musi spliovat nasledujici podminky:

A(0)=A'(0) =1, A"(0)=2, AB(0)=0, |AD(0)| < oo,
B(0) = B'(0) =1, B"(0) =6 —48f[xw, xr — Bf(z)], BP(0) =0, |BW(0)] < o0
P(0) = P'(0) =1, [P"(0)] < oo,
Q(0) =0, Q(0)=1, Q"(0) =10 =86 f[xs, zx — Bf(x1)],
Q®(0) = 60 + 128 flwy, w — Bf (xx)] - (=8 + 3Bflwy, v — BF (x1)]), |QW(0)] < oo,
J(0)=0, J(O)=1, J"(0) =2, JP0)=0, [JD(0)]< oco.

L(0) =0, L'(0) =4 — 28 flxg, o — Bf (z1)].

Véta 5.17. Necht € je jednoduchy koven nelinedrni rovnice f(x) = 0 v oblasti I. Necht
f(x) je dostatecné hladkd v okoli kotene . Potom iteracni schéma bez pouZiti derivace
definovand v (5.47) md 7dd konvergence osm.

Dikaz. Lze nalézt v [24, str. 9]. O

Jako jeden ze tii efektivnich piikladu vdhovych funkei Soleymani zvolil:

W2 (5.48)
o fluw) Fu)\? N = J(Y) ol w Fn) )
A(t)_1+f(xk)+<f(wk))’ Bli) =1+ iy T 6~ 2lowwd) (f<wk>)’
o He) L (N
Pm‘l*f(yk)*(f(yk))’
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S (k)

Qi) = Flan) + (5 — 4 f[zg, wi]) <f(wk> + 3
+ (11 — flae, wi) (26 — 15 f [z, wi))) (;((Z’;;) ,
_ S, (fe)) RPN C))
=10+ (fag) . Hm =2l 1
Dalsi variantou volby je:
W3 (5.49)
P S B O €7 A S A7) N G () A
Aw =T+ §<(xk%+ (f(xk)) PO =1y T @2 wd) (f(wk)) |
Pry=1+ f(yk>,
o fuw) = a Ty (L) ’
U= g O W) (f(wk>f><+) :
Yk
+ (11 = flag, wi] (26 — 15f [zg, wi] + (flow, wi))?)) (;éi?)) ;
[y Fu)\? _ o f ()
=105+ (fag) - Hm =)
Posledni zpusob vybéru vahovych funkci, které autor navrhl je:
W4 : (5.50)
) )\ P ((7) ot w () \?
A=t J;<(xk>)+ <§(<$§) B0 = L+ it + 0 2t (7017)
. Zk 2k
P =1+ o (o)
C W) e o ()Y
Q) f(wy) (5= 4l w]) (f(wk)f(—: 5
Yk
b 00+ 2ffows ] (-84 3o ) (L) + 4
~ f) Fa\ | (Fu)\! (4 — 9 fl w f(z1)
0= 10+ (Fig) + (o) - 20 = -2l 7085



6 SROVNANI METOD

6 Srovnani metod

V této kapitole budeme porovnavat veskeré numerické metody, které jsou v této praci
uvedeny. Zvolime si nékolik nelinearnich rovnic, na kterych tyto metody otestujeme v soft-
waru MATLAB R2016a.

Pro lepsi orientaci je v tabulce 6.1 souhrn vSech metod, jejich nazvy, zkratky, rad kon-

vergence a index efektivity. V ivodu préce jsme definovali fad konvergence (2.2) a index
efektivity (2.3), které pouzivame k porovnani numerickych metod.
Pii srovnani metod nas bude zajimat také numericky rad konvergence COC (Computati-
onal Order of Convergence), ktery muze byt nadefinovany vice zpusoby, proto budeme
od sebe jednotlivé varianty odlisovat ¢isly. Cordero ve svém ¢lanku [1] nadefinoval COC
nasledovné:

Definice 6.1 (COC 1). Necht ¢ je nulovym kofenem funkce f(x) a predpoklddejme, ze
Tkil, T, Tk_1 & Tp_o jsou ¢tyTi po sobé jdouci aproximace blizici se ke kotenu £. Pak
numericky rad konvergence COC 1 je nadefinovan

In|(zp1 — )/ (2r — 201
In|(zg — zp—1)/(Tp—1 — Tp—2)|

COC 1~ (6.1)

Ze zapisu je ziejmé, ze numericky rad konvergence (6.1) potiebuje k vypoctu, aby
algoritmus dané metody provedl nejméné 3 iterace.

DzZunic ve svém ¢lanku [8] pouzivé k vypoctu COC pomeér logaritmu funkénich hodnot:

Definice 6.2 (COC 2). Necht ¢ je nulovym kofenem funkce f(x) a predpoklddejme, zZe
Tk, Tp_1 & Tp_o jsou tfi po sobé jdouci aproximace blizici se ke kotenu &. Pak numericky
rdd konvergence COC 2 je nadefinovan

log| f(zx)/ f(wx-1)]
log| f(wx—1)/f(vk—2)|

Jelikoz nasim cilem je vypocitat koten £ nelinedrni rovnice f(z) = 0, ze zépisu (6.2) je
ziejmé, ze se Casto setkame s nulovym vysledkem u numerického fadu COC 2. Proto bu-
deme vysledky COC 2 zvazovat pouze u nékterych funkci. Na rozdil od COC 1 potiebuje
COC 2, aby algoritmus provedl pouze 2 iterace.

COC 2 ~ (6.2)

Posledni COC, které si zde nadefinujeme, jsme ziskali malou tupravou vztahu, ktery
uvedl Weerakoon ve svém clanku [28]. Budeme potiebovat stejné jako v (6.1) 4 po sobé
jdouci aproximace, piicemz posledni aproximaci xy,1 povazujeme za koten &.

Definice 6.3 (COC 3). Necht ¢ je nulovym kofenem funkce f(x) a predpoklddejme, zZe
Tkil, Tk, Th_1 & Tp_o jsou C¢tyTi po sobé jdouci aproximace blizici se ke kotenu £. Pak
numericky rad konvergence COC 3 je nadefinovan

In|(zy — &)/(zp-1 — &)
n|(zx1 =€)/ (2r—2 = &)
K ukonceni algoritmu jsme pouzili kombinaci kritérii (3.7) a (3.8), které jsou uvedené

v kapitole o Newtonové metodé. Za pozadovanou piesnost pro ukonceni vypoctu jsme
zvolili € = 10717,

COC 3 ~ (6.3)
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Tabulka 6.1: Prehled metod.

Nézev metody Zkratka R4d I,

Metoda Bisekce MB 1 1

Newtonova metoda NM 2 1.41421
Steffensenova metoda SM 2 1.41421
Dehghan-Hajarianova metoda DHM 2 1.25992
Metoda podle Sharmy MSh 3 1.44225
Metoda podle Trauba ™ 2.414 1.34146
Metoda podle Jaina JM 3 1.44225
Metoda podle Zhenga ZM 3 1.31607
Metoda podle Pavaloiua PM 3 1.44225
Metoda podle Liua 1 LM1 3.383 1.83929
Metoda podle Singha MSi 4 1.41421
Metoda podle Hafize 1 HM1 3 1.44225
Metoda podle Hafize 2 HM?2 4 1.58740
Metoda podle Hafize 3 HM3 4 1.58740
Metoda podle Hafize 4 HMA4 4 1.58740
Metoda podle Liua 2 LM?2 4 1.58740
Metoda podle Rena RM 4 1.58740
Metoda podle Cordera 1 CM1 4 1.58740
Metoda podle Cordera 2 CM2 4 1.41421
Vylepsena metoda podle Cordera VCM 6 1.43097
Metoda podle Wanga WM 7 1.62658
Metoda podle Soleymania 1 MSol 8 1.68179
Metoda podle Soleymania 2 MSo2 8 1.68179

byl nalezen vétsim poc¢tem metod.
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6 SROVNANI METOD

Tabulka 6.2: Testovaci funkce.

funkce

fi=x —sin(cosz) + 1

koren

§ = —0.166039051051029

fo = cosx — xe® + 22

¢ = 0.639154096332007

fs=e"?—1

¢ = 2.000000000000000

fi=sinaz?+x

¢ = 0.000000000000000

fs = 10ze™™" — 1

§ = 1.679630610428450

fe =+/x —coszx

§ = 0.641714370872883

fr=zlogx —1.2

§ = 1.888086753028343

fs=+Va2+2x+5—2sinx — 2%+ 3 ¢ = 2.331967655883964
fo=12%+42? - 10 ¢ =4.494939671263585

V nasledujicich tabulkach 6.3, 6.4 a 6.5 jsou vypsany vysledky pro jednotlivé funkce.
Sloupec k znaci pocet iteraci, kterych bylo potfeba k dosazeni vypoctu kofene &, nf(x)
je pocet funkénich vyhodnoceni v zévislosti na poctu iteraci. Cislo p je fad konvergence,
jak byl uveden a dokazan v jednotlivych ¢lancich, toto ¢islo by mélo odpovidat ¢islu
ve sloupcich COC 1 a COC 3. Pokud je sloupec COC 1 a COC 3 sjednocen, znamena to,
ze jsme pouzili hodnotu numerického radu COC 2.

Tabulka 6.3 srovnava vsechny metody pro dvé ruzné funkce f; a fo. Tabulka 6.4
srovnava hodnoty pouze pro funkci f3 se dvéma ruznymi pocateénimi aproximacemi.
Tato tabulka neobsahuje metody vyssiho fddu, nebot pro obé poc¢ateéni aproximace x
probéhly pouze dvé iterace a nebylo mozné COC vypocitat. Proto jsme vytvorili tabulku
6.5, ktera obsahuje pouze srovnani metod vyssiho fadu a to na funkei fy. I zde jsme pro-
vedli test pro dvé ruzné pocateéni aproximace xg, které jsme zvolili dale od kotene £, aby
probéhly alespon 3 iterace a bylo mozné srovnat COC. U funkce f3 ani volba pocatecni
aproximace x( dédle od kotene & k dosazeni vétsitho poctu iteraci nepomohla.

Jak 1ze vidét, numericky fad u metod do patého raddu konvergence se relativné sho-
duje s uvedenym tadem. U metod s vysSim fadem konvergence zéalezi na vhodném zvo-
leni pocatecéni aproximace xg, pak jsou velice efektivni a staci jen maly pocet iteraci. Ze
zminénych metod v této praci ma nejvyssi index efektivity metoda podle Liua 1, ktera
je radu 3.383. Podle poctu iteraci i ¢asové narocnosti vypoctu je ale vhodnou nahradou
Newtonovy metody. Na vétsiné testovacich funkei se projevila Steffensenova metoda méné
vhodnd v poctu iteraci, nez Newtonova metoda. Pouze u funkce f; vypocitala Steffense-
nova metoda koten £ o 14 iteraci rychleji nez Newtonova metoda, pro zvolenou pocatecni
aproximaci rog = —0.99. Kdyz ale zohlednime ¢asovou naro¢nost na vypocet, tak Stef-
fensenova metoda je rychlejsi nez Newtonova metoda. Nejmensi index efektivity ma Deh-
ghan-Hajarianova metoda, i kdyz ma vétsi pocet iteraci, casova naro¢nost byla mala. Tato
metoda vypocty provedla rychleji, jak metody s vyssim fadem konvergence.
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Tabulka 6.3: Srovnani metod 1.

Funkce f fo

o 1.6 1.45

Metoda || k | nf(z) | p | COC1 | COC 3 kE |nf(x)| p | COC1]|COCS3
NM 6 12 2 2.00159 | 2.00153 6 12 2 2.00094 | 1.99960
SM 7 14 2 1.99992 | 1.99905 7 14 2 2.00022 | 1.99961
DHM 6 18 2 1.99956 | 1.99903 || 13 39 2 2.00217 | 2.00138
MSh 4 12 3 2.96624 | 2.96516 4 12 3 2.98134 | 2.97092
™ 6 18 2.414 | 1.99801 | 1.99734 7 21 2.414 | 1.99966 | 1.99952
JM 4 12 3 3.12062 | 3.11006 ) 15 3 3.00771 | 3.00861
ZM 3 12 3 2.52745 | 2.51700 5) 15 3 3.36848 | 3.36816
PM 3 9 3 2.42007 | 2.41775 3 9 3 2.88561
LM1 3 6 3.383 | 3.63512 | 3.63628 3 6 3.383 | 2.94650 | 2.94424
MSi 4 16 4 3.20628 | 3.20749 || 1000 - 4 - -
HM1 4 12 3 3.20117 | 3.17141 4 12 3 2.78823 | 2.77671
HM2 4 12 4 4.32449 | 4.35588 4 12 4 3.70733 | 3.72290
HM3 4 12 4 4.18260 | 4.18410 4 12 4 3.70892 | 3.71598
HM4 4 12 4 4.27620 | 4.27959 4 12 4 3.73255 | 3.77755
LM2 4 12 4 4.19656 | 4.20355 4 12 4 3.96754 | 3.94883
RM 41 12 4 4.16554 | 4.16989 4 12 4 3.77717 | 3.78055
CM1 4 12 4 4.16549 | 4.16985 4 12 4 3.98687
CM2 3 12 4 4.16993 1000 - 4 - -
VCM 3 15 6 5.10489 | 5.20262 || 1000 - 6 - -
WM 3 12 7 6.45710 | 6.43422 2 8 7 5.40261
MSol 2 8 8 4.54647 3 12 8 7.72611 | 7.57605
MSo2 3 12 8 5.41884 | 5.39674 5 20 8 8.88852 | 8.12435
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Tabulka 6.4: Srovnani metod 2.

Funkce f3
o 1.5 3
Metoda || k& | nf(x)| p | COC1|COC3| k |nf(z)] p |COC1]| COC3
NM 51 10 2 | 2.001331.99934| 6 12 2 [2.00019 | 1.99994
SM 6 12 2 2.00188 | 1.99973 8 16 2 2.00041 | 1.99995
DHM 5) 15 2 2.00162 | 2.00000 6 18 2 2.00407 | 2.00002
MSh 4 12 3 2.97383 | 2.97369 4 12 3 2.98876 | 2.98592
™ 6 18 2.414 | 1.99892 | 1.99878 6 18 2.414 | 1.99789 | 1.99474
JM 4 12 3 3.00635 | 3.00496 4 12 3 2.99482 | 2.96093
ZM 3 12 3 3.57314 | 3.52342 3 12 3 2.41492 | 2.41661
PM 3 9 3 2.75120 | 2.75788 3 9 3 2.61387 | 2.60521
LM1 2 4 3.383 | 5.47345 | 5.02574 3 6 3.383 | 1.99734 | 1.99729
MSi 3 12 4 4.09166 | 4.09893 4 16 4 4.09025 | 4.09739
HM1 ) 15 3 3.06395 | 3.04032 ) 15 3 2.98021 | 2.94020
HM2 4 12 4 3.91694 | 3.89529 4 12 4 3.87919 | 3.75961
HM3 3 9 4 |3.88397 | 3.91936 || 3 9 4 ]13.37777 | 3.49002
HM4 3 9 4 4.01992 | 4.11689 || 1000 - 4 - -
LM2 3 9 4 4.02419 | 4.12920 4 12 4 3.98420 | 3.98294
RM 3 9 4 3.97828 | 3.99940 3 9 4 4.22968 | 3.90935
Tabulka 6.5: Srovnani metod 3.
funkce fa
Z 0.8 —0.99
Metoda || k | nf(z) | p | COC1 | COC 3 k nf(x) | p| COC1 | COC 3
CM1 4 12 4 | 4.16543 | 4.217819 4 12 4 | 4.19079 | 4.27642
CM2 4 16 4 | 4.07380 | 4.07990 4 16 4 | 3.94388 | 3.94129
VCM 3 15 6 6.06533 3 15 6 5.95055
WM 3 12 7| 6.56072 | 6.422420 3 12 7| 6.23553 | 6.24779
MPSol | 3 12 8 | 5.95366 | 5.96356 3 12 8 7.00617
MPSo2 || 2 8 8 9.55920 1000 - 8 - -
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Volba konstant

U nékterych metod (TM, ZM, MSi, HM1-HM4, RM, WM, MSol, MSo2) bylo kromé
pocatecni aproximace potieba zvolit i jiné startovaci konstanty. U kazdé z metod jsme
uvedli volbu téchto konstant, jak byly zvoleny ve zdroji, z kterého jsme metodu prevzali.
Nyni si jednotlivé ukazeme, jestli a jak volba konstanty ovlivni vypocet. Pro jednoduchost
si v nasledujicich tabulkach budeme uvadét pouze jeden numericky 7ad, a to COC 1.

Prvni takovou metodou je metoda podle Trauba (5.5). Vypocty, ve vyse uvedenych
tabulkach, byly provedeny s pocatecni konstantou oy = 0.01. Nésledujici tabulka 6.6
ukazuje vypocty pro testovaci funkci fi, pro ruzné volby konstanty ag. Jak je z tabulky
patrné, tak volba oy méla vliv pouze na pocet iteraci, stejné vysledky jsme obdrzeli
u funkei fy, fs au fo. U testovacich funkei fo a f; neméla zména konstanty zadny vliv,
ale u funkci f3, f5 a fg metoda nevypocitala koten & pro konstanty ag = 10, ag = —1000
nebo ay = 1000.

Tabulka 6.6: Metoda podle Trauba.

™ fi x9 = 1.6

Qo 0.01 10 -1000 1000 0.0001
k 6 10 10 10 6

P 2.414 2.414 2.414 2.414 2.414

COC 1 || 1.99801 | 1.99880 | 2.00467 | 2.00312 | 1.99800

Metoda podle Zhenga (5.8) byla spousténa pii vypoctech s ayg = —0.6, stejné jako
v ¢lanku [29]. Tabulka 6.7 ukazuje vliv konstant na testovaci funkei f;, kde jind ag méni
numericky fad konvergence. Stejny efekt méla zména konstanty ag na testovaci funkce f;
a fg, s jedinym rozdilem, Ze pro testovaci funkci fg metoda selhala pii volbé ay = —1000.
Na funkcich f5, f3 a f5 jakdkoliv zména konstanty zapiicinila, ze metoda nenalezla feseni
&. Na zbyvajici funkce fr7, fs a f9 zména konstanty ag neméla zadny vliv.

Tabulka 6.7: Metoda podle Zhenga.

ZM f 7o = 1.6

o 0.6 6 60 1000 | -1000
k 3 5 5 5 5

P 3 3 3 3 3
COC 1 || 2.52745 | 3.57013 | 3.47034 | 3.47033 | 3.46951

V nasledujici tabulce 6.8 jsou vysledky pro zménu konstnty a v metodé podle Singha
(5.22) na testovacich funkcich f; s pocdteéni aproximaci xy = 1.6 a fy, pro pocatecni
aproximaci xg = 0.8. Pro testovaci funkci f; zména konstanty « ovlivnila COC 1 skoro
o jeden fad. U funkce f; lze vidét, Ze ¢im mensi jsme nastavili o, tim presnéjsi je COC 1.
Podobnych vysledku jako u funkce f; jsme docilili i u funkce f5. Pro f5 a fy metoda
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selhala. U ostatnich testovacich funkci, tj. f3, fs, fr a fs, metoda nevypocitala koten &
s konstantou a = 100.

Tabulka 6.8: Metoda podle Singha.

MSi fi, ro=1.6 fa, £g=0.8

« k P CcOC 1 k P COC 1
1 4 4 3.20628 4 4 4.34927
100 4 4 2.91478 4 4 3.80852
-1 4 4 3.20503 4 4 4.05003
0.01 4 4 3.86070 4 4 4.07487
0.0001 3 4 2.98295 4 4 4.07381

V tabulce 6.9 jsou uvedeny hodnoty pro metody podle Hafize HM1 (5.24), HM2 (5.28),
HMS3 (5.29), HM4 (5.30) na testovaci funkci fo s poc¢atecni aproximaci o = 0.85. Ve vSech
vyse uvedenych vypoctech je pouzita puvodni konstanta S = 1, pro srovnani jsme nejprve
zvolili B = 0.001. Nejvétsi rozdil je patrny na HM2, protoze metoda dosahla maximalniho
poctu iteraci. Pro zvolené 8 = 0.01 zhavarovala HM3 a konstantu $ = 0.99 nedokazala
spocitat HM1. Na funkcich f; — fs s vyjimkou funkce fg jsou obdobné vysledky pro
zvolené konstanty =1, = 0.01 a 8 = 0.001. Pro funkci fg se zvolenymi konstantami
lze porovnat numericky fad jen pro HM1. Metody HM2-HM4 bud’ nevypoéitaly koten &,
nebo probéhly pouze dvé iterace.

Tabulka 6.9: Metody podle Hafize.

fo 2 = 0.85

HM | 8| k | p | CcoC1 3 k| p| CcoCi1
HM1 | 1 | 651 | 3 | 3.00546 | 0.001 | 4 | 3 | 3.16675
HM2 | 1 4 | 3.93761 | 0.001 | 1000 | 4 0
HM3 | 1 4 | 429997 | 0.001 | 3 | 4 | 4.30574
HM4 | 1 4 | 402773 || 0001 | 3 | 4| 451327

V metodé podle Rena (5.33) jsme postupné testovali konstanty a = 0, a = 1 a
a = —1. Vysledky z testovacich funkci f; a f9 jsou uvedeny v tabulce 6.10. Jak je vidét
u funkce f; pro konstanty a = 0 a a = —1, pocet iteraci je stejny a rozdil v hodnotach
numerického tadu je témeér zanedbatelny. Podobné vysledky v COC 1 jako u funkce f;
pro vysly na testovaci funkci fg, s tim rozdilem, Ze pocet iteraci byl pro vSechny konstanty
stejny. Zména konstant méla vliv na pocet iteraci pouze na testovacich funkcich f3 a f7,
f5 s konstantou a = —1 probéhl pouze dvakrat, takze nelze porovnat numericky trad.
Vhodna volba konstanty a méla velky vliv na funkci fo, jak muzeme vidét v tabulce 6.10,
ma rozdilny pocet iteraci i numericky fad. Naopak volba a neméla zadny vliv na testovaci

funkce f; a fs.
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Tabulka 6.10: Metoda podle Rena.

RM f1, 70 = 1.6 fo, 70 = 0.85

a k » CoC 1 k » COC 1
4 4 4.16554 4 4.14730

1 3 4 3.39637 3 2.53628

1 4 4 4.19627 4 17 3.43461

Ve vété 5.12 pro metodu podle Cordera 1 (5.34) je feceno, ze pokud nastavime kon-
stanty a = c=1a b+ d = 1, bude metoda ¢tvrtého fadu. Puvodni hodnoty byly b = 1
a d = 0. Na v8ech, ndmi zvolenych, testovacich nelinearnich funkcich jsme ovéfili ruzné
kombinace b a d, tak aby platila rovnost b+d = 1. Vysledek je vzdy stejny, tzn. nezmeéni se
vypocet numerického fadu, ani pocet iteraci. Pokud vSak porusime rovnost, tzn. b+d # 1
numericky rad uz nevychézi rovny ¢tyfem a pocet iteraci se vyrazné zveétsi.

Metoda podle Wanga (5.43) potiebuje ke svému vypoctu optimalni metodu Steffen-
senova typu ¢tvrtého rfadu. V této praci jsme si za optimalni metody zvolili LM2 (5.31)
nebo RM (5.33) s konstantou a = 0. Nésledujici tabulka 6.11 ukazuje vliv na vybér této
optimalni metody ¢tvrtého radu na funkce f; a fg — fs. Z tabulky vidime, ze pro funkci f;
na volbé optimdalni metody zalezi, nebot LM2 v tomto pifpadé nekonverguje ke kofenu &.
Kdyz jsme testovali funkci f5, metoda nekonvergovala s metodou RM. U funkei fo, f3, f4
a fo optimalni metoda ¢tvrtého fadu ovlivnila jen nepatrné COC 1, stejnym zpusobem,
jak je tomu u funkce fg. U testovacich funkci f; a fg ovlivnila volba optiméalni metody
rozdil ve vypoctu numerického radu.

Tabulka 6.11: Metoda podle Wanga.

WM fi, to=1.6 fe, xo=1.8

Metoda k P COC 1 k P CcOC 1
RM 3 7 6.45710 3 7 7.90544
LM2 1000 7 - 3 7 7.96868
WM fr, xo =1.15 fs, xo = 3.86

Metoda k P CcOC 1 k P CcoC1
RM 3 7 8.57372 3 7 8.05584
LM2 3 7 9.65991 3 7 7.23486

Metoda podle Soleymania 1 (5.45), stejné jako metoda podle Soleymania 2 (5.47)
mela nastavenou konstantu g = 1. U vétsiny nami zvolenych testovacich funkcich metoda
nalezla teseni &, pokud jsme konstantu [ zmensovali, ale zmensil se také pocet iteraci,
i pres oddalovani poc¢atecni aproximace xy od kofene &, proto nemuzeme porovnat COC 1.
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6 SROVNANI METOD

V élanku [24] autor uved! tii ruzné vahové funkce W2 (5.48), W3 (5.49) a W4 (5.50)
pro metodu podle Soleymania 2 (5.47). V néasledujici tabulce 6.12 muzeme vidét hodnoty
testovacich funkei f; a fs. U funkce f7 je jen nepatrna zmeéna ve vypoctu numerického radu,
stejné tomu bylo u funkce fg. Vétsi rozdil v COC 1 byl pro funkci fo a pro funkce fg a f5
s vahovou funkei W4 metoda nespocitala koren €. MSo2 nekonvergovala, kdyz byla pouzita
vahova funkce W2 na funkci fy. Pro ostatni testovaci funkce (fi, f3, fi) nemuzeme
srovnat hodnoty numerického radu, protoze i kdyz jsme oddalovali kofen, probéhly pouze

dvé iterace.

Tabulka 6.12: Metoda podle Soleymania 2.

MSo2 fr, xo =06 fs, xo=3.3
Viéhova fce k P CcOC 1 k P COC 1
W2 3 8 7.90803 3 8 8.13109
W3 3 8 7.86206 3 8 8.34972
W4 3 8 7.87780 1000 8 -
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7 Zavér

Cilem této bakalarské prace byl predevsim popis Steffensenovy metody a uvedeni me-
tod Steffensenova typu.
Nejdrive bylo potieba uvést samotny problém nelinearnich rovnic a definice tykajici se
radu konvergence a indexu efektivity, coz bylo provedeno ve druhé kapitole. Také jsme
v této kapitole popsali tzv. startovaci metodu, za kterou jsme zvolili metodu bisekce,
protoze tato metoda konverguje vzdy.
Ve treti kapitole jsme se zamérili na Newtonovu iteraéni metodu, ze které vychazi Ste-
ffensenova metoda, té je vénovana ctvrta kapitola. V dalsi, paté kapitole, jsou uvedeny
metody Steffensenova typu, které vychazi ze samotné Steffensenovy metody. Detailni od-
vozeni metod v této praci nebylo uvedeno, ale u kazdé z metod je uveden alespon naznak
odvozeni a odkaz na zdroj, kde lze nalézt o dané metodeé vice.

Posledni kapitola se vénuje predevsim porovnani vysledku z naprogramovanych metod
v softwaru MATLAB, coz byl posledni z cilu této bakalarské prace. Porovnavali jsme rad
metody s numerickym rfadem COC, pocty iteraci potiebné k nalezeni hledaného kotene
a v neposledni tadé také vliv volby ruznych konstant v danych metodach na rychlost
konvergence. Zvolili jsme testovaci funkce, na kterych se ukézala Steffensenova metoda
jako méné efektivni oproti Newtonové metodé, avsak v pripadé, kdy nelinearni funkce je
narocna na vypocet derivace, je Steffensenova metoda vhodnéjsi, protoze nepouziva de-
rivaci ve svém algoritmu. Metody Steffensenova typu vyssiho fadu se jevi jako efektivni,
ale pri spatné volbé pocatecni aproximace nekonverguji ke kotrenu.

Metody Steffensenova typu vznikaji uz od roku 1960. Na tuto bakalaiskou préci je

mozno dale navazat zpracovanim a srovnanim dalsich takovych metod, protoze jejich
aplikace je velmi Siroka a potiebnd v mnoha védnich oborech.
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symbolu

13 kofen nelinedrni rovnice f(z) =0

X pocatecni aproximace

€ vypoctova presnost

ek chyba v k-tém kroku

P rad konvergence

r celkovy pocet funkénich hodnot v jedné iteraci

1. index efektivity

(a,b) uzavieny interval

C (a,b) mnozina spojitych funkei na (a, b)

C?(a,b) mnozina funkci se spojitymi derivacemi do druhého tadu

véetné na intervalu (a, b)

R mnozina realnych cisel
CcOC numericky rad konvergence
k pocet iteraci

f! inverzni funkce

)] pomeérna diference

a, B realné konstanty

Ni(x) Newtonuv interpola¢ni polynom k-tého stupné

Ry (z) chyba Newtonova interpolacniho polynomu k-tého stupné
Wi, k=1,2,3 vahové funkce pro HM

Wk, k=1,2,3,4 vahové funkce pro MSo
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