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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva dynamickym chovanim vymeénika tepla, které je popsano
systémem diferencialnich rovnic. V této souvislosti obsahuje obecné informace o nezbyt-
ném teoretickém zékladu tykajici se pfedevsim pfenosu tepla. Daéle zminuje zakladni
typy usporadani vymeénikt tepla, které se mohou v praxi vyskytnout. Hlavnim cilem
prace je zodpoveédét otazky Tiditelnosti, pozorovatelnosti a identifikovatelnosti parametri
obdrzené fesenim prislusné inverzni tlohy.

Summary

This bachelor’s thesis deals with the dynamic behavior of heat exchangers which is de-
scribed by the system of differential equations. In this conection it includes a general
information about necessary theoretical background especialy concerning heat transfer.
Further, it mentions also the basic types of arrangement of heat exchangers that may oc-
cur in practice. The main goal is to answer the questions of controllability, observability
and identifiability of the parameters obtained by solving corresponding inverse problem.
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1. Uvod

Cilem prace je zpracovat problém identifikace parametri v jednotlivych systémech ob-

sahujicich 2 vstupy a 2 vystupy. Obecné schéma takové soustavy je zndzornéno na obrazku
1.1.

Q[)]a TQ]\\ Qpo TEQ\

Obr. 1.1: Zakladni usporadani systému

Prikladem mtze byt vyménik tepla nebo chemicky reaktor. V pfipadé vyméniku tepla
systém charakterizujeme vstupnim prutokem vzorku Qg;, vstupni teplotou vzorku Ty,
vystupnim prutokem vzorku so, vystupni teplotou Tso. Chladici okruh charakterizu-
jeme vstupnim priitokem chladici kapaliny Qp; a jeji teplotou Th; a vystupnim tokem
chladici kapaliny Qpo a jeji teplotou Tho. Indexy jsou vzaty z pocatecnich pismen an-
glickych popistt S- Sample, I-Input, O-Output, D-Dialysate. Model popisuje mimo jiné
i klicovou ¢ast umélé ledviny, dialyzator. Dalsim ptikladem modelu je pritokovy chemicky
reaktor ¢i dialyzac¢ni jednotka u pacientt 1é¢enych hemodialyzou. Tento systém popisu-
jeme vstupnim a vystupnim pritokem krve QQs;, Qso, vstupni a vystupni koncentraci krve
Csr1, Cso1, vstupnim a vystupnim pritokem dialyzatu Qpr, @ po, vstupni a vystupni kon-
centraci dialyzatu Cp;; a Cpp;. Dalsim prikladem modelu je chladici okruh jaderného
reaktoru, ohfivaky, chladice, kondenzatory, vakuové aplikace, odparky, vyparniky, klima-
tiza¢ni technika. VSechny ptiklady mizZeme s jistou mirou aproximace vyjadiit jedinym
matematickym modelem. V piipadé tekutin je situace vyrazné komplikovandjsi, nebot
obecné neplati predpoklad nestlacitelnosti a jejich hustota zavisi na tlaku a teploté. Z to-
hoto dtvodu se budeme zabyvat pouze kapalinami. NasSim cilem bude stanovit nékteré
z parametri v okruhu vzorku, ktery je casto nepristupny piimému méfeni, na zakladé
meéreni v druhém okruhu, ktery je pristupny pro méfeni.

Abychom mohli stanovit dané parametry, je tieba nejdiive objasnit nékteré zakladni
vlastnosti a zdkony tzce spjaté s nasim systémem. V druhé kapitole proto zminime za-
kladni matematické prostiedky, které budeme pouzivat. Ve tieti kapitole objasnime po-
jmy systém, model, experiment, ale také identifikovatelnost, pozorovatelnost a fiditelnost.
V dalsi kapitole uvedeme fyzikalni zédkony, které se vazi k nasemu problému. V kapitole
paté popiseme rychlostni profil kapaliny a v Sesté kapitole uvedeme pravidla pro pfenos
tepla. Uéinnost viyméniku budeme definovat v sedmé kapitole. V osmé kapitole se pak
budeme vénovat feSsenému problému a zminime zakladni typy usporadani. Devata kapi-
tola obsahuje demonstraci ziskanych vysledkii na konkrétnich ptikladech. Posledni desata
kapitola pak shrnuje dosazené vysledky.

Bakalaiska prace vychazi z odborné staze studentky u firmy BVT Technologies, a.s.
Béhem této staze byly feseny inverzni problémy diferencialnich rovnic a jejich soucasti
je 1 tato bakalaské prace. Stéz probéhla pod vedenim RNDr. Jan Krejé¢i, PhD. (BVT
Technologies, a.s.) a Dr. Mark O’Connel (Probe Scientific, UK).



2. Pouzity matematicky aparat

V této praci se budeme zabyvat vyméniky tepla, jez si mizeme predstavit jako systém
slozeny z nékolika kompartmentt (viz [1], [2]), ve kterych je bud chlazend kapalina anebo
chladici kapalina. Proto miizeme nas pripad popsat pomoci rovnice, ktera popisuje systém
s n kompartmenty. Nejobecnéjsi formu této rovnice vystihuje nasledujici vztah

dxét(t) =fo(x1(t),. .z ()+ D fil@(t), ... 2a(t))
n e (2.1)
= D Sal@®) s wa() = folaa (0, aa(t), i=1,20m,

j=1, j#i

kde x; popisuje charakteristickou vlastnost materialu v kompartmentu ¢, v nasem pripadé
se jedna o mnozstvi tepla v jednotkovém objemu (viz [3]). Dale f;; je pfitok do sle-
dovaného kompartmentu a f;; vyjadiuje vytok ze sledovaného kompartmentu. f;p udava
tok z okoli do kompartmentu 7. fy; je tok ze sledovaného kompartmentu do okoli. Pokud
jsou pritoky ze vSech kompartmenti do okoli nulové (fy; = 0,4 = 1,2,...,n), systém
se nazyva uzavieny. V opacném piipadé je otevieny. Rovnice (2.1) je schematicky zné-
zornéna pro 2 z n kompartmentt na obrazku 2.1.

do/zjiného  ------ : > do/z jiného
kompartmentu «------\ = Je—\ 7 Le———____ kompartmentu

Obr. 2.1: Dva kompartmenty obecného modelu popsaného rovnici (2.1)

(Upraveno podle Godfreye (viz [2]))

Jak vidime z (2.1), model je popsan soustavou diferencidlnich rovnic prvniho fadu.
V aplikacich se nejcastéji pracuje s linearnim modelem, pro ktery plati, Ze priitoky jsou
pfimo tmérné mnozstvi latky v kompartmentu, ze kterého vychéazeji. To lze vyjadrit
nasledujici rovnici

j=1, j#i =1, j#i

kde vstupni prutok f;o z okoli pisSeme jako u;(t), coz je standardni oznaceni v teorii Fizeni
linedrnich systému. Rovnici (2.2) mizeme znazornit nasledovné:



do/zjiného  ------ : » do/z jiného
kompartmentu < kompartmentu

Obr. 2.2: Dva kompartmenty linedrniho modelu popsaného rovnici (2.2)
(Upraveno podle Godfreye (viz [2]))

7 uvedenych prikladl je patrné, Zze k nasemu feseni budeme pouzivat diferencialni
rovnice. Jejich problematika je blize popsédna napt. v [1].

2.1. Teorie rizeni

V této praci se zabyvame feSenim inverznich tiloh vymeéniku tepla, tedy chceme zjistit,
jaka je teplota zkoumaného vzorku a nasledné ji regulovat. K tomu pouzijeme poznatky
z teorie Tizeni.

Jeji zékladni schéma je znazornéno na obrazku 2.3, kde u(t) je vstup, y(t) je odezva
systému na dany vstupni impulz a funkce g(t) popisuje regulacni systém.

u(t) y(t)

_ a(t) LA NN

Obr. 2.3: Schéma regula¢niho systému

Teorie Fizeni je blize popsdna napft. v [2], [5].

2.2. Inverzni uloha

Inverzni tloha je Siroky pojem a jeho presné vymezeni jde nad ramec této prace.
Pro diferencialni rovnice rozumime inverzni tlohou tlohu, jejimz cilem je urcit hod-
notu nékterého koeficientu rovnice znamého typu ze znalosti urcitych funkcionali feseni
(viz [0]).

Inverzni tlohy fesime mnoha riznymi metodami. Uvedme si jako priklad Feseni po-
moci Fredholmovy integralni rovnice prvniho druhu, kterou v zavéru prace pouzijeme.
Fredholmova integralni rovnice prvniho druhu je dana vztahem

g(z) = / F&,2) f(€)de,
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kde hledanou neznamou je f(z). Déle F(&,z) je dana funkce definovand na uzavieném
¢tverci (a,b) x (a,b) a g(x) je dana funkce na intervalu (a,b) (viz [7]).

Jinou ilustraci inverzni tlohy formulované pro evolu¢ni rovnice je tloha nalézt funkci
f(z,y) na oblasti Q = {(x,y);z € R,y > 0}, kdyz vime, ze musi byt splnény vztahy

Ut = Ugy + Uyy + P(8) f(2,9), (x,y) € Q, t >0,
u(z,y,0) =0, (x,y) € Q,
u(z,0,t) = m(x,t), r€eR, t>0,

uy(z,0,t) = n(z,t), r€eR, t>0,

v nichz n(x,t), m(z,t) a ®(t) jsou dané znamé funkce (viz [8]). Tento problém je abstrakei
problému nalezeni rozlozeni hustoty radioaktivnich materidli v zemské kuie (f(z,vy))
na zakladé sledovani jeji teploty a toku tepla na povrchu, které jsou vytvotreny radioak-
tivnim rozpadem. Zakon rozpadu radioaktivnich latek dava pro funkci ®(t) vyjadieni
O(t) = e~ a funkce m(x,t), n(x,t) reprezentuji teplotu a tok tepla na povrchu zem-
ské kiry, tedy veliciny, které lze alespon v jistém stupni abstrakce povazovat za znamé
a méfitelné (viz [0]).

11



3. Vlastnosti parametriu a modelu

Je nezbytné zodpoveédét otazku chovani systému pro dané vstupni a pocatecni parame-
try, coz nasledné eliminuje mozné chyby v méfeni. Proto je jednodussi problém rozlozit
do nékolika stupnii. Nejprve sestavime model pro dany systém. K tomu musime znat
strukturu systému. Pfipomenme, ze nékteré otazky tykajici se uvedeného problému
mtiizeme zodpoveédét, aniz by model byl jednoznacny.

Dané struktura systému je urcena vSemi nezndmymi parametry, proto je nezbytné
identifikovat je.

Modelovani a simulace nam umoznuje pochopit zakladni a podstatné vlastnosti sys-
tému, a tak jej lépe popsat. Proto je nezbytné definovat zakladni vlastnosti parametri.

Vstupni parametry chladiciho okruhu, tj. vstupni pritok a jeho teplotu, mtizeme
bez zasadnich omezeni presné nastavovat, tedy ridit. Vystupni parametry, tj. vys-
tupni pritok a jeho teplota, nejsou riditelné, protoze jsou ovlivnény pritomnosti okruhu
chlazeného vzorku. Nejsou vSak zadna principialni omezeni vystupni parametry méfit.
Miuizeme je tedy kvantitativné pozorovat. Cilem je urcit, za jakych podminek je vstup
a vystup vzorku méfitelny. Pfipadné za jakjch podminek je mozno urcit teplotni profil
ve vymeéniku na zakladé fizeni vstupu chladici kapaliny a méfeni teploty vystupujici ka-
paliny. To nas vede k otazce fiditelnosti, identifikovatelnosti a pozorovatelnosti parametrt
okruhu vzorku. Je zfejmé, Ze nejsou-li parametry riditelné, mohou byt jesté pozorovatelné.
Pojmy fiditelnost, pozorovatelnost a identifikovatelnost budou presné zavedeny pozdéji.

3.1. Rozdil mezi systémem, modelem systému a ex-
perimentem

Je nezbytné rozlisSovat pojmy systém, model systému a experiment.

Systém je soubor navzajem propojenych a vzajemné zavislych slozek tvofici inte-
grovany celek (viz [9]). Modelem rozumime zjednoduseni systému, které obsahuje vSechny
jeho podstatné vlastnosti v daném stupni pfesnosti modelu, a podstatné vlastnosti sys-
tému jsou vyjadieny matematickymi vztahy a parametry. Matematické vztahy mohou
byt:

e soustavy linearnich rovnic,

e soustavy algebraickych rovnic,

e soustavy transcendentnich rovnic,

e soustavy diferencialnich rovnic,

e soustavy parcidlnich diferencialnich rovnic,
e soustavy integralnich rovnic,

e soustavy diferenc¢nich rovnic,

e soustavy funkcionalnich rovnic,

e soustavy mnozinovych vztaht,

12



e soustavy logickych relaci,

e soustavy numerickych modeld realizovanych na pocitaci,
e soustavy algoritmi,

e soustavy statistickych relaci.

Matematicky vztah muze byt vytvoren i kombinaci vySe uvedenych soustav. Vypis
jsme provedli, aby byla zfejméa bohatost matematickych vztahi, ktera neni ¢asto docenéna
ani spravné vyuzita.

Nésledné na tomto systému provadime experimenty. Experimentem nazyvame meto-
dicky postup pokusti a omyli provadény s cilem ovéfit nebo stanovit platnost hypotézy
(viz [10]). Srovnanim pfedpovédi modelu o vysledcich s experimentem uréime, zda je
model vyhovujici nebo nevyhovujici. Proto, abychom mohli model pouzit obecné, musime
identifikovat jeho parametry. To se ndm obecné nemusi podarit. Tedy mtize nastat situ-
ace, ze model vyhovuje, ale parametry nejsou identifikovatelné. Takovy priklad popisuje
nasledujici nelinearni soustava rovnic.

f(x17?7r3> = 07

2

f('r% ?7T3> = 07
2

kde funkce f je funkce tii proménnych, dale x1, x5 jsou vstupni parametry a ry, ro, 73
jsou neznamé. I presto, ze budeme pracovat s presnymi velicinami, ¢imz predejdeme
vzniku chyb méfeni, se mize stat, ze nékteré parametry nelze pozorovat a identifikovat.
Rovnice f(z, :—;, r3) = 0, popisuje model systému, ktery zavisi na nezavislé proménné z.
Pro dvé hodnoty nezéavislé proménné x (x = z; a & = x) dostaneme dvé rovnice pro dvé
neznameé > a r3. 7Z rovnic vSak nemizeme stanovit ani ry ani r,, protoze jsou v podilu.
Pri praktické realizaci méfeni se pridava dalsi nejistota ovliviiujici identifikovatelnost,
kterou je presnost méfeni a statistické vlastnosti namétenych dat.

Musime dbat, aby model spravné vystihoval systém, ¢imz se predejde vzniku chyb.
Téch se mizeme také dopustit Spatnou volbou experimentu, ze kterého se nejsme schopni
o zkoumané vlastnosti nic dozveédeét.

(3.1)

1
N %

Obr. 3.1: Priklad neidentifikovatelného systému
(Upraveno podle Jacqueze (viz [1]))

Pro sestaveni spravného modelu systému musime znét jeho strukturu. Na obrazku 3.1
vidime strukturu systému, jehoz vstup privadime v misté 1 a zde také métime jeho vystup.
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V tomto pfipadé nejsme schopni vyhodnotit vystup systému, nebot v bodé 2 dochézi
ke ztratam do okoli. Tyto ztraty nedokazeme blize specifikovat, a tedy ani zahrnout
do naseho modelu.

7 predchozich ptiklad je zfejmé, Ze je pro nas nezbytné presné urcit strukturu sys-
tému. Proto zavadime pojem strukturalni identifikovatelnost. Chis (viz [11]) rozlisuje
strukturalni a praktickou identifikovatelnost, pficemz za strukturalni identifikovatelnost
oznacuje teoretickou vlastnost struktury modelu zavisejici pouze na systémové dynamice,
pozorovani a podnétech funkce. Prakticka identifikovatelnost je pak tizce spjata s exper-
imentalnimi daty a experimentalnim Sumem.

3.1.1. Identifikovatelnost parametru a modelu

Hlavnim cilem je nalézt souvislosti mezi modelem a jeho identifikovatelnosti. Pokud
zndme strukturu systému, miizeme sestavit jeho model, ktery je urcen pomoci neznamych
parametri. Abychom mohli ziskat pozadované informace na vystupu, musime tyto parame-
try nejprve identifikovat. Ty uré¢ime pomoci experimentti. V systému obvykle nemtizeme
méfit vSechna uspotradani, avSak pro nékteré z nich muzeme urcit vSechny parametry,
coz je dilezité ke zjisténi, zda néjaky dil¢i experiment miiZzeme provést na daném sys-
tému. Na druhou stranu se muze stat, ze i pfesto, Ze nemiizeme pro dany experiment
ur¢it vSsechny parametry, miizeme diky nému zodpoveédét zasadni otazky navrhovaného
experimentu. Tento problém miizeme povazovat za Cisté matematicky, a tak se vyhnout
komplikacim statistického odhadu z dat obsahujicich odchylky méfeni. I presto, ze budeme
pracovat s pfesnymi veli¢inami, tedy predejdeme chybam statistického odhadu, se vsak
muze stat, Zze nékteré parametry nebudeme schopni identifikovat, jak uz jsme demon-
strovali ptikladem soustavy nelinedrnich rovnic (3.1).

Podle Jacqueze (viz [!]) model nazyvame identifikovatelny, pokud mtZzeme méfit
v8echna uspofadéni, neboli mtZeme uréit vSechny jeho parametry. Allman (viz [12])
se odkazuje na definici identifikovatelnosti, ve které pozaduje, aby pro libovolné dvé
rizné hodnoty parametrii § # 6 z parametrického prostoru ©, byly jejich odpovida-
jici pravdépodobnostni rozdéleni Py a Py odlisné. Parametrickym prostorem rozumime
vhodny podprostor R", kde n je pocet parametri. Jinak feceno pozaduje injektivitu
parametrizace modelu. Déale budeme vychazet z definice podle Jacqueze.

Identifikaci musime vztahnout na definici parametru. Toto neni zfejmé otazka. Teplota
na vstupu chladicitho okruhu je identifikovatelnd (méfitelna a dokonce fiditelnd), to ale
neznamend, ze teplota na vstupu chladiciho okruhu je parametr. Teplota na vstupu
chlazeného okruhu mtze byt parametr nebo hledany vysledek. Definice parametri ve vz-
tahu k modelu je klicova pro feseni identifikovatelnosti.

Parametr je jednoznacné identifikovatelny, pokud pouze jedina jeho hodnota po dosaze-
ni do modelu udava vysledky v souladu s experimentem. Takovyto parametr téz oznacu-
jeme globalné identifikovatelnym.

Muze se stat, ze dany parametr je jednoznacné identifikovatelny jen na néjaké oblasti.
Takovy parametr nazyvame lokalné identifikovatelny. Jacquezova (viz [1]) definice lokalni
identifikovatelnosti je nasledujici. Pokud kone¢nd mnozina hodnot parametru je v souladu
s vysledky pokusu, nazyvame parametr lokalné identifikovatelny. Identifikovatelnost muze-
me definovat také nasledovné. Parametr nazveme lokalné identifikovatelny, pokud e-
xistuje libovolné okoli v parametrickém prostoru, ve kterém je dany parametr jednoz-
nacné identifikovatelny (viz [12]). Vzhledem ke koneénému poctu hodnot, které jsou
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v souladu s vysledky pokusu a popisem modelu, ke kazdé hodnoté parametru existuje
okoli (v prostoru parametri a jeho metrice) v némz neexistuje dalsi hodnota parametru,
jejimz dosazenim do modelu je obdrzen vysledek v souladu s experimentem.

Naopak parametr oznacujeme jako neidentifikovatelny, je-li nekone¢na mnozina hodnot
parametru v souladu s vysledky experimentu (viz [1]). Tedy neexistuje koneéna mnozina
hodnot parametru, které by identifikovala systém.

Model je parametricky identifikovatelny, nékdy rikame téz jednoznacné identifiko-
vatelny, pokud vSechny parametry jsou jednozna¢né identifikovatelné (viz [1]). Tedy pro
dany model neexistuje parametr, ktery by byl globalné neidentifikovatelny. Identifiko-
vatelnost modelu muzeme definovat také nasledovné. Model je identifikovatelny, pokud
plati, Ze ¢ je hodnota parametru modelu, y je naméfeny udaj a F(y, ¢) je distribu¢ni
funkce dat. A pokud pro vSechny dvojice (¢g, ) € ® a pro vSechny y € Sy plati:
F(y,¢0) = F(y,¢) pravé tehdy, kdyz ¢9 = ¢, kde ® oznacuje soubor vSech moznych
hodnot parametru a Sy je mnozina vSech moznych naméfenych tdaju (viz [13]).

Nekdy je obtizné zarucit jednoznac¢nou identifikovatelnost modelu, proto zavadime
slabsi pojem lokalni identifikovatelnosti. Existuje-li vice parametri téhoz pravdépodob-
nostniho rozdéleni jako ¢, ale soucasné muzeme nalézt oteviené okoli ¢, které neob-
sahuje zadny z téchto parametri, potom dany model nazyvame lokalné identifikovatelny
(viz [13]). Termin lze také definovat podle Jacqueze (viz [1]). Pokud vSechny parame-
try jsou identifikovatelné a nejméné jeden parametr je pouze lokalné identifikovatelny,
pak model nazyvame lokalné identifikovatelny.

Model nazyvame neidentifikovatelny, pokud jedna ¢i vice hodnot parametri je neiden-
tifikovatelna. Jinak feceno, pokud je model ur¢en pomoci n parametrii a pouze m z nich,
kde m < n, je jednozna¢né identifikovatelnych. Je mozné vytvorit submodel popsany
m parametry, ktery je identifikovatelny.

3.2. Obecna linearni teorie systému a popis linearniho
usporadani systémi

3.2.1. Stavové proménny popis linearniho systému

Stavy dynamického systému jsou hodnoty jistych proménnych nazyvané stavové pro-
ménné. Necht x(t) je vektor stavovych proménnych (z1,zs,...,z,)T, w(t) je vektor
nenulovych vstupnich hodnot typu s x 1. Déle y(¢) je vektor vystupnich hodnot typu
p x 1. Pak hlavni linedrni systém popisujeme pomoci dynamickych rovnic

&(t) = A()z(t) + B(tu(t),
y(t) = C(O)=(t) + D(t)ult),

kde A(t) je typu n x n, B(t) typu n x s, C(t) typu p x n a D(t) typu p x s. Zakladni
schéma linearniho systému je znazornéno na obrazku 3.2.

(3.2)
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A

Obr. 3.2: Struktura linedrniho systému

3.2.2. Riditelnost

V praxi je ¢asto nutné vystupy systému nejen mérit, ale i ¥idit (napfiklad pokud
se chlad{ kapalina na pfedem stanovenou teplotu). Riditelnost systému je rovnéz nezbytna
k jeho stabilizaci.

Zaklady teorie Fiditelnosti a pozorovatelnosti polozili Kalman (viz [10]) a Chen (viz [14]).
Jacquez (viz [1]) uvadi definici fiditelnosti podle Kalmana (viz [10]):

Linearni dynamicky systém (3.2) je plné fiditelny v ¢y, pokud neni algebraicky ekviva-
lentni® se systémem uréenym pomoci rovnic typu

d“’;t“) = An(t)z (1) + A(b)za(t) + Bi(t)u(t),
dCUQ (t) .
dt = Agg(t)iﬂg(t>,

y(t) = Ci(t)x1(t) + Co(t)x2(t),

kde &1 = (x1,...,7;)7 je stavovy vektor typu k x 1, @3 = (2p41,...,2,)7 je stavovy
vektor typu (n — k) x 1. Dale matice Aj; je typu k X k, matice Aj, je typu k X (n — k),
Asg je typu (n—k) x (n—k), By je typu k x s, C; je typu p x k, C3 je typu p X (n — k),
y(t) je typu p x 1 a u(t) je typu s x 1.

Jinak vyjadreno, je nemozné nalézt ridici systém, ve kterém stavové proménné mohou
byt separovany do dvou skupin x; a xs, takovych Ze @, neni ovlivnén pomoci x; nebo
vstupnimi parametry systému. Neboli existuje podsystém systému, ktery neni ovliviiovan
zbylou ¢asti systému ani vstupnimi informacemi. Takovyto systém neni plné fiditelny.

Jiny pristup vystihuje Chen (viz [14]) ve své definici Fiditelnosti. Systém je plné
fiditelny, pokud vzhledem k pocéte¢nimu stavu @(ty) mtize byt uveden do predepsaného
stavu x(t;) v konecném ¢ase t; — ty, a to pii jakémkoliv po¢atecnim stavu.

3.2.3. Pozorovatelnost

Pozorovatelnost, nékdy také oznacovana jako métitelnost, urcuje, zda je mozné z hod-
not nameéfenych na vystupu provést néjaké zavéry o systému ¢i nikoliv. Tedy zda jsme

'Rekneme, Ze dva algebraické vyrazy jsou ekvivalentni, pokud hodnoty ziskané symbolickou substituci
proménnych jsou stejné jako hodnoty ptivodniho vyrazu (viz [15]).
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schopni na zékladé vystupu urcit chovani vstupniho systému. Jednu z definic pozorovatel-
nosti formuloval Jacquez (viz [1]), ktery vychazi z Kalmanovy (viz [10]) definice.

Linearni dynamicky systém je plné pozorovatelny v ¢y, pokud neni algebraicky ekvi-
valentni se systémem urc¢enym pomoci rovnic typu

d:c;t(t) = A1 (t)x1(t) + B1(t)u(t),
da:;t(t) = Ag (t)@1(t) + Ags(t)as(t) + Ba(t)u(t),

y(t) = Ci(t): (1),

kde Bs(t) je typu (n—k) X s, Ag1(t) je typu (n— k) X k a ostatni jsou stejného typu jako
v pripadé fiditelnosti. Neboli systém je plné pozorovatelny, pokud je nemozné rozdélit x
do dvou skupin takovych, Ze jedna nema vliv na druhou skupinu nebo vystupy. Systém
je tedy plné pozorovatelny, pokud se vSechny zptsoby fizeni mohou projevit na vystupu.

Pokud je systém uzavieny, nedochazi k tniku tepla ¢i kapaliny a mtizeme fesit otazku
identifikovatelnosti. Pokud vSak systém neni uzavieny a navic obsahuje nespecifické inter-
akce s okolim, neni identifikovatelny a tloha ztraci smysl. Takovéto usporadani vystihuje
obrazek 3.3.

QL: TL

Qg TEI Qso Tfo
QDI’ TE[ QDO’ TEO

Obr. 3.3: Znazornéni ztrat do okoli
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4. Apriorni vnitrni vazby

K systému se vazi nékteré fyzikalni zakony, ze kterych jeho model vychazi.

4.1. Rovnice kontinuity

V systému vychazime z predpokladu, ze kapalina je nestlacitelna, a tak se v sys-
tému nemtize nijak hromadit. Tedy soucet tok® na vstupu se musi rovnat souctu toki
na vystupu. Musi tedy platit rovnice kontinuity

Qsr + Qpr = Qso + @po,

(vyznam uzitych symboli je uveden na strané 8, pfipadné v seznamu pouzitych symboli).

4.2. Zakon zachovani energie

Za predpokladu tepelné izolovaného systému se tepelny tok na vstupu musi rovnat
tepelnému toku na vystupu. To ndm umoznuje formulovat zékon zachovani energie

QsiTsics + QprTprep = QsoTsocs + QpoTpocp,

kde cg je mérna tepelna kapacita vzorku a cp je mérna tepelna kapacita chladiva.
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5. Rychlostni profil

Vzhledem k povaze naseho systému je nezbytné formulovat zakladni hydrodynamické
vlastnosti, které se k nému vazi. Ty pak vyznamné ovliviiuji proces vymény tepla a tedy
i i¢innost vymeéniku.

Mezi fyzikalni vlastnosti kapalin, které ovlivnuji jeji hydrodynamiku, patii hustota
a viskozita. Hustota p je hmotnost vztazena na objem kapaliny, neboli p = 2. Jeji jed-
notkou je %. Dalsi vlastnosti je viskozita. RozliSujeme dva druhy viskozit: kinematickou
a dynamickou. Dynamicka viskozita 1 udava vztah mezi tfecim napétim 7 a zménou
rychlosti v v zavislosti na poloze, tedy

T=n y
Kinematicka viskozita v se pak zavadi pomoci dynamické viskozity n a hustoty kapaliny
p jako
o
p
jeji jednotka je mTQ Viskozita kapaliny klesa s rostouci teplotou.

Vysledny rychlostni profil je vyznamné ovliviiovan typem proudéni kapaliny. Aby-
chom mohli popsat proudéni kapaliny, zavadime pojmy trajektorie castice a proudnice.
Trajektorii ¢astice rozumime drahu, po které se pohybuje castice tekutiny. Proudnice je
pak pomyslné c¢ara, jejiz tecny v libovolném bodé jsou vzdy ve sméru rychlosti. Proudéni
kapaliny mize byt bud laminérni, nebo turbulentni.

P1i laminarnim proudéni se vSechny ¢astice kapaliny pohybuji ve vrstvach, tedy castice
se nepohybuji napri¢ prifezem. Treci, nékdy také nazyvané jako smykové, napéti 7
dosahuje své maximalni hodnoty na povrchu stény a s rostouci vzdalenosti od stény jeho
hodnota klesé.

Naopak v pripadé turbulentniho proudéni se ¢astice pohybuji napti¢ vrstvami. Cely
pohyb je ovliviiovan tlakem, hustotou, teplotou a rychlosti proudéni. Tyto veli¢iny
se pii turbulentnim proudéni zcela nahodné méni v zavislosti na case.

Hranici mezi turbulentnim a laminarnim proudénim charakterizuje tzv. kriticka hod-
nota Reynoldsova ¢isla Re, které zavisi na tvaru potrubi ¢i stény, po které kapalina proudi.
Reynoldsovo ¢islo pro jednorozmérné proudéni v potrubi je ddno vztahem

_ Us¢
1%

Re

a jeho kritickad hodnota je Reg,.;; = 2320. vg urcuje stfedni rychlost v potrubi, ¢ je jeho
prameér a v je kinematicka viskozita. Pro Re < Rey,;; je proudéni laminarni a v opacném
pripadé, tedy Re > Reg,y, méa proudéni turbulentni charakter.

Typ proudéni vyznamné ovliviiuje rychlostni profil. Tento vliv jsme schematicky zna-
zornili na obrazku 5.1.
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uspofadany pohyb pevna sténa

¢astic ve vrstvach (— potrubi

=N 3 |

== s
pohyb &astic —J

pfi turbulentnim proudéni
(napfic vrstvami)

laminarni proudéni turbulentni proudéni
Obr. 5.1: Rychlostni profil v potrubi v zavislosti na typu proudéni

Proudéni je také piimo ovlivnéno povrchem stény. Tuto zavislost vyjadiujeme po-
moci tzv. tfeciho soucinitele A\. Ten zavisi na typu proudéni, které mizeme urcit pomoci
Reynoldsova cisla. Tedy A je pro laminarni proudéni dano vztahem

A
@7
kde A je funkci tvaru priifezu. Pro turbulentni proudéni A tizce souvisi s drsnosti povrchu
stény. Proto pro hladké potrubi definujeme tfeciho soucinitele A jako

0,3164
A= ’4
Re

pro Rej.;: < Re < 8-10%. (viz [10])
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6. Prenos tepla

Pfenos tepla miize probihat tfemi zpiisoby: vedenim, proudénim a zafenim. Pfenos
tepla vedenim (kondukce) je zaloZen na pfimém kontaktu dvou téles o rtiznych teplotéch,
kdy téleso o vyssi teploté predava teplo chladnéjsimu télesu. Proudéni (konvekce) se vysky-
tuje u tekutin, kdy je rozdil teplot v celém objemu vyrovnavan proudénim tekutiny.
A nakonec muze byt teplo pfendseno také zarenim (radiaci). Typickym piikladem ra-
diace je prenos tepla ze Slunce. Ve vesmiru je vakuum, tedy zde nejsou zadné Castice,
které by mohly pfenaset teplo konvekci a zaroven, zde neni zadny primy kontakt mezi
Sluncem a Zemi, neboli nemtze probihat kondukce, coz znamena, Ze bez radiace by
nemohl byt mozny Zivot na Zemi. Prikladem konvekce miize byt ohiev vody v rybniku, kde
se pomoci neustalého proudéni kapaliny vyrovnava teplota v celém objemu. S kondukci
se setkdvame, napt. polozime-li ruku na rozpalenou plotnu, kdy plotna o vyssi teploté
predava teplo nasi chladnéjsi ruce. Cela vymeéna tepla trva az do okamziku preruseni kon-
taktu, tedy okamziku ucuknuti. Na tomto prikladu je také zjevné, Ze ¢im vétsi je tepelny
rozdil ruky a plotny, tim vice tepla je predano, neboli tim vice se spalime. Z ¢ehoz plyne
prima zavislost prenosu tepla na rozdilu teplot téles.

6.1. Sdileni tepla proudénim

V naSem piipadé se budeme zabyvat konvekei i kondukei, nebot v proudicich kapal-
inach dochézi pri prenosu tepla k obéma déjim. Ktery z mechanismii v systému prevlada,
zavisi na fyzikalnich vlastnostech kapaliny a na typu proudéni. Proto musime brat v ivahu
veskeré hydrodynamické vlastnosti systému.

Proudi-li kapalina kolem pevné stény, je pfenos tepla vyrazné ovliviiovan hydrody-
namickymi déji. Jak vyplyva z rychlostniho profilu, ¢astice kapaliny proudici tésné
nad povrchem pevné stény, maji rychlost blizkou nule, tedy dochéazi k jejich ulpivani,
a tak vytvareji rychlostni mezni vrstvu. Mnozstvi sdileného tepla vyznamné ovliviiuje
také typ proudéni, ktery mize byt turbulentni ¢i laminarni. Bude-li proudit v okoli pevné
stény velké mnozstvi kapaliny, bude dochazet ke vzniku turbulentniho proudéni a to bude
mit za nasledek vznik jiného typu teplotni mezni vrstvy nez pfi laminarnim proudénim.
Teplotni mezni vrstva je tenka vrstva, ktera se nachazi v bezprostiedni blizkosti povrchu
stény a ve které dochazi k velkym zménam teploty. Ty jsou zptisobeny pfestupem tepla
z pevné stény do kapaliny ¢i obracené. Priibéh teploty v blizkosti stény, tedy podstata
teplotni mezni vrstvy, je zndzornén na obrazku 6.1.
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prestup tepla z tekutiny prestup tepla z pevné
do pevné stény stény do tekutiny

Obr. 6.1: Prestup tepla v blizkosti pevné stény
(Upraveno podle Kal¢ika a Sykory (viz [17]))

Prestup tepla mtizeme popsat pomoci Newtonova ochlazovaciho zakona

Q = aS(Ty —Tyw) ... ochlazovani, 61)
Q = aS(Tw — Ty) ... ohfivéani. ‘

kde @1 znaci tepelny tok a jeho jednotkou je W, a je soucinitel prestupu tepla, S je velikost
kontaktni plochy, Ty, je teplota stény a Ty, znaci stfedni teplotu kapaliny. Indexy jsou
prevzaty z pocatecnich pismen anglickych nazvi W - wall, M - mean. Soucinitel pfestupu
tepla udava, kolik tepla projde sténou o velikosti 1m?, pokud je teplotni spad 1K, tedy
AT = Ty — Tw| = 1K. Ze vztahu (6.1) plyne také jeho jednotka [o] = —2=. Souéinitel
zavisi na fyzikalnich vlastnostech kapaliny, na rychlosti proudéni kapaliny a tvaru povrchu
stény. Proto se jeho hodnota urcuje experimentalné v zavislosti na rdaznych cinitelich.
V praxi se ukéazalo, Ze soucinitel prestupu tepla zavisi na velkém poc¢tu proménnych fak-
tori, které ovliviiuji mnozstvi sdileného tepla. Tedy o = f(v, Tw, Tar, A, ¢, p,n, ®,w, h, 1),
kde w, h,l znaci rozmeéry télesa, ® charakterizuje tvar télesa, v je rychlost kapaliny, A je

tepelna vodivost, jejiz jednotka je % a vyjadruje ochotu materialu vést teplo, ¢ je mérné
teplo s jednotkou kg—‘{K, p je hustota kapaliny a n je jeji dynamické viskozita s jednotkou
N-s
W.

Kapalina svym proudénim vytvari na sténé mezni vrstvu, ve které se jeji rychlost blizi
k nule. Tedy mtzeme predpokladat, ze se v ni teplo sdili pouze vedenim. To vystihuje
tzv. Fouriertv zakon:

a = —/\gTCLd(T),

kde ¢ udava mérny tepelny tok. Minus na pravé strané rovnice vystihuje, ze tepelny tok jde
vzdy proti gradientu teploty, tedy z mista o vyssi tepelné energii do mista o nizsi tepelné

17 klasické termodynamiky je symbol @) pouZivan pro oznadeni tepla & tepelného toku. Soucasné
jsme v predchozich kapitoldch jako @ oznacili tok kapaliny, coz je standardni oznaceni v hydrodynamice.
Proto budeme tepelny tok znacit jako Q). Z tohoto dfivodu je tieba v nékolika nasledujicich strankach
dbat na rozdil mezi Q) a Q.
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energii. Nyni muzeme za predpokladu Fourierova zakona vyjadrit rovnici pro mérny
tepelny tok naseho systému.
oT
qg=—-X —, 6.2
1 (871) (6:2)

kde n charakterizuje smér normaly k pevné sténé a — <g—£) urcuje teplotni spad. Budeme-

li predpokladat, Ze mezni vrstva ma konecnou tloustku o a teplotni rozdil je (Tw — Ty),
muzeme (6.2) preformulovat jako

- A
Predpokladejme, ze teplota vzorku T je vyssi nez teplota chladiva Tp. Soucinitel
prostupu tepla u, ktery pokryva celou oblast jevii spojenou s prenosem tepla z oblasti
vzorku do oblasti chladici kapaliny, je charakteristicky parametr vyméniku. Obecné je
velmi obtizné jej urcit. Jeho vyznam je zfejmy z obrazku 6.2.

chladivo

v

d,

> <

Y

5. | L 5,

. d

>
< >

Obr. 6.2: Teplotni profil v aktivni ¢asti vyméniku tepla

Teplotu v oblasti vzorku, ktera neni ovlivnéna pritomnosti kontaktni plochy, oznacu-
jeme Tgyp. Kontaktni plocha ovliviiuje teplotu vzorku tak, ze v jeho bezprostiedni
blizkosti vzniké tzv. mezni vrstva tloustky g, ve které dochéazi k poklesu teploty az
na teplotu Ts;. Taktéz je z druhé strany kontaktni plochy ovliviiovana teplota chladiva.
V misté, kde uz neni jeho teplota ovliviiovana, ma hodnotu 7p,; a pfimo na kontaktni
plose ma teplotu Thy. Za podminky ustaleného stavu, neboli %—f = 0, je pokles teploty
uvnitt kontaktni plochy definovan pomoci teplotni vodivosti materialu, ze kterého je zho-

tovena. Teplotni tok uvnitt je pak charakterizovan jako

Tpr —Ts1

dy ’
kde dy je tloustka kontaktni plochy. Létka o teploté Tsy; vstupuje do mezni vrstvy
o tloustce dg. Tato zména je zpusobena prevazné hydrodynamicky, nasledkem proudéni.

g=—\
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Sitka vrstvy je v rozmezi 1 — 100pum a zévisi na typu proudéni, ¢imz myslime bud lam-
inarni, nebo turbulentni, dale na viskozité kapaliny a casto také na specifickych hydrody-
namickych vlastnostech. Teplo musi nejprve z mezni vrstvy piejit do stény vymeéniku, jiz
nésledné prostupuje podle Fourierova zékona ¢ = —Agrad(T'). A pak na rozhrani stény
a chladiva pfechazi teplo ze stény do mezni vrstvy chladiva podle jeho soucinitele pres-
tupu tepla a z ni dale do celého objemu, kde je jeho teplota Tpy,;. Tedy celkovy tepelny
tok mtzeme formulovat jako

- AT
q= R
kde R predstavuje celkovy tepelny odpor a AT = |Tsy — Tpa| je teplotni spad. Ten
vyjadiime jako

(6.3)

1 Ay 1
R=—+27

ag do ozD’

kde ayg je soucinitel prestupu tepla vzorku, ap je soucinitel prestupu chladiva, Ay je
tepelné vodivost stény a dy je jeji sitka. Po dosazeni do (6.3) dostavame

~ Tsy—Tbm

9= 7T X :
1 4w oy 1
a5+d0+ap

Nyni nahradime celkovy odpor za celkovy soucinitel prostupu tepla vyméniku

1
u=—,
R
jehoZ jednotka je —3—. Po dosazeni do (6.3) ziskdvame

C.7: UAT57

kde ATs je stfedni teplotni spad vymeéniku, ktery se méni podél jeho plochy a u je
soucinitel prostupu tepla. Nyni miizeme vyjadiit zavislost soucinitele prostupu tepla jako

_ 1

ATs’

Nyni uvazujme dva piipady, které mohou nastat, tzv. souproudy (paralelni) a pro-
tiproudy (antiparalelni) vymeénik tepla. Na nasledujicim obrazku mizeme vidét prabéhy
teplot vzorku i chladiva. Opét predpokladame, ze teplota vzorku je vétsi nez teplota
chladiva.

u
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K_L Tso
AT, N AT,
. b T,

DI
Ty : \*—E—- AT,
i ETDO
S >
souproudy vymeénik protiproudy vymeénik

Obr. 6.3: Teplotni profil souproudého a protiproudého vyméniku tepla

Zménu tepelného toku d@guvolnéného z teplejsi tekutiny, dle naseho predpokladu
ze vzorku, mizeme vyjadrit jako
dQs = mgcsdTs,

kde dTs je zména teploty vzorku a mg je hmotnostni tok vzorku. Podobné zména tepel-
ného toku dodaného chladnéjsi tekutiné je

d@D = mDCDdTDy

kde dTp je zména teploty chladiva a mp je hmotnostni tok chladiva. Pokud d7Tp < 0,
jedné se o protiproudé usporadani, a je-li dIp > 0, mluvime o souproudém vymeéniku.
Jelikoz v ustaleném stavu plati, Ze teplo odevzdané teplejsi latkou se musi rovnat

vz

teplu, které chladnéjsi latka prijme. Tedy mtizeme formulovat

dQ = —dQs = £dQp.
Po dosazeni a tpravé ziskavame
d@v = —fﬁSchTS = j:ﬁ”bDCDdTD. (64)
Pro zménu rozdilu teplot plati

d(AT) = d(Ts — Tp) = dTs — dTp, (6.5)

kde AT byl zaveden vysSe jako rozdil teploty chlazené Ts a chladici kapaliny Tp. Tento
rozdil je spojita funkce zavisla na prostorové soufadnici, a proto ma smysl jeji derivace.
Nyni do (6.5) dosadime za dTs a dTp z (6.4), tj.

d(AT):—NdQ F 4Q :d@(— ! F ! )

mscs  MpCp mscs  MpCp

Tepelny tok prostupem tepla je dan vztahem

O = uATdS.

Zménu rozdilu teplot pak miizeme vyjadrit jako
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1 1
(KAT):uATdS(—,V T = ).
mgcCg mpcCp

Tuto diferencialni rovnici (uvedenou v tzv. diferencialnim tvaru) vyfesime a obdrzime
feSeni

AT, 1 1 B Tsyv —Tso  Tpwm — Too
In =uS| — = F — =uS — — ~ .
ATl mgcCg mpcCp Q Q

Pro tepelny tok plati

Q =uS ATTG7
kde ATrq je stfedni logaritmicky teplotni spad a je dan vztahem
ATy — AT;
ATrg = =5m—
n A_Tl

Hodnoty AT; a AT, pro souproudy a protiproudy vyménik plynou z obrazku 6.3. (viz [18])
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7. Uéinnost vyméniku tepla

Udinnost se pouzivd v mnoha oblastech, zejména v inZenyrstvi. U€innost udava
srovnani skutecné a teoretické hodnoty vykonu, coz ndam umoznuje vyhodnotit efektivnost
zafizeni. Teoretickou hodnotu ziskdme vypoctem z modelu, ktery zachovava veskeré
fyzikalni zakony.

Pro tepelny vyménik zavaddime tcéinnost! jako

q q
E = = =, 71
Gopt US(TS - TD) ( )
2

kde S je velikost kontaktni plochy s jednotkou m* a u je soucinitel prostupu tepla (viz [19]).
Ts je prumeérna teplota v chlazeném okruhu a je tedy dana vztahem

Ty = Tsr+ Tso‘
2
Analogicky Tp je primérna teplota v chladicim okruhu
T, = Tpr+ TDO.
2

Ze vztahu (7.1) je patrné, ze G¢innost zavisi na materidlu, ze kterého je zhotovena
kontaktni plocha, a na vlastnostech proudicich kapalin v obou okruzich. Také zavisi
na velikosti kontaktni plochy a jeji sifce.

Ze vztahu (7.1) je zfejmé, Ze G¢innost je nezdporné ¢islo. Soucasné vSak z druhého
zakona termodynamiky, ktery lze slovné formulovat také tak, Ze nelze sestrojit perpe-
tum mobile druhého druhu (za perpetum mobile druhého druhu povazujeme stroj, ktery
pfeménuje teplo na jiny druh energie, pfi¢emz neporusuje zakon zachovani energie), vy-
plyva, ze Gc¢innost nemize byt £ > 1. Lze tedy konstatovat, Ze ¢innost nabyva hodnot
z intervalu (0, 1).

1U¢innost se oby¢ejné oznacuje jako 7, ale tento symbol jsme jiz pouzili pro dynamickou viskozitu.
Proto pro t¢innost pouzijeme E z anglického slova effectivity.
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8. Zakladni typy usporadani

V predchozich kapitolach jsme shrnuli zakladni teoretické predpoklady, které se vazi
k vyméné tepla. Nyni budeme aplikovat tyto poznatky na konkrétni piipad.

Nejjednodussi model vymeéniku tepla se sklada ze dvou ¢asti. Prvni je kompartment,
ve kterém se nachézi chladici médium DC (dialysate compartment'). Teplota chladiciho
media je znama a tiditelna. Také jeho rychlostni profil je znamy. Jeho vystupni teplota je
méfitelna (viz [1]). Druhou ¢asti je pak kompartment se vzorkem, ktery je centrem daného
méfeni, SC (sample compartment). Jeho vlastnosti, jako je teplota nebo hydrodynamika
chlazené kapaliny, nejsou znamy. A nasim cilem je tyto parametry urcit.

Pokud je dan presny popis DC a SC, ¢imz myslime vstupni i okrajové podminky, tvar
rychlostniho profilu proudici kapaliny, specifické teplo a tepelna vodivost, miizeme vyiesit
piimy problém, ktery je vhodné definovan pomoci soustavy parabolickych parcialnich
diferencialnich rovnic.

Avsak cil feSeni problému termodynamiky se sestava z analyzy chladiciho média na vy-
stupu. Tato analyza nam spolu s nékterymi nezbytnymi podminkami umoznuje charak-
terizovat teplotu vzorku. Toto je typickym inverznim problémem parcidlnich diferencial-
nich rovnic. Ten spoc¢iva v tom, Ze pro danou rovnici je zndma jen cast pocatecnich
a okrajovych podminek a cilem je z nich urc¢it zbytek podminek pomoci dat namérenych
na jednom urceném misteé.

Reseni inverzniho problému je mnohem slozitéj§i nez feseni pfimého problému. Proto
budou demonstrovany tii priklady s rtiznou slozitosti.

Prvni priklad se zabyvéa tyci, ktera je tepelné izolovana, viz obrazek 8.1. Pokud je dana
rovnice, kterd 1idi proces, a vstupni i okrajové podminky, mtizeme urcit vyvoj teplotniho
pole. AvSak muze nastat situace, Ze leva strana nebude dostupna pro méfeni. To znamen4,
ze neni pozorovatelna, nebo zde nejsme schopni nastavit okrajové podminky, tedy neni
fiditelnd. Néasledné vyvstava otazka, zda lze z méfeni teploty v jeho stiedu a na jeho
pravé strané urcit teplotu levého konce. Jestlize neni zadna informace o levé strané tyce,
jako napt. je-li tepelné izolovana, udrzovana na konstantni teploté, nelze tlohu vyftesit.
Analogicky muZe byt nezbytné urcit pocatecni rozlozeni teploty T'(x,0) z méfeni T'(1,t)
aT(1,t), coz je také obecnd nemozné.

I (z,1t) aﬁzT(x, t) T (z,t) a(92T(x, t)

ot 0x? ot 0z?

[ ] [ ]

1 x o I I x

Obr. 8.1: a) P¥imy problém b) Inverzni problém

Matematicky model, ktery popisuje vyménu tepla, je stejny s modelem popisujicim viyménu hmoty.
Zde se standardné pouziva oznacCeni dialysate compartment a sample compartment, proto z divodu
jednoznacnosti nazvoslovi pouZijeme stejné oznaceni.
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T(Oat) = fO(t) T(()?t) =7

T(1,t) = fi(t) T(%ﬂf) Zf%(t)
T(x,0) = g(z) T(1,t) =f()
T(x,0) =7

vvvvvv

ku 8.2 je rozsifeni ondater na tizemi Ceské republiky v jednotlivych letech. V [20] je
dokéazano, ze Siteni ondater je statisticky difuzni proces. Inverzni tiloha spociva v urceni
poctu ondater, které byly zpocatku vysazeny, dale také na jakém misté a kdy se to stalo.

Reseni tohoto problému je piesné zndmé. Stalo se tak v Dobiisi v roce 1905, kdy
zdejsi knize Colloredo Mannsfeld vysadil 5 ondater (viz [20]).

Metndk

kolin

Buclefovice

Obr. 8.2: Rozsifen{ ondater na tzemi CR v jednotlivych letech (viz [21])

Nejslozit€jsi llohou je rekonstrukce nékterych pamatek, viz obrazek 8.3. Povétrnostni
vlivy mizeme povazovat za diftizni proces. Avsak to neni jedind mozna aproximace,
protoze doglo i k jinym (antropomorfnim) procestim. V piipadé, ze zabradli na obrézku
8.3 upadne (ukazuje na néj sipka), je nemozné vytvorit algoritmus, ktery by ho byl schopen
rekonstruovat, protoze to nelze povazovat za diftzni proces.
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Obr. 8.3: Priklad rekonstrukce pamatek

Inverzni tlohy nemusi mit jednozna¢né a stalé feseni. ReSeni mfizeme urcit pouze
pokud existuji nékteré dalsi podminky (nékdy skryté vnitini podminky).

Na obrazku 8.4 je schematicky znazornén nejjednodussi model vymeéniku tepla. Jeho
strukturu popisujeme pomoci parametri: prutok vzorku (Qsy, jeho teplota Ts; a tlak
Ps; na vstupu a prutok Qso, teplota Tso a tlak Pso vzorku na vystupu. Analogicky
pouzivame vsechny parametry i pro chladici medium.

prostor se vzorkem SC

LN

Qg Tg: Pg ; Qso: Tso: Pso
|
|
Qpy, Ty -Pp 7 : 9po- TooyPpo
L)

-

kontaktni plocha

prostor s chladici kapalinou DC
Obr. 8.4: Schematické znazornéni vyméniku tepla

Zavislost na sméru tokt tekutin mizeme rozdélit do tii zakladnich usporadani, jak mtizeme
vidét na obrazkach 8.5, 8.6 a 8.7.

30



Qg), T i Qso- Tso
i
|
S R— _
Obr. 8.5: Paralelni usporadani
Qg), Tg i Qg0 Tso
:
|
Qpo: Tpo ; Qpy: Tpy
J SE—— -
Obr. 8.6: Antiparalelni usporadani
Qso: Tso ﬂ
:
1
1
Qpo: Too s Qpy. Tpy
————| ! YsTs

Obr. 8.7: Kfizové usporadani

7 obrazku 8.5, 8.6 a 8.7 je patrné, ze pti paralelnim usporadani tok vzorku a chladiciho
media svird thel 0°, pro antiparalelni usporadani je stejny tthel roven 180° a u kfizového
usporadani je thel roven 90°. Je nezbytné tyto situace rozliSovat, nebot dochéazi k zéasad-
nim zménam vzajemného ptisobeni obou kapalin.

Pro sestaveni bilan¢ni rovnice je nezbytné definovat geometrické parametry vyméniku,
viz obrazek 8.8.
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y
| s
rostor se vzorkem SC
Qg), Tg) | — P
) ! /
1
S ! kontaktni plocha
QDI, TD| T
|:> h | \\ prostor s chladici
B, | .&A——tF----- P kapalinou DC
Wp
X X+dx X

Obr. 8.8: Geometrické parametry vyméniku tepla

Pro feseni inverzni tlohy musime definovat nékteré podminky, které se k systému
vztahuji.

1.

2.

8.

Kapalina je nestlacitelna.

Kapalina se v systému nikde nehromadi a soucasné ani neztraci. Tepelny vymeénik,
je uzavreny systém. Tedy plati Qpr = Qpo = Qp, Qs = Qso = Qs.

. Vyména tepla je uskutecnéna prostiednictvim jeho vedeni pres kontaktni plochu.

. Systém je uzavieny z hlediska energie.

Oblast, ve které dochazi k tepelné vyméné je stejna jak u vzorku, tak i u chladiciho
media. wg = wp = w

. Kapalina ma idealni rychlostni profil, ktery je konstantni v prurezu w x hg pripadné

w X hp. Tlakové gradienty nevznikaji.

Teplota je v celém objemu dx x w X hg pripadné dx x w X hp konstantni. Nevznika
teplotni polarizace ve sméru osy z.

Parametry vymeéniku jsou homogenni a ¢asové nezavislé.

Prvni podminku miizeme vyjadrit jako

Qsr + Qpr = Qso + Qpo-

Podminka 4 znamenad, ze nedochéazi ke ztratam energie, coz formulujeme jako

QsiTsics + QprIprep = QsoTsocs + QpoTpocp.

Podminka ¢islo 6 je velmi silnd a je tézké ji zajistit. Jak jsme uvedli v predchozi kapitole,
rychlostni profil ovliviiuje mnoho faktort jako napf. hustota, teplota, prutok a drsnost
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povrchu. Naprtiklad teplota se ve vyméniku vyrazné méni, coz méa také vliv na jeji
rychlostni profil. A posledni podminka ¢islo 8 vyjadiuje, Ze tepelna propustnost a ge-
ometrické rozméry nezaviseji na poloze a c¢asu. Vstupni a vystupni teplota ma konstantni
profil v roviné w x hg a w x hp pro x = 0.

Za téchto podminek miizeme formulovat bilan¢ni rovnici pro chladici i chlazenou ka-
palinu.

0Ts(x,t
Ldl’whscgpg :QSITS(ta :L‘)Cgpg—gsoTs(t, T+ d[B)CSpSL
1 3
(8.1)
— udzw (Tg(t, x+) —Tp(t,z + 5dx)> :
\3, g
OTp(x,t
%dmwthDpD :QDITD(t; JI)CDpD —onTD(t, T + dlL’)CDpDJ
1 2
(8.2)
+ udrw <T5(t, z+) — Tp(t,z + 5dx)>

3

Clen na levé strané (8.1) a (8.2) popisuje zménu tepla v objemu dzwhg = dVg. Tato zména
je zpusobena ¢leny na pravé strané rovnice. Na pravé strané rovnice (8.1) jsme oznacili
celkem t7i ¢leny. Prvni ¢len popisuje mnozstvi tepla prijatého objemem dVg proudénim.
Druhy clen pak udava mnozstvi tepla odevzdaného objemem pomoci proudéni. A nakonec
treti ¢len urcuje mnozstvi tepla predaného chladici kapaliné plochou dzw, kde u je soucini-
tel prostupu tepla. Obdobny popis lze aplikovat i na rovnici (8.2).

Za pfedpokladu podminky ¢islo 2, tedy QDI = QDO = QD; QSI = QSO = QS mizeme
(8.1) a (8.2) formulovat nésledovné:

8T5__QS.8T5+ u

= Ts —T
ot U)hg ox hgpng( § D)’ (8 3)
8TD__QD.3TD_ u (T —T) '
ot N whD ox thDCD o b

kde f—}i, fTL; jsou rychlosti kapalin blizko povrchu oblasti, kde probiha tepelna vymeéna,

aTs = Ts(x,t) aTp = Tp(z,t). Plati-li podminka 6, pak je rychlost nezavisla na ose
z a y. Z divodu vétsi piehlednosti zavedme nasledujici substituci

_ s __ @p U
) )
whyg hspscs

Tedy soustavu rovnic (8.3) muzeme psat jako

a1 = a1z =

whD’

JTs JTs

a Moz
oT oT,
8tD = Q91 8; + agn(Ts — Tp).

- alz(TS - TD)7
(8.4)

Nyni si z druhé rovnice soustavy 8.4 vyjadiime nezndmou T jako
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ar, ar,
— 57 T aan 52 + axip

22

Ts =

Poté dosadime za T do prvni rovnice soustavy (8.4), ¢imz ziskavame rovnici

’Tp Ty ITp O Tp P Tp OTp
- a Aoo—~— — — A11 ==, 110921 (% a11A99—(~—
oz " ozot T ot Yoot T 02 T O (8.5)
Ty, OTp '
—a19—=~— 12091 —(~—.
12 ot 12421 o

Rovnici (8.5) nyni pfevedeme na kanonicky tvar. Nejprve ode¢teme pravou stranu rovnice
od levé

O*T *Tp  0°T, oT, oT,
—a11021 (91;2D + (an + 021)8782 - 8—152[) + (@12 + a22)—D — (anag + a12a21)—D =0.

ot ox
Nésledné zavedeme transformaci

t=0n&+bnt, z=0b01&+bpr, Tp=UEt)=U

Po provedeni transformace dostavame

1 U ) )
(b11b22 — b12b21)2 (%2 (—G1lb22b12 - G11G21522 — a21b22b12 — blg)

0*U

+ @(%1522511 + a21021b12 + a11b21012 4 a21ba2b1y

+ 2a11a21b22021 + 2b12b11)
02U ) ,

+ W(—anambgl — a21b21b11 — a11b21b11 — bn)
U ,

+ 6_5(_a22b12b11b22 - a11a22b22b11 + a11a22022b12b21 — a12b12011b22

) 2 2
— a12G91055b11 + A12a21022D12b21 + 12075021 + a22bT5bo1)

+ E(_a22b12b11b21 + a11a22ba2b1; — a11a22b12b§1 — a12b12011b22

+ a12a21b21022b11 — a12a21b§1b12 + &12b§1b22 + G22b%1b22) =0,

kde (b11boa — biabe1) # 0 je podminka regularity transformace. Po tpravach dostavame
rovnici ve tvaru

82U _ 8_U+ 12092 G_U .
8587' or —2@11@21 + a%l + Cl%l 815 N

Nyni opét zavedeme druhou transformaci

U=U(T)=V({T)e 4T 2 = Ve T2

¢im7z dostéavame
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0*V ov

00T or

GV a12a226_017_025
6—(:17'—025 + (_026—017—025 o 6—017'—02{) + _016—017—025 + - -
—2ay1a91 + ajy + ay

%3
1209 1T 428 )

2 2
—2ay1a91 + af; + ay

+V 01626—017—025 + Cle—CN—CzE _

Rovnici upravime a obdrzime tvar

(92 Vv 11092

4 V=o.
00T —2ayia9 + a3y + ad;

, . _ T .y
Po zavedeni substituce p? 5 212022 dostévame
—2a11a21+ai;+as;

PV (€, T) 2

— % =0. 8.6
Rovnice (8.6) je kanonicky tvar rovnice (8.5). Z kanonického tvaru vidime, Zze dana rovnice
je hyperbolicka. Jesté jednou zavedeme substituci

E=x+1, T=x—t,
po jejimz provedeni obdrzime rovnici ve tvaru
0?V(x,t)  0*V(x,t)

Ox? ot?

Rovnice (8.7) se nazyva Gordon-Kleinova rovnice (viz [22]). Ta mé rtznd partikularni
feseni

+4p*V (z,t) = 0. (8.7)

V(z,t) = cos(At)(Acos(ut) + Bsin(ut)), —4p® = —\* + 12,

V(z,t) = sin(At)(Acos(ut) + Bsin(ut)), —4p® = —\* + 1%,

V(z,t) = e (Acos(At) + Bsin(\t)), —4p* = -\ — 12,

V(x,t) = e*(Acos(ut) + Bsin(ut)), —4p* = N2 4 12,

V(z,t) = e (Aet + Be M), —4p* = \? — 17,

V(1) = AL(E) + BE(), N ey e oA

kde A, B, ,Cy, Cy jsou libovolné konstanty a Iy(§), Ko(€) jsou modifikované Besselovy
funkce.
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9. Reseni inverzni Glohy krizového
usporadani
Kfizové usporadani je charakterizovano nerovnosti wp = wg = w < [ viz. obrazek 8.7.

Zménu teploty Ts v chlazeném okruhu mtzeme vzhledem k relativné kratké vzdalenosti
w zanedbat. V ustdleném stavu je systém popsan rovnici

QD aTD (.I')

— — kp(T - T =0 9.1

o 2 p(Ts(x) = Tp(x)) =0, (9-1)
kterou ziskavame z druhé rovnice soustavy (8.3), kde 22 =0 a kp = 5o Protoze (9.1)

v této aproximaci zavisi pouze na jedné proménné z, nahrazujeme parcialni derivace nor-
malnimi. Okrajova podminka splyva s podminkou Fiditelnosti vstupni teploty chladiciho
média, neboli

TD(O) — TD[<t),

kde t je parametr. Naopak pozorovatelnost jeho vystupni teploty vystihujeme jako

Tp(l) = Tpo(t).

Rovnici (9.1) muzeme pfepsat ve tvaru

dTD (ZL‘) k‘Dw

— T -T =0. 9.2
P) S Ty (o) — To(a) (9.2
V rovnici (9.2) se vyskytuje jediny parametr ¢ = %’—;" Tento parametr zavisi na pritoku

Qp, ktery je fiditelny, a dvou neznadmych veli¢inach kp a w. Rovnice (9.2) je linedrni
diferencialni rovnice, jejiz reseni je

Tp(z) = Tpr(t)e ™ + e* / ' ITs(€)edE.
0

A pro hodnotu x = [ nabyva tvaru

Tp(l) = Tps(t)e " 4 ” / | ITg(€)e de. (9.3)
0

Analyza identifikovatelnosti bude demonstrovana na 5 prikladech.

9.1. Teplota vzorku je v celém vyméniku konstantni
Nejprve definujeme parametr, ktery chceme identifikovat jako T5(0) = A. Protoze

zménu teploty Ts podél kontaktni plochy vyméniku zanedbavame, mtzeme psat Ts(z) =

A. Pak Feseni (9.3) je

Tpo(t) = Tpr(t)e™ + A(1 — ). (9.4)

Parametr A nemuzeme obecné identifikovat, protoze parametr ¢/ je neznamy. Pokud by
platilo, ze A = Tp;(t), mohli bychom (9.4) zjednodusit na tvar
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Tpo(t) = Tpr(t).

Pro tento specialni ptipad je systém identifikovatelny. Toto je prikladem singularni iden-
tifikovatelnosti.

Parametr ¢ mtzeme méfit pomoci kalibrace systému, tzn. musime zméfit teplotu
v chlazeném okruhu. AvSak parametr ¥ je méritelny za specidlnich podminek, kdyz
A je znamé. Je proto nezbytné zméfit teplotu chlazeného okruhu nezéavislou metodou,
napiiklad umisténim teploméru do chlazeného okruhu. Této situace nemiizeme dosdhnout
zmeénou Fiditelného vstupu Tp; a méfenim pozorovatelného vystupu Tpo, s vyjimkou sin-
gulérni identifikovatelnosti pro A = Tp(t). Zachovame-li disledné zadani, neni systém
identifikovatelny. Tepelna tc¢innost vymeéniku je v tomto pripadé

E=1-¢"

9.2. Teplota vzorku je v celém vymeéniku konstantni a
parametry kp a w chceme identifikovat

Na zacatku opét definujme parametry, které chceme identifikovat. V tomto pripadé
jsou to parametry Ts(0) = A, kp a w. Z predchoziho piikladu plyne Tg(x) = A. Také
predpokladame, ze w > 0, tedy sitka kontaktni plochy je nenulova, a kp > 0, tudiz
probiha pfenos tepla. Pak fesenim (9.3) je

_kpuw, _kpu,
TDO(t) = TD](t)e Qe+ A(l —e @ )

VSechny parametry nemohou byt identifikovatelné, protoze kp a w jsou v soucinu.
Pokud kp nabyva hodnot é’ aw hodnot w0 je sou¢in kpw = kpw. Hodnoty kp a w nejsou
identifikovatelné. Je nemozné ziskat kp a w jakymkoli nastavenim Tp;(t) a méfenim
Tpo(t). Tento model neni identifikovatelny az na vyjimku singularni identifikovatelnosti
pro A = Tp(t). Inverzni tloha tohoto problému nema feSeni. Parametr mizeme ziskat
pouze pokud kp, w jsou identifikované ¢i v singularnim p¥ipadé A = Tp;(t).

9.3. Teplota vzorku je v celém vymeéniku konstantni a
ka

je identifikovan parametr X =¢ % a A

Nejprve opét definujeme parametr, ktery chceme identifikovat jako Ts(0) = A. Z pted-
chozich prikladi plyne TS( ) = A. A soucasné predpoklédéme, ze Qo je nastavitelny
na dvé hodnoty Qy a . Déle je da,n parametr X =e QD , ktery je definovan na inter-
valu X € (0,1). Pro prutoky Qo a %2 m4 rovnice (9.3) fedeni

Tpo(t, Qo) = Tpr(t)X + A(l - X),

Qo

(9.5)
Trol(t, 7) Tpr()X? + A(1 — X?).

Soustava rovnic (9.5) obsahuje dvé neznamé A a X. Ty mohou byt vyjadfeny prostied-
nictvim vysledkt. Existuji dvé feseni
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A="Tpt),
_ Too(t, $)Toi(t) — Tho(t, Qo) (9.6)
Tpol(t, %) Tpi(t) — 2Tpo(t, Qo)

Prvni rovnice soustavy (9.6) vede na rovnici

Tpo(t, Qo) = Tpi(t).

To je pripad singularni identikovatelnosti. Systém neni identifikovatelny jako celek, pro-
toze X muze nabyvat libovolnych hodnot na intervalu (0,1). V piipadé druhé rovnice
soustavy (9.6) ma tloha feseni. Potfebnou hodnotu A mizeme identifikovat.

Tpo(t, Qo) (Toir(t) — Too(t, Qo)) — Toolt, L) (Tpi(t) — Too(t, L))
(Tpo(t,Qo) — Tpi(t))? .

Model neni globalné identifikovatelny, ale je lokalné identifikovatelny. V blizkosti pod-
minky Tpo(t, Qo) = Tpr(t) neni identifikovatelny.

X =

(9.7)

9.4. Identifikace teplotniho profilu vzorku. Pocditacova
tomografie teploty

Pfedchozi pfiklady mély ukézat jak dﬁleiité je sprévné definovat parametr ktery ma
stata spociva v otazce, zda Fizenim parametr vstupu chladiciho okruhu a mérenim teploty
vystupni kapaliny lze provést identifikaci teplotniho pribéhu uvniti chladi¢e. Piedpok-
ladejme, ze uvnitt chladice probiha chemicka reakce, kterd generuje teplo. Lze si to
predstavit napriklad takovym zplisobem, zZe uvniti v misté % ulpéla na sty¢né plose mezi
chlazenou a chladici kapalinou necistota, ktera obsahuje katalyzator, ktery spousti lokalni
chemickou reakci v chlazeném mediu. Tato reakce je zdrojem tepla, viz obrazek 9.1. Pro
numerickou demonstraci toho prikladu je pouZit teplotni profil A + B(sin(7%))?

teplota 4 generator tepla
ve vzorku

A__

O_,

I
|
|
|
|
\
! 1 1
! ' i
F i i
1 H i
! ) i
| ! Il
1 t t

0 l/2 [

Xy

kontaktni plocha

Obr. 9.1: Nehomogenni struktura vzorku. V blizkosti kontaktni plochy je generator tepla,
ktery dodéva do vzorku teplo. Profil je aproximovén pomoci A 4 B(sin(7%))?.

38



Inverzni tloha se sklada z hledani neznamého teplotniho profilu vzorku prezentovaného
modelu. Nasim cilem je ziskat teplotni profil vzorku v zéavislosti na poloze, tedy Ts(x).
Efektivni soucinitel prostupu tepla ve vzorku K = kpw je znadm a nezavisi na Case a délce
aktivni ¢asti kontaktni plochy. Neboli K je znamé konstanta. Pritok () mtzeme tidit
v omezené oblasti (Qmin, @maz), kde je teplotni profil staly a nezéavisly na ¢ase. Pro nase
feseni je nezbytné vytesit rovnici

!
K
Toolt,Q) = Tos(tye ¥ + [ Tu(@)e¥ dee ¥ 5 (9.8)
0
pro Ts(&). Zavedeme-li substituci a = % a nasledné vyjadiime & jako £ = % Pak prejde
integral (9.8) na tvar
@ aQ
Kl a Kl
TDo(t, Q) = TD[(t)Giﬁ +/ T5(7)€ada€76. (99)
0

Jelikoz teplota vzorku zavisi na & a to zavisi na pritoku @, tedy i teplota vzorku Ts(&) =
TS(%) je funkci prutoku ). Pritok @) je nami nastavitelny, tedy riditelny a proces iden-
tifikace vystupni teploty chladiva Tpo(t, Q) zavisi na jeho zméné. Je patrné, ze pro @) =
konst nemé rovnice feSeni. Vstupni teplota Tp;(t) je Fiditelnd a nezavisi na pratoku.
Pritok @) miuzeme fidit nezavisle na jakémkoli parametru. Za téchto podminek mizeme
dosdhnout zmény vystupni teploty Tpo(t, Q) s ohledem na jeji vstupni hodnoty Tp;(t)
zménou prutoku. Predchozi tivahu Ize strucné vyjadrit jako

K
oty Tpo(t, Q) =€ <.

Variace vystupni teploty Tpo(t, Q) podle Thr(t) nezéavisi na teplotnim profilu vzorku.
Libovolnou zménou teplotniho rezimu na vstupu chladiciho okruhu nelze identifikovat
prubéh teploty v chlazeném okruhu. To znamena, Ze muzeme nastavit Tp;(t) = 0
bez 1jmy na obecnosti. Ziskavame tak finalni Fredholmovu rovnici prvniho druhu ve tvaru

Kl ! K
Trolt, Q)%ecz - / Ts(€)e @ de. (9.10)
0

Ulohu uréovani identifikovatelnosti jsme pfevedli na tlohu zjistovani existence feseni Fred-
holmovy rovnice prvniho druhu. Jeji FeSeni je blize popsano v [7], [23], [24]. Pfi jejim
feSeni miize nastat situace, ze rovnice nema jednoznacné reSeni. V soucasnosti nejsme
schopni na zakladé nasich poznatkt jednoznacnost feseni dané tlohy dokazat. A soucasné
je znamé, ze pro periodické funkce neni jeji feSeni jednoznacné. Nicméné z fyzikalni pod-
staty problému je velmi nepravdépodobné, Ze pii nasich predpokladech (vstupni teplota je
nulové a pritok je konstantni) bude vystupni teplota kmitat. Proto déle pfedpokladame,
ze (9.10) m4 jednoznacné Feseni.

Vyrazné komplikovanéjsi otdzkou (a na zdkladé naSich znalosti stéle jesté neni plné
vyfeSena) je numerické identifikovatelnost. Tpho(t,Q)) miZzeme pozorovat s jistou pres-
nosti. Experimentalni usporadani nam mutze dat limitni hodnoty Qin, Qmaz @ pres-
nost nastaveni pritoku ). Vsechny tyto prekazky mohou predchéazet skutecnosti, ze de-
taily identifikovatelnosti nemiZeme FeSit obecné, nybrz je musime vzdy vyfFesit zv1ast
pro konkrétni pripady.

V pouzitém modelu predpokladéme, ze v kazdém okamziku je systém v rovnovéaze.
Jinymi slovy, vSechny zmény teploty, proudéni a ostatnich parametrii jsou pomalejsi
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nez Casova konstanta nastaveni rovnovazného stavu. Algoritmus nastaveni pritoku je
na obrazku 9.2

flow

—

| At — |

P ! .

Do e— !

At L
e ! :

— i |

L E ;

tO t1 t2 tn—1 tn

time
Obr. 9.2: Algoritmus nastavovani pritoki

V algoritmu musime splnit nasledujici podminky

ti - ti—l > Trovnovdsnd poloha

tn - Z50 < Tména teplotniho profilu;

kde Troumovdng poloha j€ doba, za kterou se pritok ustali, a T.mena tepiotniho profie charakterizuje
¢as, za ktery dojde ke zméné teplotniho profilu. Trpunovdsndg polona j€ ¢asové konstanta déja,
které nastanou po zméné priitoku a ktera popisuje prechod do nového rovnovazného stavu.
P10 Tomeéna teplotnino profit Plati, Ze, bude-li dé€j probihat velmi dlouho, dojde k ustaleni plné
rovnovahy. V nasem pripadé se vycCerpa katalytickd aktivita latky, kterd je zdrojem
tepla a zpusobuje nerovnovazny profil teploty. Reakce odezni a vznikne standardni profil
teploty ve vymeéniku tepla. Podminka t; — i1 > Trounovdsng poiohe DM Tika, Ze pritok
nemtizeme meénit spojité. PTi spojité zméné pritoku bychom museli znat prechodovou
funkci popisujici zménu teploty v zavislosti na zméné pritoku. Tu bychom ziskali fesenim
parcialni diferencialni rovnice

oTp JTp
— = —+ K(z)(Ts — Tp).
5~ Oy ()(Ts —Tp)
Protoze jsme vsak ‘%D zanedbali, je nutno pouzit omezeny pocet diskrétnich prutoki

a meéfeni teploty na vystupu provadét po ustaleni rovnovahy. Vystupni teplotu chladiva
muzeme zmérit pouze v Case At, tedy jesté pred dalsi zménou toku. To muze mit vliv
na presnost méfeni vystupni teploty chladiva Tpo(t, Q).

Nejjednodussi metoda FeSeni rovnice (9.10) se skldada z rozvinuti Ts(¢) do Taylorovy
fady v bodé é Pokud konverguje, mtizeme vyménit sumu za integral a ziskame

K AT 1 ke .
Q_JGQJTDO@’Q])_;d—@Léz_l/(](ﬁ_g) GQJdg j—O,...,TL. (911)
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Rovnice (9.11) je systém n + 1 linedrnich rovnic za podminky %Sn@ . Tu muZeme

N~

vyresit a funkei Ts(€) néasledné znovu rekonstruovat s presnosti d dgT;fg.

Proces zahrnujici vliv toku vhodnymi body je demonstrovan prikladem v tabulce 1.

pritok @ | telota Tpo | Gcinnost E

[[/min] | [°C]

1/8 119 0,586

1/4 133 0,655 Tabulka 1
1/2 126 0,621

1 94 0,463

2 59 0,291

Tpr = 0°C, Ty = 200°C, Tso = 100°C, [ = 1m?, K = 1m2/min

200 L

-

180 /

160 - / b1

teplota 1 § \
140 - j

100 = N
0 0,2 0.4 0,6 0,3 1

teplotni profil rekonstruovany pomaoci 5 &lent Taylorova
YDZVO(E

~——— aktualni teplotni profil

Obr. 9.3: Srovnani skutecného teplotniho profilu a profilu
urc¢eného pomoci péti ¢lent Taylorova rozvoje
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relativnd
odchylka [%]

l

Obr. 9.4: Relativni odchylka teplotniho profilu a jeho rekonstrukce
Taylorovym rozvojem viz obrazek 9.3

Na tomto ptikladu procesu identifikace jsme ukazali teoreticky zaklad pocitacové to-

mografie teploty.

9.5. Identifikace koeficientu prostupu tepla zavisejiciho

na poloze

Nejobtiznéjsim prikladem je identifikace efektivniho soucinitele prostupu tepla K(z)

zavisejiciho na prostorové souiadnici.

Q%L 4+ K(a)(Ts ~ Tp) = 0

V tomto pfipadé je vysledkem nelinearni integralni rovnice

sy s i ' p(e)e b I K K (©)
Toolt, @) = Tos(the 46 K9% 4 b e [Cpg)eifixom =g
0

Je ziejmé, ze tuto rovnici lze Tesit pouze numericky a veskeré otazky spojené s existenci
feSeni, s jeho jednoznacnosti, pfipadné numerickou stabilitou tohoto TesSeni jsou velmi
obtizné a v tomto okamziku neni v nasich silach ji resit. Rovnice je uvedena pouze pro ilus-
traci, ze v jistych podminkach lze formulovat matematicky problém, ktery umoznuje
identifikovat profil pfenosu tepla uvnitf vyménikii. ReSeni tohoto problému mé nejvétsi
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prakticky dopad, nebot umoznuje pouze kontrolou parametru vstupu chlazeného okruhu
stanovit kvalitu vyméniku. Tedy urcit mista, kde dochazi k intenzivnéjsimu pienosu tepla,
tedy mista, kde mize byt napriklad korozi ztecena prepazka mezi chlazenym a chladicim
okruhem. Nebo nalézt mista, kde jsou v chladi¢i vyméniku tepla usazeniny, které brani
prestupu tepla.
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10. Vysledky a diskuze

Uvedli jsme zakladni problematiku tykajici se feSeni inverznich tiloh vymeénikt tepla.

vvvvvv

zahrnuje vSechny podstatné parametry, které jej ovliviuji.

Mame-li spravné stanoveny model systému, mtizeme zacit fesit inverzni illohu, pii které
se snazime o identifikaci parametri. Struktura feseni inverzni tdlohy se sklada ze Sesti
bod1.

1. Navrhnout odpovidajici matematicky model systému.

2. Analyza obecného modelu, ktera zahrnuje veskera omezeni vyplyvajici z jeho struk-
tury.

3. Definovani parametrii, které chceme identifikovat.
4. Stanovit podminky omezujici parametry, které chceme identifikovat.
5. Analyza identifikovatelnosti parametru.

6. ReSeni inverzni tlohy, kter4 je ekvivalentni s identifikovatelnosti parametrt. Odvoze-
ni analytickych matematickych vztahii, které popisuji potiebné parametry. Pokud
nelze odvodit matematicky vztah, ktery popisuje dany problém, navrhneme numer-
icky postup identifikace parametri.

Tento postup jsme aplikovali na nékolika modifikacich konkrétniho piikladu (viz devéata

kapitola).
V prvnim ptikladé jsme uvazovali teplotu vzorku Ts v celém vyméniku konstantni,
Ts(x) = A, a jako parametr, ktery chceme identifikovat, jsme zvolili teplotu vzorku

Ts. I pres toto zjednoduSeni neni mozné parametr Ts obecné identifikovat, nebot zavisi
na neznamém parametru ¢J. Jeho identifikace se ndm podaii ve specidlnim pripadé, pokud
A= TDI-

V dalsim piipadé jsme opét uvazovali konstantni teplotu vzorku Tg(z) = A v celém
vymeéniku a za parametry, které chceme identifikovat, jsme zvolili Ts, kp a w. Protoze
parametry kp a w jsou v soucinu, nemtizeme je identifikovat. Tedy inverzni tiloha obecné
nema feseni. i,

Ve tretim prikladu jsme definovali novy parametr X = e 9o | ktery zavisel na kp a w.
Parametr X je definovany na intervalu (0, 1). Pro dva zvolené pritoky Qo a % jsme ziskali
dvé feSeni rovnice (9.3). Z rovnice (9.7) plyne, Ze pro Tpo(t, Qo) = Tpr(t) neni tloha
identifikovatelna. Tento pfipad neni globalné identifikovatelny, avsak je lokalné identi-
fikovatelny za podminky Tho(t, Qo) # Tps(t). Z tohoto piikladu plyne, zZe zavedeme-li
vhodné parametr X, umozni nam to stanovit hledanou teplotu 7.

V nésledujicim pfikladu jsme uréovali teplotni profil ve vzorku. Z rovnice (9.9) je
patrné, ze teplota vzorku T zavisi na prutoku (). Ten mutzeme libovolné nastavovat,
a tak meénit vystupni teplotu chladiva Tpp. Tedy pokud vhodné zvolime skalu pritokt
a provedeme méreni vystupni teploty chladiva Tppo, muzeme urcit skutecné rozlozeni
teploty ve vymeéniku v zavislosti na poloze. To mtze byt casové i financéné podstatné
jednodussi nez jind (napf. fyzikalni) metoda, jak sledovat teplotni profil. P¥ipadné,
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dojde-li k poruse ve vyméniku, mizeme snadno urcit presné misto poruchy, a tak predejit
komplikacim spojenych s demontazi celého chladiciho zafizeni.

Nakonec jsme uvedli pfiklad identifikace efektivniho soudinitele prostupu tepla K (x)
v zavislosti na poloze. Vysledkem tlohy je nelinearni integralni rovnice, kterou nejsme
schopni v daném okamziku resit.
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11. Zavér

Cilem této prace bylo shrnout zakladni poznatky tykajici se prenosu tepla a identi-
fikovatelnosti teploty vzorku fesenim inverzni tlohy. Nejprve jsme uvedli zakladni pojmy
a fyzikalni zakony s touto problematikou spojené. Poté jsme zminili nejjednodussi typy
usporadani tepelnych vyméniki, se kterymi se miizeme setkat v praxi.

Vymeéniky tepla se dnes hojné pouzivaji vSude tam, kde je potfeba predejit prehiati
objektu, napr. u elektroniky, chemickéhu reaktoru, motoru, chladiciho boxu. Abychom
mohli regulovat teplotu daného objektu, musime ji nejprve urcit. Priibéh teploty je popsan
pomoci diferencialni rovnice. Teplotu pak ur¢ime jako feSeni inverzni tlohy. Timto zpi-
sobem jsme také schopni urcit teplotni profil v celém vyméniku, coz je zakladem metod,
které jsou podobné pocitacové tomografii. To je zcela nezbytné pro pfipadnou udrzbu
konstrukce. Urc¢ime-li pfesné misto poruchy, miizeme ji snadnéji odstranit. Nakonec jsme
vsechny tyto poznatky aplikovali na nékolika prikladech kiizového uspotadani, které je
nejjednodussi, a resili otazku identifikovatelnosti tohoto modelu.
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12. Seznam pouzitych symboli

Qsr1
Tsr

Qso
Tso

vstupni pritok vzorku

vstupni teplota vzorku

vystupni pritok vzorku

vystupni teplota vzorku

teplota vzorku, ktera neni ovlivnéna pfitomnosti kontaktni plochy
teplota vzorku na kontaktni plose
prumérna teplota vzorku

mérna tepelna kapacita vzorku
soucinitel prestupu tepla vzorku

sitka vzorku

vyska vzorku

hustota vzorku

tloustka mezni vrstvy v oblasti vzorku
vstupni pritok chladiva

vstupni teplota chladiva

vystupni pritok chladiva

vystupni teplota chladiva

teplota chladiva, ktera neni ovlivnéna pritomnosti kontaktni plochy
teplota chladiva na kontaktni plose
prameérna teplota chladiva

mérna tepelna kapacita chladiva
soucinitel prestupu tepla chladiva
sitka chladiva

vyska chladiva

hustota chladiva

tloustka mezni vrstvy v oblasti chladiva

u
¢DPD

parametr kp =
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prutokové ztraty

tepelné ztraty

stfedni teplota kapaliny
teplota stény

teplotni spad

stredni teplotni spad
stfedni logaritmicky teplotni spad
soucinitel prestupu tepla
soucinitel prostupu tepla
velikost kontaktni plochy
tepelny tok

mérny tepelny tok
hmotnostni tok chladiva
hmotnostni tok vzorku
tepelny odpor

tvar télesa

teplotni vodivost
teplotni vodivost kontaktni plochy
dynamicka viskozita
kinematicka viskozita
Reynoldsovo ¢islo
sttedni rychlost

prameér

Sitka

mérné tepelna kapacita (nékdy také specifické teplo)

hustota

a0



do

tloustka kontaktni plochy

tloustka kontaktni plochy dohromady s meznimi vrstvami (d = dg+dy+9p)

tloustka mezni vrstvy
zména tepelného toku vzorku
zména tepelného toku chladiva

rychlost kapaliny

_kpw
parametr X =e ©p

— kpw
parametr 9 = o
efektivni soucinitel prostupu tepla,

kompartment chladiva

kompartment vzorku

o1
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