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Abstrakt

PARI/GP je pomérné malo znamy matematicky software, ktery byl navrzen predevsim pro
rychlé vypocty v teorii ¢isel, ale nasel své uplatnéni i v dalsich oblastech matematiky. Prace
uvadi prehled zakladnich ptikaztt PARI/GP a na jednoduchych piikladech je ukazano
jejich mozné pouziti. PARI/GP je déle uzit k hledani velkych prvocisel specidlnich tvari.

Summary

PARI/GP is a relatively obscure mathematical software that was designed especially for
quick calculations in the number theory, but which has also found its application in other
areas of mathematics. This work gives an overview of the basic commands of PARI/GP,
and some simple examples to show their potential use. PARI/GP is then used for looking
for large primes of special forms.
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1 Uvod

Matematicky software, v dnesni dobé nepostradatelny pomocnik pti feseni vétsiny tloh
inzenyrské praxe. NejCastéji pouzivané programy jsou Maple a Matlab, které maji uplat-
néni ve vsech oblastech matematiky. Vedle téchto univerzalnich matematickjch programit
byly vyvinuty programy pro jednotlivé discipliny matematiky. Tato prace je zamérena na
PARI/GP. Jedna se o algebraicky systém urceny piedevsim pro rychlé vypocty v teorii
Cisel.

Druhé kapitola je vénovana zakladim aritmetiky celych cisel. Zavedeme zde matema-
ticky aparat, ktery vyuzijeme v nasledujicich kapitolach. Nejdiive pripomeneme zakladni
vlastnosti celych ¢isel. Uvedeme a dokazeme véty o existenci a jednoznacnosti nejvétsiho
spolecného délitele a nejmensiho spolecného nasobku. Ukazeme, ze kazdé celé cislo lze
vyjadrit ve tvaru formalné nekonecného soucinu a pomoci vlastnosti exponenti dokazeme
existenci nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho spoleéného nasobku na libovolné
podmnoziné celych cisel.

Ve tteti kapitole je nasim cilem podrobnéji predstavit systém PARI/GP. Ukéazeme,
jak v programu zadavat vektory, matice a polynomy. Uvedeme stru¢ny prehled zakladnich
prikazl a na prikladech rtizné obtiznosti ukazeme jejich pouziti.

Posledni kapitola je zamérena na rizné varianty dikazu nekone¢ného poctu prvocisel.
Na zékladé principu kazdého ditkazu se pokusime pomoci systému PARI hledat prvocisla,
jejichz typ vychézi z konstrukce diikazu. Prvocisla tvaru n! £ 1 a p# £ 1 hledali mate-
matikové jiz v dobé, kdy jesté nebyl k dispozici pocita¢. Symbol p# pro prvocislo p znaci
soucin vSech prvocisel < p. Uziti pocitace hledani prvocisel velmi usnadnilo. V soucasné
dobé€ maji nejvétsi znamé prvocisla jednotlivych typt pres 100000 cifer. S vyuzitim sys-
tému PARI se pokusime znovu vyhledat prvocisla téchto typt a ovéfit tim vyzkum nasich
predchidct. V hledani se poté budeme soustfedit na prvocisla typu p#/2 £ 2, o kterych
v nami studovanych pramenech neni zminka.



2 Zaklady aritmetiky celych cisel

2.1 Algebraické vlastnosti celych cisel

Mnozina celych ¢isel Z spolu s operacemi +, - tvoii obor integrity — oznaceni (Z, +,-).
Ma tedy tyto vlastnosti:

1. (Z,+) je komutativni grupa.
2. (Z,-) je komutativni pologrupa s jednickou 1 s tzv. omezenym zdkonem o kraceni:

ab=ac = b= c pro kazdé a,b,c € Z,a # 0.

3. Pro kazdé a, b, ¢ € Z plati:
a-(b+c)=ab+ ac ... pravy distributivni zékon,
(b+¢)-a=ba+ ca...levy distributivni zakon.

Mnozina celych ¢isel Z s relaci > tvori linearni usporadani.
Pro (Z, >) plati nasledujici pravidla:

a>b = a+c>b+c prokazdéa,beZ,ceR,
a>b = ac > be pro kazdé a,b € Z,ce R : ¢ > 0,
a>b = ac < be pro kazdé a,b € Z,ce R : c <0,
a>b = ac=bc=0 prokazdéa,be Z,c=0.

Kazdému celému ¢islu a mtizeme ptifadit jeho absolutni hodnotu |a| definovanou né-

sledovné:
a proa >0

lal =
—a proa <0
Pro kazdé a,b € Z plati:
|ab| = [a] - [b].
Mnozinu celych ¢isel Z mizeme vyjadiit jako sjednoceni tii po dvou disjunktnich
mnozin — pfirozenych ¢isel N, nuly {0} a zapornych celych ¢isel Z=: Z=NU{0}UZ".
P1i budovani aritmetiky prirozenych cisel se dokazuje platnost nasledujici véty:

Véta 2.1.1 Neexistuje nekonecna klesajici posloupnost prirozenych cisel, tj. posloupnost
{a;}8°,a; € N :a; > a;q pro kazdéi=1,2,... .

Ziejmé je tato véta ekvivalentni s tvrzenim, ze kazda neprazdna podmnozina mnoziny
prirozenych ¢isel ma nejmensi prvek.

2.2 Definice pojmiu délitelnosti a jejich zakladni vlast-
nosti

Definice 2.2.1 Necht a,b jsou celd ¢isla, fekneme, Ze a déli b — oznaceni alb, jestlize
existuje celé cislo z takové, ze
b=az.
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2.2 DEFINICE POJMU DELITELNOSTI A JEJICH ZAKLADNI VLASTNOSTI

Rikame také, ze a je délitel b nebo b je nasobek a.
Ziejmé | je relace na mnoziné Z, kterd se nazyva relace délitelnosti.
Tvrzeni 2.2.1 Relace délitelnosti je reflexivni a tranzitivnd.

Dikaz: 1. Dokdzeme reflexivitu: Necht a € Z. JelikoZ a = a - 1, pak ala.
2. Dokézeme tranzitivitu: Necht alb A b|c; a, b, ¢ € Z. Pak existuji celd ¢isla z1, 2 s vlast-
nostmi: b = azy, ¢ = bz, tedy ¢ = a - (2122). Odtud plyne alc.

Tvrzeni 2.2.2 Necht a,b,z,y,z € Z, z|x, z|y. Pak plati:
zlazx + by.

Diukaz: Jelikoz z|z, z|y, ¢, d € Z takova, ze © = cz,y = dz. Pak ax +by = z- (ac+bd),
tudiz z|ax + by.

Definice 2.2.2 Nechf ¢ je celé ¢&islo. Rekneme, Ze ¢ je jednotka oboru integrity celych
¢isel Z, jestlize € déli jednicku 1. Mnozina vsech jednotek oboru integrity Z se oznacuje
symbolem U(Z).

Tvrzeni 2.2.3 Mnozina vSech jednotek celych cisel U(Z) = {1, —1}.

Dikaz: Jedna se o dikaz mnozinové rovnosti U = U(Z), kde U = {1, —1}. Jelikoz 1|1
a (—1)|1, mame U C U(Z). Necht x € U(Z). Pak existuje y € Z takové, ze xy = 1. Odtud
plyne 1 = |1| = |zy| = |z| - |y| a z aritmetiky pFirozenych ¢isel dostavame, Ze |z| = 1,
neboli z = +1. Tudiz x € U.

Definice2.2.3 Cela ¢isla a, b se nazyvaji asociovand — oznaceni a ~ b, jestlize Je € U(Z)
takové, Ze a = be.

Ziejmé ~ je relace na mnoziné Z, ktera se nazyva relace asociovanosti.
Tvrzeni 2.2.4 Relace ~ je relace ekvivalence na Z.

Dikaz: Ekvivalence je relace, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Musime
tedy dokazat, ze relace ~ ma tyto vlastnosti. Reflexivita a tranzitivita plyne z vlastnosti
délitelnosti. Zbyva dokazat symetri. Necht a,b € Z : a ~ b, pak Je € U(Z) takové, Ze a =
eb. Vynasobenim rovnice jednotkou e dostavame: ae = £2b. JelikoZ plati, Ze €2 = 1, mame
ag = b, tudiz b ~ a.

Tvrzeni 2.2.5 Pro a,b € Z plati:
an~b< albAbla.
Dikaz: “=" Necht a ~ b. Pak Je € U(Z) tak, Ze a = be, tudiz bla. Analogicky se
ukéze alb.

“<” Necht alb,bla = Fec,d € Z tak, ze b = ac,a = bd, odkud dostavame a = acd. Z toho
plyne ¢d = 1. Pak d,c € U(Z) a plati a ~ b.



2.2 DEFINICE POJMU DELITELNOSTI A JEJICH ZAKLADNI VLASTNOSTI

Véta 2.2.1 (Véta o déleni dvou celych ¢isel se zbytkem) Necht a,b € Z,b # 0.
Pak existuji celd cisla q,r s vlastnostmi:

a=bqg+r, 0<r<lb.
Cisla q,r s témito vlastnostmi jsou urcena jednoznacné.

Dikaz: 1. Dokazeme existenci vyjadieni: Polozme M = {a — bz,z € Z, a — bz > 0}.
Ukézeme, ze a — b - (—sgnb) - la| € M: a —b- (—sgnb) - |a| = a+ |b] - |a] > a+ |a] > 0,
jelikoz |b| > 1. Mnozina M je tedy neprazdna a podle véty 2.1.1 mé nejmensi prvek r.
Pak existuje celé ¢islo g takové, ze a — bg = r, tedy a = bq + r. Je-li |b] < r, pak 0 <
<r—|bl =a—">b-(q+squb) a tudiz r — |b| € M, coz je spor, nebot r byl nejmensi prvek
M. Odtud dostavame r < |b|.

2. Dokéazeme jednoznacnost Cisel ¢, r: Necht pro cela ¢isla g, g1, r, 1 plati:

a =bg +r, 0<r<|b
a =bq +r, 0<r;<l|b.

Odectenim obou rovnic obdrzime:

0=0b-(¢—q)+(r—mr),
odkud vyplyva, ze b|(r — r1). Jelikoz 0 < r < |b], 0 < r; < |b], pak také |r — | < |b|.
Podminky b|(r —ry) a |r — 71| < |b] plati pouze pro (r —r1) = 0, tj pro r = ry. Ziskdvame

0=10b-(q— q). Jelikoz b # 0, pfedchézejici rovnice plati pouze pro ¢ = ¢;. Cela ¢isla ¢, r
jsou tudiz urcena jednoznacné.

Definice 2.2.4 Necht a,b € Z, pak celé ¢islo d se nazyva spolecny délitel celych ¢isel
a, b, jestlize plati:

dla A d|b.
Definice 2.2.5 Necht a,b € Z, pak celé ¢islo d se nazyva nejuétsi spolecny délitel celych
¢isel a, b, jestlize plati:

1. da Adlb
2. jestlize k|a A k|b pro néjaké k € Z, potom k|d.

Ziejmé je-li jedno z celych cisel a, b rovno 0, pak je druhé z téchto ¢isel jejich nejvétsi
spolecny délitel.

Nejvetsi spolecny délitel celych cisel a, b se da vypocitat metodou, ktera se nazyva Fu-
klididv algoritmus. Tento algoritmus uvedeme v nasledujici definici a ukazeme, ze skutecné
udava néjvétsiho spolecného délitele cisel a, b.

Definice 2.2.6 (Eukliduv algoritmus) Necht a,b € Z — {0}. Podle véty 2.2.1 exis-

tuje prirozené ¢islo n a celd ¢isla ry, ..., 7, o, .. ., ¢gny1 s nasledujicimi vlastnostmi:
a = by +ry, 0 <71y <|b
b = T92(3 +r3, 0<1r3<ry
T2 = 73qa +7y, 0<ry<rs
Th—2 = Tp-1qn +7n, 0< Tn < Tn-1
Tn—1 = Tndp+1-



2.2 DEFINICE POJMU DELITELNOSTI A JEJICH ZAKLADNI VLASTNOSTI

Jelikoz b > ro > ... > r,, musi byt tento proces podle véty 2.1.1 ukoncen, tedy uvedeny al-
goritmus je korektni. Pak r,, je nejvétsi spolecény délitel celych ¢isel a, b, coz nyni dokazeme:

Dtikaz: Vyjdeme-li od posledni rovnosti Euklidova algoritmu, dostaneme, ze r, déli
rn—1 podle tvrzeni 2.2.2. Podobné z pfedposledni rovnosti obdrzime, Ze r,|r, 2. Postupné
pak dostdvame: r,|rs a r,|rs. Z druhé rovnosti Euklidova algoritmu vyplyva, ze r,|b. Z
prvni rovnosti pak dostavame, ze r, je spole¢nym délitelem a, b.

Nechf ¢ € Z je spoleénym délitelem ¢isel a, b. Pak z prvni identity Euklidova algoritmu
vyplyva, ze ¢ déli ry. Z nasledujici identity dostavame, ze ¢ déli r3. Postupnym uzitim dal-
sich rovnosti dostaneme relaci: ¢ déli r,, ¢imz je dokdzano, ze r, je nejvétsim spolecnym
délitelem celych cisel a, b.

7 predchoziho diikazu plyne nasledujici véta:

Véta 2.2.2 (Véta o existenci nejvétsiho spolecného délitele) Necht a,b jsou libo-
volna cela cisla, pak existuje jejich nejvetsi spolecny delitel.

Véta 2.2.3 (Véta o ,,jednoznacnosti“ nejvétsiho spoleéného délitele) Necht d je
nejuetsi spolecny délitel celych cisel a,b, pak mnoZina vsech nejvétsich spolecnych déliteld
je rovna mnoziné

{e-d:e€U(Z)} ={d,—d}.

Rikame, ze nejvétsi spolecny délitel dvou celych cisel je urcen jednoznacné aZ na asocio-
vanost.

Diikaz: Polozme A ={c-d:e € U(Z)}, B={D € Z : D je nejvétsi spoleény délitel
celych ¢isel a, b}. Mame ukazat mnozinovou rovnost A = B.

1. Necht o € A. Pak a = ed. Jelikoz d|a, d|b, existuji celd ¢isla ¢, co s vlastnosti
a = dcy, b = dcy. Odtud plyne a = e tacy, b = e Lacy, tedy ala, alb.

Necht o' € Z, d'|a, o/|b. Protoze d je nejvétsi spolecny délitel celych ¢isel a,b plati
a/|d. Tudiz existuje ¢ € Z tak, ze d = o/c. Odtud a = ed/c, tedy o’|a. Tim jsme dokézali,
7ze o € B neboli A C B.

2. Necht 5 € B. Jelikoz cela ¢isla 3, d jsou nejvétsi spolecni délitelé ¢isel a, b, méame
Bld,d|B. Tudiz (,d jsou asociované. Existuje tedy € € U(Z) tak, ze [ = ed. Tim jsme
dokazali, ze 3 € A neboli B C A.

Jestlize pozadujeme, aby nejvétsi spolecny délitel bylo ¢islo nezaporné, pak je urcen
(striktné) jednoznacné a znadi se pro a,b € Z symbolem (a, b).

Tvrzeni 2.2.6 Necht a,b € Z, pak existuji celd ¢isla x,y tak, Ze plati:
(a,b)=x-a+y-b.

Dikaz: Necht a,b € Z. Oznacme [(a,b) = {a-u+b-v:u,v € Z}.
D4 se ukazat, ze pro e, f, g, z € Z plati:
(%) jestlize z € (e, f),e € l(f,g), pak z € I(f, g).



2.2 DEFINICE POJMU DELITELNOSTI A JEJICH ZAKLADNI VLASTNOSTI

Jestlize b je nulové nebo b déli a, pak tvrzeni ziejmé plati. Necht b # 0 a b nedéli a. Pro
vypocet (a, b) uzijeme Euklidova algoritmu. Pak (a,b) = r, a z rovnosti r,_o = r,_1qn+7n,
dostéavame r,, € I(r,_1,7,—2). Jelikoz r,_3 = 1 _2Gn—1 + rn_1, méme r,_1 € [(1,_9,75_3) &
z (*) plyne r, € [(rp_g,7n_3).

Pro pfirozené ¢islo k = n—3, ..., 3 pak postupné dostavame r,, € l(ry,rx_1). V posled-
nim kroku (k = 3) obdrzime 7, € l(r3,re). Z druhé rovnosti dostavame, ze r5 € (72, b),
tudiz podle (x) r,, € I(r2,b). Z prvni rovnosti Euklidova algoritmu ziskame, ze o € [(b, a),
tudiz r, € (b, a), ¢imz je tvrzeni dokazano.

Priklad: Naleznéte nejvétsiho spolecného délitele ¢isel 17766 a 3066. Dale urcete cela
¢isla z,y, pro ktera plati:
x - 17766 + y - 3066 = (17766, 3066).

Reseni: K nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele pouzijeme Euklidiv algoritmus.
Pouzijeme-li stejné oznaceni jako v definici 1.2.6, mame a = 17766, b = 3066.

17766 = 3066-5 + 2436 , qo =05,y = 2436

3066 = 2436-1 + 630 , ¢3=1,r; =630

2436 = 630-3 + 546 , qu=3,ry =546
630 = 546-1 + 84 , gs=1,r5=284

546 =  84-6 + 42 , g¢5=6,rg =42
84 = 42.2

Posledni nenulovy zbytek Euklidova algoritmu je nejvétsi spoleény délitel cisel 17766
a 3066 = (17766, 3066) = ¢ = 42.

Nyni urc¢ime cela cisla x, y, pro ktera plati:
x - 17766 + y - 3066 = (17766, 3066) = ¢ = 42.

Rovnice Euklidova algoritmu upravime na nasledujici identity:

ro = a — by

rs = b — ryqs
Ty = T2 — T3Q4
s = T3 — Tugs
Te = T4 — T5(4s-

Dosadime do druhé identity za r, z prvni rovnosti. Dostavame
r3 = —q3a +b- (q2q3 + 1).
V dalsim kroku dosadime do tfeti rovnosti za 5 a r3, ¢imz dostavame

e = (q3qa+ 1) -a—(qq3qs + @1+ q2) - b

Takto pokracujeme, dokud nevyjadiime nejvétsiho spoleéného délitele r, (v nasem
ptipadé rg) jako linedrni kombinaci a, b. Ziskdvame identitu

16 = (43949596 + 0596 + 9396 + q3qa + 1) - @ — (9293949596 + G1G596 + 920596 + 9293G6+
e + q4 + QQ) . b, tudiz

T = q3q49596 + 4596 + 396 + q3q4 + 1 = 34
Y = — (4243949596 + 940596 + 920596 + G29396 + g6 + qa + q2) = —197.
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2.3 ROZKLAD CELEHO CISLA NA PRVOCISLA

Definice 2.2.7 Necht a,b € Z, pak celé Cislo ¢ se nazyva spolecny ndsobek celych ¢isel
a, b, jestlize plati:
alc A ble.

Definice 2.2.8 Necht a, b € Z, pak celé ¢islo ¢ se nazyva nejuétsi spolecny nasobek celych
Cisel a, b, jestlize plati:

1. ale A ble
2. jestlize alk A bk, pro néjaké k € Z, pak c|k.

Ziejmé jestlize je jedno z celych cisel a,b rovno 0, pak je jejich nejmensi spolecny
nasobek 0.

2.3 Rozklad celého ¢isla na prvodisla

Kazdé celé ¢islo ¢ méa za délitele cisla 1, —1, ¢, —c. Vzhledem k této vlastnosti zavedeme
nasledujici definici:

Definice 2.3.1 Necht ¢ € Z — {0} a d € Z je délitel ¢isla c. Délitel d se nazyva vlastni
délitel cisla c, jestlize d ¢ {1,—1,¢, —c}, coz je ekvivalentni s vlastnosti 1 < |d| < |c].
Jestlize d € {1, —1, ¢, —c}, pak se nazyva nevlastni delitel ¢isla c.

Definice 2.3.2 Celé cislo ¢ # 0 se nazyva sloZen€ cislo, jestlize ma vlastniho délitele.

Ziejmé ¢ € Z — {0} je slozené dcislo, jestlize Ja,b € Z — {1,—1,¢, —c} s vlastnosti
c=a-b, pak a,b jsou vlastni délitelé ¢isla c.

Definice 2.3.3 Pruvocislo je celé ¢islo > 1, které neni slozené.

Piiklady: Protoze neexistuje celé ¢islo d takové, ze 1 < |d| < |2/, je 2 nejmensi prvodislo.
Dalsi prvocisla mensi nez 20 jsou: 3,5,7,11,13,17,19.

Cislo 4 je ¢islo slozené, nebot 4 = 2 - 2.

Cislo 117763 je prvocislo a ¢islo 372101 je ¢islo slozené, nebot 372101 = 1597 - 233.

K diikazu hlavni véty tohoto odstavce o rozkladu celého ¢isla na prvocisla pouzijeme
tvrzeni 2.3.1, 2.3.2 a 2.3.3.

Tvrzeni 2.3.1 KaZdé celé c¢islo n > 1 lze vyjadrit jako soucin prvocisel.

Dtikaz: Dtikaz provedeme tuplnou indukci vzhledem k n. Jestlize n = 2, pak je n
prvocislo a tvrzeni plati. Predpokladejme, ze n > 2 a tvrzeni plati pro kazdé celé ¢islo c,
2 < ¢ < n. Ukadzeme, Ze tvrzeni plati pro celé cislo n + 1. Jestlize n + 1 je prvocislo,
pak zfejmé tvrzeni plati. Neni-li n 4+ 1 prvocislo, pak podle definice 2.3.3 je n + 1 ¢islo
slozené. Z toho plyne, Ze existuji vlastni délitelé a,b ¢isla n + 1 tak, ze n +1 = a - b.
Odtud 2 < a,b < n, coz znamena, ze podle induk¢niho predpokladu jsou ¢isla a, b souciny
prvocisel, ¢imz je tvrzeni dokazano.



2.3 ROZKLAD CELEHO CISLA NA PRVOCISLA
Tvrzeni 2.3.2 Necht a,b,c € Z — {0}. Pak plati:
(a,b) =1, albc = alc.

Dukaz: Jestlize (a,b) = 1, pak podle tvrzeni 2.2.6 existuji celd ¢isla x,y tak, ze 1 =
ax + by. Rovnost rozsifime c¢islem c. Dostavame

(%) ¢ = acx+ bey.

JelikoZ a|bc, pak exisuje celé ¢islo z tak, Ze bc = az. Dosadime za be z predchozi identity
do rovnosti (x).
c=acx+azy=a-(cx+ zy)

Odtud plyne, Ze alc.
Tvrzeni 2.3.3 Necht p,by,...,b, € Z,k € N a p je prvocislo. Pak plati:
plor-... by =T e€Z,1<i<k:plb.

Dikaz: Dukaz provedeme sporem. Necht p t b;, j = 1,...,k. Jelikoz p t by, pak
(p,b1) = 1 a podle tvrzeni 2.3.2 dostédvame p|by . ..b;. Po k — 1 krocich dostavame p|by,
COZ je spor.

Véta 2.3.1 (O jednznacnosti rozkladu celého cisla na prvocisla) Kazdé celé ¢islo
c¢{0,1,—1} se dd vyjddrit ve tvaru

C=EPL-... Dhs

kde ¢ € {1,—-1} = U(Z), k € N, p1,...,px jsou prvocisla. PricemZ toto vyjidieni je
jednoznacné aZ na poradi prvocisel py, ..., pk.

Diikaz: Muzeme predpokladat, ze ¢ > 1. Necht c = p1-...-pp = q1+...-qn, kde k,h € N

api,--sPksq1,-- -, qn jSou prvocisla.

Jestlize p1|q1 - . .. - qn, pak podle tvrzeni 2.3.3 existuje i € Z, 1 < i < h tak, ze p1|q;. Z
toho plyne, ze p; = ¢;. Prvocisla ¢y, ..., q, usporadame tak, ze ¢; bude na prvnim misté,
tedy 1 = 1. Pak

Pip2--- - Pe=DP1q2"---qn = P2 ... Pk =4q2" ... (p-

Jestlize k = h, pak po k — 1 krocich ziskdme p; = ¢1, ..., pr = qr. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme, ze k < h. Pak po k krocich dostaneme

Pk =PeQkt+1 - G = 1 = Qg1+ - - Gn,
COZ je spor.
Definice 2.3.4 Z véty 2.3.1 plyne, Ze kazdé celé ¢islo ¢ ¢ {0,1, —1} lze napsat ve tvaru
c=epit-...-p",
kdee € {1,-1} =U(Z), l € N, pq,...,p jsou navzajem rizna prvocislaa ay,...,q € N.
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2.3 ROZKLAD CELEHO CISLA NA PRVOCISLA

Toto vyjadreni se nazyva kanonicky tvar cisla c. Z véty 2.3.1 plyne, Ze toto vyjadieni

je jednoznac¢né az na potadi prvocisel py,...,p.
Pro prvocislo p; (1 < i <) ozna¢ime exponent a; symbolem v,, (¢) a nazveme exponent
¢isla ¢ vzhledem k prvocislu p;. Pro prvocislo p ¢ {p1,...,p} polozime v,(c) = 0. Déle

polozime v,(1) = v,(—1) = 0 pro kazdé prvocislo p.
Pak miizeme ¢islo ¢ psat ve tvaru takzvaného formadiné nekonecného soucinu:
Cc = 5 H pvp(c)’

peP

kde P je mnozina vsech prvocisel a pro ¢ = +1 je € = ¢. Ve forméalné nekone¢ném soucinu
se vsichni ¢initelé s vyjimkou koneéné mnoha rovnaji jedné. Soucin nekonec¢né mnoha
jednicek klademe roven 1.

Pro exponenty plati nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni 2.3.4 Pro a,b € Z — {0} a kazdé prvocislo p plati:
vp(a - b) = vp(a) + vy(b).
Diikaz: Cela ¢isla a, b # 0 si vyjadiime ve tvaru formalné nekonec¢ného soucinu.

a =g, H p”p(a)’ b= €p H pvp(b)’

peP peP

kde €,, €, € {1,—1}. Pro soucin a - b plati:

gab H pvp(ab) = Q- b — ga H pvp(a) . gb H pvp(b) — gagb H p’l)p(a) pUP(b) — gagb H pvp(a)Jrvp(b),
peP peP peP peP peEP

kde €4y = €46 € {1, —1}. Odtud vy(a - b) = v,(a) + v,(b).
Tvrzeni 2.3.5 Pro a,b € Z — {0} plati:
alb < v,(a) < v,(b) pro kazdé p € P.

Dukaz: “=" JelikoZ a|b, existuje celé ¢islo ¢ tak, ze b = a - ¢. Podle tvzeni 1.3.4
dostavame vy,(a - ¢) = v,(a) + vy(c). Tedy v,(b) = vy(a) + v,(c). Exponent v,(c) je ¢islo
nezaporné (plyne z definice 2.3.4). Tudiz v,(a) < v,(b).

“<” Necht vy(a) < v,(b) pro kazdé p € P. Ostra nerovnost v,(a) < v,(b) plati pro nejvyse
kone¢né mnoho p (plyne z definice 2.3.4). Bud ¢ € Z takové, ze v,(a) 4+ v,(c) = v,(b). Pak
z tvzeni 1.3.4 plyne, Ze ac = b. Odtud alb.

Tvrzeni 2.3.6 Pro a,b € Z — {0} a kaZdé prvocislo p plati:

vp((a, ) = min{vy(a), v,(b)}-

Ditikaz: Polozme d = Hﬂ)pmm{”f’(“)’vp(b)}. Plati tedy, ze v,(d) = min{v,(a),v,(b)} pro
pe
kazdé p € P. Ziejmé v,(d) < v,(a) A vy(d) < v,(b). Podle tvrzeni 2.3.5 d|a A d|b, tudiz d
je spolecny délitel a, b.

Necht ¢ je spole¢ny délitel a,b. Pak c|a A c|b a podle tvrzeni 2.3.5 plati, ze v,(c) <
< wy(a) Awvy(c) < v,y(b) pro kazdé p € P. Odtud v,(c) < min{v,(a),v,(b)}. Tedy v,(c) <
< v,(d) a podle tvrzeni 2.3.5 dostavame c|d, ¢imz je dokdzano, Ze d je nejvétsi spoleény
délitel celych cisel a, b.
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2.3 ROZKLAD CELEHO CISLA NA PRVOCISLA

Tvrzeni 2.3.7 Necht a,b € Z — {0}, pak existuje jejich nejmensi spolecny nasobek ¢ a
pro kaZdé prvocislo p plati:

vp(c) = maz{vy(a), v,(b)}.

Dikaz: Polozme ¢ = Hg)pm“””{vp(“)’”f’(b)}. Plati tedy, ze v,(c) = max{v,(a),v,(b)} pro
pE
kazdé p € P. Ziejmé v,(a) < vy(c) A vy(b) < vy(c). Podle tvrzeni 2.3.5 alc A blc, tudiz ¢ je
spolecny nasobek a, b.

Necht m je spoleény nasobek a, b. Pak a|m Abjm a podle tvrzeni 2.3.5 plati, ze v,(a) <
< vy(m) A vy(b) < wvy(m) pro kazdé p € P. Odtud v,(m) > max{v,(a),v,(b)}. Tedy
vp(m) > v,(c) a podle tvrzeni 2.3.5 dostavame c|m, ¢imz je dokdzano, Ze ¢ je nemensi
spolecny nasobek celych cisel a, b.

Véta 2.3.2 Necht ¢ je nejmensi spolecny ndsobek celjch éisel a,b, pak mnoZina viech
nejmensich spolecngych ndsobki je rovna mnozZiné

{e-c:e€U(Z)} = {c,—c}.

Rikame, ze nejmensi spolecny ndsobek dvou celych cisel je urcen jednoznacné aZ na aso-
ctovanost.

Diikaz: Polozme A ={e-c:e € U(Z)}, B={C € Z : C je nejmensi spoleény nasobek
celych ¢isel a, b}. Mame ukazat mnozinovou rovnost A = B.

1. Necht a € A. Pak o = ec. Jelikoz alc, blc, existuji celd ¢isla kq, ko s vlastnosti
¢ = aky, ¢ = bky. Predchozi identity pro ¢ rozsifime €. Dostavame ec = caky, ec = ebk,,
tedy o = eaky, o = ebky. Odtud a|a, bla.

Necht o € Z, a|d/, b|o’. ProtoZe ¢ je nejmensi spole¢ny nésobek celych ¢isel a, b plati
cla’. Tudiz existuje k € Z tak, Ze o = ck. Odtud o = ¢ lac, tedy alo’. Tim jsme
dokézali, ze o € B neboli A C B.

2. Necht 3 € B. Jelikoz celd ¢isla 3, ¢ jsou nejmensi spoleéné nasobky ¢isel a, b, mame
Ble, c| . Tudiz B, ¢ jsou asociované. Existuje tedy ¢ € U(Z) tak, Zze § = ec. Tim jsme
dokéazali, ze 3 € A neboli B C A.

Jestlize pozadujeme, aby nejmensi spolec¢ny nasobek bylo ¢islo nezaporné, pak je urcen
(striktné) jednoznacéné a znadi se pro a,b € Z symbolem |[a, b].

Lemma 2.3.1 Pro x,y € Z plati:
x+y=min{z,y} + max{z,y}.

Dukaz: Bez Gjmy na obecnosti predpoklddejme, 7ze x < y. Pak min{z,y} = z a
max{z,y} =y. Odtud min{x,y} + maz{z,y} =z +y.
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2.3 ROZKLAD CELEHO CISLA NA PRVOCISLA
Véta 2.3.3 Pro a,b € Z plati:
a-b=(a,b)-[a,bl.

Diikaz: 1. Bud jedno z celych ¢isel a, b rovno 0. Bez jjmy na obecnosti pfedpokladejme
a=0,pak a-b=0,(a,b) =ba[a,b] =0. Odtud plyne a-b = (a,b) - [a,b] = 0.

2. Nechf a,b € Z—{0}. Podle tvrzeni 2.3.4 pro sou¢in ab plati: v,(ab) = v,(a)+v,(b) pro
kazdé p € P. Tvrzeni 2.3.4 pouzijeme i na pravou stranu dokazované rovnosti. Dostavame
vp((a,b)-la,b]) = v,((a,b)) +v,([a, b]) pro kazdé p € P. Pomoci tvrzeni 2.3.6 a 2.3.7 pfeve-
deme pfedchozi rovnost na tvar v,((a,b) - [a, b]) = min{v,(a), v,(b)} + maz{v,(a),v,(b)}.
Uzitim lemmatu 2.3.1 dostavame v,((a, b) - [a, b]) = v,(a)+v,(b). Odtud v,(ab) = v,((a,b)-
[a,b]). Z ¢ehoz plyne a - b = (a,b) - [a,b].

Definice 2.3.5 Necht M C Z, pak celé ¢islo d se nazyva spolecny délitel mnoziny M,
jestlize pro kazdé m € M plati:
dlm.

Definice 2.3.6 Necht M C Z, pak celé ¢islo d se nazyva nejuétsi spolecny délitel mnoziny
M, jestlize pro kazdé m € M plati:

1. dim
2. jestlize k|m pro néjaké k € Z, potom k|d.
Je-li M = (), klademe d = 0.

Véta 2.3.4 Necht M C Z, pak existuje jeji nejuétsi spolecny délitel d. Jestlize M — {0} #
0, pak pro kazdé prvocislo p plati:

vp(d) = min{v,(m) :m € M — {0}}.
Je-li M — {0} =0, pak d = 0.

Diikaz: Pro M — {0} = () je tvrzeni zfejmé. Polozme d = [] pmin{ve(m):meM} Pplati
peP
tedy, ze v,(d) = min{v,(m) : m € M} pro kazdé p € P. Exponent v,(d) je rizny od 0 jen
pro kone¢né mnoho prvodcisel. Jelikoz v,(d) < v,(m) pro kazdé m € M, dostavame podle
tvrzeni 2.3.5 d|m, tudiz d je spole¢ny délitel M.

Necht ¢ je spole¢ny délitel mnoziny M. Pak c¢|m pro kazdé m € M a podle tvrzeni
2.3.5 dostavame v,(c) < v,(m) pro kazdé m € M,p € P. Tedy v,(c) < min{v,(m) :
m € M) = v,(d). Odtud podle tvrzeni 2.3.5 plyne c|d. d je tedy nejvétsi spoleény délitel
mnoziny M.

Necht 0 € M. Jelikoz kazdé celé ¢islo déli 0, plati, Ze nejvétsi spolecny délitel mnoziny
M je roven nejvétsimu spoleénému déliteli M — {0}. Odtud v,(d) = min{v,(m) : m €
M —{0}}.

Definice 2.3.7 Necht M C Z, pak celé ¢islo ¢ se nazyva spolecény ndsobek mnoZiny

M, jestlize pro kazdé m € M plati:
m]c.
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2.3 ROZKLAD CELEHO CISLA NA PRVOCISLA

Definice 2.3.8 Necht M C Z, pak celé ¢islo ¢ se nazyva nejmensi spolecny nasobek
mnoziny M, jestlize pro kazdé m € M plati:

1. m|e
2. jestlize m|k pro né&jaké k € Z, potom c|k.

Je-li M = (), klademe ¢ = 1.

Véta 2.3.5 Necht M C Z, pak existuje jeji nejmensi spolecny ndsobek c. Jestlize M # ()
a 0 ¢ M,pak pro kazZdé prvocislo p plati:

vp(c) = max{vy,(m) : m € M}.

Je-li M = (0, pak nejmesi spolecnyj ndsobek mnoZiny M je roven 1. Jestlize 0 € M, pak
nejmesi spolecny ndsobek mnoziny M je roven 0.

Dtikaz: Pro M = () a 0 € M je tvrzeni zfejmé. Polozme ¢ = [] pm@{ve(m):meM} Pt
peP

tedy, ze v,(c) = maz{v,(m) : m € M} pro kazdé p € P. Exponent v,(c) je rizny od 0 jen
pro kone¢né mnoho prvodcisel. Jelikoz v,(c) > v,(m) pro kazdé m € M, dostavame podle
tvrzeni 2.3.5 m|c, tudiz ¢ je spoleény nasobek M.

Necht z je spoleény nasobek mnoziny M. Pak m|x pro kazdé m € M a podle tvrzeni
2.3.5 dostavame v,(z) > v,(m) pro kazdé m € M,p € P. Tedy v,(z) > max{v,(m) :
m € M) = v,(c). Odtud podle tvrzeni 2.3.5 plyne c|z. ¢ je tedy nejvétsi spolecny nasobek
mnoziny M.

Poznamka: Mnozina Ny = N+ {0} spolu s relaci délitelnosti tvoii usporadani- oznaceni
(No, |). Déle pro kazdé a,b € Ny plati:

e (a,b) =inf{a,b}
e [a,b] = sup{a,b}.

Z toho plyne, ze kazdé dva prvky a,b z uspofddané mnoziny (Ny,|) maji infimum a
supremum. (Ny, |) je tedy svaz s nejmensim prvkem 1 a nejvétsim prvkem 0.

Svaz (Ny,|) je plny. To znamend, ze kazda M C Ny ma infimum a supremum. Pro
kazdou M C Ny plati:

e inf M = nejvétsi spolecny délitel mnoziny M

e sup M = nejmensi spoleény nasobek mnoziny M.
Je-li M = (), pak

e inf M = nejvétsi prvek (No,|) =1

e sup M = nejmensi prvek (Ny,|) = 0.
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3 PARI/GP

PARI/GP je Siroce uzivany algebraicky systém navrzeny pro rychlé vypocty v teorii
Cisel (faktorizace, eliptické kiivky, ...). Obsahuje také velké mnozstvi uzitecnych funkei
pro pocitani s matematickymi objekty jako jsou matice, polynomy, mocninné fady, atd.,
a mnoho transcendetnich funkci.

Ptvodni verzi vyvinul Henri Cohen se svymi spolupracovniky. V soucasné dobé je

veve

2008.

,

3.1 Uzitec¢né prikazy a priklady jejich pouziti
Nejdiive si ukazeme, jak se v PARI vytvari nékteré matematické objekty.

e Radkové vektory se zadavaji do hranatych zavorek, kde jednotlivé prvky oddélujeme
carkou.
> [5,-7,123]
%l =[5, -7, 123]

e Sloupcovy vektor se vytvari obdobné jako radkovy, jen s tim rozdilem, ze za vektor
pridavame znak ~.
> [6,-7,123]"
w1 =[5, -7, 1231~

e Matice zadavame do hranatych zavorek, pricemz prvky v fadku oddélujeme carkou
a fadky stfednikem.
> [13,-17;23,121;-9,93]
hl =
[13 -17]
[23 121]
[-9 93]

e Polynomy zapisujeme nasledovné: a,, * x™n + a,_1 *x~(n — 1) + ... + a1 * x + ao,
kde ag, aq, ..., a, jsou realna cisla a n € N.
> x"5-4%x"3+7
%l = x5 - 4%x"3 + 7
> —x"114+6*x"7+12/7*x"3+113/29%x
%2 = -x"11 + 6*%x"7 + 12/7*x~3 +113/29%*x

Nyni uvedeme piehled uzitec¢nych prikazi systému PARI a na prikladech ukazeme je-
jich pouziti.

Divrem, syntaxe: divrem(zx,y), provede déleni se zbytkem ¢isla x ¢&islem y. Vraci
dvouslozkovy sloupcovy vektor [a,b], kde prvni slozka je kvocient (a = [z/y]) a druha
zbytek (b = x—[z/y]-y). Tento piikaz mizeme pouzit i v ptipadé, kdyz z, y jsou polynomy.
Pak a, b jsou polynomy takové, ze x = a -y + b a stupen polynomu b je mensi nez stupen
polynomu y.
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3.1 UZITECNE PRIKAZY A PRIKLADY JEJICH POUZITI

> divrem(100,17)

%1 = [5, 151~

> divrem(154568,1454)

%2 = [106, 444]~

> divrem(5~11,11°5-12)

%3 = [303, 333081~

> divrem(3*x~8-11%x"6+9%x"3+3*%x-3,x"4-2%x"3+4)

%4 = [3*x"4 + 6%x"3 + x"2 + 2%x - 8, -31x"3 - 4*x"2 - 5*xx +29]~

Max, maz(x,y), uréi maximum z ¢isel x a y.

> max(87,94)

%1 = 94

> max(5°6-4"7+369,7°5-2"8-11"2)
%2 = 16430

> 7°5-2"8-11"2

%3 = 16430

Min, min(z,y), uréi minimum z ¢isel z a y.

> min(25,37)

%1l = 25

> min(19°4-16"5+29"2%1084,8°5-7"6+8%3~9)
%2 = -6611

> 1974-16"5+29"2%1084

%3 = -6611

Vecmax, vecmaz(x ), zjisti maximum z prvka vektoru ¢i matice .

> vecmax ([763,-845,965,764-863,368+412,2372])
hl = 965

Vecmin, vecmin(x ), zjisti minimum z prvkd vektoru ¢ matice .

> vecmin([763,-845,965,764-863,368+412,237°2])
%1 = -845

Mod, Mod(x,y), ur¢i nejmensi nezdporné ¢islo, s kterym je x kongruentni modulo y.

> Mod(81,18)

%1 = Mod(9, 18)

> Mod (604799887 ,3651)
%2 = Mod(784, 3651)

> Mod(93°3-45"4, 23)
%3 = Mod(0, 23)

Lift, lift(x), vraci zbytek z + =Mod(a, b).

> 1ift (Mod(91,17))

% =6
> 1ift (Mod(6°7-11"3+200356,136))
%2 = 105
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3.1 UZITECNE PRIKAZY A PRIKLADY JEJICH POUZITI
Simplify, simplify(x), zjednodusi objekt x.

> simplify([18/15,156/12,96/14])
w1 = [6/5, 13, 48/7]
> simplify(7°3/28+537/15)

h2 = 961/20
> simplify([3850/150,-653/296; (-974+1)/123,856/34])
h3 =

[77/3 -653/296]
[-160/3 428/17]

Denominator, denominator(x), vypo¢te nejmensiho jmenovatele x. V piipadé, ze x
je vektor nebo matice, ur¢i nejmensiho spole¢ného jmenovatele.

> denominator(3216/4827)

%1 = 1609
> denominator([99,14103,729]/63)
%2 =7

Numerator, numerator(z ), vypocte nejmensiho ¢itatele z.

> numerator (96/42)

%l = 16
> numerator (16-8667/972)
%2 = 85

Random, random(N ), vybere ndhodné celé ¢islo z intervalu (0, N — 1). V piipadé, ze
N neni uvedeno, je voleno automaticky N = 23!

> random(100)
%1 = 59

> random()

%2 = 1634689150

Round, round(x), zaokrouhli x na celé ¢islo.

> round(3.49999)

%1 =3
> round(-99.662347)
%2 = -100

Floor, floor(x), vraci celou ¢ast x— oznadeni [x], tj. nejvétsi celé ¢islo a takové, ze
a <.

> floor(-7.1)

»l = -8
> floor(1632/711+2.7874-3.652)
%2 = B8
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3.1 UZITECNE PRIKAZY A PRIKLADY JEJICH POUZITI

Ceil, ceil(x), vraci nejmensi celé ¢islo b takové, ze b > x. Plati b = [z] + 1.

> ceil(-7.1)

% o= -7

> ceil(9635.138-7448.954-365.25)
%2 = 1821

Frac, frac(zr), uréi lomenou ¢ast x— oznaceni {x}. Plati {z} = = — [z].

> frac(-17.21)

%1 = 0.790000000000000000000000000
> frac(96325/6597-7"3/11)

%2 = 30443/72567

Sqr, sqr(x), spoc¢ita druhou mocninu z.

> sqr(-2.5)

%1 = 6.250000000000000000000000000
> sqr(576/126)

%h2 = 1024/49

Sqrt, sqrt(x), zjisti druhou odmocninu x.

> sqrt(5)

Wl = 2.236067977499789696409173669
> sqrt(173°3/61°2)

%2 = 37.30261858636232198546738171

Sqrtn, sqrtn(x,n), spocte n-tou odmocninu x, n € Z.

> sqrtn(2,-1)

o= 1/2

> sqrtn(27°4+6375,9)

%2 = 9.992162120836118038618304202
> sqrtn(156373,-6)

%3 = 0.08084520834544450630215404

Gced, gcd(x,y), uréi nejvétsiho spoleéného délitele celych ¢isel ¢ polynomu z, y.

> gcd(9690,24871)

hl = 323
> gcd(247°5-1273,9093-2361)
h2 = 612

> ng(X”4—9*X”3-18X”2-239*X—105,5*X"4+4*X”3-191*X”2+202*X+140)
%3 = x"2 + 2%xx - 35

Lcem, lem(z,y), vypocte nejmensi spoleény nasobek celych ¢isel ¢i polynomu z, y.

> 1cm(9690,24871)

%1 = 746130

> 1lcm(67°3-541"2,118087)

%2 = 2125566

> lem(x"3+4%x"2-51%x-54,2%x~4-4*xx"~3-42%x"2-36%Xx)
%3 = 2%x~5 + 14%x"4 - 78%x"3 -414%x"2 - 324%*x
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3.1 UZITECNE PRIKAZY A PRIKLADY JEJICH POUZITI

Bezout, bezout(x,y), dava tiirozmérny vektor [u,v,d], kde d je nejvétsi spoleény dé-
litel z,y a u, v jsou nejmensi cela ¢isla takova, ze u - x + v - y = d. Piikaz bezout mizeme
pouzit i pro polynomy.

> bezout(33,54)
%1 =[5, -3, 3]
> bezout (96044 ,51744)
%2 = [2843, -5277, 4]

Factor, factor(x), provede kanonicky rozklad x.

> factor(-5525)
% =

[-1 1]

[5 2]

[13 1]

[17 1]

> factor(2°71-1)
%2 =

[228479 1]
(48544121 1]
[212885833 1]

Divisors, divisors(x), dava vektor, jehoz prvky jsou kladni délitelé z, sefazeni dle
velikosti.

> divisors(980)

% =, 2, 4, 5, 7, 10, 14, 20, 28, 35, 49, 70, 98, 140, 196, 245, 490, 980)
> divisors(30317)

%2 = [1, 7, 61, 71, 427, 497, 4331, 30317]

Moebius, moebius(z ), spo¢te Mobiovu funkei p(x).

> moebius(18)

%1 =0
> moebius(7°5-12"4)
%2 = -1

Eulerphi, eulerphi(z ), ur¢i Eulerovu funkei ¢(z). Eulerova funkce ¢(x) udava pocet
¢isel posloupnosti 0,1...,z — 1 nesoudélnych s x.

> eulerphi(53)

%1 = 52
> eulerphi(166400)
%2 = 61400

Issquare, issquare(z), vysledek je 1, pokud z je druhd mocnina (¢tverec). Kdyz z
neni druha mocnina, vraci 0.

> issquare(83)

»l =0
> issquare(87534736)
%2 =1
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3.1 UZITECNE PRIKAZY A PRIKLADY JEJICH POUZITI

Prime, prime(n), zjisti n-té prvodislo.

> prime(30)

%1 = 113
> prime(9999)
%2 = 104723

Primes, primes(n), vrati vektor prvnich n prvoéisel.

> primes(25)
» = [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67, 71, 73, 79, 83, 89, 97]

Isprime, isprime(z), vraci 1, pokud z je prvodcislo. V pfipadé, Ze = neni prvoéislo,
obdrzime 0.

> isprime(17)

»l =0

> isprime(27°4+117°5+477°2-3460)
w2 =1

> isprime(2”prime(963)-1)

»3 =0

Nextprime, nextprime(x ), uréi nejmensi prvocislo vétsi nebo rovno z.

> nextprime(24)

%1 = 29
> nextprime(86547.456)
%2 = 86561

Fibonacci, fibonacci(z ), davéa z-té Fibonacciho ¢slo.

> fibonacci(11)
%1 = 89

> fibonacci(38)
%2 = 39088169

Sum, sum(X = a,b,expr,{x}), provede soucet vyrazu expr v proménné r pro r =
a,a+1,...,0.

> sum(x=1,5,sqr(x))

%1 = 55
> sum(x=1,20, (x"3+2*x)*isprime(x))
%2 = 15957

Prod, prod(X = a,b,expr,{x}), provede soucin vyrazu expr v proménné x pro r =
a,a+1,...,0b.

> prod(x=1,5,%)

%1 = 120

> prod(x=3,10, (x"2+fibonacci(x))/x)
%2 = 21596288725/1512
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4 Varianty diikazu o nekonec¢ném
poctu prvocisel

Véta 4.1 Pruvocisel je nekonecné mnoho.

Existuje mnoho zpiisobti, jak dokazat predchozi vétu. V této kapitole uvedeme nékteré
varianty dikazu a pomoci systému PARI se pokusime nalézt velka prvocisla, jejichz tvar
je zalozen na principech dikaz.

4.1 Eukliduv dukaz

Dikaz: Predpokladejme, Ze mnozina vSech prvocisel P = {p1,ps,...,p,} je konecna,
pr=2<p=3<...<p.,r €N. Polozme P = pips-...-p, + 1. Necht p je pr-
vocislo délici P. Pokud p € P, pak p|p1pa - ... p,. Uzitim tvrzeni 2.2.2 dostavame p|1, coz
je spor. Z toho plyne, ze prvocislo p ¢ P, tedy mnozina P neobsahuje vSechna prvoéisla,
coz je spor s predpokladem.

Dalsi zptuisob, jak dokazat vétu 4.1 spociva v lehké modifikaci Euklidova dikazu.

Dtikaz: Predpokladejme, Ze mnozina vSech prvocisel P = {p1,ps,...,p.} je koneén4,
pr=2<ps=3<...<p.,r €N.Polozme P=pips-...-p. — 1. Necht p je prvocislo
délici P. Pokud p € P, pak p|p1ps-...-p,. Odtud podle tvrzeni 2.2.2 dostavame p| — 1, coz
je spor. Z toho plyne, ze prvocislo p ¢ P, tedy mnozina P neobsahuje v8echna prvodisla,
coz je spor s predpokladem.

Pro kazdé prvocislo p zavedeme funkci p#. Funkce p# je definovana jako soucin vSech
prvocisel ¢ takovych, ze ¢ < p. V anglické literatufe se funkce p# nazyva primorial
function.

Euklidtv dikaz je velmi jednoduchy, ale nedava nam zadné informace o dalsim prvo-
Cisle, vime jen, Ze je nejvyse rovno ¢islu P = p,.# + 1, ale muze byt i mensi.

4.2 Hledani velkych prvocisel

P1i hledani velkych prvocisel se matematikové zaméfili na hledani prvocisel konkrétnich
tvart. Zjistovali, pro kterd prvodisla p jsou ¢isla P = p# £ 1 prvocisly. Pro tato prvocisla
se v anglickém jazyce uziva termin primorial primes. Dalsim zajimavym typem prvocisel
jsou prvodisla tvaru n! +1,n € N, anglicky termin: factorial primes. Ovéfeni, zda ziskané
¢islo je skutecné prvocislem, vyzaduje velké mnozstvi vypocti.

Nejvétsi pokrok v hledani velkych prvocisel umoznil az objev pocitace. V roce 1972
vysSel v ¢asopise Mathematics of Computation ¢lanek Alana Borninga, ve kterém zvetejnil
své vysledky v hledani prvocisel typu p# + 1 a n! & 1. Ke vSem vypoctum pouzil pocitac¢
IBM 1130. Urcil vSechna prvocisla typu n! =1 pron = 2,3,...,100 a typu p# £ 1 pro
vsechna prvocisla p < 307. Predchozi vysledky, které poskytl Sierpinski, byly pouze pro
vsechna n < 26 v pfipadé n! + 1, pro typ n! — 1 jen pro n < 22 a n = 25. Dale Kraitchik
urcil kanonické rozklady n!+1 pron <22, n!l—1pron <21, p#+1prop < b3 ap# —1
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4.3 VYHLEDAVANI PRVOCISEL POMOCI PARI

pro vSechna p < 47. Pomoci pocitace Alan Borning verifikoval vysledky, které poskytli
Sierpinski a Kraitchik. Zjistil ve vypoc¢tech matematikii nasledujici chyby:

1. Sierpinski vynechal v seznamu prvocisel typu n! 4+ 1 prvodcislo 3! + 1.

2. Sierpinski i Kraitchik chybné oznacili ¢islo 20! — 1 jako prvocislo.

3. Kraitchik opomnél uvést c¢initele 5171 kanonického rozkladu ¢isla 21! — 1.
Uzijme nyni systém PARI k ovéreni zavéra Alana Borninga.

> isprime(3!+1)
=1

> isprime(20!-1)
2 =0

> factor(21!-1)
W3 =

[23 1]

[89 1]

[5171 1]
[4826713612027 1]

Nase vypocty potvrzuji vysledky, které zverejnil Alan Boring.

Vyznamné tspéchy v hledani velkych prvocisel typu p#+1 a n!+1 zaznamenal Harvey
Dubner. Své vysledky zvefejnil v ¢lanku Factorial and primorial primes, ktery vysel v roce
1987 v casopise Journal of Recreational Mathematics. Sestavil tabulky prvocisel typu
p# + 1 pro vsechna prvocisla p < 17159, p# — 1 pro p < 16699, n! + 1 pro vSechna n <
<2662 an!—1pron < 2063. V tabulce 4.2.1 jsou uvedena nejvétsi prvocisla jednotlivych
typt, ktera objevil Harvey Dubner. Ve své dobé to byla nejvétsi znama prvocisla danych
typt vibec. U prvocisel 15877# — 1 a 1963! — 1 si nebyl zcela jisty. Jednalo se pouze
o predpovédi, které byly pozdéji potvrzeny.

Prvocislo | Pocet cifer
136494 + 1 4591
15877# — 1 6845

1477 + 1 4042

1963! — 1 5614

Tabulka 4.2.1: Nejvétsi prvocisla jednotlivych typt objevena Harvey Dubnerem

4.3 Vyhledavani prvocisel pomoci PARI

V této casti se pokusime zopakovat vyzkum, ktery provedl Harvey Dubner. Ukazeme, jak
lze pomoci PARI hledat prvocisla typu n! +1 a p# + 1.

Zaméime se nejdiive na prvocisla typu n!+1. Nasim cilem bude urcit véechna prvocisla
n!+1 pron < 1000. V PARI Ize velmi jednoduse zjistit, zda pro konkrétni n je ¢islo n!+1
prvocislo. Vypocet si ukdzeme pro pripad n = 732.

22



4.3 VYHLEDAVANI PRVOCISEL POMOCI PARI

> isprime(732!+1)
%l =0

Vidime, Ze ¢islo 732! 4+ 1 je ¢islo slozené. Tento zpusob hledani je ale velmi neprakticky,
protoze pro kazdé n musime ptikaz zadavat znovu. Bylo by velmi vyhodné, kdybychom
mohli provést vypoct pro vice n soucasné. Toho docilime pomoci pfikazu sum. Diky
prikazu sum, muzeme urcit pocet prvocisel pro vsechna prirozena cisla na libovolném
intervalu. Priiklad vypoc¢tu uvedeme pro n = 100, 101, ..., 300.

> sum(n=100,200,expr=isprime(n!+1))
%2 = 2

Timto jsme zjistili, Ze ¢islo n!+ 1 je prvocislem pravé pro dvé prirozena ¢isla n z intervalu
(100, 300). Pfesnou hodnotu téchto ¢isel mizeme uréit metodou pileni intervalu. Timto
postupem nalezneme prvocisla 116! + 1 a 154! + 1. Takto uréime i zbyla prvocisla pro
n < 1000. V tabulce 4.3.1 jsou uvedena vSechna n < 1000, pro ktera je n! + 1 prvocislo.
Doba vypoctu udava ¢as potfebny k ovéréni, zda ¢islo n!+1 je prvocislo prikazem isprime.
Pocet cifer uréime pomoci vlastnosti logaritmu— ukazeme pro 154! + 1.

> ceil(log((154!'+1)+1)/1og(10))

w3 = 272

n ‘ Pocet cifer ‘ Cas vypoctu

1 1 0 ms

2 1 0 ms

3 1 0 ms
11 8 0 ms
27 29 0 ms
37 44 0 ms
41 50 16 ms
73 106 47 ms
77 114 63 ms
116 191 312 ms
154 272 891 ms
320 665 18,344 s
340 715 24,031 s
399 867 42,672 s
427 940 56,516 s
872 2188 | 17 min 17,406 s

Tabulka 4.3.1: Hodnoty n < 1000, pro které je n! + 1 prvocislo
Naprosto stejnym zptsobem jako prvocisla typu n! 4+ 1 nalezneme i vSechna prvocisla

typu n! —1 pro n < 1000, viz tabulka 4.3.2. Prvocislo 974! — 1 nelze v PARI ovérit, jelikoz
¢islo 974! — 1 je prilis velké— dochazi k tzv. preteceni.
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n | Pocet cifer ‘ Cas vypoctu

3 1 0 ms

4 2 0 ms

6 3 0 ms

7 4 0 ms
12 9 0 ms
14 11 0 ms
30 33 16 ms
32 36 16 ms
33 37 15 ms
38 45 32 ms
94 147 1,234 s
166 298 18,735 s
324 675 7 min 43,609 s
379 815 15 min 1,250 s
469 1051 45 min 57,172 s
546 1260 | 1 h 44 min 58,297 s
974 2490 v PARI neurceno

Tabulka 4.3.2: Hodnoty n < 1000, pro které je n! — 1 prvocislo

Nyni se budeme zabyvat hledanim prvocisel typu p# =+ 1. Nejprve ukazeme, jak v
PARI urcit ¢islo p# pro konkrétni prvocislo p— napi. pro p = 53. Pro jistotu se nejdiive
pomoci prikazu isprime ujistime, ze 53 je skutecné prvocislo.

> isprime(53)
W o=1

Uspotadejme prvocisla podle velikosti. Dostavame posloupnost (px)52, = 2, 3,5, ..., kde
pr € P a pro kazdé i,j € N, takové, Ze i < j plati: p; < p;. Kombinaci prikazti prod a
prime spocteme soucin vSech prvodisel ¢ < p = 53. Ptikaz prime(n) vraci n-té prvoéislo,
tedy ¢len p, posloupnosti (px)32;. Potifebujeme tedy zjistit index prvodcisla 53. K tomu
pouzijeme piikaz primepi(x), ktery vraci index nejvétsiho prvodisla, které je mensi nebo
rovno .

> primepi(53)

5 = 16

Zjistili jsme, Ze prvocislo 53 je prvek pig posloupnosti (pg)?2;. Nyni spocteme pomoci
ptikazli prod a prime soucin ¢leni py, . .., p1g posloupnosti prvocisel (pg)22, coz odpovida
¢islu H3#.

> prod(x=1,16,expr=prime(x))
%6 = 32589158477190044730

Pomoci PARI jsme spocetli, ze 53# = 32589158477190044730.

KdyZz umime zadat ¢islo p# pro libovolné p, nic nam jiz nebrani v hledani prvocisel
typu p# + 1. Hledani provedeme pro vSechna prvocisla p < 5000, tj. pro prvocisla p; =
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2,ps = 3,...,p668 = 4993, pse90 = 4999. Ovéfeni, zda cislo p# + 1 (respektive p# —
1) je prvodcislo, mtizeme provést stejné jako v pfipadé prvoéisel typu n! + 1 (respektive
n! — 1). Opét muzeme vypocet provadét postupné pro konkrétni prvoécisla nebo pomoci
prikazu sum zjistit pocet prvocisel daného typu pro vétsi pocet p soucasné a metodou
ptleni intervalu dohledat konkrétni hodnoty p. Vypocet pomoci ptikazu sum ukazeme
pro prvocisla pigo, pio1, - - -, P200 @ typ p# + 1.

> sum(a=100,200, expr=isprime (prod(x=1,a,expr=prime(x))+1))
W = 2

Timto jsme zjistili, Ze p# + 1 je prvocislo pravé pro dvé prvoéisla z posloupnosti (pg)2% -
Metodou ptileni intervalu nalezneme ptesné hodnoty indexu a— 171 a 172. Cislo p# + 1
je tedy prvocislo pro pi7; = prime(171) = 1019 a pro pi7e = prime(172) = 1021. Takto
uré¢ime i zbyla prvodisla p, pro které je p# + 1 (respektive p# — 1) prvocislo, viz tabulka
4.3.3. Tabulka 3.2.3 dale uvadi pocet cifer prvocisla daného typu a dobu trvani vypoctu
potiebného k ovéreni, zda se skutecné jedna o prvocislo prikazem isprime.

p# +1 p# — 1
p \ Pocet cifer \ Cas vypoctu p \ Pocet cifer \ Cas vypoctu
2 1 0 ms 3 1 0 ms
3 1 0 ms 5 2 0 ms
5} 2 0 ms 11 4 0 ms
7 3 0 ms 13 5 0 ms
11 4 0 ms 41 15 0 ms
31 12 0 ms 89 35 16 ms
379 154 62 ms || 317 131 937 ms
1019 425 2,328 s || 337 136 1,032 s
1021 428 2,406 s 991 413 1 min 22,968 s
2657 1115 1lmin 4.203 s || 1873 790 13 min 8,688 s
3229 1368 | 2 min 8,391 s || 2053 866 19 min 5,797 s
4547 1939 | 7 min 27,765 s || 2377 1077 41 min 51,062 s
4787 2038 | 8 min 54,953 s || 4093 1750 | 6 h 47 min 19,094 s
4297 1844 | 5 h 33 min 2,656 s
4583 1953 v PARI neurceno

Tabulka 4.3.3: Prvocisla typu p# + 1 a p# — 1 pro p < 5000

Vyvoj informacni technologie umoziuje nalézani stale vétsich a vétsich prvocisel. Ta-
bulka 4.3.4 uvadi prehled nejvétsich, doposud znamych, prvocisel danych typi.

Prvocislo | Pocet cifer | Rok objeveni
392113# + 1 169966 2001
15877# — 1 6845 1992
269511 +1 107707 2002
34790! — 1 142891 2002

Tabulka 4.3.4: Nejvétsi zndma prvocisla jednotlivych typt
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4.4 DALSI TYPY PRVOCISEL
4.4 Dalsi typy prvocisel

Vratme se zpét k dikazu véty 4.1. Nejdiive uvedeme dalsi variantu dikazu, ketra je opét
zalozena na Euklidové diikazu a na zavér se vétu 4.1 pokusime dokézat obecnéji.

Duikaz: Predpokladejme, Ze mnozina vSech prvocisel P = {p1,po,...,p.} je koneén4,
p=2<py=3<...<p,r €N.Polozme P = psp3-...-p.+2 (tzn. P je rovno soucinu
v8ech lichych prvocisel +2). Jelikoz P je mnozina vSech prvodéisel, existuje prvocislo p € P
takové, ze p|P.

Necht p = 2, pak podle tvrzeni 2.2.2 dostdavame 2|pops - ... - p,, coZ neplati, jelikoZ
souéin lichych ¢isel je ¢islo liché. Z toho plyne p # 2.

Necht p # 2, tedy p € P — {2}. UZitim tvrzeni 2.2.2 obdrzime p|2, coz ale neplati,
jelikoz jsme predpokladali, Ze p je liché prvoéislo. Odtud p ¢ P — {2}.

Zjistili jsme, ze p ¢ P— {2} Ap # 2. Tedy prvocislo p ¢ P, coz je spor s predpokladem.

Stejnym zptsobem bychom diikaz provedli i pro piipad P = pops - ... p, — 2.

Pomoci funkce p# muzeme ¢islo P = pops - . .. - p, = 2 zapsat ve tvaru P = p,#/2 + 2.
Pokusime se nyni pomoci systému PARI urcit vSechna prvocisla p < 5000, pro ktera je
p#/2 + 2 (respektive p#/2 — 2) prvocislo. Hledani provedeme podobné jako v piipadé
prvocisel typu p# + 1. Opét pouzijeme piikazu sum a metody ptleni intervalu. Ukazeme

pro prvocisla pigo, - - -, P20o & typ p#/2 — 2.

> sum(a=100,200, expr=isprime (prod(x=2,a,expr=prime(x))-2))
Wl o= 4

Cislo p#/2 — 2 je tedy prvocislo pravé pro ¢tyfi prvodisla z posloupnosti pigg, - - - , P2co-
Pfesnou hodnotu indextt uré¢ime metodou piileni intervalu. Nalezli jsme tak prvocisla
P1037/2 — 2, p122#/2 — 2, pras#/2 — 2, pras#/2 — 2, kde pios = 563, p1a2 = 673, p1og =
723, p1a5 = 829. Timto zpltsobem urcéime i zbyvajici prvocisla p < 5000, pro ktera je
p#/2 + 2 (respektive p# /2 — 2) prvocislo, viz tabulka 4.4.1.

Vétu 4.1 jsme ve vSech pripadech dokazovali konstrukci ¢isla P, pro které jsme vzdy
sporem ukézali, ze je délitelné ,novym® prvocislem, které nelezi v uvazované mnoziné
vSech prvocisel P. V nasledujicim diikazu provedeme konstrukei ¢isla P obecnéji.

Dikaz: Predpoklddejme, Ze mnozina vSech prvocisel P = {p1,ps,...,p,} je konecna,
pr=2<p=3<...<p,r €N.Necht P;,Py CP,PLUP, =P aP NPy, =0.
Polozme P = [],,cp, pi & [L,ep, i Pro piipad P;, = () definujeme [,,ep, P = 1. Jelikoz
P je mnozina vSech prvoéisel, existuje prvocislo p € P takové, ze p|P.

Necht p € P;. Uzitim tvrzeni 2.2.2 dostavame p| [I,,e», pj- Pak podle tvrzeni 2.3.3
existuje p; € P, takové, ze p|p;. Nebot p i p; jsou prvocisla, musi platit p = p;, coz je
spor, protoze p € Py, p; € Py a Py NPy = 0. Odtud plyne p ¢ P;.

Stejnym zptusobem bychom dokazali, ze p ¢ P,. Ukazali jsme, 7ze p ¢ Py Ap ¢ Ps.
Tedy p ¢ Py U Py = P, coz je spor s predpokladem.
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P#/2+2 p#/2 -2
p \ Pocet cifer p \ Pocet cifer
3 1 5 2
5 2 7 3
7 3 11 4
13 5 13 5
29 10 17 6
31 12 19 7
37 13 23 9
47 18 31 12
99 21 41 15
109 45 53 20
223 87 71 27
307 123 | 103 41
389 159 | 167 66
457 188 | 431 174
1117 473 || 563 228
1151 482 673 281
2273 959 || 723 301
- - || 829 347
- — || 1801 764
- — 1| 2699 1146
- — || 4481 1909

Tabulka 4.4.1: Prvodisla typu p#/2 + 2 a p#/2 — 2 pro p < 5000

7 predchoziho ditkkazu vyplyva, ze ¢islo P mizeme zkonstruovat mnoha zptisoby. Ma-li
mnozina vSech prvocisel P r prvki, pak podmnozinu P; mnoziny P miZeme sestavit 2"
zpusoby a Py = P — Py. Na zdkladé téchto konstrukci ¢isla P lze potom odvodit dalsi
typy prvocisel a nasledné pomoci systému PARI hledat jejich reprezentanty.

Zvolme napiiklad Py = {poi—1 : pu1 € P,i = 1,2,...,[(r + 1)/2]} (tj. mnozina
vSech prvocisel z P, jejichz index je lichy) a Py = {py; : po; € Pyi = 1,2,...,[r/2]} (.
mnozina vSech prvocisel z P, jejichz index je sudy). Hledejme, pro kterd p = p, je Cislo
P* = Ilp,ep, pi + Ilp,ep, pj prvocislo. Hledani provedeme pro vSechna p < psoo = 6133.
Urceni pomoci PARI ukaZeme pro prvnich 100 prvocisel.

> sum(r=1,100,expr=isprime (prod(x=1,floor((r+1)/2) ,expr=prime(2*xx-1))+
prod(x=1,floor(r/2),expr=prime(2*x))))
h2 = 22

P* = Hpieﬂﬁp’i + Hp]_eg)2pj7 kde iPl = {in—l D P2i—1 € T,Z = 1,2,. PN [(T + 1)/2]} a
Py = {pai : poi € P,i = 1,2,...,[r/2]}, je tedy prvocislo pravé pro 22 prvocisel p z
posloupnosti py, ..., pigo. Pfesné hodnoty p uréime opét metodou puleni intervalu. Timto
zplisobem nalezneme vSechna prvocisla p < 6133, pro ktera je P* = [I,,ep, pi + [1p,ep,
prvocislo, viz tabulka 4.4.2.
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4.4 DALSI TYPY PRVOCISEL

p ‘ Pocet cifer P* p ‘ Pocet cifer P*
2 1 101 20
3 1 109 23
5 2| 137 28
7 2| 157 32
11 3 271 56
13 3| 379 78
17 4 | 701 147
19 4 | 709 149
23 5| 863 182
29 6 | 1259 265
31 7 2393 511
41 8 | 2939 628
43 9 | 3527 747
47 10 || 4943 1053
59 12 || 5023 1077
79 16 || 5237 1120

Tabulka 4.4.2: Prvocisla p < 6133, pro kterd je P* prvocislo
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v
5 Zaver

Prace je rozdélena na tii hlavni ¢asti. Prvni ¢ast je vénovana zakladim aritmetiky
celych ¢isel. Autor si zde osvojil zaklady elementarni teorie ¢isel, tvorbu matematickych
textl a predevsim problematiku diikazi vét a tvrzeni.

Druhé ¢ast je zaméfena na matematicky program PARI/GP. Cilem bylo piedstavit
¢tenari tento algebraicky systém, ktery patfi mezi méné znamé matematické programy
a nachézi své uplatnéni pfedevsim v teorii ¢isel. Byl uveden ptehled zékladnich prikazt
systému PARI/GP a na jednoduchych piikladech bylo ukazano jejich mo7zné pouziti.

Cilem posledni ¢asti bylo ukazat uplatnéni systému PARI/GP pfi feseni tloh z teorie
¢isel. Byly uvedeny rtizné varianty ditkazu nekonecného poc¢tu prvocisel. Pomoci systému
PARI/GP byla hledana prvo¢isla, jejichz tvar byl zaloZen na principu jednotlivych dukazi.
Prvocisly typu n!+1 a p#=+1 se zabyvali matematikové jiz diive. Nejvétsi prilom v hledani
téchto prvocisel zaznamenal Harvey Dubner, jehoz vyzkum byl v této praci pomoci PARI
verifikovan. Dale bylo ukazano, Ze lze hledat prvocisla i dalsich typt— napiiklad typu
p#/2 £ 2, jejichz vySetfovanim se v autorem studované litratufe nikdo nezabyval. Takto
byla urcena prvocisla, jejichz délka neprevysuje 3000 cifer. Hledani vétsich prvocisel uz
pomoci PARI neni mozné— dochéazi k tzv. pfeteceni.
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6

PH#

Seznam pouzitych zkratek
a symbolu

mnozina vSech kladnych celjch ¢isel
mnozina vSech celych ¢isel
mnozina vsech prvocisel

soucin vSech prvocisel mensich nebo rovnych prvocislu p, viz strana 21
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