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Abstrakt

Funkéni fady, a zejména pak fady Fourierovy, jsou dilezitym matematickym aparatem
vyuzivanym v rozmanitych technickych oborech. Velmi podstatnou skupinu mezi funkcni-
mi fadami tvofi mocninné fady, které se pro svoji jednoduchost aplikuji pfi feseni nejriz-
néjsich uloh. Rozvojem funkce do mocninné fady, tj. Taylorovou fadou, rozumime na-
lezeni mocninné tady, jejimz souctem je pravé dana funkce. Tyto rozvoje jsou vhodné
predevsim v tom smyslu, ze fadu operaci (vyéisleni funkénich hodnot, limit, derivaci a in-
tegréla) lze provést pro tyto rozvoje snadnéji, nez pro funkce samotné.

Fourierovy tady se pouzivaji pii studiu jevu s periodickym charakterem. Vyhodou
téchto tad je skutecnost, ze pozadavky kladené na jejich konvergenci k rozvijené funkci
jsou slabsi nez v pripadé rozvoju do Taylorovych fad. Rovnéz vypocet koeficienti muze
byt jednodussi zélezitosti nez u fad Taylorovych. Rozvoju funkci do Fourierovych fad se
s uspéchem pouziva predevsim k hleddni (periodickych) feseni obycejnych a parcidlnich
diferencialnich rovnic. Tuto metodu feSeni nazyvame Fourierovou metodou ¢i Fourierovou
metodou separaci proménnych pro zpusob konstrukce specidlnich funkci.

Summary

The functional series, and especially the Fourier series, are an important mathematical
apparatus exploited in the various technical branches. A very essential group of the functi-
onal series are the power series, which are applied because of their simplicity for solving
of the many problems. An expansion of the function to the power series, i. e. the Tay-
lor expansion, whose sum is the expanded function. These expansions are suitable for
evaluation of operations, such as calculation of functional values, limits, derivatives and
integrals. Calculations of these expansions are easier than of the functions theirself.

The Fourier series are used for studies of events with periodic character. An advantage
of the Fourier series is the fact, that the requirements for convergency are weaker than
in the case of the Taylor expansions. Likewise, calculation of the coefficients can be more
simple than in the Taylor expansions. Expansions of functions to the Fourier series are
used especially for solving ordinary and partial differential equations. This method of
solving is known as the Fourier method or the Fourier method of variable separation.

Klicova slova
Rada, Fourierova tada, Fourierovy koeficienty, aplikace

Keywords
Series, the Fourier series, the Fourier coefficients, application

SLADKA, P. Fourierova tada a jeji vlastnosti. Brno: Vysoké uceni technické v Brne,
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Ph.D.
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1 UVOD

1 Uvod

Cilem této prace je nastinit teorii funkénich fad a nasledné se sousttfedit na proble-
matiku fad Fourierovych. Funkéni fady jsou fady, jejichz ¢leny jsou realné funkce. Nej-
jednodussim typem funkénich fad jsou fady mocninné. Rozvoje funkci v mocninné rady,
tj. Taylorovy fady, jsou Casto vyuzivany napiiklad ke snadnéjsimu vycisleni operaci jako
jsou integrace, derivace ¢i vypoctu funkéni hodnoty. Nejobsahlejsi ¢ast prace je vénovana
Fourierovym rfadam, a to predevsim teorii a aplikacim. Fourierova fada je specidlnim pii-
padem funkéni fady — jedna se o rozvoj funkce do fad sint a kosint.

Prace je urcena ¢tenari, jez ovlada zaklady diferencidlniho a integralniho poctu.

Samotny obsah prace je rozélenén do péti kapitol. Uvodem je v nékolika odstavcich
stru¢né popsan zivot J.-B. J. de Fouriera, autora mnoha teorii, které jsou dodnes apli-
kovany v nejriznéjsich technickych oborech. Druha kapitola slouzi k obecnému popisu
funkénich fad a jejich vlastnosti. Nasledujici kapitola je zaméfena na fady mocninné.
V této casti je kladen diiraz na otazku konvergence téchto fad a déle na navazujici téma
derivovani a integrovani mocninnych fad ¢len po ¢lenu. Treti kapitola obsahuje text veé-
novany Taylorovym fadam, v némz je uveden piehled Taylorovych rozvoji elementarnich
funkci ziskanych primou a nepfimou metodou. Pfedposledni kapitola s ndzvem Fourierovy
fady je rozdélena do nékolika dulezitych podkapitol zamérenych predevsim na zakladni
pojmy, bodovou a stejnomérnou konvergenci a fesené priklady. Pro nézornost jsou jed-
notlivé priklady doplnény o vykreslené grafy vytvorené v online programu METAPOST.
V zavéru je uvedeno kratké shrnuti obsahu a cilii prace a v neposledni fadé je prilozen
seznam pouzité literatury, pouzitych symbolt a zkratek.

1.1 Kratce z historie

Jean-Baptiste Joseph de Fourier' (21. bfezen
1768 — 16. kvéten 1830) byl francouzsky matematik a fy-
zik, ktery se nejvice proslavil zkoumanim Fourierovych rad
a jejich aplikaci k problémtim tokti tepla, objevitel skleniko-
vého efektu (1824). Narodil se v Auxerre jako syn krejéiho.
V deviti letech ztratil oba rodice. Zacal chodit do vojen-
ské skoly pfi benediktinském klastetre. V roce 1789 pftijel do
Parize, aby predstavil svou praci o ¢iselném feSeni rovnice
libovolného stupné, ta se vSsak béhem revoluce ztratila. Fou-
rier se vratil do Auxerre a prednasel ve Skole, na niz sam
studoval. V roce 1794 pfestoupil na Ecole Normale Supérie-
ure, Skolu zaloZzenou Konventem, jejiz smyslem byla priprava
ucitelti. Skolu brzy zavieli, pfesto na sebe Fourier stacil upozornit takové velikdny jako
byli Lagrange, Laplace a Monge. V letech 1795-1798 prednagel na Ecole Polytechnique.

Spolu s danskym fyzikem H. Oerstedem (1777-1851) sestavili z bismutovych a antimo-
novych desticek zdroj napéti podobny Voltovu sloupu a zkoumali termoelektfinu. Ve spisu

1Veskeré historické udaje jsou ¢erpany z [7], [].
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Theorie analytique de la chaleur (Analyticka teorie tepla, 1822) matematicky zpracoval
teorii vedeni tepla a tim pfispé€l k rozvoji parnich stroji. Vyslovil zakladni zakon vedeni
tepla. V uvedené praci polozil zdklady Fourierovy metody resent parcidlnich diferencidl-
nich rovnic s predem danymi okrajovymi podminkami, které se ispésné uplatnuji ve fyzice
a v technickych védach. I kdyz nejsou vyhradné Fourierovym objevem, nesou jeho jméno,
jelikoz byl prvni, kdo ukézal, Ze jsou silnym matematickym nastrojem v matematické
fyzice i v matematické analyze. Sestavil trigonometrické fady funkci definovanych na in-
tervalu (—m, 7) a v tomto intervalu integrovatelnych. S obéma témito rozvoji souvisi tzv.
Fourierovy koeficienty.

Pro neperiodické funkce integrovatelné na vSech realnych cislech zavedl tzv. Fourieriv
integral, ktery ma v tomto pripadé podobny tkol jako Fourierova rada pro periodické
funkce. Teorii funkci obohatil Fourierovou transformaci, kterd je zobrazenim prifazujici
funkci f definované v R funkci f’, kterd je jejim Fourierovym obrazem, a tak vyrazné
prispél k objasnéni pojmu funkce. Zabyval se i statistikou a teorii pravdépodobnosti. Sti-
muloval prace, které vedly k trigonometrii fad. Ta pozdéji pfivedla némeckého matematika
G. Cantora (1845-1918) k teorii mnozin.

Fourierem vytvorené matematické metody patii ke klasickym pomocnym prostiedktim
fyziky. Plati to pfedevsim o vyjadieni libovolnych funkci fadami nebo integraly sinusovych
funkci. V teorii kteréhokoli vinivého procesu, at zvuku, povrchového vlnéni na kapalinach
nebo elektromagnetickych kmitt, ma dulezity vyznam Fourierovo rozlozeni v ¢isté sinusové
kmity, a to tim spiSe, ze kazdy akusticky rezonator a kazdy opticky spektralni pristroj
provadi toto rozlozeni automaticky (az k jistému stupni). Fourierovo dilo je vzornym
prikladem toho, jak pozadavky fyziky vyvolaly vyznamny pokrok matematiky.
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2 Funkéni rady

V této kapitole se budeme zabyvat fadami, jejiz ¢leny jsou realné funkce, tedy funk-
¢nimi fadami. Podrobnéji je tato problematika zpracovana napiiklad v [4], [6].

2.1 Definice a zakladni pojmy, obor konvergence

Definice 1. Necht v intervalu I je definovana posloupnost funkei {f,(x)}52,. Funkcéni
radou rozumime vyraz ve tvaru

Yo fi(x) = fi(@) + fox) 4+ o+ fula) + - (2.1)
k=1
Dosadime-li za z urcité ¢islo x¢ € I, obdrzime z funkéni fady (2.1) ¢iselnou fadu ve tvaru

ka(il?o) = fi(zo) + fa(wo) + - + fulzo) +--- . (2.2)
k=1
Konverguje-li ¢iselné fada (2.2), fekneme, Ze funkéni fada (2.1) konverguje pro x = xy.

Definice 2. Necht [* C [ znaéi mnozinu vSech ¢isel x z mnoziny I, pro kterd funkéni
fada (2.1) konverguje. MnozZinu I* nazyvame oborem konvergence funkéni fady (2.1).

Pti urcovani oboru konvergence [* ¢asto s vyhodou uzivame limitniho podilového nebo
odmocninového kritéria.

Poznamka. Je dana nekonec¢né ¢iselnd fada
Zak:a1+a2+a3+~~. (2.3)
k=1
Limitni podilové kritérium (LPK)

lim 24— p
k—o0 a’k
e L > 1 = tada (2.3) konverguje
e [ <1 = tada (2.3) diverguje
e [ =1 = o konvergenci ¢i divergenci fady (2.3) nelze na zakladé tohoto kritéria

rozhodnout.

Limitni odmocninové kritérium (LOK)

lim /a, = L,

k—o0

pak plati zavéry limitniho podilového kritéria.
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B Priklad 2.1. Urcete obor konvergence I* fady

< .z x T .z

Zsm— =sin—+sin—+sin—+---, I=R.

— 2k 2 4 8

Reseni. LPK:
: X : T : X
’Sln 2EFT ’Sln 2EFT ‘Sln 2T
L=1lim - +———F— = lim = lim =
k—o0 ‘sm k—oo ‘311122,&1 k—oo 2 ‘sm i1 | |COS T

1 1 1
fhmi — <1, VzxelR.

Podle limitniho podilového kritéria jsme urcili obor konvergence I* = [ = R.

B Priklad 2.2. Urcete obor konvergence [* fady

n’z Inz

> In*
i g I = )
> k nT sk e (0, 00)

k=1
Reseni. LOK:

k
o I I
b= VUl = i\ = i Tl = el

Podle limitniho odmocninového kritéria fada konverguje pro |In x| < 1 a nekonverguje pro
|Inz| > 1. Dosazenim hodnoty Inz = 1 dostavame divergentni harmonickou fadu a do-
sazenim hodnoty Inz = —1 pak konvergentni Leibnitzovu rfadu. Vysetfovana rada tedy
konverguje, pravé kdyz Inx € (—1,1). Protoze ln% = —1, Ine = 1, je obor konvergence
tvaru I* = (e7!,e).

Definice 3. Funkci s, (z) tvaru
fe(w) = fi(@) + falx) + - + ful(2) (2:4)

nazyvame n-tym castecngm souctem funkéni fady (2.1). Vyraz

2) =Y farn(@) = fara () + fara(®) + fors(a) + - (2.5)
k=1
nazyvame n-tym zbytkem fady (2.1). Souctem funkéni fady (2.1) rozumime funkci
(@) = Jim su(0), 26)

kterd je definovana na mnoziné I* (tj. je definovana pro vSechna xz, ve kterych existuje
konecéné limita lim,, .., s,(x)). Potom piSeme

= i_o: fr(x), xel (2.7)
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Poznamka. Souctem nekonec¢né fady funkci je tedy opét funkce. Podotknéme vSak, zZe
tento soucet nemusi byt definovan na celém intervalu I (kde jsou definovani jednotlivi
s¢itanci), ale obecné pouze na néjaké jeho podmnoziné I*.

Jednou z nejpodstatnéjsich otazek v teorii funkénich fad je problém, nakolik se nékteré
zakladni vlastnosti konec¢nych souc¢ti prenaseji na soucty nekonecné. Predevsim nas bude
zajimat zachovani tii nasledujicich vlastnosti znamych z diferencidlniho poctu:

1. Jsou-li funkce fi(x), ..., fu(x) spojité na I, potom je na I spojity také jejich soucet.
2. Integrdl ze souctu funkci je roven souctu integralu téchto funkci:

j (3> ) =3 ( e dx)

a

3. Derivace souctu je rovna souctu derivaci:
n 4 n
(3 4i0) =X 1o
k=1 k=1

I kdyz je pfirozené se domnivat, ze tyto zminéné vlastnosti plati, ve skutecnosti tomu
tak obecné neni.

B Piiklad 2.3. Urcete obor konvergence funkéni rady:
4 (2® —x)+ (2® —2?) + -

a ukazme, Ze tato fada konverguje na tomto oboru k nespojité funkci.

Reseni. Cleny této fady jsou funkce fi(z) = x, fo(x) = 2% — z, f3(x) = 2® — 22, ..., tedy
funkce spojité na (—oo,00). Nejprve uréime obor konvergence I* této funkéni posloup-
nosti. Pro jeji n-ty Castecny soucet plati

sp(r)=a+(@* —2)+ (@ -2+ -+ (@" =" ) ="

Pro z > 1 je lim,, ., s,(z) = +00, kdezto pro x < —1 tato limita neexistuje. Déle pak
sp(1) = 1Vn, tj. lim,, . $,(1) = 1 a lim,, . s,(—1) neexistuje. Je-li x € (—1,1), potom
lim,, o0 Sn(2) = 0. Dogli jsme tedy k zavéru, ze konvergenéni obor I* posloupnosti funkci
sp(x) = 2™ je I* = (—1,1), pficemz limitni funkce s(z) je tvaru:

0, (—1,1),
1.

s(z) = lim s,(z) :{ ;

I m

n—oo

T
x
Zjistili jsme tedy, ze fada spojitych funkei f,(x) konverguje v intervalu I* = (—1,1)

k nespojité funkci s(z), kterd ma bod nespojitosti v bodé = = 1.

K zachovani vyse uvedenych vlastnosti proto zavedeme silnéjsi typ konvergence funkéni
fady, tzv. stejnomérnou konvergenci.
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Definice 4. Rekneme, 7e funkéni fada (2.1) konverguje stejnomérné v intervalu I k funkci
s(z) na intervalu I**, jestlize Ve > 0,3ny € N : Vo € I**,Vn > ng plati:

lsn(z) — s(z)| < e.

Plati: I** C I* (tj. konverguje-li fada stejnomérné, pak konverguje i bodové, opak
neplati). K praktickému posouzeni stejnomérné konvergence nam slouzi jednoduché né-
sledujici kritérium.

Véta 1 (Weierstrassovo kritérium). Funkéni fada Y32 fi(x) je stejnomérné konvergentni
na intervalu I*, jestliZe existuje konvergentni ¢iselnd rada Y72, Ay pro jejiz cleny plati:

‘fk(x)‘SAk, k:1,2,..., x e ™.

Poznamka. Vyhodou tohoto kritéria mimo jiné je, Ze nepotiebujeme znat souctovou
funkei s(z).

2.2 Spojitost, derivovani a integrovani funkcénich rad

V nésledujicich vétach uvedeme zdkladni vlastnosti stejnomérné konvergentnich rad, které
nam predevsim umozni tyto nekonecné funkcéni fady derivovat, resp. integrovat ¢len po
¢lenu.

Véta 2 (Spojitost funkéni fady). Necht funkce fi(x), k =1,2,... jsou spojité v intervalu
I a necht funkeni tada Y32 | fr(z) stejnomérné konverguje k funkci s(z) v tomto intervalu.
Pak funkce s(x) je také spojitd v intervalu I.

Véta 3 (Derivace funkéni fady). Necht funkce fi(x), fi(x), k =1,2,... jsou spojité na
intervalu I. Necht funkcni fada > 52 | fr(z) konverguje k funkci s(x) v intervalu I a necht
derivact > 32 fi(x) konverguje v tomto intervalu stejnomérné. Pak md s(x) v I derivaci
a platt

s(x) =) filz), zel
k=1

t.
/
(fi@) + fola) +---) = fil@) + f(a) +---, wel
Véta 4 (Integrace funkéni fady). Necht funkce fy(z),k = 1,2,... jsou integrovatelné
v intervalu {(a,b). Necht funkcni tada 332, fr(x) stejnomérné konverguje k funkci s(z)
v intervalu {(a,b). Pak funkce s(x) je také integrovatelnd v {(a,b) a plati

b

/s(x) dz = g:l (/b fr(x) d:c) ,

a

b

/b(fl(x)+f2(x)+...)dx:/fl(x)dx+/bf2(x)dx+.,__

a



3 MOCNINNE RADY

3 Mocninné rady

Mocninné fady?® jsou nejjednodussim specidlnim p¥ipadem funkénich fad. Jsou to
funkcni fady, jejichz cleny jsou mocninné funkce. V této kapitole se zaméiime na zakladni
pojmy, obor konvergence a vlastnosti mocninnych rad jako jsou spojitost, derivovani a in-
tegrovani. Uvidime, Ze oborem konvergence kazdé mocninné fady je jednobodova mnozina
nebo interval. Dale rovnéz ukazeme, ze tyto rady konverguji stejnomérné na kazdém uza-
vieném podintervalu tohoto konvergencniho intervalu. Jak plyne z predchozi kapitoly,
tato vlastnost ndAm umozni integrovat a derivovat mocninné fady ¢len po ¢lenu.

3.1 Definice a zakladni pojmy, obor konvergence

Definice 5. Mocninnou tadou se stredem v bodé xo rozumime funkéni fadu tvaru

[e.9]

Zak(x—xo)k:a0+a1(x—x0)+a2(x—xo)2+--- , (3.1)
k=0
kde a; pro £ =0,1,2,... jsou konstanty, které nazyvame koeficienty rady.

Mocninné fada se stfedem v bodé xy = 0 je tedy funkéni fada tvaru

o
Z are® = ag + a1 4+ ax® + - . (3.2)
k=0

Césteénymi soucty kazdé mocninné fady jsou polynomy a proto lze ocekévat, Ze tyto
fady budou mit jisté jednoduché vlastnosti.

Predevsim je zfejmé, ze kazdad mocninna fada konverguje ve svém stredu xy € I, coz
lze velmi snadno ovérit pfimym dosazenim do fady. Nasledujici véta ukaze, ze struktura
oboru konvergence mocninnych fad je bud jednoprvkova mnoZina tvofena stiedem fady
nebo interval konecné délky symetricky kolem stfedu nebo celd realné osa.

V koncovych bodech oboru konvergence miize fada Y22, ar(r — x0)* konvergovat,
piipadné divergovat nebo oscilovat. Tyto piipady musime vzdy provérit zv1ast.

Véta 5 (O poloméru konvergence). Ke kaZdé mocninné fadé 352, ap(xz — xo)* existuje
takové ¢islo R > 0 (pripoustime i R = 00), Ze pro vsechna x € (xg — R, xo + R) tato
fada absolutné konverguje, kdezto pro x leZici vné intervalu (xo— R, xo+ R) nekonverqguje.
(Zdpisem R = 0 pritom rozumime, Ze fada konverguje pouze pro x = xo a hodnota R = oo
znamend, Ze tada konverguje pro vsechna redlnd x). Cislo R pak nazjvame polomérem
konvergence.

V nésledujici vété uvedeme kritérium, pomoci kterého lze zjistit hodnotu poloméru
konvergence R. Formalné se toto kritérium podoba limitnimu podilovému a odmocnino-
vému kritériu, a to z diivodu, Ze je pomoci nich dokazovano.

Véta 6 (Urceni poloméru konvergence). Necht existuje (konecnd nebo nekonecnd) limita

Ag41
Qg

lim

k—o0

=0, resp. lim {/]ay| = o.

3Text prevzaty z [1].



3 MOCNINNE RADY
Potom pro konvergencni polomér mocninné fady (3.1) plati

R=-.
0

Pritom pro o = 0 klademe R = 0o a pro o = oo klademe R = 0.

Poznamka. Pokud jde o vzajemny vztah obou limit uvaZzovanych v pfedchézejici véte,
pfipomenime, Ze plati: Existuje-li limg .o |agi1/ak|, potom existuje také limy M
a obé limity jsou si rovny. Uvedené vzorce lze vSak pouzit pouze v pripadé€, ze mocniny
v fadé ,skacou” po jedné.

B Priklad 3.1. Urcete obor konvergence mocninné fady

(z—-1)F ax-1 (z—-12 (x—1)3
Zk3k—3+ 18+81

Reseni. Mocninnd fada mé stfed v bodé z¢ = 1 a koeficienty a; = 1/(k 3%). Déle ur¢ime
polomér konvergence:

1 1
0= hm V]ag| = im —— ,
k—oo K/ k:3k| 3 -l \/_ 3

R = % = 3. Dand mocninnd fada teda konverguje uvnitt intervalu (—2,4). O konvergenci

v krajnich bodech rozhodneme dosazenim do fady. Pro x = 4 ziskame radu > 2, %, coZ
je divergentni harmonickéa fada. Pro x = —2 dostavame konvergentni Leibnitzovu fadu

oo, D je tedy interval [* = (—2,4).

3.2 Spojitost, derivovani a integrovani mocninnych rad

Véta 7 (O stejnomérné konvergenci). Md-li fada (3.1) polomér konvergence R > 0, potom
konverguje stejnomérné (navic i absolutné) v kazdém uzavieném intervalu (xy — R*, xo +

YR C (zo — R, z9 + R).

Podle posledni véty mocninné fady stejnomérné konverguji na kazdém uzavieném
intervalu lezicim uvnitf oboru konvergence.
7 predchazejici véty pak plynou nasledujici zakladni vlastnosti mocninnych fad.

Vé&ta 8 (O spojitosti mocninnych fad). Mocninnd fada s(x) = 332 ar(z — o) je spo-
jitou funkci v kaZdém vnitrnim bodé oboru konvergence I*. Konverguje-li navic tato rada
v levém (resp. pravém) kragnim bodé I*, pak je s(x) spojitd v tomto bodé zprava (resp.
zleva).

B Priklad 3.2. Funkce s(x) = Y22, k3k "y, predchazejiciho prikladu je spojita na in-
tervalu (—2,4) a spojita zprava v bodé = = —2.

10



3 MOCNINNE RADY

Véta 9 (O derivovani mocninnych fad). Necht mocninnd vada 30, ar(x — 0)* md
polomér konvergence R > 0 a soucet s(x). Pak plati

(x) = Z kap(x — o)1,
k=1

1.
/
(ao—i—al(m—xo)+a2(:p—m0)2—|—---) =0+ a; +2az(x —x0) + -+,

pricemzZ mocninnd Tada na praveé strane md tentyzZ polomér konvergence R.

Vé&ta 10 (O integrovani mocninnych fad). Necht mocninnd vada 32, ap(x — x0)F md
polomér konvergence R > 0 a soucet s(x). Pak plati

b
B a:.())k:Jrl (CL _ IO)kJrl B
a/ v)de = Z < k+1 “hvr )T

— 0k k1 ek k+1
:Z (b — xp) —Z (a —x0)"",
o k+1 o k+1
t.
/ 2 b, M 2] @2 3]
/ (ao + (11(1‘ — l’o) + CL2($ — .%‘0) + - ) dzx = ao[ZL’]a—i‘? {(I’ — .770) }a—i‘? [(I — ZL’()) }a—i_. c

a
pro libovolny interval (a,b) C (xg — R,xo + R), pricemZ ciselnd Tada na pravé strané

konvergugje, a to absolutné.

Poznamka. Vétu o integraci mocninné rady lze preformulovat také pro pripad, kdy uva-
zovany integral je funkci horni meze pro vSechna x € (zo — R, xy + R). Pak plati

/ zo)F + 1
/ Zak(t—xo dt = Z/akt—xg dt = Z&k ,
k=0 k=04, k+1
tj.
- k a 2 as 3
/(Zak(t—%) >dt=ao($—xo)+2(9€—xo) +§(x—xo) + e
2o k=0

pri¢emz mocninnd fada na pravé strané ma opét polomér konvergence R.

Pomoci derivovani nebo integrovani mocninnych fad ¢len po ¢lenu lze odvodit nékteré
nové vztahy pro soucty fad. Vyjdéme naptiklad ze vztahu

> 1
Yoab=—— zel"=(-11).
P 1—x

Vsimnéme si, ze se jedna o geometrickou funkéni fadu s kvocientem ¢ = z, tudiz pro
soucet této rady plati uvedeny vztah. Obor konvergence bychom zjistili napf. pomoci
limitniho podilového kritéria.

11



3 MOCNINNE RADY

Derivovanim této rovnosti dostavame podle véty o derivaci mocninnych fad

g:lkggkl _ (1_1];)2, tj. Z ke o2 x) z e (—1,1).

Zduraznéme, ze pri derivovani a integrovani mocninné fady se zachovava polomeér konver-
Y

gence, nikoliv vSak nutné konvergence v krajnich bodech oboru konvergence. Piipadnou

konvergenci je tieba vzdy provéfit pfimym dosazenim do rady.

Pozastavme se nad tim, Ze fada vystupujici v pfedchazejicim vztahu jiz neni fada
geometrickd. Dosazenim libovolného x € (—1,1) do tohoto vztahu lze ziskat vzorec pro
soucet negeometrické rady.

. . oo

Integrovanim rovnosti >3-, x
gence v krajnich bodech vztah

k= ﬁ dostavame po malé tpravé a provéreni konver-

Z% —In(l1-=), xze(-1,1)

k=1

12



4 TAYLOROVY RADY

4 Taylorovy rady

Rozvojem funkce do mocninné fady rozumime nalezeni mocninné fady, jejiz souctem
je pravé dana funkce. Tato mocninnd fada se pak nazyva Taylorova. Pro vétsinu elemen-
tarnich funkei umime nalézt jeji rozvoj do mocninné rady, a to bud pomoci vzorce, nebo
uzitim jinych obrati. Tyto vzorce se vyuzivaji predevsim v tom smyslu, ze fadu ope-
raci (vycisleni funkéni hodnoty, limity, derivace, integrélu) lze provést snadnéji pro tyto
rozvoje, nez pro funkce samotné.

Z dtivodu obséahlosti této podkapitoly a malého prostoru k popisu teorie se na toto téma
jen velmi strucné zameérime a dale si uvedeme nékteré Taylorovy rozvoje elementarnich
funkeci. Rozsahlejsi text vénovany Taylorovym Ffaddm mutiZete najit napiiklad v [1].

4.1 Zakladni pojmy

Definice 6. Necht funkce f(x) méa v bodé xy derivace vSech fadi. Potom Taylorovou
fadou funkce f(z) v bodé xy nazyvame vyraz

oo r(k) To
TJ%O(J") = Z ! k<' )

k=0

(z — x0)". (4.1)

Hlavni otazkou nyni je, za jakych podminek plati

fx) =T5 (2).

Protoze n-ty ¢asteény soucet Taylorovy fady je Tayloriv polynom P,(x), plati Tay-
lorova véta, kterd ika, ze kazdou n-krat spojité diferencovatelnou funkei f(z) mtzeme
v okoli bodu zy U(zg) nahradit Taylorovym polynomem P,(x) se zbytkem R, (z), takze
je

f(z) = Py(x) + Ry(z), Va € U(x),

f'(x0)
1!

(n) n p(k)
/ (370> (ZE _ xO)n _ Z / (.To) (ZL’ _ fL‘O)k~
n! = k!

Pu(z) = flao) + 50 (2 — ag) 4 - +

Odtud lze odvodit nasledujici ekvivalentni podminku pro to, aby Taylorova rfada funkce
f(z) byla skute¢né rovna f(z),coz popisuje nasledujici véta.

Véta 11. Necht funkce f(x) md v intervalu I derivace vsech Tdadi a necht xo € I je
vnitrnim bodem I. Potom v tomto intervalu plati

f(z) = i f(k;('iﬂo)@ —20)" & lim R, (z) =0 Vzel (4.2)
k=0 :

K praktickém pouziti predchazejici véty je nejjednodussi vyuzit odhadu Taylorova
zbytku ve tvaru

Mn+1 n _ (n+1)
Fu@)| < @ = 30)" M = sup |00 (a).

13



4 TAYLOROVY RADY

Poznamka. K praktickému ovéfeni vztahu (4.2) se také pouziva Lagrangetiv tvar zbytku
R, (x) ve tvaru
(x _ l’0>n+1

(n+1)!

kde 1 je blize neurcené ¢islo, pficemz 0 < ¥ < 1.

R.(x) = FO) (g 4+ (2 — 20)09),

4.2 Prehled vybranych Taylorovych rozvoju elemen-
tarnich funkci

4.2.1 Taylorovy rozvoje elementarnich funkci urcené pfimou me-

todou
Vyuzivaji k vypoctu koeficientu a;, pomoci vztahu a = ! (k;f, 0)
e’ = if—1+1+22+§+--~, x € (—00,00),
sinz = i%zx—?—}—g ?74_...7 r € (—00,00),
cosx = ;W:l ;T%—fj—g%—---, x € (—00,00),
In(l1+2z) = io: _;>jf+l—x—f+f—f+-~, x e (—1,1).

4.2.2 Taylorovy rozvoje elementarnich funkci urcené neprimou
metodou

Rozvoj funkce f(z) se uréuje pomoci rozvoje f'(z).

arctgx = é%zx—i—{—f—f—l—---, xr € (—1,1),
sinhz = é%:x—l—?jtg—i—i—l— , T € (—00,00),
coshzr = ]iéj:):1+f+x44+x66+~-, x € (—00,00),

arctghr = §$:x+§+f+xg+---, r € (—1,1).

Prehled dalsich dilezitych Taylorovych rozvoju je uveden i s praktickym pouzitim v
literatufe [0].

14



5 FOURIEROVY RADY

5 Fourierovy rady

vvvvvv

do trigonometrické fady, tj. do fad sint a kosinti. Nejprve rozebereme vztah koeficientti
trigonometrické fady s touto funkci. Déle se budeme zabyvat podminkami zaruc¢ujicimi
stejnomérnou konvergenci. V posledni ¢asti se strucné zaméiime na vyuziti Fourierovych
rad.

Je nutné podotknout, Ze se v dalsich itvahach omezime na periodické funkce s periodou
27, pfipadné funkce definované na intervalu délky 27, tj. na intervalu (c, c+27) a na zavér
kapitoly ukadzeme zobecnéni pro pripad funkei s libovolnou peridou.

Podrobnéji je tato kapitola popsana zejména v monografiich [3], [5], kde jsou také
zminény dikazy vSech uvedenych vét.

5.1 Zakladni pojmy
Definice 7. Trigonometrickou radou rozumime nekone¢nou funkéni fadu
%+Z (ay, cos kx + by sin kx) = % +ajcosx+bysinx+ascos2z+bysin2x+- -+, (5.1)
k=1
kde ay, by jsou konstanty. Pak n-ty castecny soucet této rady

a n a
Sn(z) = £+Z (ay, cos kx + by sin kx) = Eo—i-al cos x+by sinx+- - -+a, cosnx+b, sin nw,

2 4
(5.2)
se nazyva trigonometricky polynom stupné n.
Definice 8. Lze-li funkei f(z) vyjadiit danou trigonometrickou fadou, tedy plati
f(z) = % + Y (ay coskx + by sin kz) (5.3)
k=1

kde ay, by jsou konstanty zavisejici na funkci f(x), fikdme, Ze jsme funkci f(z) rozvinuli
v trigonometrickou radu.

Zéasadni vlastnosti pii vypoctu konstant ay, by je ortogonalita (kolmost) systému funkci
{cos kz, sin kx}. Zavedme proto nasledujici pomocné pojmy.*

Definice 9. Rekneme, 7e funkce f(x) je integrovatelnd s kvadrdtem (kvadraticky integro-
vatelnd), jestlize existuji konecné hodnoty integralt

/bf(x)dx a /be(x)dm

Tuto vlastnost ma kazda spojita, piipadné po ¢astech spojita funkce na intervalu (a, b).

4Zavedené pojmy jsou pievzaté z [1], [0].
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5 FOURIEROVY RADY

Definice 10. Necht f(x), g(x) jsou funkce integrovatelné s kvadratem v (a, b), pak vyraz

(f:9) = [ J(@)glw) de

nazyvame skaldrnim soucinem funkci f(z) a g(z) v intervalu (a, b). Je-li uvedena hodnota
skalarniho soucinu

/b f(@)gla)dz =0,

pak funkce f(z), g(x) nazveme ortogondini v {(a,b).

Definice 11. Necht je ddn koneény (nekoneény) systém funkei o1 (), p2(x), ..., on(z), ...,
které jsou v {(a,b) integrovatelné s kvadratem. Rikdme, Ze tyto funkce tvoii v intervalu
(a,b) ortogondlni systém, jestlize kazdé dvé rtzné funkce tohoto systému jsou ortogonélni,
tj. plati

b
[ ei@e @ dr=0, i#j,

obvykle pfitom predpokladame

b
loil? = [@Ha)de £0, i=12,...,

tj. do ortogonalniho systému nezahrnujeme funkce nulové nebo skoro vsude nulové.
Definice 12. Necht funkce f je integrovatelna s kvadratem. Nezaporné ¢islo

b

171 = | [ f2(2) do

a
nazyvame normou funkce f na intervalu (a,b).

Definice 13. Vzddlenosti dvou funkei f(z), g(x) rozumime normu funkce f(x) — g(x),
t.

IF =gl = | [ 1) = g(x) o (5.4)

Poznamka. Pro vzdélenost || f — g|| se v literatufe vzhledem ke tvaru vyrazu (5.4) ¢asto
pouziva terminu stredni kvadratickd odchylka.

Véta 12. (Nekonecny) trigonometricky systém funkei
{1,sinx, cos x,sin 2z, cos 2z, . . ., sin nx, cosnx}
je ortogondlni v libovolném intervalu délky 2, tj. v intervalu {(c,c + 2m).
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5 FOURIEROVY RADY

Ortogonalitu tohoto systému dokazeme ovéfenim prislusnych uvedenych vzorct, tj. pro
kazdé dvé riizné funkce f(z), g(x) z tohoto systému musi platit [“T*" f(x)g(z)dz = 0,

kde ¢ je libovolné realné cislo. Snadno lze spocitat, ze
1]} = v2m, |coskz|| =/, |sinkz||=/r.

Dvojnasobek (a tedy i urc¢itd symetrie) u funkce @o(x) = 1 je divodem, pro¢ ve vztahu
(5.1) vystupuje nulty clen ve tvaru .

V dalsim odstavci si uvedeme princip rozvoje funkci do Fourierovych rad.

Predpokladejme, ze funkei f(x) lze vyjadrit jako linearni kombinaci (nekone¢ného) or-
togonalniho systému {¢; } na néjakém intervalu (a, b), tj. f(x) = >3, crpr(x). Ndsobme
nyni rovnost funkei ¢, a integrujme na intervalu (a, b), tj.

a/bf(x)SOm(x) dz = a/b (g:l Ckgok(.ilj)gpm(gj)> de.

Déle predpokladejme, ze fada f(z) = >3, crpr(z) konverguje stejnomérné k f(z) v in-
tervalu (a, b). Z tohoto divodu je mozné zaménit znak sumace s integraci, tj.

/bf(JI)SOm(JJ) dx = i jck@k($)¢m(m) dz.

k=13

Protoze funkce ¢y jsou ortogonalni, dostavame

ff@wawdxz%fwa@dx:owzm;Pif@wamdm

Koeficienty ¢, se nazyvaji Fourierovy koeficienty.

Na zakladé ortogonality trigonometrického systému funkci v libovolném intervalu 27
a uvedeného principu lze odvodit néasledujici vétu, podle které se urci hodnoty koeficientti
a, by ve vyjadieni (5.3).

Véta 13 (Urceni koeficientd ay, by). Konverguje-li trigonometrickd tada (5.1) stejno-
meérné k integrovatelné funkci f(x) v intervalu {(c,c+ 2m), potom plati

c+2m ct2m
1 1
a= [ f@eoskrdr, b= [ j@sinkedr, k=12..  (55)
T T

Poznamka. Pri praktickém vypoctu Fourierovych koeficientu ay, by je tfeba vypocitat
prislusné urcité integraly. V fadé piipadii Ize tyto vypocty zjednodusit. Jedna se o situaci,
kdy je funkce f(z) na intervalu (—m,7) suda ¢i licha. Nyni si tento poznatek rozvedeme:

Necht funkce f(x) je na (—m,7) integrovatelna. Je-li funkce f(z) na tomto intervalu

e licha, tj. f(—z) = —f(z), Vo € (—m,7), pak ap = 0 pro k = 0,1,2,... a piislusnd
Fourierova fada obsahuje jen sinové ¢leny

17 2 7
bk:—/f(x)sinkxdx:—/f(x)sink;xdx, k=1,2,...

T T

- 0

17



5 FOURIEROVY RADY

e suda, tj. f(z) = f(—x), Vo € (—m,7), pak by = 0 pro k = 1,2,... a piislusna
Fourierova rada obsahuje jen kosinové cleny

17 2 1
ak:7/f<x)coskxdx:—/f(.I‘)COSkJJdQZ, k:071727"'
7]— ﬂ-
0

—Tr

Definice 14. Necht funkce f(z) je integrovatelna v intervalu (c, ¢ 4+ 27). Pak trigonome-
trickou radu
Qo

5 T > (ax coskx + by sinkx) , (5.6)

k=1
kde koeficienty ay, by jsou vyjadfeny vztahy (5.5), nazyvame Fourierovou fadou funkce
f(z) v intervalu (c, ¢ + 27) a znacime ji symbolem .

Vyvstava otazka, zda plati
f(x) =@¢(x), =€ (c,c+2m).

Poznamka. Pripomenme, Ze vzorce pro Fourierovy koeficienty ay, by byly odvozeny za
predpokladu stejnomérné konvergence Fourierovy fady. Dosud jsme vsak neukazali, zda
uvedend fada vibec konverguje (piip. jaky je jeji soucet). Timto problémem se budeme
zabyvat v nasledujicim oddilu.

5.2 Bodova a stejnomérna konvergence Fourierovy rady

Véta 14. Necht funkce f(x) je kvadraticky integrovatelnd na intervalu (c, c+2m) a oznacme
Sp(z) libovolny n-ty castecny soucet trigonometrické tady (5.1) a Sk(x) n-ty castecny
soucet Fourierovy Tady (tj. trigonometrické tady, kde ay, by jsou odpovidajici Fourierovy
koeficienty), pak plati

min [15,(2) ~ £(2)]| = [3(2) - F@)]. (.7

Vztah (5.7) ndm vyjadiuje skutecnost, Ze ze vSech n-tych ¢asteénych souctt dané
trigonometrické fady aproximuje funkei f(z) nejlépe ten ¢asteény soucet, jehoz koeficenty
ay, by jsou Fourierovy koeficienty.

Véta 15 (Parsevalova rovnost). Necht ay, by jsou Fourierovy koeficienty kvadraticky in-
tegrovateln€ funkce f(x) na intervalu (c,c+ 2m), pak plati tzv. Parsevalova rovnost

c+2m
1

Gy fj (a2 +12) = - / f2 (@) da. (5.8)

Uvedend véta jesté nezarucuje pozadovanou rovnost funkce f(x) a jeji Fourierovy fady
(a uz vibec nezarucuje stejnomérnou konvergenci této rady).

18



5 FOURIEROVY RADY

Véta 16 (Dirichletova). Necht f(x) je periodickd fce s periodou 2w, tj. f(x+27m) = f(x)
pro vechna x € (—o0,00) a necht f(x) je v intervalu {(c,c+ 2m) po cdstech spojitou deri-
vaci. Pak jeji Fourierova tada ® ¢ konverguje v kaZdém bodé x € (—oo, 00) k aritmetickému
praméru limity zprava a limity zleva funkce f(x), takZe plati:

1. ®¢(x) = f(x) v kaZdém bodé x € (—o0,00), v némz je f(x) spojitd
2. ®p(x*) = Gllim, px f(x) +lim, o« f(x)] v kaZdém bodé¢ z* € (—00,00), v némz
je f(x) nespojitd.

Poznamka. Funkci nazveme po ¢astech spojitou na intervalu (c, ¢+ 27), je-li zde spojita
s pfipadnou vyjimkou po¢tu bodu nespojitosti prvniho druhu (tj. existuji zde konecéné,
ale rizné jednostranné limity).

Poznamka. V piipadé neperiodické fce f(z) v intervalu (c, ¢ + 27) plati zavéry Dirichle-
tovy véty pouze na intervalu (¢, ¢ + 27), misto puvodniho intervalu (—oo, 00). Tvrzeni
Dirichletovy véty se pak navic rozsiti v krajnich bodech tohoto intervalu, tj. plati:

1. ®¢(x) = f(x) v kazdém bodé x € (c,c+ 2m), v némz je f(x) spojita

2. @p(x*) = [hmm_w f(z)+1lim, .- f(x)] v kazdém bodé z* € (¢,c+ 27), v némz
je f(z) n espOJlta

3. q)f(c) = (I)f(c + 27T) = %[limm—er f(IL‘) + 1imm—>c+27r, f(ZE)]

Véta 17 (Jordanova o stejnomérné konvergenci). Necht funkce f(x) je periodickd s peri-
odou 27, spojitd na intervalu (c,c+27m) a md po castech spojitou derivaci. Pak Fourierova
rada ¢ k funkci f(x) konverguje stejnomérné a to pro vSechna x € (—00,00). Specidiné
tedy platt

¢; = f(x), z € (—00,00).

Poznamka. Neni-li funkce f(x) periodickd, avSak spliuje ostatni dva predpoklady pied-
chazejici véty, pak zavéry Jordanovy véty plati na libovolném uzavieném intervalu ( a, b) C
C (¢, ¢+2m). Je-li navic f(c) = f(c+2m), pak stejnomérna konvergence @ k funkei f(z)
plati pfimo na celém intervalu (c, ¢ + 27).

5.3 Derivovani a integrovani Fourierovych rad

Mé¢jme Fourierovu fadu

+ 3 (ay, cos kx + by sin kz)
k=1

2m 2m
1 1
[ak = —/f(m) coskrdr, by = —/f(m) sin kx d:p}
T T
0 0

ptislusnou k funkei f(x).

Qg
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5 FOURIEROVY RADY

Véta 18 (Derivovani Fourierovych fad). Je-li f(x) spojita v (—m,m), f(—m) = f(n)
a f'(x) je po édstech spojita v (—m,m), pak v kaZdém bodé, kde f'(x) md derivaci (a je
tedy spojita), plati

fl(x) = k (—ag sin kx + by, cos kx) .

hE

T
I

Véta 19 (Integrovani Fourierovych fad). Je-li f(x) po ¢dstech spojitd v (—m, ), pak plati

o0

/f (x+ ) Z lag sin kx — by, (cos kx — coskm)], (—7m <z <m).

5.4 Fourierovy rady v obecném pripadé

Je-li f(z) periodicka funkce s obecnou periodou 2/, pfipadné neperiodicka funkce defino-
vand na intervalu (c, c+2l), pak se vSechny predchézejici definice, véty, vztahy a poznamky
snadno modifikuji na tento pripad. Napf. nekoneény systém funkci

. TX T . NTT nmwT
{1,s1n—,cos ., 8in —— cos—}

I N | I

je ortogonalni na libovolném intervalu (c, ¢ + 27). Odpovidajici Fourierova fada mé tvar

f(z) ~ —|— Z <ak cos L 4 by sin k7lr:v> , (5.9)

kde funkce f(z) je integrovatelna na intervalu (c, ¢ 4+ 2[). Pro pfislusné Fourierovy koefi-
cienty plati

1 kmx 1 kmx
a =7 / f(:v)cosde, bk:Z / f(:E)Sianl”, k=0,1,2,....  (5.10)

C c

5.5 Resené priklady

B Priklad 5.1. Rozviite nasledujici funkci f(x) ve Fourierovu fadu.

f(x)

) I

0 1 27
Obréazek 5.1: Graf funkce f(x)
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5 FOURIEROVY RADY

Reseni. 'V tomto piipadé mame obecnou periodu 2l =2 = [ = 1.

2

0

—1/f(x)dx:0/11dx+l/2(2—x)dx:§

2 1
1 k
ak:I/f(a:)cos%xdx—/coskmvdx—i-/ —z)coskrxdr =
0 0

u=2—x v =cosknzx [1 I ]1+ @ )smk’m: 2+
— . —sinknx —x
uW=-1 y=snkm km 0 kro |,
2 2
1 ) 1 cos kmx 1
+k:7r1/smk7mdx_0+0+k:7rl_ = L—kzﬁz(—l—l—coslmr)_
1 K0, pro k sudé,
T k22 [_1 +(=1) } - { — 23,  prok liché.
1 2 I 1 2
T
by = T/f(a:)sdex = /sinkﬂxdx—i-/(Q—x)sinlmrxdx =
0 0 1
u=2—x vV =sinknx 1 1 cos kra ]
Y e ‘_{—Imcoslmxojtl—@—x) - L—
1 /2 P cos kmx n 1 . cos kmx 1 [sinkrz]? 1 0 1
— — [ coskmzdr = — — - =— —0=—
km m km km km km km L km km’

Pro vyslednou Fourierovu fadu dostavame vztah:

3 & 1 & 1 .

P, = ZJrkzzjl (k27T2 —1+(-1) ]coskarmsmkm) =
1

+Z @k cos(2k+17rx—|—]§asmk7m

— 2. Castetny soucet

— 5. ¢astecny soucet

—  20. castecny soucet

— Fourierova fada ®y

Obrazek 5.2: Graf vybranych ¢astecnych souctti a Fourierovy fady @, funkce f(x) zadané

v prikladu 5.1
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5 FOURIEROVY RADY
B Priklad 5.2. Rozviiite v sinovou a kosinovou fadu funkci f(x), kterd je dana vztahem:

f(z) =2z(r—2x), xe€(0,m).

0 T
Obrazek 5.3: Graf funkce f(z)
Resend.
Sinovy rozvoj: a; =0

™

2 ™ 2 ™

by = —/f(a:)sink:xdx:2/$sinkxdx——/x2sinkxdx:

7r m
0 0 0

__coskx

U=z v’—sinkx|
! __ —
u=1 v= 5

T 1 ™ 2 2 s
_o _xcosk:v —{——/cosk‘xdx 2] = coskx .
k 0 ko T k 0

2 _1 k . ™
_ m(—1) 2[smkx] N

u=21x> v =sinkz

W =92r v= _coa];ka:

2 s
+ k/xcosk;a:da:} =
0

u=x v =coskx

u = v = Sinkkac L k2 .
or(—1)* 4 |[[xsinkz]™  [sinkz 4 coskz]|”
+ - — —/ de y = — =
E k|l k|, k k2n E,
0
4 A pro k sudé,
T k3 (1 - (=1 ) - { 5=, prok liché.

Po dosazeni do vztahu (5.6) dostavame vyslednou sinovou Fourierovu fadu ve tvaru:

8 X sin (2k — 1)z
==y T
Tmn & 2k —1)
Kosinovy rozvoj: by =0
2 7 2 7 72
== d :7/ — 23 dr = —
ag 7To/f(x)x 7T0(7Tx %) dx 7
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5 FOURIEROVY RADY

f(@)
7l'2
1
— 1. castecny soucet
f — sinové Fourierova
—or -7 0 g 2r ¥ fada ®f

Obréazek 5.4: Graf 1. ¢astecného souctu a sinové Fourierovy fady ®; funkce f(z) =
=z(m — x)

2 7 T 2 7 =z V=
ay = */f(x)coslmda::2/a:cosk::z:dx—f/xzcosk‘l“dﬂﬁz u/ v i?fzfix
7T / ) w=1 v="5%

u=21x%> v =coskx

sin kx

! __ _
u=2r wv= .

2 s
— k/xsinkxdx} =

0

T cos kx 2 4 4 [sinkz]”
- dey = = [(-1)F = 1] — —x (-1)" = — =
0/ k 5”} OV =1 = () kzw[ k 1
2
k2

0
4 ,
1V 1 o1k ) T pro k sudé,
(( DF—1=2 1))_{ 0, pro k liché.

. s ™ 2 . ™
_o rsin kx B 1 sinfor da b g z°sin kx B
k 0 k T k 0
0

u=2zx v =sinkx 2 [coskx]” 4 —zcoskx|”
+% _

u =1 v:—% k L

0 0

Postupujeme obdobné jako v predchozim piipadé a ziskavame vztah pro kosinovou
Fourierovu radu:

— 1. ¢asteény soucet

— 2. castecny soucet

— 3. Castecny soucet

—  kosinova Fourierova
fada @y

Obrazek 5.5: Graf vybranych castetnych souctt a kosinové Fourierovy fady ®; funkce

fx) = x(m—x)
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5 FOURIEROVY RADY
B Priklad 5.3. Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) = e* na intervalu (0, ).

Reseni. Jelikoz se jedna o Fourierovu fadu v obecném pifpadé, musime si vyjadfit hod-

™

notu [ a to nasledujicim zptisobem: 2/ = 7 = [ = Z. V dal$im postupu vyuzijeme vztahti

(5.9), (5.10). 3

™

2 [m 2 7 2(e™ — 1
aoz—/ f(ac)dx:/emdx:(e),
mJo 7T0

2 1 x u=-e" v =cos2kx 2 ([e*sin2kz]”
asz/e cos2kxdr =| , enke | = —— | —
™) u =e v = S5 T 2 .
7 o . uw=-¢e" v =sin2kx 1 e cos 2kx 1"
“a)e Sm%xdﬂf}— R ——m{[—zkl(ﬁ
0
+1“$ 21{:d—1(7r 1) ]x 2kxd
%0 e*cosZhrdr o = o (e 2k27T0 e’ cos 2kx du.

Vyraz ay, ktery jsme ziskali dvoji aplikaci per partes, pouzijeme v nésledujici rovnici,
kterou vyresime.

m Ky

1 2
SYE (e"—1)— SYE O/e”” cos2krdr = - J e” cos 2kx dz
T 1 1
O/GI COS 21{?1' dl‘ (1 —+ 4]{:2) = (64162)
by T_q
/eJU cos2kxdx = M.
/ 4k% +1

Analogicky budeme postupovat pii vypoc¢tu druhého Fourierova koeficentu by.

B g _exCOSZk[E Tr+
T 2k 0

2 7 -
bk:/e$sin2kxdx:‘ u/ em
7r0 u =e

T 9 =sin2kx

__ __coskx
V="

4 f * cos Wr d u=e" v =cos2kx l—e’rJr 1 e’ sin 2kx |”
— [ e*cos2kzdx ; = ; = il B Bt I
2k f=e” oy =2 kr | km 2k |,
0
s 1_ T 1 v
- ﬁo e” sin2/m;d:c} = lme - 2k2ﬂo/exsin2kxdx.

™
Opét si z rovnice vyjadiime hodnotu integralu [ e” sin 2kz dz.
0
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5 FOURIEROVY RADY

1 17 2 7
—(1—-¢€") — /e"lc sin2kzxdr = — /eac sin 2kz dz
m
0 0

km 2k
[ 1 (1—em)
O/e sin 2kx dx (1+4k32> = o7
/ex sin2kxdz = M
4k2 +1

0
Obdrzeli jsme tedy hodnoty piislusnych koeficientt ag, ag, by

2(e™ — 1) 2 " —1 22k (1—e")

=" T e P A2 1

Vysledné Fourierova fada je tedy tvaru:

e"—1 2 [e—1 2k (1 —e)
b, = - 2k ——~sin2kx | .
¥ - 7rk221<4k2—|—1cos x + 42 11 sin x)
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5 FOURIEROVY RADY

f(z)
— 3. castetny soucet
— 7. castecny soucet
—  20. ¢astetny soucet
—  Fourierova fada @
olllV MV o M1V ar [V x

Obrézek 5.6: Graf vybranych ¢astecnych souctt a Fourierovy fady ®; funkce f(z) = e”
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5 FOURIEROVY RADY

5.6 Priklad aplikace Fourierovych rad

V této kapitole uvedeme piiklad feSeni parcialnich diferencidlnich rovnic metodou Fou-
rierovych fad. Podstatu metody predvedeme na tiloze pro hyperbolickou rovnici kmitani
struny. Pro hlubsi pochopeni této metody a nalezeni obdobnych piikladt lze pouzit na-
ptiklad literaturu [2], ze které bylo v nasem p¥ipadé ¢erpano.

B Piiklad 5.4. Resme tilohu kmitani struny délky 7 se zanedbanim vnéjsich sil.
Ut = Ugg, z € (0,m), t € (0,00),

u(0,t) =0, u(m,t) =0, t € (0,00),
u(z,0) = ¢(x), u(x,0) = (), xz € (0,m).

Reseni. Specialni funkce v(z,t), které spliiujici rovnici a okrajové podminky budeme
hledat ve tvaru se separovanymi proménnymi, tj.

v(z,t) = X(2)T'(t).

Dosazenim do rovnice uy = u,, obdrzime X (x)T"(t) = X"(x)T'(t), odkud délenim XT
plyne

T// (t) Xl/ (l,)

T(t)  X(x)
Leva strana rovnice nezavisi na x, prava nezavisi na t, tudiz obé strany polozime rovny li-
bovolné konstanté —\. Pro T'(t) a X () tak ziskdme obycejné diferencidlni rovnice 2. fadu.
Nejprve vyresime rovnici

X"+ XX =0.

Reseni této rovnice obsahuje dvé konstanty
X(z) = 16" 4 ce™H7.

Vezmeme v tvahu okrajové podminky. Z rovnosti 7'(¢)X(0) = 0 plyne X(0) = 0.
Podobné druhéd podminka dava X (7) = 0.

Hledéame tedy nenulové feseni X rovnice X” + AX = 0. Dosadme feseni X do okrajo-
vych podminek. Z podminky X (0) = c¢1€° + cpe® = 0 plyne ¢; = —cy = ¢. Dosadime do
druhé podminky X () = c(e#™ — e #™) = 0, odtud plyne e**™ = 1. Rovnice ¢* = 1 m4
feSeni z = 27ki, kde i je imaginarni jednotka a k je celé ¢islo. Odtud vyplyva u = ki pro
k € Z. Prislusné feseni oznacené indexem k je tvaru

Xi(z) = c(e*® — e ") = 2cisin kz.
Pro jednoduchost volime ¢ = 1/(2i) a dostdavame netrividlni posloupnost funkei Xy (x) =
=sinkx pro k = 1,2,3,... Dosazenim X(x) do rovnice X" + A\X = 0 vyjde A\, = n%.

Prislusné feseni T} vychézi se dvéma konstantami

T} = ay cos kt + by, sin kt.
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5 FOURIEROVY RADY

Dostali jsem tak posloupnost funkci
vg(x,t) = sin kx (ay cos kt + by sin kt) .

Diky principu superpozice feSeni linearni tilohy kazda lineadrni kombinace >, cxvy spl-
nuje stejnou rovnici a okrajové podminky. Vhodnou volbou konstant ¢, mizeme splnit
i po¢ateéni podminky. Reseni tilohy proto hledame ve tvaru

u(z,t) = i;ckvk(% t),

kde ¢, zahrneme v konstanty as, by, jejichz tvar ziskdme po dosazeni pocatecnich podmi-
nek, tj.

u(z,t) = sinkx (ay cos kt + by sinkt) .

k=1
u(z,0) =) apsinkr = ¢(x), u(z,0) = > kb sinkz = ().
k=1 k=1
Koeficienty ay, by urcuji vzorce
2 1 , 2 7 ,
ap = 7T0/(,0(:10) sin kz dz, by = = O/w(x) sin kz dz.

P1i obecné délce struny [ by se feSeni zménilo nasledujicim zptsobem.

k k k
Xi(z) = sin wa, Ty (t) = ay cos Tﬂt + by, sin th.

Reseni rovnice bychom hledali ve tvaru

> k k k
u(z,t) =) sin wa <ak cos th + by sin ;t) ,
k=1

s prislusnymi koeficienty ay, by popsany vztahy

28



6 ZAVER
s v
6 Zaveér

Cilem této prace bylo zasvétit ¢tenare do problematiky funkénich fad a dale se hlou-
béji vénovat fadam Fourierovym. Autorovou snahou bylo vytvorit text obsahujici nejen
potfebnou teorii, ale také poukazat na praktické pouziti Fourierovych rfad a to zejména
pri feseni obycejnych a parcidlnich diferencialnich rovnic.

Pro lepsi orientaci a pochopeni obsahu bakalarské prace jsou po ¢tenafi pozadovany
znalosti zakladniho diferencialniho a integralniho poctu.

Funkéni fady a nasledné fady Fourierovy jsou v textu definovany v realném oboru.
Toto omezeni je z diivodu rozsahu a pripadné naroc¢nosti textu. Ziskat a prohloubit znalosti
o Fourierovych fadach definovanych pro mnozinu komplexnich ¢isel lze napiiklad v mo-
nografiich uvedenych v seznamu pouzité literatury. V pouzité literatuie je také mozné
vyhledat dikazy vétsiny zminénych vét, pro jejichz uvedeni nebyl v této praci prostor.

Uvodni kapitola stru¢né popisuje nejpodstatnéjsi momenty ze Zivota J.-B. J. de Fou-
rier. Kapitola druhé je vénovana teorii funkénich fad a je zaméfena zejména na jejich
vlastnosti. Obdobné je ladéna i nasledujici kapitola s ndzvem Mocninné fady. Tato ¢ast
prace poukazuje predevsim na urceni poloméru konvergence a tudiz i na navazujici téma
stejnomérné konvergence mocninnych fad. Posledni zminéna vlastnost nam umozinuje
mocninné fady derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu beze zmény poloméru konvergence.
Ve ¢tvrté kapitole je struéné zminéno nékolik poznatkt o Taylorovych fadach a prilozen
prehled vybranych Taylorovych rozvoji elemenarnich funkci. Nejobsahlejsi kapitola se za-
byva Fourierovymi fadami. Obsahuje teoreticky zaklad jak pro Fourierovy fady s periodou
2w, tak i pro obecny ptipad periody. Uvadi dale fesené priklady doplnény o grafické zna-
zornéni prubéhi jednotlivych rozvijenych funkci, vyslednych Fourierovych rad a ndhodné

vybranych cCasteénych souctii. Posledni kapitola je snahou o ukazku feseni parcialnich
diferencialnich rovnic Fourierovou metodou.
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7 SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

7 Seznam pouzitych zkratek
a symbolu

LPK
LOK
]*

sn ()

limitni podilové kritérium

limitni odmocninové kritérium

obor konvergence

ve funk¢nich fadach n-ty ¢asteény soucet rady

ve funkcénich fadach soucet rady

ve funkc¢nich a mocninnych fadach zbytek fady

v mocninnych fadach koeficienty mocninnych rad

polomér konvergence mocninnych fad

Taylorova fada fce f(x) v bodé zg

v rozvojich funkci v mocninné fady Taylortiv a Lagrangetiv tvar zbytku
Tayloriiv polynom

Fourierova rada

ve Fourierovych fadach Fourierovy koeficienty

norma funkce f(x)

vzdélenost funkei f(z) a g(x) (stfedni kvadratickd odchylka)
n-ty ¢astecny soucet trigonometrické rady

n-ty castecny soucet Fourierovy rady

druha parcialni derivace podle proménné ¢

druhé parcialni derivace podle proménné x
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