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APLIKOVANÁ NELINEÁRNÍ DYNAMIKA

LENKA PŘIBYLOVÁ

Abstrakt. Článek se věnuje aplikaćım nelineárńı dynamiky a jev̊um, které se obje-
vuj́ı v r̊uzných oblastech a vědńıch oborech. Uvád́ı základńı typy bifurkaćı rovnováh

a cykl̊u, spolu s typickými jevy, které vznikaj́ı v systémech procházej́ıćıch těmito bi-

furkacemi. Zároveň ukazuje tyto jevy na jednoduchých modelech nebo odkazuje na
vybrané články.

1. Úvod

Dynamicky se měńıćı svět kolem nás lze v mnoha př́ıpadech docela dobře popi-
sovat pomoćı vzájemných vztah̊u mezi kvantifikovatelnými veličinami. Obecně lze
definovat dynamický systém pomoćı následuj́ıćı definice.

Definice 1.1. Dynamickým systémem rozumı́me trojici {T,X,ϕt}, kde T je
č́ıselná množina (čas), X je metrický prostor, který nazýváme fázovým nebo sta-
vovým prostorem, a ϕt je parametrický systém evolučńıch operátor̊u s parame-
trem t ∈ T definovaných jako zobrazeńı ϕt : X → X, které zobrazuje počátečńı
stav x0 ∈ X na nějaký stav xt = ϕtx0 ∈ X.

Pod takovou definici dynamického systému se schová téměř cokoli, co jsme
schopni kvantifikovat a popsat. Chladnoućı šálek kávy na stole popsaný dife-
renciálńı rovnićı Newtonova zákona ochlazováńı, pohyby vesmı́rných těles popsané
zákony gravitace, tvorba proteinu v buňce popsaná kinetickými chemickými rov-
nicemi, počet infikovaných osob v obdob́ı epidemie COVID-19 popsaný systémem
diferenčńıch rovnic nebo pohyby cen na burze popsané stochastickými diferenciál-
ńımi rovnicemi, to vše jsou př́ıklady takových dynamických systémů.

Často se pro jednoduchost modelu sledovaného dynamického procesu pracuje
s deterministickým systémem.

Definice 1.2. Deterministickým dynamickým systémem rozumı́me dynamický
systém {T,X,ϕt} splňuj́ıćı podmı́nku

ϕ0 = id,

kde id je identita na X, tj. ∀x ∈ X: id x = x.

2010 MSC. Primárńı 34C23, 34C15, 37G10, 37G15.
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Tato vlastnost ř́ıká, že systém spontánně neměńı sv̊uj stav. Ne vždy je ta-
kový model vhodný, ale v mnoha situaćıch ano. Pokud pracujeme s fyzikálńımi
veličinami jako je model chladnoućı kávy nebo pohybu kosmických těles, jsou fy-
zikálńı zákony neúprosně deterministické, dokud nenaraźıme např. na náhodně
let́ıćı kometu nebo pravděpodobnosti u kvantové mechaniky. Náhodu ale můžeme
často vynechat i u zcela náhodně se chovaj́ıćıch systémů. Pokud jde např. o systém
s mnoha částicemi jako jsou molekuly účastńıćı se chemické reakce nebo lidé
potkávaj́ıćı se v obdob́ı epidemie, pak lze systém modelovat deterministicky jako
celek, agregovaně.

V následuj́ıćım textu se ale chci věnovat ještě specifičtěǰśım deterministickým
dynamickým systémům, tzv. autonomńım systémům. Pro autonomńı systémy se

”
zákony evoluce“ neměńı během času. Zápis deterministického systému jako au-

tonomńıho je sṕı̌se technickou záležitost́ı, kdy můžeme transformovat čas, nebo
systém vnořit do vhodného nadprostoru.

Definice 1.3. Autonomńım dynamickým systémem rozumı́me deterministický
systém {T,X,ϕt} splňuj́ıćı podmı́nku

ϕt+s = ϕt ◦ϕs,

tj. ∀x ∈ X: ϕt+sx = ϕt(ϕsx), pokud jsou definovány obě strany rovnice.

Typickým př́ıkladem autonomńıho systému je v čase spojitě měńıćı se stav
x = x(t) ∈ Rm, pro t ∈ R podle systému obyčejných diferenciálńıch rovnic

ẋ = f(x, εεε) (1.1)

nebo v čase skokově měńıćı se stav (iteračńı proces, kde n ∈ N, př́ıp. n ∈ Z)

xn+1 = f(xn, εεε), (1.2)

kde f : Rm → Rm je dostatečně hladká funkce a εεε ∈ Rp jsou dané parametry. Jde
tedy o dynamické systémy, kde závislost na čase neńı explicitńı, pouze skrze měńıćı
se stavové proměnné.

Zdálo by se, že takové restrikce na dynamické systémy budou př́ılǐs velké, aby
mohly popisovat a vysvětlovat složitost světa kolem nás. Opak je ale pravdou.
Nejenže je velké množstv́ı dynamických systémů v r̊uzných oblastech právě takto
možné popsat, ale i samotná dynamika takových systémů je natolik rozmanitá, že
typické dynamické jevy umožňuje modelovat velice dobře. Dokonce lze takovými
systémy popisovat i jevy, kde je dynamika nepředv́ıdatelná, tj. chaotická.

2. Bifurkace rovnováh a s nimi souvisej́ıćı jevy

Nejjednodušš́ı dynamikou, kterou umožňuje rovnice (1.1) resp. (1.2), je rovnovážná
dynamika. Protože rovnováha splňuje

f(x, εεε) = 0, resp. f(x, εεε) = x,

je v prostoru Rm × Rp stavových proměnných a parametr̊u zadaná implicitně.
Obecně mluv́ıme o rovnovážné varietě. Na tomto mı́stě je vhodné upozornit na
rozd́ıl v definici variety (

”
manifold“) a algebraické variety (

”
variety“). V angličtině
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se v teorii dynamických systémů použ́ıvá pojmu
”
manifold“, přestože by lépe vy-

hovoval asi pojem
”
variety“. Čeština ovšem tyto názvy nerozlǐsuje. Např. afinńı

algebraická varieta je definována jako množina řešeńı systému polynomiálńıch rov-
nic nad komplexńımi č́ısly1. Varieta může obsahovat i singulárńı body, ve kterých
nelze definovat tečný prostor (naproti tomu

”
manifold“ je regulárńı). Rovnovážná

varieta systému (1.1) resp. (1.2) může také obsahovat singulárńı body. V takovém
př́ıpadě se ale nejčastěji mluv́ı o větv́ıch rovnováh ve stavově-parametrickém pro-
storu.

V tomto okamžiku se konečně dostáváme k pojmu bifurkace a postupně i
ke sĺıbeným aplikaćım.

Implicitně daná rovnováha totiž může být d́ıky větě o implicitńı funkci lokálně
definována v okoĺı pevně dané hodnoty parametru εεε0 jako funkce εεε 7→ βββ(εεε), která
splňuje βββ(εεε0) = x0 a f(βββ(εεε), εεε) ≡ 0, resp. f(βββ(εεε), εεε) ≡ βββ(εεε), tedy βββ(εεε) odpov́ıdá
rovnovážnému bodu pro parametr εεε.

Ovšem v př́ıpadě, že má Jacobiho matice Df(x0, εεε0) nějakou vlastńı hodnotu
nulovou ve spojitém př́ıpadě nebo rovnu 1 v diskrétńım př́ıpadě, neńı zaručena
existence ani jednoznačnost rovnováhy βββ(εεε), tj. při perturbaci může doj́ıt k zániku
rovnovážného bodu (v každém okoĺı εεε0), nebo k vzniku nové větve rovnovážných
řešeńı (odtud vznikl název, rozvětveńı = bifurkace) a samozřejmě při přechodu εεε0
může doj́ıt ke změně stability, tedy obecně k lokálńı kvalitativńı změně chováńı
systému.

Definice 2.1. Lokálńı bifurkaćı systému (1.1) resp. (1.2) v okoĺı rovnováhy
x0 = βββ(ε0ε0ε0) s kritickou hodnotou parametru εεε = εεε0 rozumı́me kvalitativńı změnu
dynamiky v okoĺı kritické hodnoty εεε0, kdy fázové portréty v okoĺı rovnováhy x0

při přechodu přes bifurkačńı parametr εεε0 nejsou lokálně topologicky ekvivalentńı,
tj. neexistuje homeomorfismus, který by zobrazoval trajektorie okoĺı rovnováhy na
sebe.

Obecněji je třeba poznamenat, že k lokálńı změně dynamiky (bifurkaci) může
doj́ıt v př́ıpadě, kdy vlastńı hodnota Jacobiho matice Df(x0, εεε0) má nulovou
reálnou část ve spojitém př́ıpadě nebo velikost rovnu 1 v diskrétńım př́ıpadě.

Je zřejmé, že právě lokálńı bifurkace budou mı́t významné postaveńı v apli-
kaćıch, protože přináš́ı změnu dynamiky při drobné změně hodnoty parametru.
Může j́ıt o změnu v rychlosti chemické reakce, která zp̊usob́ı, že buňka začne pro-
dukovat určitý protein, může j́ıt o sńıžeńı pr̊uměrného počtu kontakt̊u mezi lidmi,
která zp̊usob́ı zánik exploze epidemie, může j́ıt o drobné procentuálńı navýšeńı
výlovu populace ryb, která zp̊usob́ı jejich vyhynut́ı, nebo zvýšeńı pr̊uměrné tep-
loty oceánu, která zp̊usob́ı změnu v dynamice mořského prouděńı a v ekosystému
Země.

1V aplikaćıch nás samozřejmě zaj́ımá jej́ı reálná část, základńı dynamické jevy se popisuj́ı

právě pomoćı systémů polynomiálńıch rovnic.
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2.1. Ohyb variety rovnováh

Nejjednodušš́ı lokálńı bifurkaćı je ohyb variety rovnováh, neboli fold bifurkace
někdy nazývaná také bifurkace sedlo-uzel2. Jde o př́ıpad, kdy má Jacobiho ma-
tice Df(x0, εεε0) právě jednu vlastńı hodnotu λ s nulovou reálnou část́ı ve spojitém
př́ıpadě nebo s velikost́ı rovnou 1 v diskrétńım př́ıpadě. V aplikaćıch pak jsou ty-
picky ostatńı vlastńı hodnoty se zápornou reálnou část́ı ve spojitém př́ıpadě nebo
s velikost́ı menš́ı než 1 v diskrétńım př́ıpadě, jelikož v takovém př́ıpadě jde o změnu
stability – ze stabilńı rovnováhy do nestabilńı. Systém pak lze redukovat na tzv.
centrálńı varietu, která v okoĺı rovnováhy vždy lokálně existuje a je to invariantńı
množina, ke které jsou bĺızké trajektorie přitahovány. Vzhledem k jednomu para-
metru pak lze pro spojitý př́ıpad využ́ıt následuj́ıćı větu. Analogicky lze pracovat
i se systémem iteraćı (zobrazeńı) (1.2).

Věta 2.2. Předpokládejme, že jednodimenzionálńı jednoparametrická rovnice

ẋ = f(x, ε), x ∈ R, ε ∈ R, (2.1)

kde f je hladká funkce, má pro ε = ε0 rovnovážný bod x = x0 a λ = fx(x0, ε0) = 0.
Předpokládejme, že jsou splněny podmı́nky

fxx(x0, ε0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

fε(x0, ε0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (2.1) v okoĺı rovnováhy lokálně topologicky ekvivalentńı systému v normálńı
formě fold bifurkace

ẋ = ±ε± x2.
Uvád́ım pouze jeden př́ıklad bifurkačńıho diagramu bifurkace typu fold pro

př́ıpad (volba znamének) ẋ = ε − x2 na obr. 1. Kritický bod fold bifurkace se
v bifurkačńıch diagramech označuje nejčastěji LP (limit point) a pro tuto normálńı
formu jde o vrchol paraboly ε = x2, tj. počátek parametricko-stavového prostoru.

2.2. Přeṕınače a hysterese

Typickým př́ıkladem skokové změny zapř́ıčiněné fold bifurkaćı, tedy ohybem vari-
ety rovnováh, je biochemický přeṕınač. Modelová (tedy velmi zjednodušená) rov-
nice produkce genetického proteinu v buňce má tvar

ġ = k1
g2

1 + g2
− k2g,

kde g kvantifikuje množstv́ı proteinu a k1, k2 jsou kladné parametry souvisej́ıćı

s rychlostmi prob́ıhaj́ıćıch chemických reakćı. Prvńı člen k1
g2

1+g2 odpov́ıdá genové

expresi prob́ıhaj́ıćı skrze transkripci a translaci. Protein vzniká autokatalytickou
reakćı, která zde neńı uvedena a popisuje ji tzv. Hillova funkce. Druhý člen k2g
odpov́ıdá rozkladu proteinu.

2Toto pojmenováńı vycháźı z časté situace, kdy v ohybu docháźı ke splynut́ı sedla a uzlu, což

ale neńı vždy nutné. Název ohybová ani dotyková nebo tečná bifurkace se v české terminologii

nepouž́ıvá a sedlo-uzel zase neńı matematicky korektńı pojmenováńı.
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Obrázek 1. Bifurkačńı diagram pro normálńı formu fold bifurkace.

Zavedeńım nové proměnné x(t) = g( t
k1

) a označeńım a = k2

k1
dostáváme rovnici

v ještě jednodušš́ım tvaru

ẋ =
x2

1 + x2
− ax. (2.2)

Libovolná rovnováha proto splňuje

x
( x

1 + x2
− a

)
= 0.

Dostáváme tak dvě variety rovnováh (v závislosti na parametru a): triviálńı rov-
nováhu a netriviálńı varietu

a =
x

1 + x2
.

Protože nás zaj́ımaj́ı pouze kladné hodnoty koncentrace i parametru jako poměru
rychlost́ı reakćı, vid́ıme, že bod [0, 0] je pr̊useč́ıkem dvou větv́ı rovnováh (tzv.
transkritická bifurkace) a bod [a∗, x∗] = [ 12 , 1] je limitńım bodem, neboli ohybem
variety rovnováh (ukazuje obr. 2). V tomto bodě docháźı k fold bifurkaci, kdy
horńı část této větve rovnováh je stabilńı a dolńı nestabilńı.

Překroč́ı-li parametr a = k2

k1
kritickou hodnotu 1

2 , gen se přestane produkovat a
dojde k biochemickému přepnut́ı na nulovou větev rovnováhy.

Velice často se v dynamických systémech objevuj́ı dva takové přeṕınače. Vzniká
pak jev, kterému se ř́ıká hystereze. Systém s hystereźı vykazuje typicky jakési
zpožděńı či zabráněńı návratu do p̊uvodńıho stavu. Známá je hystereze u fero-
magnetických materiál̊u (náčrt na obr. 3), které po vystaveńı magnetickému poli
vykazuj́ı nějakou dobu magnetické vlastnosti, poté dojde k zániku vnitřńıho mag-
netického pole.

Tento jev se ale objevuje v aplikaćıch i v jiných oborech – biologii, medićıně,
ekonomii apod. Ve skutečnosti jde o ohyb variety rovnováh v závislosti na dvou
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Obrázek 2. Rovnovážné variety rovnice (2.2) v závislosti na parametru a.

parametrech. V teorii bifurkaćı se kritický bod této rovnovážné variety nazývá
dvouparametrickou lokálńı bifurkaćı rovnováhy typu cusp (hrot, bod vratu).

LP

LP

nezmagnetizovaný ferromagnet

zmagnetizovaný ferromagnet

parametr (síla vn jšího magn. pole)

Obrázek 3. Náčrt hysterese u ferromagnetického materiálu v závislosti na velikosti vněǰśıho

magnetického pole.

Systém lze v takovém př́ıpadě redukovat v okoĺı takového bodu na centrálńı
varietu a zapsat ve tvaru normálńı formy

ẏ = ε1 + ε2y ± y3. (2.3)

Rovnovážné body lež́ı na varietě M : ε1+ε2y±y3 = 0, která je zobrazena na obr. 4.
Nulová prvńı derivace podle y, tedy podmı́nka pro bifurkaci typu fold (ohyb), je
na křivce splňuj́ıćı nav́ıc ε2±3y2 = 0. Jednotlivé větve T1, T2 odpov́ıdaj́ı zánik̊um
dvojice rovnovážných bod̊u v ohybech variety M , tedy jsou to bifurkačńı hranice
bifurkace fold (LP). Pokud z těchto dvou rovnic vylouč́ıme y, dostaneme pr̊umět
ohyb̊u do roviny parametr̊u (ε1, ε2), kterým je křivka typického tvaru V s bodem
vratu v počátku. Pro znaménko mı́nus ji ukazuje obr. 5 a je tvaru

27ε21 − 4ε32 = 0.
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y

M

T1

T2

Obrázek 4. Rovnovážná varieta rovnice (2.3) závislá na dvou parametrech ε1 a ε2.

27ε21 = 4ε32

ε1

ε2

T1 T2

1

2
0

0

T2
2

T1 1

Obrázek 5. Bifurkačńı diagram normálńı formy cusp bifurkace ẏ = ε1 + ε2y − y3.

Oblasti označené 1 a 2 jsou strukturálně stabilńı oblasti3, ve kterých má systém
tři resp. jedinou stabilńı rovnováhu. Variety T1 a T2 odpov́ıdaj́ı jednoparamet-
rické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1 ve 2-rozměrném prostoru

3Strukturálńı stabilitou se rozumı́ zachováńı existence tř́ı rovnováh resp. jediné stabilńı rov-

nováhy i při malé změně parametr̊u.
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parametr̊u. Jejich pr̊unikem je bod vratu, který má dimenzi 0, tedy kodimenzi 2
v 2-rozměrném prostoru parametr̊u. Cusp bifurkace v bodě vratu se proto nazývá
lokálńı dvouparametrickou bifurkaćı nebo bifurkaćı kodimenze 2. Tento typický
jev nezáviśı na tvaru rovnic a vzniká genericky v situaci, kdy dojde k dotyku dvou
větv́ı fold bifurkace. Existuj́ı samozřejmě exaktńı pomı́nky (tzv. podmı́nky nedege-
nerovanosti a transverzality podobné větě 2.2), za kterých obecný systém procháźı
cusp bifurkaćı, ale pro naše potřeby je daleko užitečněǰśı geometrická představa
pr̊uhybu variety rovnováh na obr. 4.

Hysterese se tak objevuje v situaci, kdy je př́ıtomna nelinearita typu sigmoidy.
Takové systémy jsou v př́ırodě velice časté. Př́ıkladem mohou být populačńı mo-
dely, kdy charakter sigmoidy určuj́ı např. predačńı funkce nebo jiné funkce závislé
na prostřed́ı. Apetit predátora je zastropován nějakou horńı hranićı, a i daľśı funkce
ovlivňuj́ıćı populaci kořisti maj́ı často esovitý charakter právě d́ıky dolńı a horńı
hranici, která je dána naplněńım kapacity prostřed́ı nebo velikost́ı jiné interaguj́ıćı
populace. V biochemii je to podobné. Právě u modelu biochemického přeṕınače
jsou uvedené Hillovy funkce, které jsou sigmoidńıho charakteru. Takové funkce po-
pisuj́ıćı kinetiku v chemických reakćıch vznikaj́ı typicky právě pro autokatalytické
reakce v živých buňkách, zat́ımco chemické reakce mimo živé organismy jsou nao-
pak typicky bez sigmoid, takže vedou na rovnovážné stavy bez vzniku složitěǰśıch
jev̊u.

Fold bifurkace a hysterese nejsou jedinými jevy, které souvisej́ı se singularitou
variety rovnováh. Daľśı generickou jednoparametrickou bifurkaćı je transkritická
bifurkace (generický pr̊useč́ık dvou větv́ı rovnovážných variet) a vidličková bifur-
kace, která vykazuje jistou symetrii a jej́ı aplikace se objevuj́ı např́ıklad v evolučńıch
modelech větveńı. U vidličkové bifurkace totiž docháźı k pr̊useč́ıku dvou větv́ı rov-
nováh právě v ohybu jedné z větv́ı. To v aplikaćıch umožňuje modelovat právě
jevy větveńı, kdy zaniká jedna stabilńı rovnováha (a stává se nestabilńı) a zároveň
vznikaj́ı dvě daľśı stabilńı větve v jej́ım okoĺı, viz obr. 6.

[0, 0]

x

ε

Obrázek 6. Bifurkačńı diagram normálńı formy vidličkové (pitchfork) bifurkace ẋ = εx− x3.
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3. Bifurkace cykl̊u a s nimi souvisej́ıćı jevy

Dá se jistě očekávat, že cykly, tedy oscilace, budou daľśı významnou dynamikou se
zaj́ımavými aplikacemi. Kyvadla, elektromagnetické vlny, stř́ıdavý proud, aktivita
srdečńıho svalu nebo pohyb planet, to všechno jsou př́ıklady cyklické dynamiky. Je
také velmi zaj́ımavé, že jeden ze základńıch nelineárńıch jev̊u, tedy vznik oscilaćı,
je spojen s lokálńı bifurkaćı uvedenou již v předchoźım textu.

3.1. Vznik oscilaćı Hopfovou bifurkaćı

Pro jednoduchost se budeme zabývat pouze spojitým systémem (1.1). Pokud se dvě
komplexně sdružená vlastńı č́ısla Jacobiho matice Df(x0, εεε0) pro danou rovnováhu
x0 změńı tak, že jejich reálné části při změně parametru přecházej́ı imaginárńı osu,
varieta rovnováh je sice vzhledem k parametru εεε dána jednoznačně, ale měńı sta-
bilitu. Genericky docháźı k tzv. Hopfově bifurkaci, kdy se stabilńı ohnisko měńı
v nestabilńı ohnisko. Trajektorie bĺızké rovnováze tak vykazuj́ı tlumené nebo gra-
duj́ıćı oscilace. Lze ukázat, že v generickém př́ıpadě (za splněńı jistých podmı́nek
nedegenerovanosti a transversality) je tato bifurkace nutně spojena se vznikem li-
mitńıho cyklu. Asi lze vytušit, že cyklus může vznikat bud’ v okoĺı nestabilńıho
ohniska (mluv́ıme o superkritické Hopfově bifurkaci), nebo v okoĺı stabilńıho oh-
niska (mluv́ıme o subkritické bifurkaci). Podobně jako v př́ıpadě fold bifurkace je
rozhodnut́ı o typu bifurkace dáno znaménkem jistého členu v normálńı formě. Ta
se typicky zapisuje i v komplexńım nebo v polárńım tvaru, kde je popis cyklu jed-
nodušš́ı. Zde uvád́ım komplexńı normálńı formu superkritické Hopfovy bifurkace

ż = (µ+ i)z − z|z|2,
kde Euler̊uv tvar komplexńıho č́ısla z = ρeiϕ pak dává polárńı tvar

ρ̇ = ρ(µ− ρ2), (3.1)

ϕ̇ = 1.

Rovnice (3.1) je normálńım tvarem vidličkové bifurkace. Pro µ ≤ 0 je tedy počátek
jedinou stabilńı rovnováhou. Pro µ > 0 vzniká daľśı rovnovážný bod ρ =

√
µ

(zápornou hodnotu můžeme vynechat, nemá v této reprezentaci smysl, jde o vzdá-
lenost). Počátek je v tomto př́ıpadě pro µ > 0 nestabilńı, rovnováha ρ =

√
µ

je stabilńı. Tento bod odpov́ıdá stabilńımu limitńımu cyklu v okoĺı počátku (viz
obr. 7). Z komplexńıho zápisu je vidět, že komplexně sdružená vlastńı č́ısla jsou
µ± i. Pro jednoduchost je zde parametr ε nahrazen př́ımo reálnou část́ı vlastńıho
č́ısla µ, která je p̊uvodcem kvalitativńı změny dynamiky.

Z hlediska aplikaćı jsou tyto dva typy Hopfovy bifurkace velice odlǐsné. Pokud si
představ́ıme superkritickou bifurkaci na nějakém reálném jevu, zjist́ıme, že nejde
o nijak významnou změnu. V malém okoĺı kritické hodnoty parametru sice rov-
nováha ztráćı stabilitu, ale je nahrazena drobnými oscilacemi (amplituda oscilaćı
roste s odmocninou parametru). Př́ıkladem může být třeba vznik tónu při hře na
flétnu nebo při ṕıskotu konvice na čaj. Při ńızké rychlosti vzduchu tón nevzniká,
překročeńım určitého prahu vznikne, ale je velmi tichý. Výrazný tón (velká am-
plituda stejné frekvence) vzniká silným výdechem do dechového nástroje. Ṕıskot
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ρ ρ ρ

x x x

y y y
µ < 0 µ = 0 µ > 0

0 0 0
√
µ

Obrázek 7. Superkritická Hopfova bifurkace.

konvice, ve které začne vř́ıt voda také zač́ıná jemně a nab́ırá postupně na śıle. Na-
opak subkritická bifurkace je spojena s často katastrofickými jevy jako je např. ae-
roelastický jev rozkmitáńı kř́ıdel letadla, která se mohou vlivem nárazového větru
určité prahové hodnoty zlomit [13]. Podobně jsou známy př́ıpady pádu most̊u [2]
(
”
nejslavněǰśı“ je pravděpodobně kolaps Tacomského mostu), vznik vibraćı mo-

toru při vyṕınáńı turb́ın nebo při přistáváńı letadel [1]. Jde totiž o zánik stabilńı
rovnováhy (obklopené nestabilńım cyklem) a rychlý vznik silných oscilaćı s velkou
amplitudou.

V reálných aplikaćıch je tento jev podobný hysterezi a souviśı podobně s dvou-
parametrickou bifurkaćı, kdy vně nestabilńıho cyklu vzniká daľśı stabilńı cyklus.
Jde také o bistabilitu, tedy současný vznik dvou stabilńıch atraktor̊u. Subkritická
Hopfova bifurkace tak může být i nekatastrofickou. U neuron̊u jde o nejtypičtěǰśı
zp̊usob vzniku oscilaćı. Při překročeńı prahové hodnoty totiž nevzniká cyklus s po-
stupně se zvětšuj́ıćı amplitudou jako u superkritické bifurkace, ale systém skoč́ı
rovnou na stabilńı větev vněǰśıho cyklu s velkou amplitudou. Jako př́ıklad si uve-
deme nejjednodušš́ı Fitz-Hugh̊uv-Nagumův model neuronu.

V̇ =V − 1

3
V 3 −W + i,

Ẇ =a (bV − cW + d) ,

kde V je membránový potenciál, W je proměnná souvisej́ıćı s návratem, i je
dodávaný proud a a, b, c, d jsou parametry. Všimněte si, že změna napět́ı V
na membráně axonu popsaná prvńı rovnićı má zase tvar esovité křivky. Ostatńı
parametry i stavová proměn-ná W vycházej́ı z popisu kinetiky chemických reakćı
na membráně axonu (přenos signálu je zprostředkován změnami koncetraćı iont̊u
K+, Na+, Cl− a anionty b́ılkovin), a, b, c > 0. Druhá rovnice je obnovovaćı, má
pomaleǰśı odezvu (proto je zde ponechán parametr a, který má malou hodnotu) a
umožňuje vznik impulzu, který následně ukonč́ı.

Obrázky 8 a 9 demonstruj́ı, proč neuron odpov́ıdá vyśıláńım osciluj́ıćıho signálu
jen pro určité hodnoty dodávaného proudu i. Rovnováha zakreslená vzhledem
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Obrázek 8. Fázové portréty pro a = 0.2, b = 1, c = 0.8, d = 0.7, z [5].

k parametru i jako červená křivka [V (i),W (i)] procháźı dvěma subkritickými Ho-
pfovými bifurkacemi. Růžové cykly jsou ale nestabilńı a systém se na nich neusta-
luje, nikdy je tedy nepozorujeme. Pozorujeme pouze výrazné oscilace odpov́ıdaj́ıćı
modrým cykl̊um, nebo rovnováhu. Dokud se nezvýš́ı proud do dostatečné hodnoty,
neuron nereaguje, pokud je proud př́ılǐs velký, také ne.

3.2. Zánik oscilaćı na sedle

Vznik limitńıch cykl̊u lze často pozorovat i v populačńıch modelech predátor-kořist.
Systémy tohoto typu maj́ı často v př́ıpustné nezáporné oblasti stavového prostoru
sedlový bod. Významné trajektorie, které se v bĺızkosti sedla rovnováze limitně
přibližuj́ı pro t → ±∞, maj́ı d̊uležité postaveńı i z hlediska aplikaćı, at’ už jde
o spojité nebo diskrétńı systémy. Mohou totiž oddělovat části stavového prostoru
a separovat tak oblasti, ve kterých maj́ı trajektorie naprosto odlǐsné dynamické
vlastnosti. Sedlová trajektorie také od toho źıskala jméno separatrix. Na separa-
trix sedla se tak může (a často muśı) rozpadnout i limitńı cyklus. Např́ıklad u
model̊u typu predátor-kořist tak může znenadáńı doj́ıt k zániku velkých oscilaćı
a k významné změně ve velikosti populaćı, dokonce i k vymřeńı některého druhu,
přičemž roli v takové změně dynamiky může hrát množstv́ı faktor̊u od zp̊usobu pre-
dace po evolučńı tlak, a teorie bifurkaćı je schopna některé tyto vazby rozkĺıčovat.
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Obrázek 9. Cykly vznikaj́ıćı na varietě rovnováh pro a = 0.2, b = 1, c = 0.8, d = 0.7, z [5].

Z obrovského množstv́ı článk̊u v této oblasti si zde dovoluji vložit několik od-
kaz̊u na články, jejichž jsem autorkou nebo spoluautorkou [10, 11, 3, 9]. Studium
takových globálńıch bifurkaćı je obt́ıžněǰśı a využ́ıvá většinou kontinuačńıch nu-
merických metod. Vzhledem k jejich úzké souvislosti s lokálńımi bifurkacemi vyšš́ı
kodimenze ale existuj́ı i metody, které využ́ıvaj́ı analytický př́ıstup např. pomoćı
využit́ı Gröbnerových baźı [4]. Tento př́ıstup umožňuje částečně zautomatizovat
nalezeńı d̊uležitých bifurkačńıch variet u systémů (1.1) a (1.2) s funkćı f ve tvaru
polynomu nebo racionálńı lomené funkce a umožnit provádět alespoň částečnou
bifurkačńı analýzu dynamických systémů širš́ımu okruhu lid́ı, nikoliv pouze spe-
cializovaným matematik̊um. Ukazuje se totiž, že právě takové systémy vystupuj́ı
v popisech biochemických reakćı v buňkách nebo ve zmı́něných modelech populačńı
biologie či neurovědy a pochopeńı závislosti změn dynamiky na změnách para-
metr̊u dynamického systému je pro ně kĺıčové.

3.3. Ohyb variety cykl̊u

Pravděpodobně jste si všimli, že v př́ıkladu subkritické Hopfovy bifurkace u modelu
neuronu došlo k ohybu variety, která př́ıslušela limitńım cykl̊um. Fakticky lze přej́ıt
od studia cykl̊u chytrým zp̊usobem ke studiu rovnováh zobrazeńı. Pokud totiž
provedeme transverzálńı řez limitńım cyklem (v prostoru stavových proměnných),
můžeme se na trajektorie v jeho bĺızkosti d́ıvat jako na iterace zobrazeńı, které je
dáno pr̊useč́ıkem trajektorie s t́ımto řezem. Tato úvaha je geniálńı a stejně geniálńı
byl jej́ı autor Henri Poincaré. Ten ve studiu dynamických systémů předběhl dobu
o mnoho deśıtek let.

Fakticky tak můžeme aplikovat lokálńı teorii pro pevné body (rovnováhy) zob-
razeńı na cykly. Vznik nebo zánik dvojice stabilńıho a nestabilńıho pevného bodu
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Poincarého zobrazeńı4 generickou fold bifurkaćı (ohybem) tak dává vzniknout nebo
zaniknout př́ıslušnému stabilńımu a nestabilńımu cyklu přesně tak, jak to vid́ıme
na obr. 9.

4. Chaotická dynamika

Poincarého zobrazeńı cyklu může ale procházet i jinými typy diskrétńıch bifurkaćı.
Výše uvedený ohyb odpov́ıdá vlastńımu č́ıslu 1 Poincarého zobrazeńı (mluv́ıme
často o multiplikátoru cyklu), ale ke změnám dynamiky docháźı i v jiných př́ıpa-
dech přechodu hranice jednotkového kruhu. Pokud vlastńı č́ıslo přejde přes hod-
notu −1, vzniká tzv. flip bifurkace Poincarého zobrazeńı. Flip bifurkace zobrazeńı
je lokálńı bifurkaćı pevného bodu, kdy vlastńı č́ıslo zobrazeńı je rovno jedné až po
dvou iteraćıch. Vzniká proto cyklus zobrazeńı délky 2 z cyklu délky 1, jinak řečeno
pevný bod zobrazeńı se rozpadne do osciluj́ıćı dvojice bod̊u. Pokud studujeme
spojité oscilace pomoćı Poincarého zobrazeńı, pak tento vznik 2 cyklu Poincarého
zobrazeńı znamená, že i u limitńıho cyklu spojitého dynamického systému docháźı
ke zdvojeńı periody, přičemž z topologického pohledu je zdvojený cyklus hranićı
Möbiova proužku. Generická flip bifurkace ale nekonč́ı jedńım zdvojeńım. Pokud
při změně parametru docháźı k přechodu přes −1 zevnitř jednotkového kruhu ven,
pak multiplikátor zdvojeného cyklu bude také snižovat svou hodnotu z hodnoty
1 a může zase přej́ıt −1 a vznikne 4-cyklus, pak 8-cyklus, a t́ımto zp̊usobem po-
stupně dojde ke zdvojováńı periody – k tzv. Feigenbaumově kaskádě bifurkaćı,
která je velmi častou cestou ke vzniku chaotického nepředv́ıdatelného chováńı
u dynamických systémů závislých na parametrech. Chaotická dynamika je velice
citlivá na počátečńı podmı́nky. Malá změna v počátečńıch podmı́nkách totiž vede
k exponenciálně rostoućı změně vzdálenost́ı p̊uvodńı a perturbované trajektorie a
pro tento jev se vžilo označeńı

”
efekt motýlých kř́ıdel“. Tv̊urce slavného modelu

Edward Lorenz totiž na jedné své přednášce přibĺıžil tento jev v dynamice počaśı
přirovnáńım, že zamáváńı kř́ıdel motýla v Braźılii může zp̊usobit tornádo v Texasu.
Je nutno dodat, že právě tento jev znemožňuje jak dlouhodobé předpovědi počaśı,
tak mnohé daľśı predikce. Mı́ru divergence bĺızkých trajektoríı lze ovšem měřit
tzv. maximálńım Ljapunovovým exponentem a tak źıskat alespoň horizont pre-
diktability, tedy časový úsek, ve kterém jsme ochotni chybu predikce akceptovat.
Vznik deterministické chaotické dynamiky kaskádou zdvojováńı periody je typický
a nalezneme jej v mnoha aplikaćıch.

Slavným a historicky velmi d̊uležitým experimentem se stal pokus Alberta Lib-
chabera (obr. 10). V roce 1977 vytvořil nerezový válec, do kterého vložil kapalné
hélium a spodńı plochu válce zahř́ıval. Experimentálně pak ověřil, že turbulentńı
prouděńı, které vzniká v kapalném héliu poté, co se rozpadne základńı konvekčńı
oscilace, vytvář́ı právě onu kaskádu zdvojováńı periody. V roce 1982 pak pub-
likoval v [8] podobný pokus s rtut́ı, kde dokonce změřil odhad Feigenbaumem
teoreticky odvozené konstanty, která nezáviśı na tvaru systému a je pro všechny
kaskády zdvojováńı periody totožná. V rotuj́ıćıch konvektivńıch proudech rtuti se

4Poincarého zobrazeńı je to výše popsané geniálńı zobrazeńı prvńıho návratu definované na
transverzálńım řezu cyklem.
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totiž indukuje stejnosměrné magnetické pole, které bylo měřitelné pomoćı tlumeńı
elektrických oscilátor̊u principem frekvenčńı analýzy.

Obrázek 10. Zdvojováńı periody v experimentu z Libchaberova článku [8].

Za posledńıch pět dekád došlo d́ıky objevu všudypř́ıtomnosti chaosu k novému
pohledu na mnoho oblast́ı. Naleznete třeba články o chaotické dynamice v neu-
rovědě. Zdá se, že v mozku je chaos žádaný (!) a naopak stabilńı periodická dy-
namika je nežádaný stav – epileptický záchvat [12]. Excitabilńı buňky v srdečńım
svalu pracuj́ı synchronně periodicky a chaotická dynamika vede k fibrilaci srdce
[14]. Chaotické dynamiky ve Vesmı́ru a Slunečńı soustavě se s předstihem dotkl už
sám Poincaré, ač netušil a nemohl ještě tušit jej́ı š́ı̌ri. Dnes je popsána a vysvětlena
chaotická rotace Saturnova měśıce Hyperionu a osy rotace Marsu, NASA pomoćı
znalosti chaotické dynamiky poslala sondu ISEE-3/ICE již v roce 1985 téměř bez
paliva na cestu ke kometě, Saturnovy prstence se zkoumaj́ı pro jejich fraktálńı
strukturu chaotického atraktoru [7], dokonce je spočten maximálńı Ljapunov̊uv
exponent pro Slunečńı soustavu [6]. Na základě Ljapunovova exponentu pak lze
odhadovat prediktabilitu systému: rotaci Hyperionu na 36 dńı nebo vychýleńı osy
rotace Marsu a stabilitu Slunečńı soustavy na 5 milion̊u let.

Pokud si chcete doma pohrát, můžete si vyzkoušet pokus s vodovodńım kohout-
kem. Neńı to úplně jednoduché, nehod́ı se k tomu páková baterie, ale naopak starý
dobrý (ideálně dokonce i kapaj́ıćı) kohoutek je dostačuj́ıćım laboratorńım vyba-
veńım. Pokud je kohoutek zavřený, ale lehce nedov́ırá, voda kape. Kap, ticho, kap,
ticho, kap, ticho. Dokáže to být docela rušivý periodický zvuk. Stále stejné kap
a ticho. Kap a . . . to je cyklus (délky 1). Pokud budete dostatečně obratńı a ko-
houtek maličko povoĺıte, bude kapat jinak. Kap kap ticho kap kap ticho. Pak snad
dokážete nastavit i cyklus čtyř kapek . . . Rychle totiž začne kapat aperiodicky.
Právě vid́ıte a slyš́ıte chaotický atraktor, jestli nevěř́ıte, pod́ıvejte se do [15].
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5. Závěr

V článku bylo ilustrováno, jak lze vysvětlit r̊uzné dynamické nelineárńı jevy. Uve-
dené významné aplikace v r̊uzných oborech vědy snad dávaj́ı tušit, jak může
být teorie bifurkaćı a chaosu prakticky využita. Aby nebyl čtenář zdrcen š́ı̌ŕı
tématu, chyb́ı zde zcela vysvětleńı vzniku dynamiky na invariantńım toru Neimark-
Sackerovou bifurkaćı, která úzce souviśı se synchronizacemi oscilaćı, vázanou rotaćı
planet, cirkadiánńımi biorytmy, supravodivými Josephsonovými spoji nebo śıtěmi
spřažených neuron̊u. Tak třeba př́ı̌stě.
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