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APLIKOVANA NELINEARNI DYNAMIKA

LENKA PRIBYLOVA

ABSTRAKT. Clének se vénuje aplikacim nelinedrni dynamiky a jeviim, které se obje-
vuji v ruznych oblastech a védnich oborech. Uvadi zékladni typy bifurkaci rovnovah
a cyklu, spolu s typickymi jevy, které vznikaji v systémech prochdzejicich témito bi-
furkacemi. Zaroven ukazuje tyto jevy na jednoduchych modelech nebo odkazuje na
vybrané clanky.

1. Uvop

Dynamicky se ménici svét kolem néas lze v mnoha piipadech docela dobfe popi-
sovat pomoci vzajemnych vztahtu mezi kvantifikovatelnymi veli¢inami. Obecné lze
definovat dynamicky systém pomoci nésledujici definice.

Definice 1.1. Dynamickym systémem rozumime trojici {T,X, '}, kde T je
¢iselnd mnozina (Gas), X je metricky prostor, ktery nazyvédme fadzovym nebo sta-
vovym prostorem, a ' je parametricky systém evoluénich operdtori s parame-
trem t € T definovanych jako zobrazeni ¢f: X — X, které zobrazuje pocateéni
stav xo € X na né&jaky stav x; = ¢'xy € X.

Pod takovou definici dynamického systému se schova témér cokoli, co jsme
schopni kvantifikovat a popsat. Chladnouci Sdlek kavy na stole popsany dife-
rencialni rovnici Newtonova zakona ochlazovani, pohyby vesmirnych téles popsané
zédkony gravitace, tvorba proteinu v bunice popsand kinetickymi chemickymi rov-
nicemi, pocet infikovanych osob v obdobi epidemie COVID-19 popsany systémem
diferenc¢nich rovnic nebo pohyby cen na burze popsané stochastickymi diferencidl-
nimi rovnicemi, to v8e jsou piiklady takovych dynamickych systému.

Casto se pro jednoduchost modelu sledovaného dynamického procesu pracuje
s deterministickym systémem.

Definice 1.2. Deterministickym dynamickym systémem rozumime dynamicky
systém {T, X, o'} splitujici podminku

kde id je identita na X, tj. Vx € X: idx = x.
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Tato vlastnost tikd, Ze systém spontdnné neméni svuj stav. Ne vzdy je ta-
kovy model vhodny, ale v mnoha situacich ano. Pokud pracujeme s fyzikalnimi
veli¢inami jako je model chladnouci kdvy nebo pohybu kosmickych téles, jsou fy-
zikdlni zédkony neuprosné deterministické, dokud nenarazime napi. na nahodné
letici kometu nebo pravdépodobnosti u kvantové mechaniky. Nahodu ale muzeme
casto vynechat i u zcela ndhodné se chovajicich systému. Pokud jde napft. o systém
s mnoha ¢éasticemi jako jsou molekuly ucastnici se chemické reakce nebo lidé
potkavajici se v obdobi epidemie, pak lze systém modelovat deterministicky jako
celek, agregované.

V nésledujicim textu se ale chei vénovat jesté specifictéjsim deterministickym
dynamickym systémum, tzv. autonomnim systémum. Pro autonomni systémy se
»zakony evoluce* neméni béhem casu. Zapis deterministického systému jako au-
tonomniho je spise technickou zédlezitosti, kdy muzeme transformovat cas, nebo
systém vnotit do vhodného nadprostoru.

Definice 1.3. Autonomnim dynamickym systémem rozumime deterministicky
systém {T, X, '} spliiujici podminku

@ =l ot
tj. Vx € X: p!Tox = !(¢°x), pokud jsou definovany obé strany rovnice.

Typickym piikladem autonomniho systému je v case spojité meénici se stav
x =x(t) € R™, pro t € R podle systému obycejnych diferencidlnich rovnic

x = f(x,€) (1.1)
nebo v case skokové ménici se stav (iteracni proces, kde n € N, piip. n € Z)
Xnt+1 = f(Xp, €), (1.2)

kde f: R™ — R™ je dostatecné hladka funkce a € € RP jsou dané parametry. Jde
tedy o dynamické systémy, kde zavislost na ¢ase neni explicitni, pouze skrze ménici
se stavové proménné.

Zdalo by se, ze takové restrikce na dynamické systémy budou p#ilis velké, aby
mohly popisovat a vysvétlovat slozitost svéta kolem néas. Opak je ale pravdou.
Nejenze je velké mnozstvi dynamickych systému v ruznych oblastech pravé takto
mozné popsat, ale i samotnd dynamika takovych systému je natolik rozmanité, ze
typické dynamické jevy umoznuje modelovat velice dobie. Dokonce 1ze takovymi
systémy popisovat i jevy, kde je dynamika nepiedvidatelnd, tj. chaoticka.

2. BIFURKACE ROVNOVAH A S NIMI SOUVISEJICI JEVY

vy

Nejjednodussi dynamikou, kterou umoziuje rovnice (1.1) resp. (1.2), je rovnovazna
dynamika. Protoze rovnovéha spliuje
f(x,e) = 0, resp. f(x,€) = x,

je v prostoru R™ x RP stavovych proménnych a parametri zadand implicitné.
Obecné mluvime o rovnovazné varieté. Na tomto misté je vhodné upozornit na
rozdil v definici variety (,manifold“) a algebraické variety (,,variety). V angli¢tiné
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se v teorii dynamickych systému pouziva pojmu ,,manifold“, pfestoze by lépe vy-
hovoval asi pojem ,variety“. Cestina oviem tyto nazvy nerozlisuje. Napf. afinni
algebraicka varieta je definovana jako mnozina feseni systému polynomialnich rov-
nic nad komplexnimi éisly!. Varieta miize obsahovat i singularni body, ve kterych
nelze definovat teény prostor (naproti tomu ,manifold“ je regularn{). Rovnovazna
varieta systému (1.1) resp. (1.2) muze také obsahovat singuldrni body. V takovém
pripadé se ale nejcastéji mluvi o vétvich rovnovah ve stavové-parametrickém pro-
storu.

V tomto okamziku se kone¢né dostdvame k pojmu bifurkace a postupné i
ke slibenym aplikacim.

Implicitné dana rovnovaha totiz muze byt diky vété o implicitni funkci lokédlné
definovéna v okoli pevné dané hodnoty parametru gy jako funkce € — B(€), kterd
spliuje B(eo) = xo a £(B(e),e) = 0, resp. £(B(e),e) = B(e), tedy B(e) odpovidd
rovnovaznému bodu pro parametr €.

Ovsem v piipadé, ze mé Jacobiho matice Df(xg,€0) néjakou vlastni hodnotu
nulovou ve spojitém ptipadé nebo rovnu 1 v diskrétnim piipadé, neni zarucena
existence ani jednoznac¢nost rovnovéhy B(€), tj. pfi perturbaci muze dojit k zéniku
rovnovazného bodu (v kazdém okolf £y), nebo k vzniku nové vétve rovnovéznych
feseni (odtud vznikl ndzev, rozvétveni{ = bifurkace) a samoziejmé pii prechodu &g
muze dojit ke zméné stability, tedy obecné k lokalni kvalitativni zméné chovani
systému.

Definice 2.1. Lokélni bifurkaci systému (1.1) resp. (1.2) v okoli rovnovahy
xo = B(eo) s kritickou hodnotou parametru € = gy rozumime kvalitativn{ zménu
dynamiky v okoli kritické hodnoty &g, kdy fazové portréty v okoli rovnovahy xq
pii prechodu pres bifurkaéni parametr £y nejsou lokélné topologicky ekvivalentni,
tj. neexistuje homeomorfismus, ktery by zobrazoval trajektorie okoli rovnovahy na
sebe.

Obecnéji je tfeba poznamenat, ze k lokdlni zméné dynamiky (bifurkaci) muze
dojit v piipadé, kdy vlastni hodnota Jacobiho matice Df(xg,&0) ma nulovou
redlnou ¢ast ve spojitém ptipadé nebo velikost rovnu 1 v diskrétnim piipadé.

Je ziejmé, ze pravé lokdlni bifurkace budou mit vyznamné postaveni v apli-
kacich, protoze pfinasi zménu dynamiky pii drobné zméné hodnoty parametru.
Muze jit o zménu v rychlosti chemické reakce, kterd zpusobi, Ze burika zacne pro-
dukovat uréity protein, muze jit o snizeni{ prumérného poctu kontaktiu mezi lidmi,
kterd zpusobi zanik exploze epidemie, muze jit o drobné procentudlni navyseni
vylovu populace ryb, kterd zpusobi jejich vyhynuti, nebo zvyseni prumeérné tep-
loty ocednu, ktera zpusobi zménu v dynamice moiského proudéni a v ekosystému
Zemé.

Ly aplikacich nds samoziejmé zajima jeji redlna céast, zakladni dynamické jevy se popisuji
pravé pomoci systému polynomidlnich rovnic.
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2.1. Ohyb variety rovnovah

Nejjednodussi lokalni bifurkaci je ohyb variety rovnovah, neboli fold bifurkace
nékdy nazyvand také bifurkace sedlo-uzel®. Jde o piipad, kdy méa Jacobiho ma-
tice Df(x0,€0) praveé jednu vlastni hodnotu A s nulovou redlnou ¢ésti ve spojitém
ptipadé nebo s velikosti rovnou 1 v diskrétnim pripadé. V aplikacich pak jsou ty-
picky ostatni vlastni hodnoty se zdpornou realnou ¢ésti ve spojitém pripadé nebo
s velikosti mensi nez 1 v diskrétnim pripadé, jelikoz v takovém ptipadé jde o zménu
stability — ze stabilni rovnovahy do nestabilni. Systém pak lze redukovat na tzv.
centralni varietu, kterd v okoli rovnovahy vzdy lokdlné existuje a je to invariantni
mnozina, ke které jsou blizké trajektorie pfitahovany. Vzhledem k jednomu para-
metru pak 1ze pro spojity piipad vyuzit nasledujici vétu. Analogicky lze pracovat
i se systémem iteraci (zobrazeni) (1.2).

Véta 2.2. Predpokladejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametrickd rovnice
&= f(z,e), xz€R, eeR, (2.1)

kde f je hladkd funkce, md pro e = ¢ rovnovdznyg bod x = xg a A = f,(xg,c0) = 0.
Predpoklddejme, Ze jsou splnény podminky

fuz(zo,60) #0 podminka nedegenerovanosti,
fe(zo,e0) #0 podminka transverzality.

Pak je (2.1) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému v normdlni
formé fold bifurkace

& = +e + 22,

Uvadim pouze jeden piiklad bifurkaéniho diagramu bifurkace typu fold pro
piipad (volba znamének) # = ¢ — x? na obr. 1. Kriticky bod fold bifurkace se
v bifurka¢nich diagramech oznacuje nejcastéji LP (limit point) a pro tuto norméln{
formu jde o vrchol paraboly € = 2, tj. po¢atek parametricko-stavového prostoru.

2.2. Prepinaée a hysterese

Typickym piikladem skokové zmény zapticinéné fold bifurkaci, tedy ohybem vari-
ety rovnovéah, je biochemicky prepinac. Modelova (tedy velmi zjednodusend) rov-
nice produkce genetického proteinu v bunice mé tvar

2

1+ g2
kde ¢ kvantifikuje mnozstvi proteinu a ki, ko jsou kladné parametry souvisejici

g= k1 - /<32g,

s rychlostmi probihajicich chemickych reakci. Prvni ¢len k1% odpovidéd genové
expresi probihajici skrze transkripci a translaci. Protein vznika autokatalytickou
reakci, kterd zde neni uvedena a popisuje ji tzv. Hillova funkce. Druhy clen kog
odpovidé rozkladu proteinu.

2Toto pojmenovéani vychézi z Casté situace, kdy v ohybu dochézi ke splynuti sedla a uzlu, coz
ale neni vzdy nutné. Nazev ohybova ani dotykovd nebo te¢nd bifurkace se v ¢eské terminologii
nepouziva a sedlo-uzel zase neni matematicky korektni pojmenovani.
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Obrazek 1. Bifurka¢ni diagram pro normaélni formu fold bifurkace.

ko

k1 dostavame rovnici

Zavedenim nové proménné x(t) = g(k%) a oznacenim a =
v jesté jednodussim tvaru
22

T=—-
1+ 22
Libovolné rovnovéha proto spliuje

x
N — -
1+z
Dostédvame tak dvé variety rovnovah (v zdvislosti na parametru a): trividln{ rov-
novahu a netrividln{ varietu

—azx. (2.2)

oz
1422

Protoze nas zajimaji pouze kladné hodnoty koncentrace i parametru jako poméru
rychlosti reakci, vidime, ze bod [0,0] je prusec¢ikem dvou vétvi rovnovah (tzv.
transkritickd bifurkace) a bod [a*,2*] = [$,1] je limitnim bodem, neboli ohybem
variety rovnovah (ukazuje obr. 2). V tomto bodé dochézi k fold bifurkaci, kdy
horni ¢ést této vétve rovnovah je stabilni a dolni nestabilni.

Prekroc¢i-li parametr a = Z—i kritickou hodnotu %, gen se prestane produkovat a
dojde k biochemickému pfepnuti na nulovou vétev rovnovahy.

Velice casto se v dynamickych systémech objevuji dva takové piepinace. Vznika
pak jev, kterému se tika hystereze. Systém s hysterezi vykazuje typicky jakési
zpozdéni ¢i zabrdnéni navratu do puvodniho stavu. Znama je hystereze u fero-
magnetickych materidlu (ndcrt na obr. 3), které po vystaveni magnetickému poli
vykazuji néjakou dobu magnetické vlastnosti, poté dojde k zaniku vnitiniho mag-
netického pole.

Tento jev se ale objevuje v aplikacich i v jinych oborech — biologii, mediciné,
ekonomii apod. Ve skutecnosti jde o ohyb variety rovnovah v zavislosti na dvou

a
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Obrazek 2. Rovnovazné variety rovnice (2.2) v zdvislosti na parametru a.

parametrech. V teorii bifurkaci se kriticky bod této rovnovazné variety nazyva
dvouparametrickou lokdlni bifurkaci rovnovéhy typu cusp (hrot, bod vratu).

zmagnetizovany ferromagnet

%magnetizovany ferromagnet

parametr (sila vnéjSiho magn. pole)

Obrazek 3. N&acrt hysterese u ferromagnetického materidlu v zavislosti na velikosti vnéjsiho
magnetického pole.

Systém lze v takovém pripadé redukovat v okoli takového bodu na centralni
varietu a zapsat ve tvaru normalni formy

J=e1+ey 9’ (2.3)

Rovnovazné body lezi na varieté M : 1 +e2y+y® = 0, kterd je zobrazena na obr. 4.
Nulové prvni derivace podle gy, tedy podminka pro bifurkaci typu fold (ohyb), je
na kiivee spliiujici navic e5 +3y? = 0. Jednotlivé vétve Ty, Th odpovidaji zanikiim
dvojice rovnovaznych bodu v ohybech variety M, tedy jsou to bifurka¢ni hranice
bifurkace fold (LP). Pokud z téchto dvou rovnic vylou¢ime y, dostaneme prumét
ohybt do roviny parametru (1,e2), kterym je kiivka typického tvaru V s bodem
vratu v pocatku. Pro znaménko minus ji ukazuje obr. 5 a je tvaru

27e} — 4e5 = 0.
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Obrazek 4. Rovnovéaznd varieta rovnice (2.3) z4visld na dvou parametrech €1 a 2.

0
.

52@

T1 TQ

27e? = 4e3

Obriazek 5. Bifurkacéni diagram normalni formy cusp bifurkace § = €1 + g2y — y°.

Oblasti oznagené 1 a 2 jsou strukturalné stabilni oblasti®, ve kterych mé systém
tfi resp. jedinou stabilni rovnovéahu. Variety 77 a To odpovidaji jednoparamet-
rické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1 ve 2-rozmérném prostoru

3Strukturalni stabilitou se rozumi zachovéni existence t¥ rovnovéh resp. jediné stabilni rov-
novahy i pfi malé zméné parametru.
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parametru. Jejich priunikem je bod vratu, ktery méa dimenzi 0, tedy kodimenzi 2
v 2-rozmérném prostoru parametru. Cusp bifurkace v bodé vratu se proto nazyva
lokalni dvouparametrickou bifurkaci nebo bifurkaci kodimenze 2. Tento typicky
jev nezavisi na tvaru rovnic a vznika genericky v situaci, kdy dojde k dotyku dvou
vétvi fold bifurkace. Existuji samoziejmé exaktni pominky (tzv. podminky nedege-
nerovanosti a transverzality podobné vété 2.2), za kterych obecny systém prochézi
cusp bifurkaci, ale pro nase potieby je daleko uzitetnéjsi geometrickd predstava
pruhybu variety rovnovah na obr. 4.

Hysterese se tak objevuje v situaci, kdy je pfitomna nelinearita typu sigmoidy.
Takové systémy jsou v piirodé velice casté. Prikladem mohou byt popula¢ni mo-
dely, kdy charakter sigmoidy urc¢uji napi. preda¢ni funkce nebo jiné funkce zdvislé
na prostiedi. Apetit preddtora je zastropovan néjakou horni hranici, a i dalsi funkce
ovliviujici populaci kotfisti maji ¢asto esovity charakter pravé diky dolni a horni
hranici, ktera je dana naplnénim kapacity prostiedi nebo velikosti jiné interagujici
populace. V biochemii je to podobné. Pravé u modelu biochemického prepinace
jsou uvedené Hillovy funkce, které jsou sigmoidniho charakteru. Takové funkce po-
pisujici kinetiku v chemickych reakcich vznikaji typicky pravé pro autokatalytické
reakce v zivych bunkach, zatimco chemické reakce mimo zivé organismy jsou nao-
jevu.

Fold bifurkace a hysterese nejsou jedinymi jevy, které souviseji se singularitou
variety rovnovah. Dalsi generickou jednoparametrickou bifurkaci je transkriticka
bifurkace (genericky prusecik dvou vétvi rovnovéznych variet) a vidlickovéa bifur-
kace, ktera vykazuje jistou symetrii a jeji aplikace se objevuji naptiklad v evolu¢nich
modelech vétveni. U vidlickové bifurkace totiz dochazi k pruseciku dvou vétvi rov-
novah pravé v ohybu jedné z vétvi. To v aplikacich umoznuje modelovat praveée
jevy vétveni, kdy zanikd jedna stabilni rovnovaha (a stdva se nestabilni) a zdroven
vznikaji dvé dalsi stabilni vétve v jejim okoli, viz obr. 6.

Obrézek 6. Bifurkaéni diagram normalni formy vidlickové (pitchfork) bifurkace & = ex — 3.
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3. BIFURKACE CYKLU A S NIMI SOUVISEJICI JEVY

D4 se jisté ocekavat, ze cykly, tedy oscilace, budou dalsi vyznamnou dynamikou se
zajimavymi aplikacemi. Kyvadla, elektromagnetické viny, stiidavy proud, aktivita
srde¢niho svalu nebo pohyb planet, to vSechno jsou piiklady cyklické dynamiky. Je
také velmi zajimavé, ze jeden ze zdkladnich nelinearnich jevi, tedy vznik oscilaci,
je spojen s lokalni bifurkaci uvedenou jiz v predchozim textu.

3.1. Vznik oscilaci Hopfovou bifurkaci

Pro jednoduchost se budeme zabyvat pouze spojitym systémem (1.1). Pokud se dvé
komplexné sdruzend vlastni ¢isla Jacobiho matice Df (x¢,&0) pro danou rovnovahu
Xo zméni tak, ze jejich redlné ¢asti pfi zméné parametru prechazeji imaginarni osu,
varieta rovnovah je sice vzhledem k parametru € ddna jednoznacné, ale méni sta-
bilitu. Genericky dochazi k tzv. Hopfové bifurkaci, kdy se stabilni ohnisko méni
v nestabilni ohnisko. Trajektorie blizké rovnovaze tak vykazuji tlumené nebo gra-
dujici oscilace. Lze ukdzat, ze v generickém piipadé (za splnéni jistych podminek
nedegenerovanosti a transversality) je tato bifurkace nutné spojena se vznikem li-
mitniho cyklu. Asi lze vytusit, Ze cyklus miiZze vznikat bud’ v okoli nestabilnfho
ohniska (mluvime o superkritické Hopfové bifurkaci), nebo v okol{ stabilnfho oh-
niska (mluvime o subkritické bifurkaci). Podobneé jako v piipadé fold bifurkace je
rozhodnuti o typu bifurkace déno znaménkem jistého ¢lenu v normaélni formeé. Ta
se typicky zapisuje i v komplexnim nebo v polarnim tvaru, kde je popis cyklu jed-
nodussi. Zde uvadim komplexni normalni formu superkritické Hopfovy bifurkace

3= (u+1i)z — 2|2)?,
kde Eulertiv tvar komplexniho &fsla z = pe'¥ pak dava polarni tvar

p=plp—p), (3.1)
p=1
Rovnice (3.1) je normélnim tvarem vidlickové bifurkace. Pro p < 0 je tedy pocatek
jedinou stabilni rovnovédhou. Pro u > 0 vznikd dalsf rovnovdzny bod p = /1
(zdpornou hodnotu muzeme vynechat, nemé v této reprezentaci smysl, jde o vzda-
lenost). Pocatek je v tomto piipadé pro p > 0 nestabilni, rovnovédha p = /i
je stabilni. Tento bod odpovida stabilnimu limitnimu cyklu v okoli poc¢étku (viz
obr. 7). Z komplexniho zépisu je vidét, ze komplexné sdruzend vlastn{ ¢isla jsou
£ i. Pro jednoduchost je zde parametr € nahrazen piimo redlnou casti vlastniho
Cisla p, kterd je puvodcem kvalitativni zmény dynamiky.
7Z hlediska aplikaci jsou tyto dva typy Hopfovy bifurkace velice odlisné. Pokud si
predstavime superkritickou bifurkaci na néjakém redlném jevu, zjistime, ze nejde
o nijak vyznamnou zménu. V malém okoli kritické hodnoty parametru sice rov-
novaha ztrdci stabilitu, ale je nahrazena drobnymi oscilacemi (amplituda oscilact
roste s odmocninou parametru). Piikladem muze byt tfeba vznik ténu pfi hie na
flétnu nebo pii piskotu konvice na ¢aj. Pii nizké rychlosti vzduchu tén nevznika,
prekrocenim urcitého prahu vznikne, ale je velmi tichy. Vyrazny t6n (velkd am-
plituda stejné frekvence) vznikd silnym vydechem do dechového ndstroje. Piskot
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Obrazek 7. Superkritickd Hopfova bifurkace.

konvice, ve které zacne viit voda také zac¢ind jemné a nabira postupné na sile. Na-
opak subkriticka bifurkace je spojena s ¢asto katastrofickymi jevy jako je napf. ae-
roelasticky jev rozkmitani kiidel letadla, ktera se mohou vlivem narazového vétru
ur¢ité prahové hodnoty zlomit [13]. Podobné jsou zndmy piipady pddu mostu [2]
(,nejslavngjsi“ je pravdépodobné kolaps Tacomského mostu), vznik vibraci mo-
toru pfi vypindn{ turbin nebo pii piistavani letadel [1]. Jde totiz o zénik stabilni
rovnovdhy (obklopené nestabilnim cyklem) a rychly vznik silnych oscilaci s velkou
amplitudou.

V redlnych aplikacich je tento jev podobny hysterezi a souvisi podobné s dvou-
parametrickou bifurkaci, kdy vné nestabilniho cyklu vznika dalsi stabilni cyklus.
Jde také o bistabilitu, tedy soucasny vznik dvou stabilnich atraktoru. Subkriticka
zpusob vzniku oscilaci. Pii prekroceni prahové hodnoty totiz nevznika cyklus s po-
stupné se zvétsujici amplitudou jako u superkritické bifurkace, ale systém skoc¢i
rovnou na stabilni vétev vnéjsiho cyklu s velkou amplitudou. Jako ptiklad si uve-
deme nejjednodussi Fitz-Hughuv-Nagumuv model neuronu.

: 1
V:V—§V3—W+i,
W =a(bV — W +d),

kde V' je membréanovy potencial, W je proménnd souvisejici s navratem, ¢ je
dodavany proud a a, b, ¢, d jsou parametry. VSimnéte si, ze zména napéti V
na membrané axonu popsand prvni rovnici mé zase tvar esovité kiivky. Ostatni
parametry i stavova promén-nd W vychézeji z popisu kinetiky chemickych reakci
na membréné axonu (pfenos signalu je zprostfedkovdn zménami koncetraci iontu
K™, Na™, Cl™ a anionty bilkovin), a,b,c¢ > 0. Druh4 rovnice je obnovovaci, m4
pomalejsi odezvu (proto je zde ponechdn parametr a, ktery ma malou hodnotu) a
umoznuje vznik impulzu, ktery nasledné ukongéi.

Obrazky 8 a 9 demonstruji, pro¢ neuron odpovida vysilanim oscilujiciho signalu
jen pro ur¢ité hodnoty dodévaného proudu i. Rovnovaha zakreslend vzhledem
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Obrazek 8. Fazové portréty proa=0.2,b=1,¢c=0.8,d = 0.7, z [5].

k parametru i jako ¢ervend kiivka [V (¢), W (4)] prochdzi dvéma subkritickymi Ho-
pfovymi bifurkacemi. Ruzové cykly jsou ale nestabilni a systém se na nich neusta-
luje, nikdy je tedy nepozorujeme. Pozorujeme pouze vyrazné oscilace odpovidajici
modrym cyklim, nebo rovnovdhu. Dokud se nezvysi proud do dostateéné hodnoty,
neuron nereaguje, pokud je proud piilis velky, také ne.

3.2. Zanik oscilaci na sedle

Vznik limitnich cyklu Ize ¢asto pozorovat i v popula¢nich modelech predator-koftist.
Systémy tohoto typu maji ¢asto v pripustné neziaporné oblasti stavového prostoru
sedlovy bod. Vyznamné trajektorie, které se v blizkosti sedla rovnovaze limitné
piiblizuji pro t — 400, maji dulezité postaveni i z hlediska aplikaci, af uz jde
o spojité nebo diskrétni systémy. Mohou totiz oddélovat ¢asti stavového prostoru
a separovat tak oblasti, ve kterych maji trajektorie naprosto odlisné dynamické
vlastnosti. Sedlova trajektorie také od toho ziskala jméno separatrix. Na separa-
trix sedla se tak muze (a ¢asto musi) rozpadnout i limitni cyklus. Napiiklad u
modelu typu predédtor-kofist tak muze znenadani dojit k zéniku velkych oscilaci
a k vyznamné zméné ve velikosti populaci, dokonce i k vymfeni nékterého druhu,
pricemz roli v takové zméné dynamiky muze hrat mnozstvi faktoru od zptsobu pre-
dace po evolucni tlak, a teorie bifurkaci je schopna nékteré tyto vazby rozklicovat.
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Obréazek 9. Cykly vznikajici na varieté rovnovéh proa =0.2,b=1, ¢c=0.8,d = 0.7, z [5].

7 obrovského mnozstvi ¢lanku v této oblasti si zde dovoluji vlozit nékolik od-
kazu na ¢ldnky, jejichz jsem autorkou nebo spoluautorkou [10, 11, 3, 9]. Studium
takovych globdalnich bifurkaci je obtiznéjsi a vyuziva vétsinou kontinuacnich nu-
merickych metod. Vzhledem k jejich tizké souvislosti s lokalnimi bifurkacemi vyssi
kodimenze ale existuji i metody, které vyuzivaji analyticky pfistup napf. pomoci
vyuzit{ Grébnerovych bazi [4]. Tento piistup umozinuje ¢dsteéné zautomatizovat
nalezeni dulezitych bifurkaénich variet u systému (1.1) a (1.2) s funkei f ve tvaru
polynomu nebo racionédlni lomené funkce a umoznit provadét alespon ¢astecnou
bifurka¢ni analyzu dynamickych systému Sirsimu okruhu lidi, nikoliv pouze spe-
cializovanym matematikum. Ukazuje se totiz, ze pravé takové systémy vystupuji
v popisech biochemickych reakci v bunkach nebo ve zminénych modelech populaéni
biologie ¢i neurovédy a pochopeni zavislosti zmén dynamiky na zménach para-
metri dynamického systému je pro né klicové.

3.3. Ohyb variety cykla

Pravdépodobne jste si vsimli, ze v piikladu subkritické Hopfovy bifurkace u modelu
neuronu doslo k ohybu variety, ktera piislusela limitnim cyklum. Fakticky lze piejit
od studia cykla chytrym zpusobem ke studiu rovnovéh zobrazeni. Pokud totiz
provedeme transverzaln{ fez limitnim cyklem (v prostoru stavovych proménnych),
muZzeme se na trajektorie v jeho blizkosti divat jako na iterace zobrazeni, které je
déno prusecikem trajektorie s timto fezem. Tato tivaha je genidln{ a stejné genidlni
byl jeji autor Henri Poincaré. Ten ve studiu dynamickych systému predbéhl dobu
o mnoho desitek let.

Fakticky tak muzeme aplikovat lokdln{ teorii pro pevné body (rovnovdhy) zob-
razeni na cykly. Vznik nebo zanik dvojice stabilntho a nestabilntho pevného bodu
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Poincarého zobrazeni® generickou fold bifurkaci (ohybem) tak déva vzniknout nebo
zaniknout pfislusnému stabilnimu a nestabilnimu cyklu ptresné tak, jak to vidime
na obr. 9.

4. CHAOTICKA DYNAMIKA

Poincarého zobrazeni cyklu miize ale prochézet i jinymi typy diskrétnich bifurkaci.
Vyse uvedeny ohyb odpovidd vlastnimu &fslu 1 Poincarého zobrazeni (mluvime
¢asto o multiplikatoru cyklu), ale ke zméndm dynamiky dochdzi i v jinych piipa-
dech ptfechodu hranice jednotkového kruhu. Pokud vlastni ¢islo pfejde pies hod-
notu —1, vznika tzv. flip bifurkace Poincarého zobrazeni. Flip bifurkace zobrazeni
je lokdlni bifurkaci pevného bodu, kdy vlastni ¢islo zobrazeni je rovno jedné az po
dvou iteracich. Vznika proto cyklus zobrazeni délky 2 z cyklu délky 1, jinak fec¢eno
pevny bod zobrazeni se rozpadne do oscilujici dvojice bodu. Pokud studujeme
spojité oscilace pomoci Poincarého zobrazeni, pak tento vznik 2 cyklu Poincarého
zobrazeni znamend, ze i u limitniho cyklu spojitého dynamického systému dochéazi
ke zdvojeni periody, pticemz z topologického pohledu je zdvojeny cyklus hranici
Mébiova prouzku. Generickd flip bifurkace ale nekonéi jednim zdvojenim. Pokud
pii zméné parametru dochazi k ptechodu pies —1 zevniti jednotkového kruhu ven,
pak multiplikator zdvojeného cyklu bude také snizovat svou hodnotu z hodnoty
1 a muze zase prejit —1 a vznikne 4-cyklus, pak 8-cyklus, a timto zpusobem po-
stupné dojde ke zdvojovani periody — k tzv. Feigenbaumové kaskddé bifurkaci,
kterd je velmi castou cestou ke vzniku chaotického nepredvidatelného chovani
u dynamickych systému zavislych na parametrech. Chaotickd dynamika je velice
citlivd na pocateéni podminky. Mald zména v pocatecnich podminkach totiz vede
k exponencidlné rostouci zméné vzdalenosti puvodni a perturbované trajektorie a
pro tento jev se vzilo oznaceni ,efekt motylych kiidel“. Tvurce slavného modelu
Edward Lorenz totiz na jedné své prednasce piiblizil tento jev v dynamice pocasi
prirovnanim, ze zamavani kiidel motyla v Brazilii muze zpusobit tornado v Texasu.
Je nutno dodat, ze pravé tento jev znemoznuje jak dlouhodobé predpovédi pocasi,
tak mnohé dalsi predikce. Miru divergence blizkych trajektorii lze ovSsem mérit
tzv. maximélnim Ljapunovovym exponentem a tak ziskat alespon horizont pre-
diktability, tedy ¢asovy tsek, ve kterém jsme ochotni chybu predikce akceptovat.
Vznik deterministické chaotické dynamiky kaskadou zdvojovani periody je typicky
a nalezneme jej v mnoha aplikacich.

Slavnym a historicky velmi dulezitym experimentem se stal pokus Alberta Lib-
chabera (obr. 10). V roce 1977 vytvoriil nerezovy vélec, do kterého vlozil kapalné
hélium a spodni plochu valce zahtival. Experimentdlné pak ovéril, ze turbulentni
proudéni, které vznika v kapalném héliu poté, co se rozpadne zakladni konvekéni
oscilace, vytvari pravé onu kaskadu zdvojovani periody. V roce 1982 pak pub-
likoval v [8] podobny pokus s rtuti, kde dokonce zméfil odhad Feigenbaumem
teoreticky odvozené konstanty, kterd nezavisi na tvaru systému a je pro vSechny
kaskady zdvojovani periody totozna. V rotujicich konvektivnich proudech rtuti se

4Poincarého zobrazen{ je to vyse popsané genidlni zobrazeni prvniho ndvratu definované na
transverzalnim fezu cyklem.
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totiz indukuje stejnosmérné magnetické pole, které bylo métitelné pomoci tlumeni
elektrickych oscildtoru principem frekvenéni analyzy.

Q. @ @ ==
0 I Y T Y

Y

Obréazek 10. Zdvojovén{ periody v experimentu z Libchaberova ¢lanku [8].

Za poslednich pét dekad doslo diky objevu vSudypiitomnosti chaosu k novému
pohledu na mnoho oblasti. Naleznete tieba ¢lanky o chaotické dynamice v neu-
rovedé. Zd4 se, ze v mozku je chaos zddany (!) a naopak stabilni periodickd dy-
namika je nezddany stav — epilepticky zdchvat [12]. Excitabilni bunky v srde¢nim
svalu pracuji synchronné periodicky a chaotickd dynamika vede k fibrilaci srdce
[14]. Chaotické dynamiky ve Vesmiru a Sluneén{ soustavé se s predstihem dotkl uz
sam Poincaré, a¢ netusil a nemohl jesté tusit jeji $iti. Dnes je popsdna a vysvétlena
chaotickd rotace Saturnova mésice Hyperionu a osy rotace Marsu, NASA pomoci
znalosti chaotické dynamiky poslala sondu ISEE-3/ICE jiz v roce 1985 témér bez
paliva na cestu ke kometé, Saturnovy prstence se zkoumaji pro jejich fraktalni
strukturu chaotického atraktoru [7], dokonce je spo¢ten maximélni Ljapunovuv
exponent pro Sluneéni soustavu [6]. Na zdkladé Ljapunovova exponentu pak lze
odhadovat prediktabilitu systému: rotaci Hyperionu na 36 dni nebo vychyleni osy
rotace Marsu a stabilitu Slune¢ni soustavy na 5 milionu let.

Pokud si checete doma pohrat, muzete si vyzkouset pokus s vodovodnim kohout-
kem. Nenf to tplné jednoduché, nehodi se k tomu pakova baterie, ale naopak stary
dobry (idedlné dokonce i kapajici) kohoutek je dostacujicim laboratornim vyba-
venim. Pokud je kohoutek zavieny, ale lehce nedovira, voda kape. Kap, ticho, kap,
ticho, kap, ticho. Dokaze to byt docela rusivy periodicky zvuk. Stéle stejné kap
a ticho. Kap a ... to je cyklus (délky 1). Pokud budete dostateéné obratni a ko-
houtek malicko povolite, bude kapat jinak. Kap kap ticho kap kap ticho. Pak snad
dokazete nastavit i cyklus ¢tyf kapek ... Rychle totiz za¢ne kapat aperiodicky.
Pravé vidite a slysite chaoticky atraktor, jestli nevéfite, podivejte se do [15].
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5. ZAVER

V ¢lanku bylo ilustrovano, jak 1ze vysvétlit ruzné dynamické nelinedrni jevy. Uve-
dené vyznamné aplikace v ruznych oborech védy snad davaji tusit, jak muze
byt teorie bifurkaci a chaosu prakticky vyuzita. Aby nebyl ¢tendf zdrcen SiF{
tématu, chybi zde zcela vysvétleni vzniku dynamiky na invariantnim toru Neimark-
Sackerovou bifurkaci, ktera tizce souvisi se synchronizacemi oscilaci, vazanou rotaci
planet, cirkadidnnimi biorytmy, supravodivymi Josephsonovymi spoji nebo sitémi
sprazenych neuronu. Tak tieba piisté.

REFERENCE

[1] A. Chasalevris: Stability and Hopf bifurcations in rotor-bearing-foundation systems of tur-

bines and generators, Tribology International, 145:106154, 2020.

[2] S. Di Nino, A. Luongo: Nonlinear aeroelastic in-plane behavior of suspension bridges under

steady wind flow, Applied Sciences, 10(5):1689, 2020.

[3] V. Hajnov4, L. Pribylovd: Two-parameter bifurcations in LPA model, Journal of Mathema-

tical Biology, 75(5):1235-1251, 2017.

[4] V. Hajnovd, L. Ptibylovéa: Bifurcation manifolds in predator-prey models computed by

Grobner basis method, Mathematical Biosciences, 312:1-7, 2019.

[5] V. Hajnové, L. Pfibylova, et al: Biological and physiological phenomena in view of applied

bifurcation theory, 2018.

| J. Laskar: Large scale chaos and marginal stability in the solar system, Celestial Mechanics

and Dynamical Astronomy, 64(1):115-162, 1996.

[7] J. Li, M. Ostoja-Starzewski: Edges of Saturn’s rings are fractal, SpringerPlus, 4(1):1-8,

2015.

| A Libchaber, C Laroche, and Stephan Fauve. Period doubling cascade in mercury, a quan-

titative measurement. Journal de Physique Lettres, 43(7):211-216, 1982.

| L. Piibylova: Regime shifts caused by adaptive dynamics in prey—predator models and their

relationship with intraspecific competition, Ecological Complexity, 36:48-56, 2018.

[10] L. Piibylové, L. Berec: Predator interference and stability of predator—prey dynamics, Jour-

nal of Mathematical Biology, 71(2):301-323, 2015.

[11] L. Pfibylové, A. Peniaskova: Foraging facilitation among predators and its impact on the

stability of predator—prey dynamics, Ecological Complexity, 29:30-39, 2017.

[12] S. J. Schiff, K. Jerger, D. H. Duong, T. Chang, M. L. Spano, W. L. Ditto: Controlling chaos

in the brain, Nature, 370(6491):615-620, 1994.

[13] H. Shukla, M. J. Patil: Nonlinear state feedback control design to eliminate subcritical limit

cycle oscillations in aeroelastic systems, Nonlinear Dynamics, 88(3):1599-1614, 2017.

[14] M. Small, D. Yu, R. G. Harrison: Observation of a period doubling bifurcation during onset of

human ventricular fibrillation, International Journal of Bifurcation and Chaos, 13(03):743—
754, 2003.

[15] H. N. Nuifiez Yépez, A. L. Salas Brito, C. A. Vargas, L. A. Vicente: Chaos in a dripping

faucet, European Journal of Physics, 10(2):99, 1989.

Lenka Ptibylova, Ustav matematiky a statistiky, Pfirodovédecka fakulta, Masarykova univer-

zita, Koltéiskd 2, 611 37 Brno, Ceska republika,

e-mail: pribylova@math.muni.cz



18



