VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE

BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY

FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING

USTAV MECHANIKY TELES, MECHATRONIKY A
BIOMECHANIKY

INSTITUTE OF SOLID MECHANICS, MECHATRONICS AND BIOMECHANICS

SROVNANI ANALYTICKEHO A NUMERICKEHO
RESENI VYBRANYCH ULOH SLOZENYCH TELES
Z PREDMETU PRUZNOST A PEVNOST II

COMPARISON OF ANALYTICAL AND NUMERICAL SOLUTION OF SELECTED PROBLEMS OF
COMPOUND BODIES FROM STRENGTH OF MATERIALS li

BAKALARSKA PRACE
BACHELOR'S THESIS

AUTOR PRACE Marek Tichy
AUTHOR

VEDOUCI PRACE Ing. Oldfich Seveéek, Ph.D.
SUPERVISOR

BRNO 2023






VYSOKE UCENi FAKULTA

TECHNICKE STROJNIHO
V BRNE INZENYRSTVI

Zadani bakalarské prace

Ustav: Ustav mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky
Student: Marek Tichy

Studijni program: Zaklady strojniho inzenyrstvi

Studijni obor: Z3&klady strojniho inzenyrstvi

Vedouci prace: Ing. Oldfich Seveéek, Ph.D.

Akademicky rok: 2022/23

Reditel Ustavu Vam vsouladu se zakonem &.111/1998 o vysokych $kolach ase Studijnim
a zkusebnim fadem VUT v Brné urduje nasledujici téma bakalarské prace:

Srovnani analytického a numerického reseni vybranych uloh
slozenych téles z predmétu Pruznost a pevnost Il

Struc¢na charakteristika problematiky ukolu:

Naplni prace bude deformacné napétova analyza vybranych sloZenych téles z pfedmétu Pruznost
a pevnost Il (sestavenych zkombinace momentové skofepiny, kruhové/mezikruhové desky,
tenkého disku, pfipadné kombinace valcovych téles) ato analytickym i numerickym pFistupem
zalozenym na metodé kone¢nych prvkd. Cilem bude definovat omezeni analytického feSeni
véetné oblasti jeho pouzitelnosti a vysvétlit pfipadné odliSnosti ve vysledcich obou pfistupu.
Numerické feSeni bude realizovano v SW Ansys s tim, Ze model bude plné parametricky, aby
umoznil vypoc€et rdznych geometrickych variant dané ulohy. Analytické FeSeni bude potom
zpracovano ve vybraném matematickém SW. DosaZené vysledky a vystupy prace budou vyuzity
jako demonstraéni material ve vyuce pfedmétu Pruznost a pevnost Il.

Cile bakalarské prace:

1) Sestavit pfehled riznych slozenych téles sestavenych ze zakladnich téles pfedmétu PPII
a soucasné reprezentujici konkrétni realné ulohy z technické praxe.

2) S vyuzitim zvoleného matematického SW vytvofit analyticky model a provést analytické feSeni
vybranych slozenych téles PPII.

3) Provést numerické feSeni Uloh z bodu 2) s vyuzitim metody koneénych prvkd a SW Ansys.

4) Porovnat analytické a numerické feSeni vybranych uloh a analyzovat rozdily obou pfistupd pfi
riznych geometrickych/rozmérovych variantach zvolenych sloZenych téles.

5) Zhodnotit dosazené vysledky a pfipadna omezeni analytického feSeni (oblast jeho platnosti).
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Abstrakt

Bakalarska prace se zabyva deformaéné napétovou analyzou vybranych slozenych téles z
predmétu Pruznost a pevnost II. K analytickym vypoctim byl pouzit program Wolfram
Mathematica a k numerickym vypoctim byl pouzit program Ansys Workbench, ktery vyuziva
metodu konecnych prvkii. Byl sestaven piehled nékterych slozenych téles z technické praxe a
z nich byla vybrana dvé slozend télesa s riznymi geometrickymi variantami, na kterych bylo
provedeno porovnani analytického a numerického piistupu za piredpokladu malych a velkych
deformaci. Vysledky obou feSeni jsou porovnany v grafech a zhodnoceny.

Klicova slova

slozené téleso, deformacné-napétova analyza, Ansys, analytické feSeni, numerické feSeni,
Pruznost a pevnost 11

Abstract

The Bachelor’s thesis deals with stress-strain analysis of selected compound bodies from the
subject of Elasticity and Strength II. The Wolfram Mathematica software was used for analytical
calculations, and for the numerical calculations was used software called Ansys Workbench,
which uses the finite element method. An overview of some compound bodies from engineering
practice was compiled, and two compound bodies with different geometric variations were
selected for the purpose of comparing the analytical and numerical approaches under
assumptions of small and large deformations. The results of both solutions are compared in
graphs and evaluated.

Key words

compound body, stress-strain analysis, Ansys, analytical solution, numerical solution, Elasticity
and Strength II
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VUT v Brng, FSI, UMTB

1 Uvod

Hlavnim cilem bakalafské prace je provedeni deformacéné-napétové analyzy vybranych
slozenych teles sestavenych ze zékladnich téles predmétu Pruznost a pevnost II. V technické
praxi jsou to tlakové nadoby (obr. 1.1) tvofené ze skofepiny a rovného, ¢i pilkulového dna,
nadrZe na kapaliny, skofepiny s pfirubou (obr. 1.2) nebo tieba lisované spoje (obr. 1.3).

Nejprve bude vymezena teorie obecné pruznosti a pevnosti a budou popsany télesa pouzita pro
vytvoteni slozenych téles, aby bylo zcela jasné, jak se k jednotlivym vzorciim a postuptim
doslo. Poté budou sestaveny analytické modely feSeni a ty budou porovnany s modely
numerickymi. VSechna télesa budou mit riizné rozmérové varianty, aby bylo mozné stanovit
omezeni analytického feseni.

Analytické vypocty jsou u feseni slozenych téles velmi slozité, ¢asto se jedna o n€kolik rovnic
s goniometrickymi funkcemi o mnoha neznamych, proto bude k témto vypoctim pouzit
program Wolfram Mathematica, ktery umoziuje vytvofit pln€ parametrické feSeni, coz vyrazné
zjednodusi vypocty. K numerickym vypoctim bude pouzit program Ansys Workbench, ktery
pro vypocty vyuzivda metody konecnych prvki. Konkrétné se bude vyuzivat staticka
strukturalni analyza.

Na zéavér prace budou zhodnoceny dosazené vysledky a stanovi se omezeni analytického a
numerického feSeni.

Obr. 1.2: Pfirubova trubka [19] Obr. 1.3: Lisovany spoj trubek [20]
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2 Cile bakalarské prace

1.

Sestaveni ptehledu riznych slozenych téles vytvorenych ze zakladnich téles predmétu
Pruznost a pevnost II reprezentujicich konkrétni redlné télesa vyuzivané v praxi.
Vytvoteni parametrického analytického modelu pro vybrana slozena télesa pomoci
vhodného softwaru a provést feseni.

Vytvoreni parametrického numerického modelu s vyuzitim metody konec¢nych prvki
a softwaru Ansys pro feseni uloh z bodu 2.

Porovnani analytického a numerického feSeni vybranych tuloh a analyza obou pfistupti
pro riizné geometrické varianty zvolenych slozenych téles.

Zhodnoceni dosazenych vysledkll a stanoveni omezeni analytického feseni.
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3 Obecna pruznost a pevnost

Tato kapitola se bude zabyvat vymezenim obecné pruznosti a pevnosti. V pifimé tloze obecné
pruznosti a pevnosti se urcuje napjatost a deformace télesa pii zndmé geometrii, zatizeni,
materidlu a vazbach télesa. Zakladnimi veli¢inami je 15 neznamych, které mohou byt ptipadné
zavislé na Case. V této praci se Casoveé proménné konstanty nebudou fesit a bude existovat pouze
stav nezatizeny a zatizeny. Té&chto 15 zakladnich veli¢in jsou 3 slozky vektoru posuvu u,
6 slozek tenzoru pretvoreni T, a 6 slozek tenzoru napéti T, [1]:

lul
= |V
u=1"r 3.1
v (3.1)
Yxy  Yxz
Ex 2 2
— | Yoz
Ts_ 2 &y 2 (3.2)
Yxz Yyz
2 2 &z

(3.3)

3.1 Elementarni prvek

Elementarni prvek je zdkladnim prvkem pruznosti a pevnosti. Tento prvek miize mit riznou
nasobnost a v obecné pruznosti a pevnosti musi byt ke splnéni predpoklada prvek trojnasobné
elementarni [2]. Prvky maji libovolny tvar a nachdzeji se uvniti télesa, kde mezi nimi nesmi byt
mezery a prvky se nesmi piekryvat, coz zajisti spojitost a jednoznacnost télesa [1].

3.2 Zakladni rovnice

K vyfeseni vSech neznamych funkci obecné pruznosti a pevnosti slouzi rovnice rovnovahy
elementarniho prvku, geometrické rovnice a konstitutivni rovnice. V nasledujici kapitole bude
naznaceno odvozeni téchto rovnic.

3.2.1 Rovnice rovnovahy elementarniho prvku

Jednim z ptedpokladii obecné pruznosti a pevnosti je predpoklad malych deformaci. Diky
tomuto pfedpokladu je mozné uvolnit elementarni prvek v zatizeném stavu bez uvazovani jeho
deformace a vyjadfit si tak jeho silové vazby s okolim. Rovnice rovnovahy neboli Cauchyho
rovnice pak vyjadiuji podminky statické rovnovahy uvolnéného vnitiniho elementarniho prvku

2%

znacily jako objemové zatiZzeni. Odvozeni rovnic rovnovahy [1]:

do
—0,dydz + (cx + 6xx dx) dydz — 1., dxdz

at
+ (‘L’xy + idy) dxdz — t,,dxdy

dy (3.4)

0Ty,
+ (sz + Wdz) dxdy + 0,dxdydz = 0.

Po upravé vznikne:
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0% txdydz + 252 dxdydz + 252 dudydz + O.dxdydz = 0 3.5
axxyz ayxyz anyz L dxdydz = 0. (3.5

Vykracenim elementdrniho objemu dxdydz je odvozen findlni tvar:

00, 0Ty N 0T,y
0x dy 0z

Podobnym zptisobem jsou odvozeny rovnice rovnovahy pro smér v ose y a z:

+0, =0, (3.6)

ot do ot
xy 2O Tlyz

0, =0, 3.7
ox dy 0z Y 3-7)
0Ty, do0, 0Ty,
0, =0. (3.8)
ax "oy oz %
y
0 y
Tyt dy dy
Txz 7
Ox ;; @
< ; L% Ox+ X dx
> a Xz
© A %TXZ-F@LZ dz .
Tuy
&y
dx
z

Obr. 3.1: Uvolnény elementarni prvek ([1], upraveno)

3.2.2 Geometrické rovnice

Geometrické rovnice piedstavuji vztahy mezi posuvy a pretvorenimi. ZatéZovanim télesa, které
se jako celek nepohybuje, ménime jeho geometrii. VSechny jeho body, kromé bodl na ose

symetrie a bodll v misté vazeb méni svoji polohu, ktera je popsana deformacnim posuvem.
Posuv v bodé A [1]:

uy, = (u,v,w) ,. (3.9)

Deformace télesa je ur¢ena mnozinou deformaénich posuvi {u} vSech bodu t&lesa [1]. Nyni
bude odvozeno pomérné délkové a thlové pretvoreni dle obr. 3.2 [1]:

Sx:dx'_dx:dx+u+g—;tdx—u—dx:g—1;dx:a_u. (3.10)
dx dx dx 0x
Odvozeni pro sméry y a z by bylo obdobné a vznikne rovnice tvaru [1]:
gy = a_v (3.11)
ay
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ow
Rl (3.12)
€, PP
y du
Bydy
‘g‘ Yy, - {-“I
S| %" “'II 'I e
b / [ B
/ >‘ pod
/ i eI
f - i
> | T
- u dx
Ty
’ du X
Z LA
dx U+3xdx

Obr. 3.2: Primét zadnich stén do roviny xy nezdeformovaného a zdeformovaného elementarniho
prvku ([1], upraveno)

Zmény uhli mezi sténami elementarniho prvku dle obr. 3.2 [1]:

ax (3.13)

Za predpokladu malych deformaci, tedy i malych uhli Ize rovnici (3.13) psat:

ov v v
_ ﬁ dx _ a dx _ a dx

Yx = = =
dx ou ou
dx+u+adx—u (1+W)dx
av
0x

o)

(3.14)

Clen Z—z v rovnici (3.14) je velmi malé ¢islo oproti 1, proto lze psat vysledny tvar uhlu:

v

= — 3.15
YX ax' ( )

Odvozeni pro thel v, je obdobné a vznikne tvar:

ou

Yy =35 (3.16)
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Uhlové pietvoreni Yxy J€ souctem whli (3.15) a (3.16):

v Jdu
Yxy =a+$. (3.17)
Pro roviny yz a xz by se postupovalo obdobné¢ a Ize ziskat tvary thlovych pievofeni:
v dw
Yyz =6_z+@’ (3.18)
Vo, = 3_7:+ 36_2’_ (3.19)

Pokud jsou tihlova ptetvotreni nulova, pak se délkova pretvoreni nazyvaji hlavni a soutfadnicovy
systém, ve kterém tato délkova pretvoreni lezi udadva hlavni sméry. V tenzoru ptetvoreni se to
projevi nulovymi hodnotami mimo diagonalu.

3.2.3 Konstitutivni vztahy Hookovského materialu

Konstitutivni vztahy neboli zobecnény Hooktliv zakon vyjadiuje zavislost mezi pretvorenim a
napjatosti v bod¢ télesa [2]. V obecné pruznosti a pevnosti je piedpoklad o materidlu, ktery
omezuje feSeni Uloh pouze pro homogenni, izotropni, linedrni elasticky materidl, ktery je
charakterizovan nasledovné [1]:

1. Hlavni sméry deformace a napjatosti jsou shodné.

2. Materiadlové vlastnosti jsou urceny dvéma nezavislymi veliCinami, a to modulem
pruznosti v tahu E a Poissonovou konstantou .

3. Zavislost mezi soufadnicemi tenzorti napéti a pretvoreni jsou linedrni.

Pro odvozeni konstitutivnich vztahii pro viceosou napjatost se bude vychazet z Hookova
zékona pro jednoosou napjatost [7]:

ox = E¢,. (3.20)
Ve smérech y a z nepiisobi zddné napéti, ale vznikne v nich zdporné pietvoreni [7]:

Ox

S e (3.21)
y /PGY y y /PGY y
! !
Ox Ox Ox Ox
< > = <1 —— + +
X X X X
|

|
z J/ o, z z J/ o, z

Obr. 3.3: Trojosa napjatost piisobici na elementarni prvek vyjadfena superpozici [1]

Protoze se jednd o Hookovsky materidl, je mozné vyuZit superpozici, proto bude trojosa
napjatost vyjadiend superpozici tii jednoosych napjatosti (obr. 3.3) a pro pietvoreni plati [1]:
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Oy Oy Oy 0z
=+ (- — == —U—=—U— 22
ex =g+ (-ugy) + (-pe) = —pp —ug (3.22)
Po upravéch lze psat:
1
Ex = z [ax — u(ay + az)]. (3.23)
Pro ostatni sméry by se postupovalo analogicky a byly by odvozeny tvary:
1
& =% lo, — u(oy + 0,)], (3.24)

& = %[az —u(oy +a,)]. (3.25)

Na elementarni prvek dle obr. 3.3 neptsobi zddné smykové napéti, proto plati, ze je
souradnicovy systém hlavni a napéti oy, 0, g, jsou napéti hlavni. Tyto rovnice vSak neplati

pouze pro hlavni soufadnicovy systém, proto je potifeba doplnit jesté rovnice pro smykové
napéti a thlové pretvoreni. Z Mohrovy kruznice lze vyjadiit vztah [1]:

y”’;—‘“‘ =¢,. (3.26)
Po uprave (3.26):
Ypmax = 2€1. (3.27)

V rovnici (3.23) budou indexy x, y, z zaménény za indexy 1, 2, 3, protoze se jedna o hlavni
sméry a rovnice bude dosazena do (3.27):

1
Ypmax = ZE [0'1 - .U(O'Z + 0'3)]- (3.28)
JelikoZ lezi stied Mohrovy kruZnice v poCatku, tak 0 = Tpmax, 02 = 0, 03 = —Tpmay a lze
psat [1]:
2

Ypmax = E [Tpmax - .u(O + [_Tpmax])]- (3.29)

Po tpravé je ziskéan vztah:

21+ w) T

Ypmax = T‘urpmax = pgax, (3.30)

kde G je modul pruznosti ve smyku. Pro jednotlivé tthlové pretvoreni lze tedy psat [1]:

T
Yoy = (3.31)
Veg = 22, (3.32)
T
Vor = 2 (3.33)
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3.3 Okrajové podminky

Ze samostatnych rovnic, odvozenych v ptedchozi kapitole by vzniklo nekone¢né mnoho feseni,
proto existuji okrajové podminky, které¢ omezi feSeni tak, aby vyhovovalo t¢émto podminkam.
Okrajové podminky lze rozdélit do 3 skupin [1]:

1. Silové okrajové podminky
2. Geometrické okrajové podminky
3. Ostatni okrajové podminky

Silové okrajové podminky se nachazeji v mistech vazeb télesa a vyjadiuji statickou vazbu télesa
s okolim. Dale mohou popisovat spojeni mezi slozenymi télesy. Geometrické okrajové
podminky vyjadiuji posuvy na hranicich télesa. [§]
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4 Vybrana elementarni télesa obecné pruZnosti a pevnosti

Nasledujici kapitola popiSe vlastnosti vybranych elementarnich téles, které budou pouzity pro
tvorbu slozenych téles a deformacéné-napétovou analyzu. Bude se jednat o kruhovou sténu,
kruhovou desku a momentovou skotfepinu. Na téchto télesech jsou prib&hy posuvi a napéti
zajimavé a v technické praxi jsou tato télesa velmi vyznamna.

V této praci se budou zkoumat pouze télesa, kterd jsou osoveé symetricka, proto bude casto
vyuzivan valcovy soufadnicovy systém misto kartézského.

4.1 Valcova momentova skofepina

Vélcova momentova skotepina je téleso stenkou sténou, jehoz geometrie vznikne rotaci
meridianové kiivky kolem osy z, coz je v ptipad¢ valcové skotepiny piimka [1]. Skofepina se
oznacuje jako momentova, pokud je na koncich spojena s télesem, jehoz tuhost je v radidlnim
sméru odliSna a tim vznikaji v misté spojeni momenty. Aby se jednalo o skofepinu, polomér
valce musi byt minimalné desetkrat vétsi nez tloustka stény valce. Zatizeni, vazby, tloustka
stény, materidloveé charakteristiky, deformace i napjatost jsou rotacné symetrické [5]. Skotfepiny
se déli na kratké a dlouhé. Valcové momentové skotfepiny byvaji v praxi tlakové nadoby a
nadoby s kapalinami zakon¢ené rovnym nebo ptlkulovym dnem.

4.1.1 Typicky elementarni prvek

Jedna se o dvojnasobné elementarni prvek uvolnény dvéma merididanovymi a dvéma radidlnimi
fezy, které jsou na sebe kolmé (obr. 4.1) [1]. Na rozdil od kruhové desky a stény je polomér u
skofepiny znaCen ke stfednicové ploSe, protoze je tlouStka stén vyrazné mensi vzhledem
k poloméru valce.

\

radiaini fez

k\z(.-D (soumérnost)

| #rt=0 (soumérnost)
) Rs :w /

¥ ™} meridianovy rez
t

AN

Obr. 4.1: Geometricky tvar t€lesa a uvolnény elementarni prvek [1]
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4.1.2 Deformace

Elementarni prvek se deformuje tak, Ze merididnova kiivka, ktera byla pied zatizenim piimkou
se po deformaci stane obecnou kiivkou, takze se téleso, které bylo valcem zméni na obecnou,
rotaén¢ symetrickou plochu [4]. Dojde k posuvu bodi v radidlnim sméru, ktery je znacen u a
v osovém sméru, ktery je znacen w [1]. Pravé Uhly mezi fezy zlstanou zachovany, takze
nedojde k uhlovému pretvofeni. Na obr. 4.2 lze vidét, ze dojde také k natoceni stfednicové
plochy, které je znaceno 9 [1].

z
& ug fu r
e e e
R A
i
| R QR
. [ ]
W a QR MR
T |
\ : |
I
w_ =xsindIx '
Q, : I
. 1 |
1 1
1 1 Fd
' I
zdeformovany * x| =%
meridian
neudraini
pleecho

0

Obr. 4.2: Deformace elementarniho prvku [1]

Tenzor ptetvoreni (4.1) je tvofen z nulovych uhlovych pietvoieni a nenulovych délkovych
pietvoreni. Meridianové a obvodové fezy jsou hlavnimi fezy, tim padem jsou obvodovy a osovy
smér sméry hlavnimi. V bod¢ skotepiny tedy vznika trojosa deformace [1]:

e 0 0
TS = 0 SZ 0] (41)
0 0 g

4.1.3 Uvolnény prvek

Na uvolnény prvek plsobi zatiZzeni (obr. 4.3) [1]:

¢ Radidlni moment M,

e Tangencialni moment M,
e Osovasila M,

e Radidlni tlak p,

e Osovy tlak p,

e Tangencialni sila N;

e Posouvajici sila T,

Jelikoz se jedna o liniové sily a momenty, jsou znaceny psacim pismem a stejnym zplisobem
je to i u ostatnich téles.

10
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meridian

Obr. 4.3: Uvolnény elementarni prvek [1]

Takto uvolnény prvek musi byt ve statické rovnovaze, ze které po upravach vyplynou rovnice
rovnovahy [1]:

AN,
= 4.2
1, TP 0, 4.2)
at., M (4.3)
dz r =0,
am,
dZZ _ 7‘;'2 =0. (44)

4.1.4 Napjatost v bodé télesa

Napjatost v bod¢ télesa je na momentové skotfepiné dvouosa, jednd se tedy o rovinnou
deformaci. Radidlni napéti je rovno nule. Tenzor napéti ma tvar [1]:

o.(r) 0 0
T, =1 0 o,(r) 0]. (4.5)
0 0 0

4.1.5 Rovnice pro resSeni primé tlohy

Patii zde rovnice rovnovahy, které jsou jiz v kapitole 4.1.3, geometrické rovnice (4.6, 4.7, 4.8)
a konstitutivni vztahy (4.9, 4.10) [1]:

_du

& = o (4.6)
g = ; (4.7)

dw dw d?u
o = dw_dwy  dfu (4.8)

dz dz dz?

kde R je bod na stiednici skotepiny (obr. 4.2),
E

0, = m(ez + pee), (4.9)
(& + pey). (4.10)

O, =

11
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Dosazenim geometrickych rovnic do konstitutivnich vztahii a provedenim statické ekvivalence
1ze po Gpravach ziskat vztahy pro momenty a posouvajici silu [1]:

d*u
=—B— 4.11
mZ B dZZJ ( )
d*u
My = =Bl——5 = UMy, (4.12)
d*u (4.13)
e

Osovou a tangencidlni silu Ize vyjadfit pfimo z rovnic rovnovahy [1]:

N, =C f dz = (dWR+ °) 414

z 0 pZZ_l_MZ dZ M,rl (’ )
u Eh (u dwg

_ u_ u _ (4.15)
M 'UWZ+Ehr 1—u2(r+‘u dz)

Upravou rovnic statické rovnovéhy a statické ekvivalence 1ze odvodit diferencialni rovnici pro
radialni posuv bodu stfednicové plochy skotepiny, ktera je tvaru [1]:

d*u 1 U
e 4 =_ = 4.16
dz4+4,8 u B[pr rWZ]' ( )

kde B je zavedeny zastupny symbol, ktery slouzi pro ulehCeni feseni diferencidlni rovnice a lze

spocitat [1]:
_3a—e 4.17)
~ ] rzhr '

d*u
@4‘4,8411: 0. (418)

Homogenni feseni rovnice (4.16) je:

Matematickymi upravami je mozné odvodit vztah pro radialni posuv:

u = uy +u, = e P#(C; sin Bz + C, cos fz)

4.19
+ eP?(Cssin Bz + C, cos Bz) + uy, (4.19)
kde u,, je partikularni Cast feSeni tvaru:
r? u 2 I
Y =%n [Pr - ;WZ] = Th ['Pr - ;(Co - f Pzdz)]- (4.20)
Natoceni skotfepiny je derivaci radialniho posuvu [1]:
du
9 =— 4.21
P (4.21)

Pti analyze skofepin je tfeba urcit, zda se jedna o dlouhou nebo kratkou skotfepinu. U kratké
skofepiny totiz plati, Ze se konce skofepiny vzajemné ovliviiuji, zatimco u dlouhé skotepiny se
konce neovliviiuji a pocitd se kazdy konec skofepiny zvlast' [2]. To znamend, ze u dlouhé

12
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skofepiny vypadnou integracni konstanty C; a C, (4.19). Zda se jedna o dlouhou, ¢i kratkou
skotfepinu v ptipadé oceli Ize vyjadrtit vztahem [1]:

(2,5 + 6) - Vrh < L - Dlouha skotepina. (4.22)

Vysledné vztahy pro napéti:
Ne | My Ne | 12M,

=—+4+—x=—+— 4.23
or =7 + 7 x A + PE X, (4.23)
N My N, 12, (4.24)
0, = n + 7 x = h + K X
Osovy posuv w na stfednici:
1—pu? u
wkx=0)=w, = h jﬁ\fzdz— ;J udz. (4.25)

4.2 Kruhova a mezikruhova deska

Jedna se nejcastéji o dna nadob s nizkym vnitinim tlakem, dna pistli, prepazky ¢i membrany.
Zatizeni a vazby musi byt rotacné symetrické a kolmé na stfednici [1]. Pro rizné pomeéry
tlouStky ku poloméru se vyuziva rtiznych teorii. Desky je mozné rozdélit podle tloustky do
téchto skupin [1]:

e Tlusté desky

Pomeér tloustky desky ku poloméru je u tlustych desek mezi 1/10 a 1/5. U takovych desek
je nutné uvazovat ohybové i1 smykové napéti. Prihyby na tlusté desce jsou malé a
prodlouzeni radidlnich vldken po deformaci a membrdnova napéti jsou zanedbatelné.
Normala ke stfednici zstava po zatizeni ptfimkou, ktera ale nemusi byt kolma na rovinu
stiednice. V technické praxi se témeét nevyuzivaji a pocitaji se pomoci Mindlinovy teorie.

e Tenké desky s malymi prahyby

Pomér tloustky desky ku poloméru je u tenkych desek mezi 1/50 a 1/10. U téchto desek se
zanedbava smykové napéti. Maximalni prithyb je 1/4 tloustky desky, jinak by se nejednalo
o linearni problém. Je zde pfedpoklad malych deformaci stfednicové plochy. Normadla ke
stfednici zistava normalou 1 po zatizeni a body stfednicové plochy se pfemist'uji pouze ve
sméru osy z. Tyto desky jsou v technické praxi nejcastéjSim typem a jsou feSeny pomoci
Kirchhoffovy teorie, kterad bude vyuzita i v této praci pii vypoctu uloh.

e Tenké desky s velkymi prihyby

Znovu se jedna o tenké desky, ale pro velké prithyby jiz Gloha neni linearni. Uvazuji se zde
1 membranova napéti.

e Membrany

Jedna se o velmi tenké struktury s pomérem tloustky desky ku poloméru v rozmezi od 1/50
do 1/80. Uvazuje se konstantni napéti po tloust’ce desky a namédhéani pouze na tah.

13
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4.2.1 Typicky elementarni prvek

Jednd se o dvojnasobné elementarni prvek uvolnény valcovym a meridianovym fezem
(obr. 4.4) [1]. Tyto fezy jsou na sebe kolmé.

meridianovy fez

Obr. 4.4: Uvolnény elementarni prvek desky [1]

4.2.2 Deformace

Elementarni prvek se deformuje tak, ze body, které lezely pted zatizenim v merididnové roving,
zlstanou v této roving lezet 1 po zatizeni a valcové fezy se zméeni na fezy kuzelové (obr. 4.5)
[1]. Posuv kolmy na stiednici neboli prihyb je znacen w a je posuvem nezavislym a natoceni

vici nezatizenému stavu je znaceno 9.

kuzelovy fez

uQ= zsin?': zw’

r

p—

Obr. 4.5: Deformace desky [1]

Tenzor ptetvofeni ma nulové thlové pretvoreni a nenulové délkové pretvoreni, coz znamena,
Ze tato pretvoreni jsou hlavni a tenzor napéti mé tvar [1]:

e 0 0
T, =10 & 0]. (4.26)
0 0 ¢

4.2.3 Uvolnény prvek

Na uvolnény prvek plsobi zatiZzeni (obr. 4.6) [1]:

¢ Radidlni moment M,
e Tecny moment M,

14
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e Osovy tlak p,
e Posouvajici sila T

V disledku nulovych thlovych ptetvoteni jsou meridianové a valcové fezy hlavnimi fezy
a pusobi v nich hlavni napéti o, a ;. Tato napéti jsou rozlozena linearné po tloustce
desky. Smykové napéti 7, je nulové a ostatni smykova napéti jsou zanedbatelna
vzhledem k hlavnim napétim, proto se ve vypoctech neuvazuji.

\

@
T )

. . My e
t (teény smeér) _t—" M

r

\M\J\ Z 2\
.

g d
Mysin 21* Mysin o = Mydy

Obr. 4.6: Uvolnény elementarni prvek [1]

Z uvolnéni se po upravach ziskaji rovnice rovnovahy [1]:

am
My — My + 71 drr =T, (4.27)
dT T
—+ - = (4.28)
I + " +p,(r) = 0.
4.2.4 Napjatost v bodé télesa
Deska ma dvouosou napjatost a tenzor napéti je [1]:
o,(1) 0 0
T,=| 0 o) Of (4.29)
0 0 0

4.2.5 Rovnice pro reseni primé tlohy

Patfi zde rovnice rovnovéhy (4.27, 4.28), geometrické vztahy (4.30, 4.31, 4.32, 4.33) a
konstitutivni vztahy (4.43, 4.35) [1]:

& =—Z Z—f, (4.30)

, = _Z; (4.31)

e = ‘;_VZV, (4.32)

g = ‘;_W, (4.33)

o, = 1_E—Mz(er + puep), (4.34)

15
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E 9 dd
_ N Y (4.35
O 1—/12[ Zr+ﬂ( Zdr)] .

Dosazenim geometrickych rovnic do konstitutivnich vztahii a provedenim statické ekvivalence
vzniknou rovnice pro vypoc¢et momenti [1]:

Et3 a9

- _ it e 4.36
M 12(1—u2)(dr+” ) (4.36)

g = Et3 (19 N dﬁ)
t — 12(1 _ .U'Z) r u dr ' (437)

Stejné jako skotfepiny je zavedena ohybova tuhost desky:
Et?

=— 4.38
P=na-wm (3:39)

Pro odvozeni natoceni budou dosazeny rovnice momentt (4.36, 4.37) do rovnic rovnovahy a
vznikne nehomogenni diferencialni rovnice druhého fadu [1]:

d>9 1d9 9 T

— - ——— =
dr?2 rdr 712 B (4.39)
Reseni této diferencialni rovnice ma tvar:

C, c, 1
19—C1r+—+19 —C1r+7—ﬁ (rf‘fdr)dr. (4.40)

Prithyb vznikne integraci natocCeni [1]:

w = fﬁdr + Cs. (4.41)

Po upravé:
r?
w = Cl7+Czlnr+C3+Wp

—C12+C21nr+C3 f[ f ff]‘dr dr]dr

ZjednoduSené vztahy pro vypocet napéti lze vyjadfit zrovnic momenti (4.36, 4.37) a
konstitutivnich vztahii (4.34, 4.35) [1]:

(4.42)

12,

0y =57 (4.43)
120,

o =—'2, (4.44)

kde z nabyva hodnot + 2, tzn. spodni a horni povrch desky.

4.3 Kruhova sténa

Stejné jako v pripade desky se jedna zejména o dna nadob. Teorie desek vSak neuvazuje radialni
zatiZeni, se kterym sténa pocitd. Aby byla tloha z hlediska pruZznosti a pevnosti fesitelna, musi
v tloze figurovat rotacni symetrie z hlediska geometrie, materidlu, zatizeni i vazeb [1].

16
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Kruhova sténa musi byt tenkosténnd, zpravidla by méla byt tloustka stény ku poloméru mensi
nez 1/5, jinak by se jednalo o valcové téleso.

4.3.1 Typicky elementarni prvek

Jedna se o dvojnasobné elementarni prvek uvolnény valcovym a merididnovym fezem, které
jsou na sebe kolmé (obr. 4.7) [1].

Obr. 4.7: Uvolnény elementarni prvek stény [1]

4.3.2 Deformace

Elementarni prvek se deformuje tak, Ze body, které ve vychozim stavu lezely v merididanové
roving, v této rovin¢ zlstanou i1 pti deformaci prvku a valcovym feziim se zméni poloméry (obr.
4.8). Tloustka stény se méni v zavislosti na zatézovani. [1]

zA

. Ah zména tloustky
Frt=0
Obr. 4.8: Zdeformovany elementarni prvek [1]

V disledku zachovéani valcovych a meridianovych fezii pfi deformaci jsou uhlova pietvoreni
nulové a tyto fezy jsou tedy hlavnimi fezy. V bod¢ télesa vzniké trojoséd deformace a tenzor
pretvoteni ma tvar [1]:

17
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e, 0 O
T, =10 & O ] (4.45)
0 0 &g

4.3.3 Uvolnény prvek
Na uvolnény prvek plisobi zatizeni (obr. 4.9) [1]:

¢ Radialni napéti o,
e Obvodové napéti o;

Obr. 4.9: Uvolnény elementarni prvek ([ 1], upraveno)

Pisobici napéti na elementarni prvek jsou rozlozena po tloust’ce stény rovnomérné a oproti
desce zde neptisobi zadny osovy tlak [1]. Pouzitim silové rovnovahy v radidlnim sméru vznikne
tvar rovnice rovnovahy [1]:

do,
dr

Oy — 0 +7 = 0. (4.46)

4.3.4 Napjatost v bodé télesa

Jelikoz jsou smykova napéti nulova, vznika v obecném bodé¢ télesa dvouosa napjatost a tenzor
napcti ma tvar [1]:

o,(1) 0 0
Ts = 0 o.(1) 0]. (4.47)
0 0 0

4.3.5 Rovnice pro FeSeni primé ulohy

Patii zde rovnice rovnovahy (4.46), geometrické vztahy (4.48, 4.49, 4.50) a konstitutivni vztahy
(4.51,4.52) [1]:

(4.48)

(4.49)
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dw
f= (4.50)
o, = 2Ge, + e, (4.51)
o, = 2G&, + e, (4.52)
kde:
e=¢& t& teg, (4.53)
2 HE (4.54)

A+ -2
Dosazenim geometrickych vztahii do vztahti konstitutivnich vzejde tvar pro vypocet napéti

[1]:

= — 4.55
Or C11 U C21+ur2' ( )
E 1
or = C17 o e (4.56)
Jsou zavedeny konstanty:
A=, (4.57)
E
B =C . (4.58)
1+ U

Postupnym dosazenim geometrickych vztahti do konstitutivnich vztaht a nasledné do rovnic
rovnovahy je urcena diferencialni rovnice druhého adu (4.59) a jeji feseni (4.60) [1]:

au s ¥ 5 (4.59)

C
u=~=Cr+ 72 (4.60)
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5 Metoda kone¢nych prvki

Metoda konecnych prvkt (MKP) je numericka metoda pro feseni diferencialnich rovnic, které
popisuji chovani fyzikalnich systéma. MKP ptevadi spojité funkce na funkce o kone¢ném poctu
neznamych parametrii. Vyuziva se zejména pro komplikované ulohy, které jsou analytickou
metodou téZce popsatelné nebo nepopsatelné a znacné urychli dobu vypoctu. [3]

Program Ansys vyuziva metodu konecnych prvkl a bude proto vyuzit pro numerické vypocty
danych uloh. Vysledné grafy a hodnoty budou vytazeny v podobé textovych souborii a
ptevedeny do programu Wolfram Mathematica, kde budou srovnany s analytickym feSenim.

Stejné jako pti analytickém feSeni lloh obecné pruznosti a pevnosti ma MKP za cil ur¢it 15
neznamych funkci, které jsou véazany rovnicemi rovnovahy, geometrickymi rovnicemi a
konstitutivnimi vztahy. Nutnosti je také ptredepsani okrajovych podminek, které ptredstavuji
uloZeni télesa, znamé posuvy a bez kterych by existovalo nekonecné¢ mnoho feSeni a vypocet
by se zhroutil.

5.1 Lagrangetuv variacni princip

»Mezi vSemi funkcemi posuvi, které zachovavaji spojitost télesa a spliuji geometrické
okrajové podminky, se realizuji ty, které udileji celkové potencialni energii Il stacionarni
hodnotu.* [3]

Vyjadreni staciondrni hodnoty, ktera zarovei ptredstavuje minimum [3]:

n=w-Pp, (5.1
kde W je energie napjatosti télesa (1:
1
W= —f oTedV (5.2)
2Jq
a P je potencial vnéjsiho zatizeni:
P = [,u"odV + [, u'pds. (5.3)
p

Ve vztazich (5.1, 5.2, 5.3) vystupuji sloupcové matice posuvii u’, pretvoreni €, napéti o7,
objemového zatizeni o7 a plo$ného zatizeni pT [3].

Jelikoz je potencidlni energie obecné zavisla na spojitych funkcich u, v, w, je tteba tyto funkce
diskretizovat, coz znamend, Zze se ze spojitého problému stane problém s koneénym poctem
parametrli. Aproximacni funkce posuvil se vypocitaji [3]:

l
u(x,y,z) = Z N;(x,y,z) - u,, (5.4)
i=1

kde N;(x,y,z) je bazova funkce, ktera je znama a predem dana a u; je neznamy koeficient
predstavujici slozku posuvu v uzlovém bod¢ sit¢ [3]. Obdobné by vypadaly posuvy v a w.
Aproximacni funkce se dosadi do vyrazu pro potencialni energii (5.1) a tim se piejde od
spojitého problému k problému s kone¢nym poctem parametri [3].

Existuje spoustu zdrojii o metod€ kone¢nych prvkd, a proto nebude tato metoda v bakalarské
praci vice rozebrana.
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6 Prehled nejéastéji vyuzivanych sloZenych téles v technické praxi

Tato kapitola pojednd o riznych typech slozenych téles sestavenych ze zékladnich téles
obecné pruznosti a pevnosti a jejich vyskytu v technické praxi.

6.1 Tlakové nadoby

Tlakové nadoby (obr. 6.1) jsou nejrozsifenéjSim typem slozenych téles. Jednd se o nadoby
urcené k udrzovani plynt nebo kapalin, ve kterych je odlisny tlak, nez je tlak okoli. Jsou Siroce
roz$ifené v oblasti chemického a petrochemického primyslu, v primyslu ropy a zemniho plynu
¢i v potravinafstvi [9]. Tlakové nddoby mizou mit tvar valce nebo koule a miizou byt polozeny
svisle nebo vodorovné. U tlakovych nadob, které jsou poloZzeny svisle by nestacila analyza
pomoci znalosti z predmétu Pruznost a pevnost II, ale bylo by nutné provést kontrolu na
vzpérnou stabilitu, aby nedoSlo k tzv. zborceni nadoby [2]. Podle tlaku, ktery nadoby
uchovavaji se vyuzivaji nadoby s riznym zakoncenim. Pokud je tlak maly, bude stacit tlakova
nadoba s rovhym dnem (sténodeska), pokud je tlak uvniti nadoby vétsi, vyuzivaji se nadoby
s eliptickym, torosférickym ¢i pilkulovym dnem (skotfepina) [9]. Je to z dGvodu toho, Ze zde
diky plynulosti pfechodu mezi valcovou skofepinou a pilkulovym dnem nevznika tak velky
koncentrator napéti, jako u valcové skofepiny s rovnym dnem [4].

| l
«
" s

Obr. 6.1: Tlakové nadoby [15][16]

6.2 Prirubové spoje

Ptirubové spoje (obr. 6.2) jsou dal§im ptikladem slozeného télesa ze skofepiny ¢i valcového
télesa a sténodesky. Vyuzivaji se ke spojovani potrubi s rliznymi druhy materidlu nebo
v mistech, kde je pozadovan rozebiratelny spoj [10]. Pfiruby jsou spojeny navzdjem pomoci
Sroubd, které vyvolavaji axidlni silu na sténodesku, coz je typicky pftiklad Glohy predmétu
PruZnosti a pevnosti II.

&

Obr. 6.2: Priruba a tlak od Sroubti [10]

21



VUT v Brng, FSI, UMTB

6.3 Télesa spojena lisovanim

V technické praxi se ¢asto vyuziva spojeni lisovanim. Napf. pro spojeni potrubi s rliznymi
tvarovymi prvky, ¢i s dal$im potrubim za ucelem vzniku nerozebiratelného spoje je lisovani
ideélni volbou (obr. 6.3) [11]. Je vhodné zejména pro dobré tésnici vlastnosti a bezpecnost.
Z pohledu Pruznosti a pevnosti se jedna o valcova télesa vlozené v sob¢ s presahem.

Dalsi ptipad, ve kterém se vyuziva lisovaného spoje je u lisovani ozubenych kol na htidel nebo
lisovani hiidel do lozisek. Znovu jde o ptipad dvou valcovych téles plisobicich na sebe
vzajemnym tlakem.

Obr. 6.3: Lisovany spoj potrubi s tvarovym prvkem [14]
6.4 NadrZe na kapaliny

Nadrze na kapalinu, napi. pro skladovani pitné vody (obr. 6.4) jsou vytvofeny prevazné pro
namahani hydrostatickym tlakem. Jde o skofepinu s rovnym dnem poloZenou na podpofe.

; T . T

Obr. 6.4: Velkoprostorova nadrz pro skladovani kapalin bez tlaku [17]
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7 Analyza vybranych sloZenych téles

V této kapitole bude provedena deformacné-napétova analyza 2 vybranych slozenych téles.
Kazdé téleso bude feseno pro rizné rozméry. Nejprve bude odvozen analyticky model feseni,
poté bude ukédzana tvorba numerického modelu a vysledky budou porovnany. Numericky
model bude pocitat s velkymi deformacemi i malymi deformacemi, aby bylo jasn¢ vidét
omezeni analytického feSeni. Odchylka téchto feSeni bude zaznamendna pomoci relativni

chyby:
_ 100% Z":
n

i=1

Xinum — Xianal

(7.1)

X i,num

7.1 Valcova nadoba s rovhym dnem a vnitinim tlakem

Jedna se o slozené téleso, které se sklada ze dvou téles (obr. 7.1). Prvni téleso je valcova
membranova skotepina. Jak uz bylo feceno v kapitole 4.1, skofepina je momentova, pokud na
ni plisobi moment. V tomto piipad¢€ zde vznikne moment kviili skokové zméné tuhosti, ktera je
zpusobena pfitomnosti sténodesky na okrajich skotepiny [4]. Druhé téleso je sténodeska, ktera
se pii zatiZzeni radidlni silou chova jako sténa a pii zatiZzeni momentem a osovou silou se chova
jako deska. Takové téleso musi byt feseno zvIast’ pomoci superpozice.

|
)

J
-~ h " t=30mm
~— P tj‘e r=500 mm
I L =1400 mm
L p=1MPa

Obr. 7.1: Zadani prvniho slozeného télesa
7.1.1 Uvolnéni analytického modelu

Nejprve je tieba urcit, zda se jedna o dlouhou ¢i kratkou skotepinu. Bude vyuzit vzorec (4.21):

6 -Vrh = 6-v500- 30 = 734,8 mm < 1400 mm

7.2
— Dlouha skotepina. (7.2

Protoze se jedna o dlouhou skofepinu a konce skofepiny se vzajemné neovliviiuji, bude fesen
pouze jeden konec skotepiny (druhy konec je symetricky) (obr. 7.2).
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Ty _Ta
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Obr. 7.2: Uvolnéni prvniho slozeného télesa
Jak jiz bylo zminéno na zacatku tlohy, sténodeska bude feSena pomoci superpozice (obr. 7.3).

T _
A %A
A N.
lla T
P
—>
—
—_ [
WZ g/
Ty Ma
Obr. 7.3: Uvolnéni sténodesky
Nyni je tieba zjistit, jaké sily a momenty ptisobi mezi jednotlivymi télesy. Stanoveni neznamych
parametru:
Osova sila N, se zjisti z rovnovahy sil:
pr
ZP'Zzo:WZan—pm”Z:OeWZ=7. (7.4)
Zbylé parametry budou uréeny z deformac¢nich podminek:
ul =ulle, (7.5)
(7.6)

191 — l9”b.

Deformacni podminka (7.5) fik4, Ze radialni posuv v misté spojeni na skofepiné musi byt stejny
jako radidlni posuv na stén¢ a deformacni podminka (7.6) fik4, Ze natoceni v misté spojeni musi

byt stejné na skotfepiné i desce.

7.1.2 ReSeni skoiepiny
Stanoveni okrajovych podminek v misté spojeni (z = 0):
.WZZ = .WZA, (77)
T, = T (7.8)
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Radialni posuv pro dlouhou skofepinu je tvaru:

u' = e7P#(C, sin Bz + C, cos fz) + ub, (7.9)
kde:
r2 u r? 1p (7.10)
1" (,_= 1 —_ (,_FZ .
”p_Eh(p rWZ)_’”p Eh( 2)'
Natoceni se vypocte ze vztahu (4.21) a bude tvaru:
du!
| 7.11
o' =— (7.11)

Nyni bude dosazena rovnice (7.9) do rovnic (4.11, 4.12, 4.13) pro vypocet momenti a 0soveé
sily a tyto rovnice budou nasledn¢ dosazeny do rovnic okrajovych podminek (7.7, 7.8). Timto
se ziskaji integracni konstanty C; a C,, které jsou v zavislosti na neznamych parametrech.
Integracni konstanty se dosadi do rovnic (7.9, 7.11), coz jsou deformacni podminky na
skoteping.

Az budou znamy velikosti neznamych parametrti, dopocita se osovy posuv dle (4.25) a napéti
dle (4.23, 4.24).

7.1.3 ReSeni stény
Okrajové podminky pro r = 0:

ulle = 0 (7.12)
apror =r:
A B
_a_4,_ 2 7.13
oy =f=A-= (7.13)

Z prvni okrajové podminky lze odvodit, Ze integracni konstanta B je rovna nule, proto plati:
g =A (7.14)
Dosadi-li se do rovnice (4.56), integracni konstanta bude tvaru:

1 —
clia = 4. E_‘u (7.15)

Tato integracni konstanta je dosazena do (4.59) a radialni posuv v misté spojeni je roven:

1- Ty 1-—
u”a:C{’“-r:A-T'u-rzTA- E'u-r (7.16)

Napéti bude po zjiSténi neznamych parametrti uréeno ze vztahi (4.55, 4.56).

7.1.4 ReSeni desky
Okrajové podminky pro r = 0:

9 = (7.17)
apror =r:

M, = My. (7.18)
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Stejné jako u stény, protoze se jedna o plné téleso, tak je konstanta CXP nulova a vztah pro

natoceni bude tvaru:
9l = clib .y 4 19,’,”’, (7.19)

kde partikularni ¢ast natoceni je tvaru:

1
oUb = — — f (r f (T.dr) dr) (7.20)
rB
Liniova sila 7, je urCena ze silové rovnovahy na uvolnéné desce (obr. 7.4).

—
|
|
|
|

Obr. 7.4: Uvolnéni desky

Vypocet liniové sily 7. pomoci silové rovnovahy:

pr
z}7z=0:‘1;-2nr+p7rr2=0—>‘1;=—7 (7.21)
Tato liniova sila bude dosazena do vztahu (7.20) a ziska se rovnice pro partikuldrni natoceni:
Qb — _if (rf (—Edr) dr) _ pr3 (7.22)
P rB 2 168 '

Nasledné je rovnice (7.19) 1 s partikuldrnim feSenim dosazena do vztahu pro vypocet momentu
(4.36) a ten dosazen do okrajové podminky (7.17):

Eh3 dy )
M, = ———-c [ —+u—) = M,. 7.23
" 12(1 — u?) (dr ‘ur> A (7.23)
Z této rovnice je uréena integraéni konstanta C{!? zavisla na nezndmém parametru M,, ktera je

dosazena do deformacni podminky (7.6). Po zjisténi hodnot nezndmych parametri je napéti
vykresleno dle (4.43, 4.44).

7.1.5 ReSeni deformaénich podminek

Dosazenim rovnic do deformacnich podminek vznikne soustava dvou rovnic o dvou
neznamych parametrech M, a Iy, které jsou obsazeny v integra¢nich konstantach:

r? ppy  Ta 1—p
e P7(C, sin Bz + C, cos fz) + — (p - —) =——"7, (7.24)
o o Eh+ - 2 t E 729
dz ' T 16B '

Rovnice nebudou detailnéji rozepsany, protoze jejich feseni bylo provedeno v programu
Mathematica (obr. 7.5) za pomoci piirucky pro praci s programem [12].
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In21271= sol = Solve[{ul - u2a =8, vl - vZb == @8}, {MAB, TAB}]

outz137= { {MA® — -28011.5, TA@ —» 313.569} }

Obr. 7.5: Vyteseni deformacnich podminek v programu Mathematica

Vytesenim téchto rovnic se ziskaji hledané parametry M, a T, a nasledné je mozné vykreslit
grafy posuvl a napéti.

7.1.6 Numericky model

Nejprve je vytvorena geometrie télesa. Vzhledem k tomu, Ze je téleso rotacn& symetricke,
nakres je zhotoven ve 2D, ktery je Ansys schopny rotovat kolem osy (obr. 7.6). ProtozZe se jedna
o dlouhou skofepinu, ktera je na obou koncich spojena stejné se sténodeskou, bude fesena stejné
jako v analytickém piipadé pouze jedna Cast skofepiny (obr. 7.9) (druhd cast by byla
symetricka).

685mm

30mm

485mm

i

30mm

i

Obr. 7.6: Geometrie prvniho télesa vytvorena ve SpaceClaimu

Pfi modelovéani geometrie nastava prvni problém, a to takovy, Ze analyticky model pocita pouze
se stfednicemi a az pii feSeni napéti se do vypocti ptidava tloustka téles. U modelovani
geometrie bylo potfeba rozhodnout, jakym zpiisobem budou télesa spojena, aby se feSeni co
nejvice ptiblizovalo analytice. Na obr. 7.7 je vidét, jakym zpiisobem byla geometrie urcena.
Nejprve byly nakresleny stfednice tcles, kterym se dodala tloustka a schodek v rohu byl
doplnén, aby v tom misté nevznikala kritickd mista, se kteryma analyticky model nepocita.

o

Obr. 7.7: Zvolené modelovani télesa
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Po vytvofeni geometrie a nastaveni materidlu se preslo do modelu, kde bylo nastaveno, ze se
jedna o axisymetrickou ulohu a byly vytvoteny cesty po stfednicich a povrsich téles, aby bylo
mozné vykreslit grafy a porovnat je s analytickym modelem. Byla vytvofena sit’ prvka (obr.
7.8) s kvadratickym elementarnim prvkem o velikosti 2 mm. Celkové bylo vytvoieno 28 278
uzlt a 9015 prvka. Nebylo by potieba tvofit tak jemnou sit, ale protoze se jedna o jednoduché
téleso, kde vypocty nezaberou tolik ¢asu, proto je zvolen tak maly prvek. Byly zadany okrajové
podminky a zatizeni. Cely soubor je v pfiloze bakalaiské prace. Modelovani dalSiho télesa
v programu Ansys probihalo stejnym postupem a nebude jiz tak detailné popisovano.

Obr. 7.8: Sit’ kone¢nych prvkl prvniho télesa

Obr. 7.9: Zobrazeni poloviny prvniho slozeného télesa ve 3D

7.1.7 Vysledky
Nyni budou vykresleny grafy vysledki dle rozmért v tab. 7.1.

Tab. 7.1: Zadani rozmérl pro analyzu prvniho télesa a vypoctené neznamé parametry

Ta Ma N:

ROZMERY |p [MPa]| r [mm] | L [mm] h [mm]|t[mm] [N/mm] |[Nmm/mm] | [N/mm]

a) 30 30 313,6 -28011,5
b) 40 20 282,4 -30707,4
c) 1 500 1400 50 10 213,9 -31203,8 250
d) 20 40 259,7 -18178,3
e) 10 50 100,1 -4262,7
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Obr. 7.10: Radialni posuv po stfednici skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.1

0.000 | | | Z | L
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; | : ! ! ! - - numericky, velké deformace
—0.0157:—7;1'j ffffffff P e fffffff e - --- - -
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Obr. 7.11: Osovy posuv po stfednici skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.1

Priib¢hy posuvil analytického feSeni jsou velmi piesné a sedi s feSenim numerickym. Dle obr.
7.10 lze konstatovat, ze predpoklad dlouhé skofepiny byl spravny, protoze se hodnota
radidlniho posuvu v dostatecné vzdélenosti od mista spojeni ustdli na konstantni hodnoté
v disledku ptisobeni konstantniho membranového napéti. Pribéh osového posuvu (obr. 7.11)
je roven nule v misté€ skofepiny L = 700 mm, coz odpovida polovin¢ skofepiny. V tomto misté
se nachdzi symetrie, coz je divod nulového osového posuvu. V misté spojeni skotfepiny se
sténodeskou se vysledek analytického modelu a numerického 1i8i, a to je zptisobeno tim, ze v
numerickém modelu je spojeni v rdmci objemu télesa, kdezto v analytickém feSeni je spojent
na urovni stiednic. Jakmile jedno téleso zacne zasahovat do druhého, numericky model to
zohledni a analyticky ne.

29



VUT v Brng, FSI, UMTB

3 0 ‘ il':::'; _-‘T‘::::é::::?::::?:::?
(1] [l lf" 1 1 1 1 ]
% _501, ,,,,, o; — analyticky
@_100; _____ ______ - - g; - numericky, velké deformace
g o 0, - analyticky
-150}/---- R MR ELEL L .
: : | ; ; | - - 0, — numericky, velké deformace
0 100 200 300 400 500 600 700
L [mm]
Obr. 7.12: Napéti na vnéjsi strané skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.1
200 ! ! ! ! | |
R R R S
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Obr. 7.13: Napéti na vnitini stran¢ skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.1

Priitb¢hy napéti na vnéjsi stran¢ skoifepiny (obr. 7.12) vypocitané analyticky pfesné sedi
s pribehy ur¢enymi numericky az na misto spojeni. Odchylka je znovu zplisobend napojenim
na druhé téleso.

Na vnitini strané skofepiny je nutno brat v potaz, ze cesta v numerickém modelu, ktera vede po
vnitini strané skofepiny, neni stejn¢ dlouha jako délka stfednice, protoze by vstupovala v misté
spojeni skofepiny a sténodesky do sténodesky a hodnoty napéti by nebyly relevantni. I piesto
jsou odchylky napéti na vnitini strané vétsi (obr. 7.13) z diivodu singularity v rohu spojeni.
Singularita a jeji vdZnost je vysvétlena dale v dokumentu.

LT R T
Sroo
=0V anaytoy
S) oy .~ - - numericky, velké deformace
N s et SR SRS SRS S
N b
0 100 200 300 400 500 600 700

L [mm]

Obr. 7.14: Redukované napéti dle HMH na vnéjsi strané skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.1
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Obr. 7.15: Redukované napéti dle HMH na vnitini strané skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.1

Hlavnim vystupem analyzy je redukované napéti, které tika, jaké celkové napéti na téleso
pusobi. Na obr. 7.14, 7.15 lze vidét, Ze je analyticky vypocet velmi blizky tomu numerickému,
coz je déno splnénim piedpokladii obecné pruznosti a pevnosti pro vypocet téchto téles.
Relativni odchylky numerického feseni od analytického jsou vyznaceny v tab. 7.2.

T¢lesa s ostrymi hranami jsou problematicka pfi feSeni numerickou metodou. V téchto
mistech se nachazeji koncentratory napéti, proto zde napéti vzroste na vysokou hodnotu.
V numerickém modelu v téchto mistech vznikaji singularity, coz jsou mista, ve kterych se
zhusténim sité kone¢nych prvki roste napéti do nekonecna (obr. 7.16). V redlném télese se
singularity nevyskytuji, protoze neobsahuji ostré rohy, ale vzdy je v nich radius.

500+ ------

400 - -- e ERRREEEE e e & RREEEE
E analyticky
%‘300””””: ””””””””””””” ”””””””” — numericky - sit' 2 mm
S ! numericky - sit' 1 mm

— numericky - sit' 0,5 mm

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Obr. 7.16: Detail na redukované napéti na vnitini stran¢ skofepiny pro analyticky model a
numericky model s rtiznou velikosti prvku sité

Na obr. 7.16 Ize vidét skokova hodnota redukovaného napéti pro riizné velikosti prvki sité
vznikla pfitomnosti singularity v ostré hrané. Se zahusténim sité klesa hodnota délky, na které
napéti skokove vzroste, a proto 1ze konstatovat, Ze neni nutné kvili tak malému mistu
pfedimenzovat celou nadobu. V redlném télese bude v tomto miste radius, a tak hodnota
nevzroste tak kriticky.
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Obr. 7.17: Radialni posuv po stfednice na st€nodesce pro rozméry a) z tab. 7.1

Pro ptipad sténodesky je zobrazen i numericky vypocet zahrnujici malé deformace (obr. 7.17)
z divodu velké odchylky pfi numerickém vypoctu s velkymi deformacemi. Z obrazku plyne,
ze analyticky vypocet je pocitan spravné, protoze je shodny s vypoctem numerickym pii
malych deformacich, ale nevystihuje realitu. V redlném modelu jiZ nejde o linearni problém, a
tak 1ze konstatovat, Ze analyticky vypocet neni dostate¢né presny.

0.0 E— I — ]
_05 ___________ :-__-______i_________:-______:: «:_: _________
E SR R ””””” ”””” * ””””” ”””””” analyticky
2 15 . L S ] - - numericky, velké deformace
i o i : numericky, malé deformace
-20 - D b R R ]
25 E i | 3
0 100 200 300 400 500
r [mm]

Obr. 7.18: Prahyb po stiednici sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.1

Prihyb sténodesky je maximalni ve stfedu desky a nabyva hodnoty -2,5 mm (obr. 7.18), coZ je
v souladu s piedpokladem, kdy prithyb ku tloustce nesmi byt vétsi nez 1/4. Zaroven musi byt
tloustka desky ku jejimu poloméru v rozmezi od 1/50 do 1/10, coz je taktéz splnéno, proto je
analyticky 1 numericky vypocet velmi podobny.
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Obr. 7.19: Napéti na vnéjsi strané sténodesky pro rozmery a) z tab. 7.1
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Na obr. 7.19,

Obr. 7.20: Napéti na vnitini stran¢ sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.1

7.20 je vidét, ze jsou napéti na vnitini a vnéjsi stran¢ symetrické. Jelikoz je

sténodeska plna, tak je radidlni napéti a tangencialni napéti ve stiedu sténodesky stejné. Stejné
jako u skofepiny, nejveétsi odchylka nastava v misté spojeni skrz napojeni na druhé téleso, které

neni schopné

analytické feseni popsat. Znovu je odchylka vétsi na vnitini strané sténodesky

(7.20) a to z diivodu singularity, kterd se nachazi v rohu v misté spojeni.

e S S S—
140 NS S S S
£ 120 ‘ ‘ A
% AN -/ analyticky
8100----------- R EEEEEE PRI\ S ST EEERERES e _ .
§) w . N\ ! LA : - - numericky, velké deformace
80r-------e-- it SECESEES AN :
o
0 100 200 300 400 500

Obr. 7.21:

Redukované napéti dle HMH na vnéjsi stran€ st€nodesky pro rozméry a) z tab. 7.1
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Obr. 7.22: Redukované napéti dle HMH na vnitini stran€ sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.1

Priibéhy redukovanych napéti na sténodesce (obr. 7.21, 7.22) jsou si podobna v obou ptistupech
a relativni chyba je kolem 5 %, stejn€ jako tomu bylo u redukovaného napéti na skofepiné (tab.
v dalsi analyze zhodnocena chyba analytického a numerického feSeni v zavislosti na zméné
rozmeri télesa dle tab. 7.1.

Tab. 7.2: Relativni chyba mezi analytickym a numerickym feSenim s velkymi deformacemi
v z&vislosti na rozmérech téles

Relativni chyba & [%]
p r L h t Sténodeska Skorepina

[MPa] |{[mm]|[mm] | [mm] | [mm] w Gred - Ored - " Ored - Gred -
vnitfni | vnéjsi vnitini vnéjsi

30 30 7,20 4,98 5,47 5,85 4,93 6,00

40 20 20,84 11,54 12,59 19,35 9,04 11,73

1 500 | 1400 | 50 10 | 570,50 | 291,71 | 166,28 | 48,36 36,17 33,33
20 40 8,92 9,71 9,18 10,96 7,87 6,80

10 50 7,32 11,08 8,80 30,35 6,81 24,00

Tab. 7.3: Relativni chyba mezi analytickym a numerickym feSenim s malymi deformacemi v zavislosti
na rozmérech téles

Relativni chyba & [%]

p r L h t Sténodeska Skofepina
[MPa] |[mm]|[mm] | [mm] | [mm] w Ored - Ored - " Gred - Ored -
vnitfni vnéjsi vnitini vné;jsi
30 30 6,06 3,21 4,28 5,26 4,90 5,20
40 20 14,43 4,72 7,59 8,57 8,54 8,43
1 500 | 1400 | 50 10 | 81,78 8,85 6,75 12,12 13,43 16,18
20 40 8,13 8,61 8,28 9,01 7,54 6,78
10 50 7,06 10,56 8,22 20,49 6,71 23,08
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Obr. 7.21: Radialni posuv po stfednici skofepiny pro ptipad b) z tab. 7.1
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Obr. 7.22: Redukované napéti dle HMH na vnéjsi strané skofepiny pro pfipad b) z tab. 7.1
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Obr. 7.23: Redukované napéti dle HMH na vnitini strané skotepiny pro piipad b) z tab. 7.1
Na obr. 7.21 lze vidét, ze se analytické a numerické feSeni vyrazné lisi. To muze byt zptisobeno tim, Ze
se tloust’ka skotepiny blizi maximu, aby se jednalo o skofepinu, a ne valcové téleso. Redukované napéti
je stale dostatecné presné (obr. 7.22, 7.23) a relativni chybu lze vidét v tab. 7.2, 7.3.
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Obr. 7.24: Pruhyb po stfednici sténodesky pro ptipad b) z tab. 7.1
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Obr. 7.26: Redukované napéti dle HMH na vnitini strané sténodesky pro pfipad b) z tab. 7.1

Priihyb po stfednici sténodesky se ve stiedu desky 1isi zhruba o 1 mm (obr. 7.24) a numericky
vypoctené maximum je necelych 7 mm. Podle Kirchhoffovy teorie by m¢l byt maximalni
prihyb desky roven 1/4 tloustky desky, coz je v tomto ptipad¢ 5 mm. JelikozZ je prihyb vétsi,
dalo se s odchylkou od numerického feSeni pocitat. Analytické feSeni je tak nepfesné, coz se
projevi i u redukovaného napéti (obr. 7.25, 7.26).

36



VUT v Brng, FSI, UMTB

000 Sl T
g ~0.05p--ooo R T o o TR analyticky
) 010 S o - o L o - - numericky, velké deformace
1 numericky, malé deformace
—0.15f -t xocbemac e amraa o S -

0 100 200 300 400 500 600 700
L [mm]

Obr. 7.27: Radialni posuv na skofepiné pro pfipad c) z tab. 7.1
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Obr. 7.28: Osovy posuv na sténodesce pro rozméry c) z tab. 7.1

Z obr. 7.27 je ziejmé, Ze toto téleso jiz nejde dal pocitat jako skotepinu. Tloustka skotfepiny ku
jejimu poloméru je 1/10, a tak se jedna spiSe o tlustosténné valcové téleso. Osovy posuv
vypocteny analyticky a numericky s malymi deformacemi se sobé piiblizuje, ale spravny
vysledek je numericky pocitany s velkymi deformacemi (obr. 7.28). Prihyb na sténodesce je
obrovsky a Kirchhoffova teorie neni v tomto ptipadé pouzitelnd. V tento moment jiz nema
smysl vyobrazovat dalsi grafy, protoze jsou odchylky opravdu veliké. Pro dalsi rozméry télesa
jsou vypsany relativni chyby v tab. 7.2, 7.3.

7.1.8 Zhodnoceni

Pro zékladni rozméry téles stanovené pfedem schvalné, aby vyhovovaly vSem nutnym
pfedpokladiim pfipada nejmensi relativni chyba. Vysledné priib&hy nejsou uplné totozné,
jelikoz analyticky model pocita s plisobenim sil od druhého télesa pouze v jednom bodé¢ (resp.
po obvod¢) v misté spojeni stfednic. Relativni chyba pro zékladni rozméry mezi analytickym
feSenim a numerickym s pfedpokladem velkych deformaci, se ale pohybuje kolem 5 % (tab.
7.2), coz je ptijatelnd hodnota.

Pti ztenceni sténodesky a piidanim materialu skofepiné byla nejvétsim problémem sténodeska,
kdy kvili velkému prithybu nebyly splnény piedpoklady pro analyticky vypocet, coz vedlo
k obrovské relativni chybé. Tloustka sténodesky byla v pfipadé¢ b) ztab. 7.1 20 mm a
maximalni priahyb témét 7 mm (obr. 7.24), coz nesplituje predpoklad malého prihybu, a tak se
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nedd pouzit Kirchhoffova teorie. U skofepiny byly hodnoty chyby mensi, stile vSak
presahovaly 30 %. Skofepina se v ten moment chovéd na hranici skofepiny a tlustosténného
valcového télesa. Pti opaéné zméné rozméra chyby nedosahovaly tak velkych hodnot.

Tab. 7.3 ukazuje, ze numericky model s pfedpokladem malych deformaci se vice blizi
analytickému feseni, relativni chyby jsou mensi nez v tab. 7.2, ale tento model nevystihuje
realitu.

7.2 Valcova nadoba naplnéna kapalinou

Jedna se o t&leso sloZené ze dvou t&les, momentové skofepiny a sténodesky (obr. 7.29). Reseni
tohoto télesa je podobné tomu prvnimu, jen zde misto tlaku konstantniho putisobi tlak
hydrostaticky, t€leso ma pouze jedno dno a je polozeno na podpofte.

|
|
SN 7 R
-1 _ r=2500 mm
S L =1000 mm
- - h =20 mm
~ - = t=20mm
= = - p = hydrostaticky tlak
— = —7h
— \L —
P R A
i~

Obr. 7.29: Zadani druhého slozeného télesa
7.2.1 Uvolnéni analytického modelu

Jako prvni je ur€eno, o jaky typ skofepiny se jedna dle (3.21):

6 -Vrh = 6-v/500-20 = 600 mm < 1000 mm
— Dlouha skotepina.
Pro dlouhou skofepinu se pocita se zkracenou verzi vzorce (4.19), protoZe se konce skotepiny
navzajem neovlivituji. Uvolnéné téleso:

(7.26)

Z
|—> |
|
p | p
N
< < —
M1/ /||\|I N A,
F 7
?A \ L / Ty
air—" A

Obr. 7.30: Uvolnéni druhého sloZeného télesa
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Znovu je teleso II zatizeno silami jak v radialnim sméru, tak momentem a silou osovou, bude
nutné jej tedy rozdélit na sténu a desku. Na obr. 7.30 lze vidét nezndmé parametry (7.27)
vyznacené modrou barvou.

NP = {M,,T;, 7. (7.27)

Rozdil oproti prvnimu ptikladu je vSak v tom, Ze t€lesa na sebe vzajemné ptisobi jen silou 7, a
momentem M,. Normalova sila v ose z totiz pasobi jen na sténodesku a je dand podporou
v tomto misté. To, ze skofepina neplisobi na sténodesku silou v ose zje dané tim, ze je
zanedbdna vlastni tiha skotfepiny [6]. Silu od podpory je mozné spocitat ze statické rovnovahy
v ose z (obr. 7.30):

r
ZFZ=O:p-7Tr2=T-2m‘—>T=p7. (7.28)

Tlak ptisobici na dno nadoby dosazeny do (7.28) je konstantni hydrostaticky tlak dany vztahem:
p=plg, (7.29)
kde g = 9.81 m/s? a za predpokladu vody jako kapaliny je p = 1000 kg/m3.
Liniovy moment a sila budou stanoveny z deformacni podminky v misté spojeni:
ul = ulle, (7.30)
9! = 9lb, (7.31)
kde u''® je radialni posuv na sténé, 9'/°je nato¢eni na desce, u! je radidlni posuv na skoteping
a 9! je natoCeni na skofeping.
7.2.2 ReSeni skoiepiny
Nejdfive jsou stanoveny okrajové podminky pro z = O:
My = My, (7.32)
T, = T (7.33)

Moment i posouvajici sila na skofepiné vychéazeji ze vztaht (4.11, 4.13), k nimz je tieba stanovit
radialni posuv:

ul = e P%(Cy sin Bz + C, cos fz) + ub, (7.34)
kde:
r? U r%p
R U = 7.35
up=gr(p=7%) = g (7:33)

Tlak v parcialnim feSeni radidlniho posuvu jiZ neni konstantni, ale proménlivy v zavislosti na
hloubce:

p=(L-2)pg (7.36)
Nicméné v misté spojeni (z = 0) je tlak maximalni a stejn¢ velky jako na sténodesce, proto
bude do vypoctu deformacéni podminky (7.30) dosazena za tlak vypoctend konstantni hodnota.

Vypocet momentu a posouvajici sily a dosazeni do okrajovych podminek:
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d?u

le = _BE = WlA, (737)
d3u

T, = B =T, (7.38)

Tyto vypocty nebudou dale rozebrany, protoze jsou feSeny pomoci programu Mathematica a
soubor stémito vypoCty se nachdzi v ptiloze. Ukdzka vyfeSeni integranich konstant
z okrajovych podminek v tomto programu je na obr. 7.31.

nBe13]= Z = @;

(L-z)p=*g)

nEiap= (% ( (L-2) pwg) - 22X : 1)

P2

nesl= UBL[z ] 1= @ P* % (cll%Sin[Bxz] +cl2xCos[B*z]) + *p;

EExh

InB16= vOl = u@l ' [z]

Outf616]=
1. (0. +0.0128541cll) - ©.0128541 (0. +1. cl2)

InG17= Mzl = =Bl (u@l''[z])

Out[617]=
~1.53846 x 10° (-9.0257081 (0. +©.0128541 c11) +
1. (0. - ©.000165227 c12) + ©.000165227 (0. + 1. c12))

neis= trzl = -Blx (uel'''[z])

out[618)=
~1.53846 x 18°

{1. f\@ -2.12384x10°° Cllll +©.000495681 (0. +0.0128541 cl1l) -
©.0385622 (0. - 0.009165227 c12) - 2.12384x10°° (0. + 1. c12);]

nB19= S = Solve [ {MA® - mzl == @, TA® - trzl == 0}, {cll, cl2}]

out[s19)=
[{cll > @. + ©.0000196699 MA@,
c12 > -©.0000196699 MAG - ©.00153025 TAG] }

Obr. 7.31: Ukazka kodu v Mathematice

Druhou veli¢inou potiebnou k poc¢tu deformacnich podminek je natoceni, které dané vztahem:

1
gl = T (7.39)
dz

Po zjisténi neznamych parametrti budou vykresleny napéti dle vztaht (4.23, 4.24) a osovy
posuv dle (4.25).

7.2.3 ReSeni stény

V ptipadé¢ stény je feSeni Uplné stejné jako v prvnim priklad€. Nejprve jsou tedy stanoveny
okrajové podminky pro r = 0:

ulle = 0 (7.40)
apror =r:
A B
_A_,_ 2 7.41
oy =f =A== (7.41)
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Lze dokazat, ze kvuli prvni okrajové podmince (7.40) je konstanta B rovna nule, a proto je
radialni napéti rovno konstanté A. Dosazenim do rovnice (4.57) bude zjisténa integracni
konstanta C}'%:

1-u 1—pu Ty 1-u
Ha _ 4. - g =4, : 7.42
Gi=d =0 =7 (7.42)
Dosazenim této konstanty do rovnice pro posuv vznikne tvar:
Ty 1—p
Ha _ clla, . _ A, . 7.43
u Clltr=—r——7 (7.43)
Po vyfeseni neznamych parametri bude napéti stény feseno dle vztaht (4.55, 4.56).
7.2.4 ReSeni desky
Okrajové podminky pro r = 0:
9P =0 (7.44)
apror =r:
M, = My. (7.45)

Podle okrajovych podminek je vidét, ze je deska feSena stejné€ jako v prvnim priklad€. Jedna se

o plnou desku, proto je konstanta C}'? z rovnice (4.40) nulova a natogeni je tvaru:

9P = P - + 9P, (7.46)

kde partikularni feSeni je:

guib — _% f (r f (tdr) dr) = 3 (7.47)

1
=— 3 (rf(—pz—rdr)dr) =%.

Sila 7, je zjisténa stejné jako v prvnim piiklade (obr. 7.4). Dosazenim natoceni (7.46) do rovnice
pro vypocet momentd (4.36) a naslednym dosazenim do okrajové podminky (7.45) vznikne
rovnice:

Eh3 d?d 9
My = (

L (A 7.48
12(1 — 12 dr+“r> Mas (7.48)

ze které je urdena integraéni konstanta C/’? v zavislosti na nezndmém parametru M, a rovnice

(7.46) s dosazenou integracni konstantou je dosazena do deformacni podminky (7.31). Po
vypocteni neznamych parametrli je napéti na desce zjisténo z rovnic (4.43, 4.44).

7.2.5 ReSeni deformaénich podminek

Dosazenim rovnic ziskanych z feSeni jednotlivych téles vznikne soustava dvou rovnic o dvou
neznamych parametrech M, a T, které se nachazi v integraénich konstantach C;, C,, C{'?:

p T 1-up

e P7(C, sin Bz + ICZ cos fz) + ﬁg T (7.49)
du pr

— lib , _ 7.50

iz Ci""r+ 168 ( )
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Do rovnic nebude detailnéji dosazeno, vypocty byly provedeny v programu Mathematica (obr.
7.32).

in633r= sol = Solve[{ul - u2a == @, vl - v2Zb == @}, {MA@, TAB}]

ouEaz= [ (MA@ - 279.665, TAG » 3.77106] ]

Obr. 7.32: Vypocet deformacnich podminek v programu Mathematica
7.2.6 Numericky model

Numericky model je vytvoren stejné jako v prvnim piiklad€, tzn. nejprve jsou nakresleny
sttednice podle zadanych hodnot a poté je jim ptidana tloustka. Uloha je feSena jako 2D
axisymetrickd. Sit’ kone¢nych prvki (obr. 7.33) ma 24021 uzlt a 7500 kvadratickych prvki
s velikosti 2 mm. Prvky jsou zvoleny tak malé z diivodu malé naro¢nosti vypoctu. Vytvorené
cesty pro vykresleni grafti maji na vnéjsi strané nadoby stejnou délku jako stiednice a na vnitini
stran€ jsou kratsi o polovinu tloustky télesa, do kterého by cesta s délkou stejnou jako stiednice
zasahovala, coz bude vidét na grafech.

Rozdil mezi analytickym modelem a numerickym je ve vazb¢. Zatimco v analytickém feSeni
na sténodesce pusobi sila od podpory na stfednici, v numerickém modelu ptisobi tato sila na
spodni stranu sténodesky (obr. 7.33), coz odpovida redlnému modelu nadoby poloZzené na
podpoie. Cim bude sténodeska tenéi, tim bude vazba numerického modelu podobngjsi vazbé
analytického modelu.

A: Static Structural
Displacement
Time: 1, s
23.05,2023 233

[] Displacement
Components: Free;0,;Free mm

Obr. 7.33: Sit konecnych prvkl a vazba

7.2.7 Vysledky
Nyni budou vykresleny grafy vysledki dle rozméri v tab. 7.4.

Tab. 7.4: Rozméry téles druhé tlohy a vypoctené neznamé parametry

X Ta Ma F
ROZMERY | r[mm] | L [mm] [ h [mm] | t [mm] iNimm]. (| Nmmm]| [N
a) 20 20 3,77 -279,67
b) 10 10 5,27 -286,35
C) 500 1000 5 5 7,49 -291,78 2,45
d) 40 10 2,54 -305,82
e) 50 10 2,16 -306,12
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Obr. 7.34: Radialni posuv podél stiednice skofepiny pro rozmeéry a) z tab. 7.4
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Obr. 7.35: Osovy posuv podél stiednice skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.4

Radialni posuv podél stfednice skotfepiny (obr. 7.34) vychazi shodné v obou pfistupech feseni.
Posuv roste smérem od horni Casti nadoby spolu s hydrostatickym tlakem az po misto, kde
za¢ne pusobit moment kvuli spojeni se dnem nadoby. Protoze jsou splnény predpoklady pro
analyticky vypocet skotepiny, analytické vysledky radidlniho posuvu jsou velmi podobné
vysledkiim numerickym a relativni chyba je zndzornéna v tab. 7.5, 7.6.

Osovy posuv (obr. 7.35) uz nevychazi tak ptesné, coz mize byt zpisobeno vazbou, kterd se

mirné lisi v obou feSenich.
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Obr. 7.36: Napéti na vnéjsi stran¢ skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.4
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Obr. 7.37: Napéti na vnitini stran¢€ skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.4

Je zobrazeno pouze napéti feSené analyticky a numericky s velkymi deformacemi, protoze je
zatim numerické feSeni malych 1 velkych deformaci identické. Napéti na vnéjsi stran€ (obr.
7.36) a vnitini stran¢ skotepiny (obr. 7.37) je shodné v obou piistupech az na misto spojeni
téles. Tato odchylka je zpiisobena tim, ze numericky model je schopny zachytit ptisobeni od
druhého télesa po tloust’ce spojeni téles, kdezto analyticky model pocité s plisobenim sily od
druhého télesa pouze na konci stfednice v jednom bod¢ (po obvodg).

3____________________4_________:L _____________________
= ‘ : ; .
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- : analyticky
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] ! ! ! ! numericky, velké deformace
'] ___________ [T P Lo I
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Obr. 7.38: Redukované napéti dle HMH na vnéjsi stran€ skofepiny pro rozméry a) z tab. 7.4

Ored [Mpa]

! : analyticky
e e

numericky, velké deformace

Obr. 7.39: Redukované napéti dle HMH na vnitini stran¢ skotfepiny pro rozméry a) z tab. 7.4

Posledni vykreslenou veli¢inou na skofepin€ je redukované napéti na obou stranach skotepiny
(obr. 7.38, 7.39). To vychazi z hodnot osového a te€ného napéti, které vysly velmi piesné, proto
i redukované napéti vychazi podobné v obou piistupech. Jelikoz je redukované napéti
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dilezitym vystupnim faktorem, bude vypoctena relativni chyba feSeni pro rtizné varianty
rozmeéru téles z tab. 7.4.
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Obr. 7.40: Radialni posuv po stfednici sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.4
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Obr. 7.41: Osovy posuv po stiednici sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.4
V piipadé¢ sténodesky je na pribéhu radidlniho posuvu (obr. 7.40) vidét, Zze se kiivka
s numericky vypocitanym posuvem mirn¢ lisi pii malych a velkych deformacich, coz je
zpusobeno rozdilnym vypoctem za piedpokladu malych a velkych deformaci. Pfi zméné
rozméri bude sledovéana vétsi odchylka.

Osovy posuv na sténodesce (obr. 7.41) vykazuje mirnou odchylku v jejim stfedu. Tato odchylka
bude ziejme zplisobena rozdilnym zaddnim vazby v pfistupech, stejné jako tomu bylo v ptipadé
osového posuvu na skoiepiné (obr. 7.35).
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Obr. 7.42: Napéti na vngjsi stran¢ sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.4
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Obr. 7.43: Napéti na vnitini stran¢ sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.4

Napéti na vnéjsi a vnitini strané st€énodesky (obr. 7.42, 7.43) je symetrické a na kazdé strané je
v jejim stfedu rovno napéti radialni napéti te€nému.
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Obr. 7.45: Redukované napéti dle HMH na vnitini strané sténodesky pro rozméry a) z tab. 7.4

Prubéhy redukovaného napéti na obou strandch (obr. 7.44, 7.45) jsou pro oba pfistupy piesné a
jejich relativni chyba je vyznacena v tab. 7.5, 7.6, ve které je i zadani rliznych rozméri téles.
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Obr. 7.46: Radialni posuv po stfednici st€nodesky pro rozméry b) z tab. 7.4

Pro ptipad b) z tab. 7.4 je jediny zajimavy graf pribéh radiadlniho posuvu na st€énodesce (obr.
7.46), na kterém lze pozorovat velkou odchylku numerického feseni s velkymi deformacemi od
numerického feSeni s malymi deformacemi a analytického feSeni. Tato kiivka jiz neni linedrni,
a proto lze konstatovat, ze analytické feSeni uz je velmi nepfesné a neodpovida realité.
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Obr. 7.47: Osovy posuv po stiednici sténodesky pro rozméry c) z tab. 7.4
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Obr. 7.48: Redukované napéti dle HMH na vnéjsi stran€ st€nodesky pro rozméry c) z tab. 7.4
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Obr. 7.49: Redukované napéti dle HMH na vnitini strané sténodesky pro rozmeéry c) z tab. 7.4

Pritbé¢h osového posuvu na sténodesce (obr. 7.47) feSeny analyticky se jiz vyrazné lisi od
numerického feSeni, které pocita s velkymi deformacemi. Sténodeska je jiz moc tenka a
maximalni prithyb nevyhovuje ptedpokladiim pro vypocet priahybu desky podle Kirchhoffovy
teorie. Numericky vypocet pocitajici s malymi deformacemi je sice shodny s analytickym
feSenim, ale neodpovida realité. Stejné je tomu tak i u redukovaného napéti na obou stranach
sténodesky (obr. 7.48, 7.49). Numerické feSeni s predpokladem malych deformaci kopiruje

analytické feSeni presn€, kdezto numerické feSeni zahrnujici velké deformace je rozdilné a
odpovidalo by realité.

Priitb¢hy posuvu a redukovaného napéti na skofepin€é nejsou pro rozméry b) ztab. 7.4
vykresleny, jelikoZ je relativni chyba stale mala a analytické feSeni je dostacujici pro realny
popis.

020 MR

w016 oot R S

= b | : : analyticky

50.10F-------} R S , .

6«_: g ! ! numericky, velké deformace
0 05 ______ L Xa T - - numericky, malé deformace
0.00

0 200 400 600 800 1000
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Obr. 7.50: Redukované napéti dle HMH na vnitini strané skofepiny pro rozméry d) z tab. 7.4
Pro zvoleny rozmér d) z tab. 7.4 se relativni chyba redukovaného napéti na vnitini strané
skofepiny (obr. 7.50) zvedne (tab. 7.5, 7.6). Zvlastni je vSak to, Ze s analytickym feSenim nesedi
uz ani numerické feseni s predpokladem malych deformaci. Tento jev se projevi i na prithybu
sténodesky (obr. 7.51), kde je vidét, Ze analytické fesSeni se 1i$i od obou numerickych feseni.
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Obr. 7.51: Osovy posuv sténodesky po stfednici pro rozméry d) z tab. 7.4
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Obr. 7.52: Radidlni posuv podél stiednice skofepiny pro rozmery e) z tab. 7.4

Analytické feSeni se uz dost lisi pii porovnani s numerickym feSenim radidlniho posuvu na
skofepin¢ pro rozmeéry e) z tab. 7.4. Relativni chyba je zachycena v tab. 7.5 a je mozné fict, ze
uz se nejedna o skofepinu, protoze je tloustka stény skotfepiny ku jejimu poloméru 1/10, a proto
se jedna uz spiSe o valcové téleso.

Tab. 7.5: Relativni chyba mezi analytickym a numerickym feSenim s velkymi deformacemi
v zavislosti na rozmérech téles

Relativni chyba 6 [%]

r L h t Sténodeska Skoiepina

[mm] [mm] [mm] [mm] - Ored - Gred - u Gred - Ored -
vnitini vnéjsi vnéjsi vnéjsi

20 20 531 2,71 3,33 2,30 2,06 4,13

10 10 3,66 2,00 1,80 2,95 3,20 2,10

500 | 1000 | S 5 17,42 20,85 19,56 8,86 4,65 3,64
40 10 | 54,63 7,18 16,90 | 21,36 | 16,35 12,17

50 10 | 107,18 | 9,68 31,49 | 43,13 | 22,70 20,30
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Tab. 7.6: Relativni chyba mezi analytickym a numerickym feSenim s malymi deformacemi v zavislosti
na rozmérech téles

Relativni chyba 6 [%]

r L h t Sténodeska Skorepina
[mm]| [mm] | [mm] | [mm] W Gred - Ored - U Ored - Gred -
vnitini | vnéjsi vnitini | vnéjsi

20 20 5,24 2,65 3,27 2,26 2,07 4,13
10 10 2,85 1,08 1,27 2,74 3,31 2,08
500 [ 1000 | S S 1,14 0,33 0,36 3,18 3,86 2,58
40 10 | 52,23 6,51 16,89 | 25,81 | 19,13 9,54
50 10 | 101,02 | 9,00 31,21 | 29,04 | 26,66 14,90

7.2.8 Zhodnoceni

Nejprve byly vSechny grafy druhého slozeného télesa vykresleny pro zédkladni rozméry zvolené
tak, aby bylo vyhovéno vSem ptedpokladiim pro feseni pomoci analytického modelu. Vysledky
se shodovali s feSenim numerickym a pro pfedpoklad malych i velkych deformaci vychézela
relativni chyba od 2 do 3 %.

Poté byly tloustky stén zmenSeny na polovinu (tab. 7.4 b)) a relativni chyba vysla jesté mensi.
Pouze radialni posuv na sténodesce se lisil pii numerickém vypoctu pomoci malych a velkych
deformaci (obr. 7.46). Sténodeska jiz tedy byla pro vypocet radidlniho posuvu pftilis tenka a
analyticky model by neodpovidal realit¢.

Znovu byla zmensena tloustka o polovinu, coz bylo kritické zejména pro sténodesku (tab. 7.5
¢)), pro kterou byl jiz pruhyb piili§ velky, nebyly splnény pfedpoklady malych deformaci, tim
padem neni Kirchhoffova teorie pouzitelnd. Relativni chyba pro sténodesku pii téchto
rozmérech byla kolem 20 %. ZmenSeni rozméri nebyl problém pro skofepinu az do mist
nejvetSiho hydrostatického tlaku, kde se nachdzely nejvétsi odchylky analytického od
numerického feSeni.

Pti poslednich zménach rozmérti se zanechala idealni tloustka sténodesky urcena pomoci
relativni chyby, tedy 10 mm a zvétSovala se tloustka skofepiny. Pii hodnoté h = 40 mm (tab.
7.5) zacaly hodnoty relativni chyby rychle stoupat, a tak lze fict, Ze uz se nejedna skotepinu,
ale spise o tlustosténné valcové téleso.

Tab. 7.6 pouze znazornuje, ze pti feSeni numerickém s malymi deformacemi je toto feSeni blizsi
analytickému nez pfi velkych deformacich.
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8 Zavér

Bakalarska prace se zabyvala deformacné napétovou analyzou nékterych slozenych téles
z oblasti pfedmétu Pruznost a pevnost II. Konkrétn¢ to byla télesa slozend z momentové
valcové skotepiny, kruhové desky a stény. Cilem bylo vytvofit analyticky model pomoci obecné
pruznosti a pevnosti, porovnat ho s numerickym modelem vyuzivajicim metodu konecnych
prvkll a stanovit omezeni pouzitelnosti analytického feSeni. Slozena télesa méla rtzné
geometrické varianty.

Nejprve byla pfedstavena obecnd pruznost a pevnost a byly odvozeny zakladni vzorce
vyuzivané v pfedmétu Pruznost a pevnost II. Pro samotné rovnice existuje nekone¢né¢ mnoho
feSeni, a proto byly piedstaveny okrajové podminky, diky kterym je mozné stanovit vysledky.

V dalsi ¢asti prace byly ukazany zakladni vlastnosti vybranych elementarnich téles, ze kterych
se skladaly slozena télesa. Slo predeviim o to, ukazat naznak odvozeni rovnic pro analytické
feSeni ptfimé ulohy a stanovit predpoklady k pouzitelnosti analytického feSeni. Analyticky
model byl pocitan v programu Wolfram Mathematica. Tyto vytvofené modely jsou soucasti
bakalafské prace v priloze. Numerické feSeni vyuziva tzv. diskretizaci, coz je pfeména spojité
ulohy na tlohu s kone¢nym poctem prvkii. Bylo provedeno pouze hrubé naznaceni pievodu
spojité funkce na funkci diskrétni, protoze numericky model byl sestaven v programu Ansys
Workbench, ktery pocital alohu sam.

Tato prace méla také za cil udélat prehled rtiznych slozenych téles reprezentujicich realné ulohy
z technické prace, coz bylo splnéno v kapitole 6. Nejcastéjsim typem slozeného télesa je nadoba
s vnitfnim tlakem ¢i nadoba obsahujici kapalinu. Takové nadoby jsou hojné vyuzivany
v priumyslu chemickém, potravinarském nebo ropném. Dale jsou to ptirubové spoje a spoje
lisované.

V 7. kapitole doslo na deformacné nap€tovou analyzu 2 vybranych slozenych téles, a to valcové
nadoby s vnitini tlakem a nadrZe na kapalinu poloZenou na podpoie. U obou téles byl nejprve
vytvoren analyticky model feSeni s popisem, jak se k nému doslo a poté byl vytvoren model
numericky. V numerickém modelu byla zobrazena vytvorend sit’ kone¢nych prvki a jeji
parametry. Po dopocitani vSech nezndmych parametrti byly vykresleny vysledky vSech posuvii
a napéti pro zdkladni rozméry uloh danych tab. 7.1 a) a 7.4 a).

Pribéhy posuvl a napéti u prvniho i1 druhého télesa byly pro zakladni rozméry téles velmi
podobné pro feSeni obéma zplsoby az na misto spojeni elementarnich téles. V tomto misté
pocita analytické feSeni se spojenim s druhym télesem pouze na Grovni stiednic, zatimco
numerické feSeni bere v potaz tloustku téles a spojeni pocitd v ramci objem1 téles. To zpiisobi,
7e jakmile se priibéh vykreslované veli¢iny dostane na uroven spojeni, dojde ke zméné tuhosti
télesa a kiivka pribéhu numerického feseni se odtrhne od kiivky analytické. To se da povazovat
za omezeni analytického feSeni, protoZe zde neni spravna hodnota feSeni. Naopak nevyhodou
numerického feSeni je nutnost pohlidat si velikost prvku na povrchu téles v mistech ostrych
rohtl, protoZe s jemné;jsi siti zde roste hodnota napéti do nekonec¢na, coz se v grafu projevi jako
Spicka. V této praci bylo ale ovéfeno, ze sjemngjsi siti také klesd délka, na které je tato
napét'ova Spicka vyvolana, a tak neni potfeba kviili tomuto mistu pfedimenzovat zbyte¢né celé
téleso. Navic v tomto misté nikdy nebude ostra hrana, ale vzdy se tam bude vyskytovat radius.

Po zméné rozmér téles zacala stoupat relativni chyba, kterou lze vidét v tab. 7.2, 7.3, 7.5,
7.6. Byla stanovena relativni chyba analytického feSeni od numerického feseni s velkymi
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deformacemi a chyba analytického feseni od numerického s malymi deformacemi. Podle
o¢ekavani vychézela relativni chyba pro predpoklad malych deformaci u numerického feseni
mensi nez s predpokladem velkych deformaci. U sténodesky nejvice rostla chyba pfti jejim
ztenceni, protoze tlak, ktery byl neménny pti vSech rozmérech téles vyvolal prihyb na desce,
ktery nespliioval ptedpoklady pro vypocet pomoci Kirchhoffovy teorie. Naopak u skotfepiny
byl vétsi problém, kdyz byla tloustka stény vétsi, v ten moment se totiz téleso dostavalo na
hranici mezi skofepinou a tlustosténnym valcovym télesem.

Zavérem lze fict, Ze bakalaiska prace dosahla stanovenych cilti a poskytla uzite¢né poznatky o
deformacnim a napét'ovém stavu slozenych téles.
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Seznam pouzitych symboli, veli¢in a zkratek

Veli¢ina/symbol Jednotka Popis
u - Vektor posuvu
T, — Tenzor pietvofeni
Ty - Tenzor napéti
o MPA Normalové napéti
. MPA Smykové napéti pusobici ve sméru
Xy
0 N Objemové zatizeni ptsobici ve
sméru x
€ - Pomérné délkové pietvoreni
Y - Pomérné uhlové pietvoteni
E MPA Modul pruznosti v tahu
G MPA Modul pruznosti ve smyku
U - Poissonova konstanta
u mm Posuv v radidlnim sméru
w mm Posuv v axidlnim sméru
t mm Posuv v te¢ném sméru
) © Natoceni
N -mm
M Meérny ohybovy moment
mm
N o o
T — Meérna posouvajici sila
mm
N o s
N — M¢rna normélova sila
mm
MPA Tlak
mm Tloustka stény skotepiny
T mm Polomér
B MPA - mm3 Ohybova tuhost skotepiny/desky
1 ,
B — Zavedena konstanta
mm
C - Integracni konstanta
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Délka skotepiny
Pomérna zména objemu
Kvadraticky moment
Potencialni energie
Napjatost
Potencial vnéjsiho zatiZeni
Energeticka hypotéza

Redukované napéti



