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ABSTRAKT

Diplomové prace se zabyva vyuzitim linedrnich maticovych nerovnosti (LMI) v Fizeni
dynamickych soustav. Pomoci LMI miizeme definovat stabilitu systému. Definovanim
LMI mdzeme zkoumat zda jsou pély systému v zadanych oblastech, umisténych v levé
poloroviné komplexni roviny. LMI mizeme také pouzit pro stavovou zpétnou vazbu s
nulovou ustalenou odchylkou na vystupu soustavy od zadané hodnoty. V praci je popsan
navrh reguldtoru minimalizujiciho H., normu ze vstupu na vystup systému. Dale je zde
popsan navrh LQ regulatoru s pouzitim LMI. Na zavér prace jsou uvedeny dva priklady
navrhu LQ reguldtoru, ktery minimalizuje H., normu ze vstupu na vystup systému a
ktery presune poly systému do danych oblasti v komplexni roviné. V prvnim pripadé se
LMI pouziji pro navrh spojitého LQ regulatoru. Ve druhém pripadné navrhujeme diskrétni
LQ pomoci LMI.

KLICOVA SLOVA

optimalizace, Ljapunovova stabilita, stabilita systému, LMI, lineadrni maticova nerovnost,
Matlab, cvx, YALMIP, Robust Control toolbox, stavova zpétna vazba, H., norma, LQ
regulator, LQR

ABSTRACT

Master's thesis deals with using a linear matrix inequality (LMI) in control of a dynamic
systems. We can define a stability of a dynamic system with a LMI. We can use a LMI
for research if the poles of a system are in a given regions in the left half-plane of the
complex plane with a LMI or we can use a LMI for a state feedback control.

In the work we describe a desing of a controller minimizing a H., norm from an input
to an output of the system. There is also a desing of a LQ controller with a LMI. In the
end of the work, there are two examples of a design a LQ controller, which minimize the
Ho norm from the input to the output of the system and moves a poles of a dynamic
system in a given regions in the complex plane, with the LMI. We use a LMI for a design
a continuos LQ controller in the first example. In the second example we use a LMI for
a design a discrete LQ controller.

KEYWORDS
optimization, Lyapunov stability, system stability, LMI, linear matrix inequality, Matlab,
cvx, YALMIP, Robust Control toolbox, state feedback, H,, norm, LQ regulator, LQR
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UVOD

Lidé se uz odnepaméti snazi ve vSech odvétvich své ¢innosti minimalizovat usili,
které potrebuji k dosazeni pozadovanych vysledkt. Af uz se jednalo o vynalez kola ve
staroveku, kdy si ¢lovék usnadnil prevazeni zbozi ¢i rizné kladkové stroje pouzivané
ve stfedoveku ke stavbé monumentalnich staveb nebo mnoho dalsich technickych
vynalezi, se kterymi se setkavame v kazdodennim zivoté. Kazda z téchto technologii
byla vyvinuta pro to, aby byl maximalizovan zisk z néjaké ¢innosti nebo naopak aby
doslo k minimalizovani energie, ktera je do ¢innosti vlozena. Miizeme tedy Tici, ze
hleddme optiméalni feseni problému, nebo-li najdeme takové feSeni, které nachazi
minimalni, pfipadné maximalni hodnotu za zadanych omezujicich podminek.

Tato prace rozebira, jak se optimalizace muze projevovat v fizeni dynamickych
systému.

V prvni kapitole prace je provedeno rozdéleni optimaliza¢nich problémt do né-
kolika kategorii. Ty se rozlisuji podle typu omezujicich podminek. U semidefinitniho
programovani, které je v praci zminéno jako posledni optimalizac¢ni problém, se ome-
zujici podminky vyskytuji ve tvaru linearnich maticovych nerovnosti. Tvar a vyznam
linedrnich maticovych nerovnosti je popsan v posledni podkapitole.

Kazdy optimaliza¢ni problém ma vlastni metody Teseni. Pro realizaci fesici me-
tody miuzeme vyuzit nékolik nastroji. V druhé kapitole jsou vybrany toolboxy k
programu Matlab, které lze pouzit k feseni optimaliza¢nich problému a linearnich
maticovych nerovnosti.

Treti kapitola prace se zabyva vyuzitim maticovych linedrnich nerovnosti v Ti-
zeni. Muzeme definovat optimalizac¢ni problém, ktery bude mit podminky vyjadiené
pomoci linearnich maticovych nerovnosti a ktery bude vysetrovat stabilitu systému.
Na zakladé feseni optimaliza¢niho problému rozhodneme, zda je systém stabilni,
nebo zda je systém nestabilni. Vysetrovani stability systému tizce souvisi s moznosti
vysetfovat umisténi poli systému. Mizeme si definovat optimalizac¢ni problém, kte-
rym budeme vysettovat, zda poly lezi uvniti ohranic¢enych oblasti v komplexni ro-
viné. Ohranic¢ené oblasti jsou definovany skrze linearni maticové nerovnosti. Druhé
polovina treti kapitoly se vénuje néavrhu stavového regulatoru s ustalenou nulovou
odchylkou na vystupu soustavy pomoci linearnich maticovych nerovnosti.

Abychom mohli ovliviiovat tvar a rychlost prechodové charakteristiky, tak si de-
finujeme H,, normu systému a kritérium pro LQ regulator. Ve ¢tvrté kapitole se
zabyvame H., normou systému. Pomoci linedrnich maticovych nerovnosti mizeme
navrhnout regulator, ktery bude H.,, normu minimalizovat, a nebo mizeme navrh-
nout regulator, ktery zaruci, ze H,, norma neprekro¢i nami definovanou hodnotu.

V paté kapitole se zabyvame kritériem pro LQ reguldtor a jeho vyjadreni po-

moci linedrnich maticovych nerovnosti. Kritérium pro LQ regulator obsahuje slozku,
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kterd je ovliviiovana velikosti vstupniho signalu a slozku, ktera je ovliviiovana veli-
kosti stavi systému. Kazdé slozce je pritazena vaha, jak velkou mérou prispivaji do
kritéria. Pomoci linedrnich maticovych nerovnosti navrhujeme takovy LQ regulator,
ktery kritérium minimalizuje.

V posledni kapitole je proveden navrh nékolika L(Q) regulatorti pro spojitou a
diskrétni soustavu. Jako prvni je navrzen samotny L(Q) regulator. Jako druhy regula-
tor je pro srovnani navrzen LQ regulator, ktery minimalizuje H., normu ze vstupu
na vystup systému a zaroven posunuje pély do ohranic¢ené oblasti. Typ ohranicené
oblasti zalezi na tom, zda se jedna o spojity systém nebo zda se jedna o diskrétni

systém.
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1 OPTIMALIZACE

Optimalizaci rozumime hledani minima realné funkce f. Hleddme neznamou vysled-
nou mnozinu X € R, ktera splni zadané podminky. Ovsem to jak mnozina X vypada
neni v obecné optimalizaci definovano. Mohou nastat tii pripady:
a.) Mnozina X je konefna - jedna se o kombinatorickou optimalizaci.
b.) Mnozina X obsahuje redlna ¢isla a redlné vektory - spojitd optimalizace.
c¢.) Mnozina X obsahuje redlné funkce - fesime tzv. variacni pocet.
Pri spojité optimalizaci hleddme mnozinu X C R”, ktera se sklada z prvka

(x1, ..., x,). Tyto prvky jsou feSenim soustavy m nerovnic a [ rovnic:

(1.1)

Pro funkce g1, ... , gm a g2, ..., g; plati R — R.

Potom tedy plati, ze muzeme cely problém optimalizace zapsat jako:

min f(z1, .y xp)
za podminek ¢;(x1,...,x,) <0, i=1,..,m (1.2)
hi(l'l,...,l'n) :0, 1= 1,...,Z

Ne vzdy dojde k tomu, ze se podari mnozinu X nalézt. Pokud mnozina X vy-
jde prazdnd (podminky, které omezuji funkei f, jsou nastaveny proti sobé, napft.
zy >= 0, x> 0 ay < 0), tak se optimalizacni tloha nazyva nepripustnd.

Pri optimalizaci se funkce f nazyva jako tcelovd nebo kriteridlni funkce. Prikla-

dem spojité optimalizace je loha linedrniho programovani [31].

1.1 Linearni programovani

P1i tomto druhu optimalizace minimalizujeme linearni funkci za podminek, které

jsou definovany ve tvaru linearnich rovnic (linedrni rovnice viz. ptiloha [A{na strané

73).

Standardni tvar linedrniho programovani (LP) se zapisuje v nésledujicim tvaru:

min i1+ ... +exy,
za podminek ajxi + ...+ apr, =0, i=1,...,m (1.3)
szo, j: 1,...,7’1,

Ve vektorovém zapisu se standardni tvar zapise jako:

min{c'x | x € R", Ax = b,x > 0} (1.4)

12



Kde plati A € R™" b € R™, ¢ € R™

Optimaliza¢ni problémy nejsou vétsinou ve standardnim tvaru, ale maji obecnou
formu. Proto, abychom je prevedli na standardni tvar a poté mohli pouzit néktery
z nastroju pro jejich vypocet, mizeme pouzit nasledujici tpravy:

1. Pfi hledani maxima funkce max{c'x}, miiZeme tento problém prevést na hle-

dani minima zdporné funkce min{-c*x}.

2. Znaménko nerovnosti miiZzeme oto¢it, kdyz misto aTx < 0 pouZijeme nahradu

-atx > 0.
3. Misto rovnosti a'x = b miizeme napsat dvé nerovnosti a’x > b a -aTx > —b
4. Pokud naopak chceme nerovnost a'x < b pievést na rovnost, tak musime
pouzit tzv. pomocnou proménnou (v angli¢tiné oznacovanou jako slack
variable) u;. Musi spliovat podminku u; > 0. Potom miZeme nerovnost
nahradit jako a®*x +u; = b;. Stejny postup pouZijeme, pokud chceme nahradit
nerovnost alx > b na rovnost.
5. Mame-li neomezenou proménnou x € R, tak ji mtizeme rozdélit na dvé pro-
ménné z;7 > 0, z; < 0. Tyto proménné ale museji splitovat podminku, Ze
T; = ZE:_ —x; .
Tim, Ze ptivodni problém upravime podle vyse uvedenych pravidel se nijak nezméni
hodnota optima ptvodné zadaného problému. Proto pokud uréime hodnotu optima
nového problému, tak mizeme prohlasit, ze to je zaroven hodnota optima ptuvodné
zadaného problému.

Prikladem linearniho programovani mohou byt rtzné jednoduché optimalizacni
problémy. Mtze se jednat o zjistovani spravného poméru vstupnich surovin v za-
vislosti na nejvétsim zisku, na spravném smichani vstupnich potravin pro splnéni

minimalni vyzivové davky v pokrmu apod.[31].

1.2 Kvadratické programovani

P1i kvadratickém programovani (QP - z anglického origindlu Quadratic program) je
kriteridlni funkce zadand jako kvadraticka funkce a omezujici podminky zustavaji
linearnimi funkcemi jako u linearniho programovani.

Problém kvadratického programovani lze tedy zapsat jako:

min %XTPX +q'x+r
za podminek Gx < h (1.5)
Ax=0»

Kde P je ¢tvercovd, symetrickd a pozitivné definitni (pozitivné definitni viz. priloha
na strané matice o rozmérech n, G € R™"™ a A € RP*",
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Prikladem kvadratického programovani je metoda nejmensich ctverci. Jedna se
o problém kvadratického programovani, ktery je zadan bez podminek. Minimali-
zujeme zadané kritérium ztratové funkce. V tomto pripadé ma problém analytické
reseni, které je odvozeno v priloze [A|na strané[75] Pridanim podminek, pro které ma
minimalizace platit, jiz nelze ziskat jednoduché analytické feseni. Problém miizeme
zapsat do tvaru kvadratického programovani a vytesit jej pomoci metod urcenych

pro feseni QP [3].

1.3 Semidefinitni programovani

Pokud jsou omezujici podminky vyjadieny jako maticové nerovnosti, tak je problém
optimalizace nazvan semidefinitni programovdini (SDP). Potom problém muzeme

zapsat jako:

min c'x
za podminek =z Fi+---+2,F,+G <0 (1.6)
Ax=1b
Kde G, Fy,... F, jsou symetrické matice o rozméru k. Matice A € RP*™.

Standardni tvar semidefinitnitho programovani mtzeme zapsat:

min tr(CX)
za podminek tr(A;X)=0b; i=1,...,p (1.7)
X>0
Kde plati, Zze C, Ay, ..., A, jsou symetrické matice, které maji rozmér n. Pokud

rovnici [[.7] za¢neme upravovat, tak ziskdme:

min c11T1+ ...+ conn
za podminek al,xy,...,a r, = b
(1.8)
p —
a2, . ..,ab x, = b,
X>0

Kde, prvek af, je prvnim prvkem matice A;. Pokud porovndme rovnici a ,
tak muzeme vidét, Ze si jsou podobné. Pokud tedy mame problém semidefinitniho
programovani ve standardnim tvaru, tak minimalizujeme linearni funkci, ktera je
omezena p poctem linearnich podminek. Tim je problém semidefinitniho programo-

vani ve standardnim tvaru preveden na feSeni problému linedrniho programovani.[5]
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1.4 Linearni maticové nerovnosti

U semidefinitniho programovani jsme se setkali s pojmem linearni maticova ne-
rovnost (zkrdcené LMI - z anglického origindlu linear matriz inequality). Obecné

zapsana LMI ma nasledujici tvar:
F(x) >0

m
i=1
Kde plati, ze x € R™. Dalsi podminkou je, ze F; je symetrickd matice. Nerovnost
> v rovnici znaci, ze matice F(x) je pozitivné definitni. Operator > muzeme

nahradit >, tim vyjadiujeme, ze matice F(x) muze byt pozitivné semidefinitni.
{x | F(x) > 0} (1.10)

Miuzeme prohlasit, ze LMI v rovnici je konvexni, pokud plati, Ze vyraz [I.10]
je konvexnim problémem.

Nejznaméjsi LMI v tidici technice je LMI tesici Ljapunovovu stabilitu systému.
Obecnou definici stability pro linearni systém mizeme napsat jako: Linedrni systém
je stabilni tehdy, jestlize se po ukonceni budiciho (vstupniho) signdlu a po doznéni
prechodného déje vistup vrdti na pivodni hodnotu [29].

LMI definujici Ljapunovovu stabilitu pro spojité systémy muzeme zapsat v na-
sledujicim tvaru (odvozeni uvedeno v priloze [A| na strané :

AP+ PA < 0 (1.11)

Kde P je symetrickd pozitivné definitni matice a matice A je matice zpétnych
vazeb autonomniho systému. Obé matice splnuji podminku A, P € R". Pokud ma-
tice P existuje, tak mtizeme prohlasit, ze je systém stabilni. Samotné hledani matice
P je casové i vypocetné narocné. Proto se pri hledani vyuziva nasledujici vlastnost.

Nadefinujeme si symetrickou matici Q. Misto rovnice muzeme substituci psat:
(ATP+PA) = -Q (1.12)

Pokud nalezneme matici P, ktera je pozitivné definitni, tak mizeme prohlésit, ze
je autonomni systém stabilni. Tim jsme problém hledani existence matice prevedli
na problém vyfteseni n poctu linedrnich rovnic. Pokud si zvolime matici Q jako
diagonalni matici, s nulovymi prvky mimo diagondlu, tak se TeSeni celé soustavy

rovnic zjednodusi [7].
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2 NASTROJE PRO RESENI LMIV PROGRAMU
MATLAB

2.1 Toolbox cvx

Toolbox cvx byl vyvinut Stephanem P. Boydem a Michaelem C. Grantem [9]. Tool-
box je volné ke stazeni z internetovych stranek [§].

Jedna se o modelovaci systém pro konvexni optimalizaci. Toolboxem lze resit
mnoho problémii optimalizace. Od linearniho a kvadratického programovani, semi-
ze je toolbox implementovany v Matlabu, tak ho mtzeme pouzit s ostatnimi pii-
kazy. Mizeme si predem nadefinovat proménné, které nam jsou zndmé a nésledné
je pouzit pro vypocet v toolboxu cvx. Po tspésném dokonceni vypoctu muzeme s
proménnymi, ve kterych mame ulozené vypoctené hodnoty, ihned pracovat. Neni
potiebna konverze datovych typt, jako u ostatnich toolboxii. Vypoc¢tené matice mi-
zeme pouzit k dalsim potirebnym vypoctim, jako je nasobeni a s¢itdni matic, vypocet
determinantu matice apod. Toolbox cvx muze pracovat ve dvou médech. Prvnim je
SDP (semidefinite programing) méd a druhym GP (geometric programming) mod.
V SDP je toolbox cvx vice zaméfen na praci s maticemi a lze zde LMI jednoduseji
zapsat a definovat. V GP je prace zamétena vice na obecnéjsi problémy optimalizace,
jako je prevod problému na konvexni formu optimalizace.

Pro nekomercni vyuziti a standardni vypocty je toolbox cvx zdarma. Obsahuje
volné dostupné solvery uréené pro feSeni optimalizacnich problémi SeDuMi [25] a
SDPT3 [28]. Pro komeréni vyuziti a nadstandardni vyuziti 1ze zakoupit licence, ktera
obsahuje vice solvert pro feSeni optimaliza¢nich problémt (viz. http://web.cvxr.
com/cvx/doc/solver.html).

Toolbox ma vlastni syntaxi. Pro zahajeni tvorby modelu je pouzit piikaz cvx_begin
a pro ukoncéeni je pouzit prikaz cvx_end. Piikaz cvx_begin muze mit jesté jeden ze
tT1 parametri:

e cvx_begin quiet - béhem vypoctl se v hlavnim okné Matlabu nebude nic

zobrazovat

e cvx_begin sdp - nastaveni SDP modu

e cvx_begin gp - nastaveni GP modu

Mize se zadat i kombinace parametrii cvx_begin gp quiet nebo cvx_begin
sdp quiet.

Modelu Ize definovat proménné pomoci prikazu variable. Napr. variable x pro
skalarni proménnou, nebo variable A(4,4) pro neznamou matici A o rozmérech

4 x 4. Prikazem variable A(4,4) symmetric definujeme, Ze neznama matice A
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bude symetrickd matice o rozmérech 4 x 4.

Po nadefinovani proménnych miizeme napsat problém, ktery potfebujeme vy-
fesit. Pri vypoctech s cvx toolboxem neni doporuceno pouzivat ostré nerovnosti.
Problém by se mél vzdy prevést na problém s neostrymi nerovnostmi.

Po vypoctu se v definovanych proménnych objevi hodnoty, které splnuji zadané
podminky a fesi zadany problém. V proménné cvx_status je vysledek toho v jakém
stavu se nachazi model. MiiZe se zde vyskytnout jeden z nasledujicich stavu:

e Solved - bylo nalezeno feseni problému. Vysledky jsou ulozeny v proménnych.

e Unbounded - zadany problém je neomezeny. Musime ho upravit, tak aby byly

definovany omezujici podminky:.

e Infeasible - zadany problém je netesitelny.

e Inaccurate/Solved, Inaccurate/Unbounded, Inaccurate/Infeasible - pro-

blém nebylo mozné vyresit v zadané toleranci.

e Suboptimal, Failed, Ovedetermined - vyskytl se problém pfi feseni a ne-
doslo k vypoctu spravného reseni [10].

Na vypisu muzeme vidét, jak lze napsat feSeni Ljapunovovy stability pomoci

toolboxu cvx.

Vypis 2.1: Reseni Ljapunovovy stability pomoci toolboxu cvx

Al = [-1 2 ; 1 -3]; /4 Definice systému

cvx_begin sdp

variable P1(2,2) symmetric /s Symetrickd matice P
Pi1>=eye (2,2)*eps /4 Podminka c.1

A1’>*P1+P1*%Al <= -eye(2,2)*eps J Podminka c.2

cvx_end

V této praci se k vypoctum vyuziva toolbox cvx.

2.2 Toolbox YALMIP

Toolbox YALMIP je vyvijen Johanem Lofbergem na Linkdping University ve Svéd-
sku [I3, 14, [15]. Stejné jako toolbox cvx jej lze zdarma stdhnout z internetovych
stranek[13].

YALMIP lze stejné jako cvx pouzit pro vypocet optimaliza¢nich problémi. Na
strankach autora lze ale nalézt dalsi priklady, kde je YALMIP pouzit, napft. pti
modelu prediktivniho fizeni apod. YALMIP ma své prikazy, které se pouziji k defi-

novani proménnych a vypoctu modelu. Proménné, vétsinou matice, jsou definované
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prikazem sdpvar(n,m,’symmetric’), kde n a m jsou rozméry matice. Treti para-
metr znad¢i vlastnost matice. Pokud je matice ¢tvercova(plati n=m), tak se automa-
ticky predpoklada, ze je matice symetrickd a misto predchoziho prikazu staci napsat
sdpvar (n).

Na vypisu muzeme vidét, jak 1ze napsat feseni Ljapunovovy stability pomoci
toolboxu YALMIP.

Vypis 2.2: Reseni Ljapunovovy stability pomoci toolboxu YALMIP

A2 = [-1 2 ; 1 -3]; /4 Definice systému

P = sdpvar(2,2); /4 Symetrickd matice P

F = [P >= eye(2)*eps, A’xP+P*xA <= -eye(2)]; / Podminky
optimize (F) /s SpusSténi vypoltu
Pl=value (P) /i PTevedeni matice

Po definovani proménnych se musi vSechny podminky ulozit do vektoru. Ve vy-
pisu ulozeni provadime na tretim fadku. Nasleduje vypocet optimalizace. Na
poslednim tadku musime hodnoty v proménné prevést pomoci prikazu value z
typu sdpvar na typ double. Proménnou PI mizeme pouzit k dalsim vypoctim
v Matlabu.

2.3 Robust Control a Optimization toolbox

K programu Matlab jsou nabizeny dva toolboxy, které se zabyvaji optimalizaci a
resenim LMI, pfimo od vyvojarské firmy MathWorks.

Prvnim je Optimization Toolbox [I7], ktery obsahuje funkce, které lze pouzit
pro vypocet minima nebo maxima funkce splnujici zadané podminky. V toolboxu
jsou funkce jako fminsearch, kterd slouzi k hledani minima na neohranicené funkci.
Pro hledani minima funkce jedné proménné slouzi funkce fminbnd. Déle obsahuje
funkce pro vypocet problému linedrniho programovani, kvadratického programovani,
metody nejmensich ¢tverci a soustavy nerovnic.

Druhym toolboxem je Robust Control toolbox [I§]. Ten je primarné uréen pro
navrh robustnich regulatori pro systémy s neurcitosti. Soucasti toolboxu je také
balik funkci, které slouzi k vypoc¢tu LMI. Pro vypocet feseni zadanych LMI slouzi
funkce [tmin,xfeas] = feasp(lmisys,options,target). Podrobny popis jednot-
livych proménnych a jejich vyznam lze nalézt v dokumentaci [19] a nebo v nadpovédé
k programu Matlab.

Na vypisu je uvedeno jak muzeme napsat feseni Ljapunovy stability pomoci

funkce feasp z Robust control toolboxu.
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Vypis 2.3: Reseni Ljapunovovy stability pomoci funkce feasp z Robust Control
toolboxu (ptrevzato z [19])

A3=[-1 2; 1 -3]
setlmis ([])
p = lmivar(1,[2 1])

2

Definice systému
Zacatek definice LMI

Neznama matice

BTN

lmiterm([1 1 1 p]l,1,A3,’s’) 4 LMI #1
lmiterm([-4 1 1 pl,1,1) 4 LMI #2: P
lmiterm([4 1 1 0],1) 4 LMI #3: I
lmis = getlmis /4 Spojeni LMI
[tmin,xfeas] = feasp(lmis) 4 Viypocet

NS

P3 = dec2mat (lmis,xfeas,p) Prevedent vysledku do P

Je zde provedeno nadefinovani systému, deklarovani zacatku definice LMI, sa-
motné zapsani podminek, které se vsechny ulozily do proménné 1lmis, ze které je

proveden vypocet a nasledné prevedeni vysledku do proménné P.
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3 OVERENI POLOHY POLU POMOCI LMI

LMI lze pouzit pro ovéreni umisténi péla systému. Na to navazuje moznost vysetreni
stability systému. Aby byl spojity systém stabilni, tak poly systému musi lezet v levé
poloroviné komplexni roviny. Pro diskrétni systém plati, Ze poly systému musi lezet
uvnitt jednotkové kruznice v komplexni roviné. Pokud spravné nadefinujeme LMI,

tak mtizeme u jednotlivych systému zkoumat, zda jsou tyto skutecnosti splnény.

3.1 Hurwitzova stabilita
Uvazujme autonomni systém:
x = Ax (3.1)

Pokud maji vlastni ¢isla matice A zapornou realnou ¢ast, potom muzeme prohlasit,
ze je autonomni systém stabilni. Mizeme obecné prohlésit, Ze je systém stabilni
podle Hurwitzovy podminky:.

Vychazejme z Ljapunovovy stability uvedené v rovnici na strané 15 Vime,
7e viraz (ATP 4 PA) musi byt negativné definitni. Pokud je matice negativné
definitni, tak jeji vlastni ¢isla maji zdporné realné ¢dsti(viz. priloha A na strané [73).
Tuto vlastnost miizeme aplikovat na vyraz (ATP 4 PA). Toho mfiZeme vyuZit pii

reseni Hurwitzovy stability. Nadefinujme si podminky:

P>0
AP +PA <0 (3.2)

Problém vysetrovani vlastnich cisel jsme prevedli na problém hledani matice P,
kterd je symetrickd a pozitivné definitni.

Pro nasledujici vypocty uvazujme systém zadany v Jordanové kanonickém tvaru:

—6 0 0 0]
0 —-12 0 0 0
x=Ax=|0 0 -3 0 0|x (3.3)
0 0 -7 0
0 0 0 —1]

Ve vypisu |3.1] je uvedeno, jak se problém d& tesit s vyuzitim programu Matlab

a toolboxu cvx.
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Vypis 3.1: Reseni Hurwitzovy stability v programu Matlab, pomoci toolboxu cvx

A= [-6 0 0 0 0; 0 -12 0 0 0; 0O -3 0 0; OO0 O -7 O;
0000 -1];

n=size(A,1);

N

Nadefinovani systému

2

Rad systému

e

cvx_begin sdp Zacatek cvz

NS

variable P(n,n) symmetric Symetrickd matice P

P>=eye(n,n)*eps 4 Pruni podminka
-eye(n,n)*eps>=A’*P+PxA 4 Druhd podminka
cvx_end /4 Konmnec cwz

Ve vypisu se vyskytuji rozdily oproti podminkam, které jsme si definovali
v rovnici 3.2l Prvni rozdilnd véc je, Ze se v rovnici vyskytuji ostré nerovnosti,
zatimco ve vypisu pouzivame nerovnosti neostré. To je zptisobeno tim, ze autori
toolboxu cvx nedoporucuji pouzivat ostré nerovnosti a nezarucuji spravné vysledky,
pokud se ostré nerovnosti pouziji. Proto jsou v programu pouzity neostré nerov-
nosti. Dalsi rozdil je ten, Ze v prvni podmince stability misto P > 0 piseme P >
eye(n,n)*eps. Tento zapis je nutny. Zavedenim neostrych nerovnosti jsme povolili,
ze muze nastat P = 0. Tim by byla splnéna i druhd podminka. Ale to neni feSeni,
které hledame. Proto musime napsat, ze P musi byt vétsi nez velmi malé cislo.
Vyuzijeme tedy proménnou eps, ktera reprezentuje presnost vypocti s plovouci de-
setinnou c¢arkou, se kterou pocita v programu Matlab. Tim zarucime, ze hledame
pozitivné definitni a symetrickou matici P. Parametr sdp u prikazu cvx_begin znaci,
ze chceme pracovat v semidefinitnim moédu. Model je nastaven na vypocet LMI.

Uz z toho jak jsme si zvolili matici A v rovnici tak vime, Ze systém bude
stabilni. Jordantv kanonicky tvar je specificky v tom, ze na hlavni diagonale matice
A jsou umistény vlastni ¢isla - pély systému. Vlastni ¢isla jsou zaporna a systém je
tedy stabilni. Po ukonceni vypoctu toolboxu cvx mizeme v proménné cvx_status
vidét Tetézec *Solved’, coz znaci, ze se nam podarilo nalézt matici P, ktera spliuje

definované podminky. Hodnoty jsou ulozeny v proménné P [7].

3.2 Schurova stabilita

Pokud se rozhodneme tesit stabilitu diskrétniho systému, tak postupujeme obdobné
jako u spojitého systému. Chceme-li urcit stabilitu diskrétniho systému, tak vlastni
¢isla matice E museji lezet uvnitt jednotkové kruznice, kterou si vykreslime v kom-
plexni roviné.

Stejné jako pri vysetfovani Hurwitzovy stability vyuzijeme podminky, které vze-
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sly z Lajpunovovy stability pro diskrétni systém (odvozeno v priloze [A| na strané

78).
Plati tedy, ze autonomni diskrétni systém je stabilni, pokud se nam podari najit

symetrickd, pozitivné definitni matice P, pro kterou plati:

P >0
E'PE-P < 0 (3.4)

Kromé téchto podminek mtzeme napsat jesté nasledujici dve [7]:

_p PET]
M, = <0 (3.5)
EP -P
[_p EP]
M, = <0 3.6
T |PET _p (36)

Souvislost mezi podminkami si muzeme vyjadrit pomoci Schurova dopliku (viz.
priloha |A| na strané . Pokud si vyjadiime Schurtiv doplnék pro prvek na pozici
[1,1] v rovnici [3.5] nebo pro prvek na pozici [2,2] v rovnici B.6] tak ziskame:

M,/A = -P — (EP(-P ")PE") = EPE" - P (3.7)
Aby byly nerovnosti splnény, tak musi platit:
EPE' -P <0 (3.8)

Tim je dokdzano, Ze podminky v rovnicich [3.4] [3.5]a[3.6] jsou ekvivalentni a jedna
z nich se miize pouzit pro ovéreni Schurovy stability.

Nadefinujme si autonomni diskrétni systém, ktery ma nasledujici tvar:

[—02 0 0 0 0 |
0 —01 0 0 0
x=Ex=| 0 0 —05 0 0 |x (3.9)
0 0 —03 0
0 0 0 —0.7

Ve vypisu [3.2] je uvedeno, jak se problém d4 feSit s vyuzitim programu Matlab

a toolboxu cvx.
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Vypis 3.2: Reseni Schurovy stability v programu Matlab, pomoci toolboxu cvx

E= [-0.2 0 0 0 0; 0 -0.2 0 0 O; 0 O -0.5 0 O;

000 -0.30; 0O0O0O0 -0.7]; 7/ Nadefinovdani systému
n=size(E,1); % Rdd systému
cvx_begin sdp /4 Zacldtek cuz

variable P(n,n) symmetric /s Symetrickd matice P
P>=eye(n,n)*eps 4 Pruni podminka
-eye(n,n)*eps>=E’*P*E-P 4 Druhd podminka
cvx_end /4 Konmnec cwz

Program je podobny, jako je uvedeno na vypisu 3.1} Jediny rozdil je ten, ze
jsme pouzili podminky urcené pro Schurovu stabilitu. Systém, ktery jsme zvolili,
splnoval podminku Schurovy stability, proto byl vypocet tispésny a podarilo se nam
nalézt matici P [7].

3.3 Umisténi p6li v ohranicenych oblastech

V predchozich podkapitolach jsme se zabyvali vysetfovanim polohy péla v souvislosti
se stabilitou systému. V této podkapitole budeme vysettovat, zda jsou pdly systému

umistény v ohranicené oblasti.

Oblast ohranicena dvéma primkami

Prvni ohrani¢ena oblast, ktera nas zajima, je plocha ohrani¢ena dvéma primkami,
které prochazeji body -a a -3, viz. obrazek Vysettujeme situaci, kdy se realné
¢ast polu x mize pohybovat pouze v rozmezi - < x < -a.

Ovétujeme, zda matice (A+al) a -(A+pI) jsou stabilni podle Hurwitzovy pod-
minky (viz. pri¢teni konstanty k vlastnim ¢islim matice v piloze [A] na strané [74).
Pokud do Ljapunovovy funkce dosadime (A+al), tak ziskdame:

(A +al)'P, +Py(A +al) = -Q (3.10)
V pripadé dosazeni -(A+p1I) ziskdme podobnou rovnici:

(A + BD)TPs + Ps(A + BI) = Q (3.11)
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Obr. 3.1: Oblast ohranic¢end v komplexni roviné dvéma primkami v bodech -« a -(3

(prepracovano z [7])

Musi platit:

P,>0
P5>O
Pa+Pﬂ=P>O

Po tpravé dostaneme:

AP, +P,A =—-20P, - Q
AP+ PsA = —28P;5 +Q

Rovnice uvedené v seCteme a ziskdme:
AT (P, +Pp) + (P, + Ps)A = —2aP, — 23P;
Miuzeme vyuzit posledni vyraz v rovnici [3.12] a rovnici upravit na:

AP + PA = —2aP, — 26P;

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Pokud si z rovnice [3.12] vyjadiime P, a dosadime do rovnice [3.15] tak ziskdme:

AP + PA +2aP = 2(a — 3)P;
Jelikoz vzdy plati a — 8 < 0, tak mizeme napsat:

AP + PA +2aP <0
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Pro Py je postup obdobny, vyjadienim Py z rovnice a dosazenim do rovnice
[3.15] ziskdme:

ATP + PA 4+ 28P = 2(3 — a)P, (3.18)
Tim, ze plati § — a > 0, tak mtzeme psat:
ATP +PA +28P >0 (3.19)

Aby pdly systému lezely v oblasti ohranicené dvéma primkami, které prochazeji

body -« a -, musi platit podminky:

P>0
AP + PA +2aP <0 (3.20)
ATP + PA +28P >0

Oblast ohrani¢ena kruZnici

V dalsim pripadé se budeme zabyvat oblasti, ktera je ohranicend kruznici (viz. ob-

razek . Nejdrive si upravime matici A a ziskame A:
— 1
A=—-(A+ql) (3.21)
r

Kde r je polomér a -¢ je stfed nami definované kruznice. Vezmeme vlastni ¢isla
matice A a polozime je do poméru s polomérem r. Tim ziskdme métitko, ve kterém
posuzujeme, zda jsou vlastni ¢isla uvniti jednotkové kruznice. Zaroven vlastni ¢isla
posuneme o velikost stfedu ¢, ¢imz porovnavame, zda lezi v jednotkové kruznici
se stfedem v pocatku. Proto mtzeme prohlasit, ze pokud maji vlastni ¢isla matice
A (poly systému) lezet v oblasti ohrani¢ené kruznici se stfedem ¢ a polomérem r,
potom musi byt matice A Schurovsky stabilni.

Aby poly lezely uvnitt oblasti ohrani¢ené kruznici, tak musi existovat pozitivné
definitni matice P, ktera splnuje:

—rP qP + AP

<0 3.22
qP +PA™ —rP ( )

Vypocteme si Schirtiv doplnék pro prvni prvek a ziskdme:

—rP — (¢qP + PA")(—rP) ' (¢P + AP) < 0 (3.23)
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Obr. 3.2: Oblast ohrani¢ena v komplexni roviné kruznici se stfedem v bodé -q a
polomérem r (pfepracovano z [7])
Vynésobenim rovnice zleva i zprava matici P~ dostaneme:
(I +ADP (gI+A)—r*P 1 <0 (3.24)
Kdyz do podminky v rovnici , dosadime za E matici K, ziskame:
(A +qI)"P(A + ¢I) — r*P < 0. (3.25)

Miuzeme vidét, Ze rovnice a si jsou podobné. V obou pripadech hledame
symetrickou matici, kterd je pozitivné definitni. Jedna se ale o dvé rozdilné matice,
které mohou mit rizné hodnoty. Pro vysetfeni toho, zda poly lezi uvniti oblasti
ohranicené kruZnici se tedy miiZze pouzit rovnice [3.22 nebo [3.25]

Oblast ohranicena obecnym tvarem

Mizeme mit obecné popsané oblasti, ve kterych vysetiujeme umisténi poli systému,
nazyvané LMI oblastmi. Pro LMI oblast D plati:

D={s|seC, L+sM+3sM" <0} (3.26)

Komplexni ¢islo s lezi uvnitt LMI oblasti D, pokud existuji matice L € S™ a
M e R"™ ™ které splinuji podminku:

Fp(s)=L+sM+3sM' <0 (3.27)
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Funkci Fp(s) nazyvame charakteristickou funkei pro LMI oblast Dz, ar).
Aby vlastni ¢isla matice A € R"*" lezely v LMI oblasti Dz, 1), tak musi existovat

pozitivné definitni matice P, ktera splnuje:
Rp(A,P)=L®P+M® (AP) + M' @ (AP)" <0 (3.28)

Kde ® je Kroneckeriv soucin(viz. priloha [A] na strané [74).
Meéjme nasledujici LMI oblast (viz. obrazek :

S(Oé,’f’, 90) = {(Q?,Z/) | r<—-—a< 07 ‘LC +]y’ <r, ’y| < —xtangp} (329)

Obr. 3.3: LMI oblast S(«, 7, ¢) v komplexni roviné (prepracovano z [7])

Aby pély systému lezely uvniti oblasti S(«, r, ¢), tak musi spliovat podminky:

20P + AP + PAT <0

—P AP
i <0 (3.30)
PA" —rP
(AP + PA")sinp (AP — PAT)cosap_ <0
(PAT — AP)cosp (AP + PA")sing

Oblast S(a, r, ) si definujeme v souvislosti se spojitym systémem a koeficientem

tlumeni systému. Méjme systém 2 fadu, ktery ma operatorovy prenos definovany

K

F —
(p) T2p2 +2TEép+ 17

(3.31)
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kde K je zesileni systému, T' je ¢asova konstanta systému a & je koeficient tlumeni
systému (0 < & < 1).
Na Obr. jsou zobrazeny tlumici kiivky spojitého systému, které muizeme

popsat rovnicemi

y = —xtgp pro horni ¢ast grafu (3.32)
y =uaxtgy  pro spodni ¢ast grafu '

=05 €=0.35
- . /
€=0.707 Im

®

® Re
€=0.707

€=0.5 N
€=0.35

Obr. 3.4: Tlumici kiivky v komplexni roviné pro spojity systém (prepracovano z
[23])

Koeficient tlumeni Ize také urcit jako

¢ = cos(p) (3.33)

V dalsi ¢asti prace si nadefinujeme stavovy regulator, kterym budeme presouvat
pély systému do oblasti S(a, 7, ¢). Tim zaroven nastavime koeficient tlumeni systému
a pripadné omezime kmitani prechodové charakteristiky. Umistime-li poly do oblasti
definované tthlem ¢, mizeme prohlasit, Ze je koeficient tlumeni nastaven minimalné

na hodnotu cos(y) a vyssi.

Oblast ohranicena elipsou

U diskrétniho systému maji tlumici k¥ivky jiny tvar. Koeficientem tlumeni diskrét-

ntho systému a nahrazenim vhodnymi LMI oblastmi se zabyva zdroj [23]. My si
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objasnime pouze zaklady, které budeme potrebovat pro odvozeni stavového regula-
toru.

Vlivem diskretizace, kdy spojité poly (s= a £ jb) systému nahradime

y = esT _ e(a:l:jb)T _ eaTe(:tij)’ (334)

kde T je vzorkovaci frekvence, se tlumici kiivky premapuji na nekonvexni kiivky.
Na Obr. je zobrazeno usporadani tlumicich krivek pro diskrétni systém v

komplexni roviné.

Tlumici krivky diskrétniho systému

1 -
. |
xi=0,1 7
xi=0,2 |
xi=0,3
xi=0,4
0.5 xi=0,5
xi=0,6
xi=0,7
—_ xi=0,8
— " xi=0,9
§ 0
-05F
_1 1 | 1
-1 -0.5 0 0.5 1

Re [-]

Obr. 3.5: Tlumici kiivky v komplexni roviné pro diskrétni systém

Ekvivalentni kiivku tlumeni pro spojity systém lze urcit z koeficientu tlumeni
¢ = arccos(§). (3.35)
Pro tlumici kiivky diskrétniho systému plati (prevzato z [23]):

r = elcos(tg(p)t)
y = e'sin(tg(p)t)  pro horni ¢ast grafu (3.36)
y = —e'sin(tg(p)t) pro spodni ¢ast grafu

Kde t = 2T a plati, Ze t € (—tgzp),O).
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Jelikoz se jednd o nekonvexni kiivky, tak pii vysSetfovani umisténi pola i pri
dalsich operacich budeme tyto kiivky nahrazovat elipsami. Na Obr. [3.6]je zobrazena
nédhrada tlumici kiivky £€=0,3 (coz odpovida thlu ¢ kolem 72°) elipsou, kterd je

vepsana uvnitt kiivky a levou stranou se dotyka tlumici ktivky.

1Nahrazeni tlumici krivky xi=0,3 diskértniho systému elipsou

: Elipsa nahrazujici krivku
| xi=0,3

05F

I

-05F
|
|
|

-1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
Re [-]

Obr. 3.6: Tlumici kiivky & = 0,3 v komplexni roviné pro diskrétni systém nahrazena

elipsou
Aby poly lezely uvnitt oblasti ohrani¢enou elipsou, musi byt splnéna nasledujici
LMI ([23])

-P —CTmaaP + GIPA + SIATP| 0. (337
c c— T — :
—CTyax P + %dPA + TdA P -P

Kde plati, ze x,,., je stfed elipsy a konstanty se urc¢i jako

Tmaz = €XP ( — #)COS(—Q@)

gy .
= 3.38
‘ exp < — é)cos(—gp) + exp ( — é) (3.38)
1
d —
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VsSechny vypocty s thly jsou provedeny v jednotkach radian.
Na Obr. je zobrazeno nahrazeni tlumicich kiivek uvedenych na Obr.

elipsami.

Nahrazeni tlumicich krivek diskrétniho systému elipsami

xi=0,1
xi=0,2
xi=0,3
xi=0,4
xi=0,5
xi=0,6
xi=0,7
xi=0,8
xi=0,9

Im [-]
o

-05F

Re [-]

Obr. 3.7: Tlumici k¥ivky v komplexni roviné pro diskrétni systém nahrazené elipsami

Nyni mtzeme v nasledujici podkapitole navrhnout stavovy regulator, ktery zaruci
posunuti pola diskrétniho systému do elipsy. Posunutim poli systému nastavime

koeficient tlumeni minimalné na hodnotu ktivky, kterou jsme nahradili elipsou.

3.4 Stavovy regulator pomoci LMI

S pomoci LMI se nemusi pouze ovérovat stabilita systému nebo zda pdly lezi v
zadané oblasti. Muzeme si odvodit LMI pro stavovy regulator, ktery provede pre-
sunuti polta do levé poloroviny komplexni roviny, pripadné do ohranic¢enych oblasti.
Na strandch [78 a [79) pfilohy [A] je uvedena teorie ohledné stavového reguldtoru a pri-

dani integratoru na vstup soustavy k dosazeni nulové ustalené odchylky na vystupu
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soustavy. Pro nasledujici rovnice uvazujme spojity systém definovany
x=Ax+B,u
y = Cx. (3.39)

Vezmeme-li si Hurwitzovu podminku, tak jak jsme ji nadefinovali v rovnici [3.2]

tak po vynasobeni zleva i zprava P~! ziskdme na levé strané nerovnice:
P 'ATPP ' + P 'PAP '=P 'AT + AP (3.40)

Zavedenim vektoru K, kterym miizeme ovliviiovat charakteristicky polynom, zis-

kame novou matici zpétnych vazeb:
A* = (A - BK) (3.41)

Tim jak se méni koeficienty charakteristického polynomu, tak se méni i vlastni
¢isla matice A.

Dosazenim matice A* za matici A do rovnice .40 ziskdme:
P '(A-BK)' +(A-BK)P! (3.42)

Pro zjednodusen{ zépisu zavedeme substituci P = P~ a po upraveni dostaneme

vyraz:
PAT + AP — PK'BT — BKP (3.43)

Figuruje zde ale soucin KP, coZ jsou pro nas dvé neznamé matice. Tim jsme
. . ’ ’ . Ve 7 ral Fa T O Vv /7
dostali nelinearni maticovou nerovnost. Proto (s vyuzitim P = P ) muZzeme zavést

substituci, kterou ziskame opét linearni maticovou nerovnost:
W = KP (3.44)
Po zavedeni substituce dostaneme podminky:
P>0
PAT + AP - W'BT —-BW <0 (3.45)

Pokud se nam podafi nalézt pozitivné definitni matici P a vektor W, ktery
splnuje vysSe uvedenou podminku, tak mizeme z rovnice vyjadrit vektor K,
kterym posuneme poély systému do levé poloroviny komplexni roviny.

Pro posunuti poli do ohranic¢enych oblasti, které jsou v levé poloroviné komplexni
roviny, plati nasledujici podminky, které lze obdobné odvodit.

Pro posunuti péli do ohranicené oblasti dvéma rovnobéznymi primkami, které

prochazeji body -« a -3, dosadime A* do rovnic uvedenych v rovnici a upravime
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je. Abychom problém uspésné vyresili, tak musi existovat pozitivné definitni matice
P (P = P7!) a vektor W, spliiujici podminky:

AP + PAT —BW - W'BT +20P < 0 (3.46)
—AP —PAT + BW + W'BT — 23P < 0
Pro posunuti polt do ohranic¢ené oblasti kruznici se stfedem -¢q a polomérem r
dosadime A* do rovnice a upravime. Abychom problém tspésné vyresili, tak
musi existovat pozitivné definitni matice P (f’ = P) a vektor W, splnujici podminky:
—rP ¢P + AP — BW

L ) <0 3.47
P+ AP — WTBT P (3.47)

Pro posunuti péli do LMI oblasti S(«, 7, ¢) nadefinované v rovnici dosa-
dime A* do rovnice a upravime. Abychom problém uspésné vytesili, tak musi

existovat pozitivné definitn{ matice P (15 = P) a vektor W, splnujici podminky:

20P + AP + PAT _BW - WT'BT <0

—rP AP — BW (3.48)
O AT TRT » <0
PAT - W'B —rP
(AP + PAT - W'BT - BW)sing (AP — PAT — BW + WTB")cosp — 0

(PAT — AP — W'BT + BW)cosg (AP +PAT — WI'BT — BW)sing

Pro posunuti pélu do oblasti ohranicené elipsou dosadime A* do rovnice a
upravime. Abychom problém tspésné vyresili, tak musi existovat pozitivné definitni
matice P (P = P™1) a vektor W, splitujici LMI:

—cxmazf’ + % (Als — BW)
+4(PAT - W'B)
—cmmaxf’ + ctd (Af’ — BW) .

+e5d (PA% - W'B") -

i
<0. (3.49)

V pripadé posunuti p6li do ohranicené oblasti kruznici nebo do LMI oblasti si
muzeme vsSimnout, ze jako substituci jsme pouzili P = P misto P = P~'. To si
muzeme dovolit, protoze podminky v rovnici[3.22] pro kruznici a podminky v rovnici
pro LMI oblast S(a, 7, ¢) byly nadefinovany priznivéji pro substituci vektorem
W, nez tomu bylo pti posunuti pé6li do levé poloroviny, do ohrani¢ené oblasti dvéma
rovnobéznymi piimkami nebo do elipsy.

Ve vsech pripadech plati, Zze po vypocitani vektoru W si mtizeme vyjadrit vektor
zpétnych vazeb od stavi K jako:

K=WP (3.50)

Poté mtizeme dopocitat novou matici zpétnych vazeb podle vyrazu m 6L, 17, 27].
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4 DEFINICE H,, NORMY POMOCI LMI

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali navrhem stavového regulatoru zalozeného
pouze na posunuti poli. Vyzadovali jsme umisténi péli v zadané oblasti, nebo jsme
chtéli stabilizovat zadanou soustavu. Navrhem regulatoru jsme ale nemohli kont-
rolovat to, jak bude prechodova charakteristika systému vypadat a jaké bude mit
vlastnosti. Abychom mohli ovliviiovat tvar prechodové charakteristiky (rychlost pre-
chodové charakteristiky, velikost prekmitu apod.), nebo maximalni zesileni soustavy,
tak musime definovat dalsi podminky, které toto budou resit.

Stavovy popis spojitého systému muizeme zapsat jako:

x = Ax + Bu
y = Cx. (4.1)

Stavovy popis diskrétniho systému si vyjadiime obdobné:

x(k+ 1) = Ex(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k). (4.2)

4.1 Normy signalu a systému

U signéli rozeznavame 3 druhy norem. Jednd se o 1-normu, 2-normu a co-normu[16].

I-normu signdlu muzeme definovat jako integral absolutni hodnoty signalu u(t)
Jull, = [ fu(t)d. (13)

2-normu signalu (L) muzeme definovat jako druhou odmocninu integralu druhé

mocniny signalu u(t)

Jul, =/ [ w2, (4.4)

oo-normu signalu (L£.,) mizeme definovat jako nejmensi horni hranici velikosti -

supremum signalu u(t)
lulloe = suplu(t)]. (4.5)

Pro pfenosovou funkei systému G mutzeme definovat 2-normu a oo-normu[I6].

2-normu systému (H3) definujeme obdobné jako 2-normu signalu

1, = ﬁw | 166w (46)
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oo-norma systému (H.,) vyjadiuje supremum zesileni na frekvenc¢ni charakteris-

tice
Gl = sup|Gije] (4.7

Tim miizeme ovliviiovat maximalni zesileni systému, které je mezi vstupnim
signdlem u(t) a vystupnim signdlem y(t). Definujeme si maximum na frekvenc¢ni
charakteristice, které chceme, aby systém maximalné mél a které oznacime . Potom

musi platit
Gl <7 (4.8)

Tim jsme H., normu omezili, Ze miize byt vzdy mensi nez je nami definované .

H, normu systému systému mizeme nahradit podilem L, signédlt a ziskdme

sup 1yl
hull, 0 [lall5

<. (4.9)

Lo normu signalu si mizeme upravit do nasledujictho tvaru, ktery vyuzijeme prti

dalsich vypoctech

o0
|, = / u(t)2dt = VuTu. (4.10)

Novym tvarem provedeme nahrazeni obou L, norem v rovnici [£.9] Nésledné
muzeme obé strany rozsirit druhou mocninou a vyraz upravit, abychom se zbavili

zlomku

Iyl <2 [ullz. (4.11)

Tim dojde ke zruseni druhé odmocniny v definici £, normy signalu a miizeme
psat

0 < y*utu—yly. (4.12)

Ho normu muiZzeme vyuzit pii vySetfovani stability prenosu z pohledu BIBO (z
anglického origindlu - Bounded Input Bounded Output). BIBO stabilita pfenosu je
definovana: Prenos je BIBO stabilni prave, kdyz odezva na kaZdy omezeny vstupni
signdl je také omezend[26]. Proto pokud nalezneme H., normu, tak existuje omezené
maximalni zesileni systému na vsech frekvencich, a proto bude i odezva systému

omezena.
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4.2 LMI pro vypocet H, normy spojitého sys-
tému

LMI pro vypocet H., normy spojitého systému ziskame, pokud spojime Ljapunovo
kritérium a supply funkei systému s(y(t),u(t)). Ljapunova funkce V(x) popisuje
vnitini energii systému. Supply funkce popisuje, jak vstupni signal u(t) a vystupni
signal y(t) ovliviiuji zménu energie systému. Stabilni systém musi byt disipativni
- jeho vnitfni energie musi postupné klesat a nebo byt konstantni. Pro disipativni

systém musi platit nasledujici rovnice [2]:

V(b)) < V() + [ sty(0) u(e)de (4.13)
Pokud rovnici zderivujeme, tak dostaneme
V(x(t1)) = s(y(t), u(t) <0, (4.14)

kde plati
V(x(t1)) = xTPx 4+ xTPx
s(y(t),u(t)) =7"u'u—y'y. (4.15)
Supply funkce muze mit nékolik tvart, ale musi platit, ze s(y(t),u(t)) > 0. My

jsme zvolili tvar, ktery jsme si odvodili v souvislosti s ‘H., normou systému. Vyrazy

v rovnici 415 dosadime do rovnice [.14] a ziskdme
x'Px + x'Px — (v*utu —y'y) <0. (4.16)
Dosazenim stavovych rovnic systému, které jsou uvedeny v rovnici muzeme
rovnici postupné upravovat, abychom ziskali LMI pro H., normu systému.
(Ax + Bu)"Px + x"P(Ax + Bu) + (Cx)"(Cx) —7y*u'u<0  (4.17)
xTATPx + u'B"Px + x"PAx + x"PBu +x'C'Cx —y*uTu <0 (4.18)

ATPx + PAx + PB TCx|
X" u?] XHPAXHPBut COx) ()
B'Px — 7%u
ATP +PA +CT'C PB]| [x]
[x" u?] AT <o (420
BTP 21| |u

O tom, zda je vyraz v rovnici negativné definitni, rozhoduje prostredni clen.
Ten si vhodné upravime do tvaru, ve kterém dojde k rozdéleni prvku, které jsou

nasobené neznamou matici P a ostatnich ¢lenu.

ATP +PA PB CcTc o
N <0 (4.21)
BTP —21 0 0
AP +PA PB ok
N 1[c 0] <0 (4.22)
BTP —~1 0
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Pouzitim zpétného Schurova doplinku dostaneme

AP +PA PB C'
B'P -1 0| <0 (4.23)
C 0 I

Pro zavedeni stavové zpétné vazby musime LMI v rovnici rozsirit vhodné

zvolenou matici

P!t 0 0l [ATP+P,A PB CY| [P 0 0
0 I 0 B'P —1 0 0 I 0|<o0. (4.24)
0 01 C 0o -I 0 01

Abychom v LMI nepocitali s inverzi matice P, tak si zavedeme substituci P =
P! a ziskdme
PAT+AP B PC'
B" I 0 | <0. (4.25)
CP 0o I
Tim jsme si odvodili LMI pro zjisténi H,, normy systému mezi vstupnim sig-
nalem u a vystupnim signalem y. Odvozeni LMI pro navrh spojitého stavového
regulatoru, ktery bude minimalizovat H., normu mezi zddanou hodnotou w a vy-
stupni veli¢inou y a bude mit nulovou ustalenou odchylku na vystupu, provedeme
na nasledujici stavovy popis systému, ktery jsme ziskali po pridani zpétné stavové

vazby a integratoru na vstup systému

-

v=le o

A-B,K —-BJK;
—C 0

X
+ B,w

X3

X

X] . (4.26)

Nyni si mtizeme do rovnice dosadit stavovou zpétnou vazbu, kdy si matici
A nahradime ¢lenem ve tvaru (A - B,K) a matici C rozsifime o stav integratoru a

ziskdme C=[C 0]. Po dosazeni dostaneme
P(A-BK)"+(A-BKP B, PC
0

B, —’1
CP 0 I

<0. (4.27)

Zavedenim substituce W=KP ziskdme LMI pro spojity stavovy reguldtor mini-

malizujici H, normu mezi zidanou hodnotou w a vystupem soustavy y a s ustalenou
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nulovou odchylkou na vystupu soustavy.

AP +PAT-B,W-W'B! B, PC
Bl -1 0

AA

Ccp 0 -1

< 0. (4.28)

4.3 LMI pro vypocet H, normy diskrétniho sys-
tému

Pti odvozeni LMI pro vypocet H,, normy diskétniho systému spojujeme, stejné jako
u spojitého systému, rovnici pro Ljapunovskou stabilitu a supply funkci systému

s(u(k), y(k)). Dostdvame rovnici
[Vx(k+1)) = V(x(k)] < s(u(k),y(k)). (4.29)

Do rovnice si za jednotlivé ¢leny mizeme dosadit

V(x(k+1)) =x"(k + 1)Px(k + 1)
V(x(k) = xT (k) Px(k) (4.30)
s(u,y) =7y’ u’ (ku(k) — y" (k)y(k)

a upravit ji do tvaru
xT(k+ 1)Px(k + 1) — x"(k)Px(k)] — [y*u" (kK)u(k) — y" (k)y(k)] <0. (4.31)

Nyni mtizeme dosadit rovnice diskrétniho systému a postupné odvodit LMI rov-

nici pro Ho, normu diskrétniho systému.
(x"(X)E" + u (k) B")P(Ex(k) + Bu(k) — x* (k)Px(k)+
(x"(K)CT)(Cx(l) — u"(Kull) <0 (4.32)

Stavovy vektor x(k) i vstupni vektor u(k) budeme uvazovat v aktualnim kroku

k, proto jiz oznaceni kroku nemusime v rovnicich psat.

x'E"PEx + x"E"PBu + u"B"PEx+
u'B"PBu — x"Px +x"CTCx —~7*u'u <0 (4.33)

'ETPEx + ETPBu — Px + CTC
xT ] X 1 e e <0 (4.34)
B 'PEx + B 'PBu — ~%u
E'PE-P+C'C E'PB
{XT uT} T N T ) {x u} <0 (4.35)
BTPE BTPB — 21
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O definitnosti LMI rozhoduje prostredni ¢len, proto krajni vektory mizeme z

rovnice vypustit. Pro kazdy prvek matice provedeme zpétny Schurtiv doplnék.

-P+C'C ET
E'PE-P+C'C=-P+C'C—E"(-P)E= | © »
E -P
0 E'
E'PB = -E'(-P)B, = B _p! (4.36)
0o BT
B'PE = -B'(—-P)E = .
E -P
_ 2]: BT
BTPB - 2l = - BY(-P)B=|
gl gl (=P) B _p-!

Jednotlivé prvky prostfedni matice v rovnici nahradime dilé¢imi maticemi,
které jsme ziskali ve skupiné rovnic [4.36, a dostaneme

-P+C'c ET 0 ET

b -P% B P <0 (4.37)
0 BT —21 BT |7 '
E -Pp' B P!

Jelikoz se nam v LMI vyskytuje P spolecné s P!, tak musime provést tpravu,

abychom pracovali pouze s P!,

P! 00 0] [-P+CTCc ET 0 ET [Pt 00 0
0 I 00 E P! B -—-pP! 0 I 00 <0
0 010 0 B -1 BT 0 01 0|~
0 0 I E -Pp' B P! 0 0 0 I
—P'+P'CcTcP! P!AT o P'ET
EP! -P' B P!
o , o | <00 (4.38)
0 B -1 B
i EP' -p' B P!
Zavedeme substituci
P=P" (4.39)

V prvnim ¢lenu prvniho radku matice v rovnici mame vyraz PCTCP, ktery

chceme odstranit, abychom neméli nelinedrni maticovou nerovnost. Provedeme proto
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rozdéleni matice a naslednou tpravu

-P PE" 0 PE"] [PC'CP 0 0 0
EP -P B -P 0 000
+ <0 (4.40
0 BY —1 BT 0 00 0|~ (4.40)
EP -P B -P 0 000
PC'™CcP 0 0 0] [PC" 0 0 0][I 00 0][CP 00 0
0 000 0 000O0/[0TO0O0]0 00O
= . (4.41)
0 000 0 000O0/[00TIO0[0 00O
0 00 0 0 000/[00O0TI[0 00O

Soucin pri¢teme k prvni matici v rovnici|4.40} Ze vzniklého vyrazu mizeme znovu

udélat zpétny Schurtv doplnék a dostaneme

P PE" o PE" PC" 0 0 0
EP - P B -P 0 0 0 0
0 B 421 B* 0 0 0 0
EP P B -P 0 0 0 0 < (1.42)
CP 0 0 o —-I 0 0 0
0 0 0 0 0 —-I 0 0
0 0 0 0 0 0 -I 0
00 0 0 0 0 0 -I

S poslednimi tfemi radky a sloupci nemusime v LMI pocitat. Je to z toho duvodu,
ze jejich jedinym prvkem je -I. Vzdy plati, ze -I < 0. Proto definitnost celkové matice
neni zavisla na téchto radcich a sloupcich. Tim se LMI zredukuje a dostavame

P PET o0 PET PCT
EP - P B P 0

o0 B' 1 B 0 |<0. (4.43)
EP -P B -P 0
CP 0 0 0 -1

Pokud porovname druhy a ¢tvrty sloupec, tak zjistime, ze jsou totozné. To plati i
o druhém a ¢tvrtém radku. Proto miizeme s jednim z radki a sloupcti prestat pocitat

a dostaneme konec¢nou podobu LMI pro zjisténi H., normy diskrétniho systému
PE" 0o PC"

-P

EP -P B 0

- <0. (4.44)
0 B -1 0

CcpP
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Nyni miizeme provést odvozeni LMI pro navrh diskrétniho stavového regulatoru,
ktery bude minimalizovat H., normu mezi zadanou hodnotou w a vystupni veli¢inou
y a bude mit nulovou ustalenou odchylku na vystupu. Po ptidani zpétné stavové

vazby a integratoru na vstup ziskavame stavovy popis systému

x| [B-BK B [x0] g
xk+1)| | -C 1 x;(k) v
y() =[c 0 j((ll?)] (4.45)

Proto provedeme nahrazeni matice E stavovou zpétnou vazbou ve tvaru E = E - B, K

a matici C rozsifime o stav integratoru a ziskdime C=[C 0]. Po dosazeni ziskdme

P P(E-B,K)" o0 PC
(E - B,K)P —1T> B, 0 |_, (4.46)
0 B, —*I 0
Cp 0 0 I

Zavedenim substituce W=KP ziskdme LMI pro diskrétni stavovy regulator mi-
nimalizujici Ho normu mezi zddanou hodnotou w a vystupem soustavy y a s usta-

lenou nulovou odchylkou na vystupu soustavy

P PET - W'™BT o PC
EP - B ,W P B, 0 |_, (47
0 B, —*I 0
CP 0 0 I
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5 LMI PRO NAVRH LQ REGULATORU

U stavového reguldtoru nemusime pouze minimalizovat maximéalni zesileni systému.
Definovanim vhodného kritéria mtzeme ovliviiovat velikost akéniho zasahu. Tento
problém je Tesen LQ reguldtory (L - linedrni, Q - qaudratic cost - kvadratické krité-
rium). Navrh LQ reguldtoru lze provést nékolika metodami, my se podivame na to,
zda nelze pri navrhu vyuzit LMI.

Pro spojity systém si definujeme kritérium, které budeme minimalizovat

J= /O T (xT(6)Qx(t) + uT () Ru(t))dt, (5.1)

kde Q je R"*™ a R je RP*P (p je rozmér vstupniho signalu u).
Potom plati

xT(0)P~'x(0) < ¢. (5.2)

Kritérium mé minimalni hodnotu (, ktera je zavisla na pocatecnich podminkach
stavi systému. Béhem vypoctu se snazime minimalizovat (.

U diskrétniho systému si kritérium definujeme jako
J=>" (x"(k)Qx(k) + u” (k)Ru(k)). (5.3)
k=0

U diskrétniho systému plati rovnice |5.2| stejné jako u spojitého systému.

Matice Q a R se ve vétsiné pripadu voli podle nasledujiciho pravidla
Q=1 R=/L (5.4)

kde I je jednotkova matice prislusnych rozmért a p je konstanta, kterou vhodné
volime. Matice Q do kritéria prinasi penalizaci velikosti stavu. Matice R do kri-
téria prinasi penalizaci velikosti vstupniho signalu do soustavy - akéniho zasahu z

regulatoru. Volbou vhodného p mizeme ménit tvar prechodové charakteristiky [22].

5.1 Odvozeni LMI pro spojity LQ regulator

Pro odvozeni LMI pro spojity LQ regulator spojime Ljapunovu stabilitu spolecné s

kritériem nadefinovanym v rovnici [5.1] a ziskdme
V(x) —|—/ (XT(t)QX(t) + uT(t)Ru(t))dt < 0. (5.5)
0
Po zderivovani rovnice [5.5 dostaneme

x'Px +x'Px+x'Qx +u'Ru < 0. (5.6)

42



Nyni dosadime prvni stavovou rovnici systému, ktery jsme definovali v rovnici

4.1l Tim dostaneme rovnici

(Ax +Bu)"Px +x"P(Ax 4+ Bu) + x'Qx +u'Ru < 0. (5.7)

Nyni muzeme dosadit zpétnou stavovou vazbou, kterou definujeme
u=-Kx. (5.8)

Dostaneme rovnici, kterou postupné upravujeme.

(Ax — BKx)"Px + x"P(Ax — BKx) + x ' Qx + (-Kx)TR(-Kx) <0 (5.9)
xTATPx — x"K'B"Px 4+ x"PAx — x"PBKx + x' Qx + x"K"RKx < 0 (5.10)
x"(ATP - K'B'"P + PA - PBK + Q + KTRK)x < 0 (5.11)
Definitnost vyrazu v rovnici [5.11] je ovlivnéna pouze prostiednim ¢lenem, proto

vektory, které jsou vytknuty po stranach, mizeme zanedbat. Pro lepsi vypocet si

prostiedni ¢len rozsifime z obou stran prvkem P!
P /(AP - K'B'P + PA - PBK + Q + K'RK)P! <0. (5.12)

Po tpravé rovnice si pro snadnéjsi zapis zavedeme substituci P = P! a dosta-

neme
PAT - PK'BT + AP — BKP + PQP + PK'RKP < 0 (5.13)

Abychom neméli nelinedrni maticovou nerovnost, tak zavedeme substituci W =
KP, diky které ziskame znovu linearni maticovou nerovnost, ve které neni soucin

neznamych
PAT - W'BT + AP - BW + PQP + WI'RW <0 (5.14)

Abychom méli maticovy zapis LMI, tak si posledni dva cleny na levé strané
rovnice prevedeme do maticového zapisu a ziskame vyraz, ktey je vhodny pro zpétny
Schuriv doplnék
P
\%%

Q O

<0 (5.15)
0 R

PAT - WTBT + AP — BW + [ﬁT W] [

Tim ziskame kone¢nou podobu LMI, kterou miizeme pouzit pro vypocet spoji-
tého LQ regulatoru. Pro sjednoceni oznaceni s regulatorem pro minimalizaci H,

normy systému si matici B oznac¢ime jako B,,.

PAT _WT'BT t AP -B,W P WT
P Q' 0 |<0 (5.16)
W 0 -R!
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Pfi vypoctu nesmime zapomenout na podminku definovanou v rovnicifs.2] kterou

si upravime do tvaru
0 < ¢ — (x"(0)P'x(0). (5.17)

Tim muzeme pouzit zpétny Schuruv doplnék a zapis v rovnici prevést na

do matice

{g <O 5 (5.18)

x(0) P

Potom pti ndavrhu LQ reguldtoru fesime optimaliza¢ni tlohu zadanou jako

min ¢
za podminek ¢ x0) >0
x(0) P
PAT _W'BT AP -B,W P’ W' (5:.19)
P Q' 0 <0.
i W 0 —-R!

5.2 Odvozeni LMI pro diskrétni LQ regulator

Pti odvozeni LMI pro diskrétni LQ reguldtor vychazime stejné jako u spojitého
systému z definice kritéria pro diskrétni systém v rovnici[5.4]a z definice rovnice pro

Ljapunovu stabilitu diskrétniho systému.
Vix() + Y (K (K)Qx(K) + u” (K)Ru(k)) < 0. (5.20)
k=0

Provedeme diferenci rovnice [5.20] a ziskdme

V(x(k+1)) = V(x(k)) + (x* (k)Qx(k) +u' (k)Ru(k)) <
x"(k + DPx(k + 1) — x"(K)Px(k) + x" (k) Qx(k) + u” () Ru(k)) <

Do rovnice dosadime stavové rovnice diskrétniho systému, ktery je definovan

v rovnici f.2] a stavovou zpétnou vazbu, kterd je definovdna
u(k) = —Kx(k). (5.23)
Noveé ziskanou rovnici muzeme postupné upravovat

x'(k)(E — BK)"P(E — BK)x(k) — x" (k)Px(k)+x" (k)Qx(k) +
xT'(k)K'RKx(k) <0. (5.24)
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Stavové veli¢iny jsou vSechny v aktudlnim kroku k, proto jiz nemusime krok k v

rovnicich psat
x'(E - BK)"P(E - BK)x — x'Px +x'Qx + x'K'RKx < 0. (5.25)
x"((E - BK)"P(E - BK) - P+ Q + K'RK)x < 0. (5.26)
Definitnost vyrazu je zavisla na definitnosti prostredniho ¢lenu, proto se mizeme

zabyvat pouze prostfednim clenem. Ten si prepiseme do vhodného tvaru, abychom

mohli pouzit zpétny Schuriv doplnék.

~P+Q+K'RK — (E-BK)'"P(E - BK) <0 (5.27)
-P+Q+K'RK (E-BK)T <0 (5.28)
(E — BK) -p! - '

Jelikoz se v rovnici vyskytuje matice P spole¢né s inverzi P!, tak provedeme

rozsiteni rovnice o vhodné zvolenou matici, abychom proménné sjednotili

P o] |-P K'RK (E-BK)'| |[P™' 0
QT (B~ BK) <o. (5.29)
0 I (E — BK) -P 0 I
Pro snadnéjsi zapis zavedeme substituci P=pP!
—P +PQP + PKTRKP PE" — PK'B”
+PQP -+ PK . <0 (5.30)
EP — BKP -P

Zavedenim substituce W = KP ziskame nelinearni maticovou nerovnost. Proto
musime matici rozdélit na soucet dvou a upravit tak, abychom opét dostali linearni

maticovou nerovnost

_p PET - WTBT PQP + WTRW 0]
) ) QP+ <0 (531)
EP — BW -p 0 0
_p PET - WTB” P wT o] [P o0
R N Q <0 (5.32)
EP — BW -p 0 0llo R||W o

Pouzitim zpétného Schurova doplnku dostaneme LMI, kterou mizeme pouzit
pro vypocet diskrétniho LQ regulatoru. I u diskrétniho LQ regulatoru provedeme

preznaceni B = B,.

-P PE'-W'BI P W7
EP - B,W -P 0 0
A . <0. (5.33)
P 0 -Q 0
\W% 0 0 ~R!
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Stejné jako u spojitého LQ regulatoru nesmime zapomenout na podminku de-
finovanou v rovnici [5.2] kterou jsme si upravili do koneéné podoby v rovnici [5.18|
a muzeme ji pouzit i u diskrétniho systému. Pfi navrhu diskrétniho LQ regulatoru

fesime optimaliza¢ni tlohu zadanou jako

min ¢
[ T
za podminek ¢ x(0) >0
x(0) P
e PET-W'Bl P W' (5.34)
EP - B\W -P 0 0
R <0
P 0 Q' 0 -
W 0 0 -R!
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6 VYSLEDKY SIMULACE

6.1 Spojity systém

Pro navrh spojitého regulatoru byla vybrana soustava, ktera byla prevzata z pri-
kladu, ktery je uveden ve zdroji [20]. Jednd se o model letadla, u kterého navrhu-
jeme autopilota, ktery bude udrzovat konstantni stoupéni letadla. Na Obr. [6.1] je

zobrazeno letadlo s popisem jednotlivych veli¢in.

Obr. 6.1: Popis fyzikdlnich veli¢in u letadla. Prevzato z [20](Popisy obrézku byly

pfepracovany.)

Systém miizeme popsat stavovymi rovnicemi

G 0313 567 0] [a 0.232
q| =|-0.0139 —0.426 0| |q|+ |0.0203| |g]
0 0 567 0] |© 0
(8
y=1[0 0 1] |q (6.1)
0

Rovnice s hodnotami prevzaty z [20]. Vstupem do systému je thel natoceni vys-
kového kormidla §. Vystupem systému je tihel natoceni letadla @, ktery je zaroven
jeden ze stavu systému.

Prenosova funkce systému je
1,151p 40,1774
Fs(p)

= 2%+ 0,559p% + 0,8651p

(6.2)
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Vlastni ¢isla matice A systému jsou zobrazena v Tab. [6.1]

(@51 %) (%]

0+j0 | —0,2795 + jO0,8871 | —0,2795 — jO,8871

Tab. 6.1: Vlastn{ ¢isla matice A

Odezva vystupu systému na jednotkovy skok je zobrazena na Obr. [6.2]

Odezva spojitého systému na jednotkovy skok

6 :
5[ l
4- -

T 3} -

<

()
2t ]
1t ]
0 1 1 1
0 5 10 15 20

Cas [s]

Obr. 6.2: Odezva spojitého systému na jednotkovy skok

Pozadavky na regulator, ktery se bude chovat jako autopilot, jsou nasledujici[20]:
o Prekmitnut{ zddané velic¢iny pri prechodovém déji nesmi byt vétsi nez 10%.
 Cas nabéhu (mezi 0% a 80% zadané hodnoty) musi byt mensi nez 2 sekundy.
« Cas ustélenf musi byt mensf nez 10 sekund.

o Chyba v ustaleném stavu musi byt mensi nez 2%.

6.1.1 Navrh regulatoru a vysledek simulace

Pred vypocétem reguldtoru musime ovérit, zda soustava spliiuje podminku fiditelnosti
a dosazitelnosti.
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Pokud je systém riditelny, tak mtizeme navrhnout rizeni, které dokaze libovolny
stav dovést do pocatku stavového prostoru v konecném case. Oproti tomu, pojem
dosazitelnosti znamend, ze existuje takové tizeni, které dokadze presunout stav z
pocatku stavového popisu na libovolné misto ve stavovém prostoru v konecném case.
U linearniho spojitého systému dochazi ke splynuti pojm fiditelnost a dosazitelnost.

Systém je tiditelny a dosazitelny pokud plati, Ze hodnost kriterialni matice
H=[B AB A’B ... A"'B (6.3)

se rovna fadu systému [30].

Dosadime jednotlivé stavové matice a ziskame

0.232 1.0784 —0.8035
H = |0.0203 —-0.082 —0.013 | . (6.4)
0 1.151  —0.466

Vypoctem zjistime, zZe hodnost matice H je 3. Hodnost matice H je stejna jako
rad systému n. Proto mtizeme prohlésit, ze je systém plné dosazitelny a tiditelny.

Nyni muizeme navrhnout regulator. Jako prvni zvolime LQ regulator, ktery na-
vrhneme pomoci rovnic uvedenych v rovnici[p.19} Pro vypocet LQ reguldtoru zvolime
dva pripady nastaveni hodnot matic R a Q budeme zkoumat vliv jejich hodnot na

vzhledu prechodového déje.

1 00
9) Q=101 0 R=10"3

0 01

:100: (6.5)
b) Q=10 1 0| R=10"

0 0 1]

Pro vypocet jsme pouzili toolbox cvx. V obou pripadech jsme pocitali s nulovymi
pocatecnimi podminkami.

V pifpadé a), kdy jsme zadali R = 1073, jsme vypoctem dostali hodnoty matic
KaP

K =|-125 21451 229,6 -—122¢q
2,51 0,17 0,27 0,26
. 0,17 0,06 —-0,52 —-0,06
P = ’ ’ ’ ’ (66)

0,27 -0,52 5,87 0,95
0,26 —0,06 0,95 0,55
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Zavedenim zpétné stavové vazby do zadaného systému jsme dostali prenos fizeni

Fw1(p) ve tvaru

140, 9p + 21,72
Pt + 41,2p3 + 256, Tp? + 181, 6p + 21, 72

Vlastni ¢isla nové matice A*. kterd vznikla po pfidani zpétné stavové vazby a
)

integratoru na vstup systému jsou zobrazeny v Tab.

(05} (6%) Q3 iy
—33,75 | —6,66 | —0,64 | —0,15

Tab. 6.2: Vlastni ¢isla matice A* pii R=10"3

V piipadé b) jsme zvolili R = 107% a dostali hodnoty matic

K:{—137 2689,3 540,2 —380,3

—153,42 13,96 —5,96 —0,15

. 13,96 1,33 —1,22 —0,11
P _ ) ) ) ) ) (68)

5,96 —1,22 7,55 1,02

—0,15 —0,11 1,02 0,54
Po priddni LQ reguldtoru jsme dostali prenos fizeni Fyo(p) ve tvaru

B 4377p + 674, 8
"~ pt 4514, 6p3 4 6136p2 + 5336p + 674, 8

Fya(p) (6.9)

V Tab. jsou zobrazeny vlastni ¢isla matice A*, ktera vznikne pri zavedeni

zpétné stavové vazby a pridani integratoru na vstup soustavy.

(0%} [6%) (0% Qg
502,40 | —11,26 | —0,78 | —0,15

Tab. 6.3: Vlastni ¢isla matice A* pii R=107°

Na Obr. je zobrazeno porovnani odezvy obou prenosti fizeni na jednotkovy
skok zadané veli¢iny. PTi postupném nastavovani jsme dosli k vysledku, ze nastaveni
R=107% a mensich hodnot jiZ nem4 na tvaru piechodového d&je vliv. Proto miizeme
prohlasit, ze samotny LQ regulator neni pro zadani vhodny, protoze nesplnuje dru-
hou podminku, kterou jsme si zadali na zacatku, ze systém musi mit dobu ndbéhu

(mezi 0% a 80%) mensi nez 2s.
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O(iezva spojitého systému s LQ regulatorem na jednotkovy skok

R=0.001
X:2 R=0.000001
Y:0.769
C.o -
[ |
06k X2 A
e Y: 0.6747
©
c
]
04F -
0.2F -
0 ] ] ]
0 5 10 15 20

Cas [s]

Obr. 6.3: Odezva spojitého systému s LQ reguldtorem na jednotkovy skok
Proto k LQ reguldtoru pridime LMI, kterou jsme si definovali pro regulator
minimalizujici H., normu ze vstupu na vystup soustavy, a LMI, kterou jsme si

definovali pro posunuti pélia do LMI oblasti S(«, r, ¢) a kterd ndm omezi prekmitnuti

prechodové charakteristiky pres pozadovanou hodnotu.
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Budeme proto Tesit optimaliza¢ni problém uvedeny v rovnici [6.10}

min ¢, 2
za podminek ¢ x'(0) >0
x(0) P
PAT_W'BT 4+ AP-B,W P W'
P -Qt 0 <0.
W 0 -R
S T (6.10)
AP +PA"-B,W-W'B] B, PC
Bl - 0 <0
CP 0 I
2aP + AP + PAT - B,W — W'B! <0
[ P AP -BW
PAT - W'B! —rP <0

(AP + PAT - W'B! — B,W)sinf (AP — PAT — B,W + W'B")cos#
(PAT — AP - W'B! + B,W)cos# (AP +PAT — W'B! — B,W)sinfd

V toolboxu cvx lze pti tvorbé optimalizacniho modelu zadat pouze jedna pro-
ménna, kterou chceme minimalizovat. Proto provedeme zjednoduseni, ze budeme
minimalizovat soudet proménnych ¢ a v2. Tim dojde k rovnomérné minimalizaci
obou proménnych.

Nyni musime zadat vice hodnot pro vypocet. Jedna se o

e a=0,1
e r=235
0()0:450

a matice Q a R, které nechdme nastavené na stejné hodnoty jako v predchozim
pripadé, tzn. podle vyrazu [6.5

Na Obr. muzeme vidét odezvu spojitého systému s LQ regulatorem minima-
lizujicim H. normu ze vstupu na vystup soustavy a s posunutymi poly do do LMI

oblasti S(a, 7, ¢), pii vyse zadanych parametrech, pro oba piipady.
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Odezva spojitéeho systému s LQ regulatorem
omezujicim Hinf normu a posunem
polti do S oblasti na jednotkovy skok

1 /__I;. H
» X: 12 R=0.001
, Y: 0.9941 R=0.000001
| X: -
0.8 Y: 0.8882
__ 06} i
O
e
D
04} i
02} i
0 : ' '
0 5 10 15 20
Cas [s]

Obr. 6.4: Odezva spojitého systému s LQ regulatorem minimalizujicim H., normu
ze vstupu na vystup soustavy a s posunutymi pély do do LMI oblasti S(a, 7, ¢) na
jednotkovy skok

Jak je vidét, tak se obé odezvy prekryvaji, proto nezalezi na tom, zda je matice R
zvolena jako R=10"2 nebo R=107°. Po vypoctu LQ reguldtorem minimalizujicim
H., normu ze vstupu na vystup soustavy a s posunutymi pély do do LMI oblasti

S(a, r, ¢) s R=107° jsme ziskali nésledujici vysledky

K =[-531 526,60 34,16 —27,61]

(1,48 0,04 0,75 0,61
0,04 0,03 —0,30 —0,02
0,75 —0,30 4,03 0,89
0,61 —0,02 0,89 0,71

o>
I

(6.11)

Matice P je symetricka a pozitivné definitni matice, jeji vlastni ¢isla jsou kladna.
Po zavedeni zpétné stavové vazby a pridani integratoru na vstup jsme ziskali prenos

rizeni Fyy3(p) ve tvaru

31,78p + 4,90

F; =
wa(p) P41 10,0203 + 35, 42p% + 37, 84p + 4, 90

(6.12)
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V Tab. [6.4fsou vypsdny vlastni ¢isla matice A*, ktera vznikla zavedenim zp&tné
vazby.

(0%} [6%) Q3 Qg
—-4,154j1,93 | —4,15 —j1,93 | —1,56 + jO | —0,15 + jO

Tab. 6.4: Vlastni ¢isla matice A* spojitého systému s LQ reguldtorem minimali-
zujicim H,, normu ze vstupu na vystup soustavy a s posunutymi pély do do LMI
oblasti S(a, r, ) s R=10"°

Na Obr. [6.5] vidime, Ze vlastn{ ¢isla matice A* lez{ uvniti LMI oblasti S(a, 7, 6),
kterou jsme si nadefinovali a tim doslo ke zrychleni prechodového déje a zaroven k

omezeni prekmitnuti vystupu oproti zddané hodnoteé.

Rozmisténi poll spojitého systemu s LQ regulatorem
omezujicim Hinf normu a s posunem polt do S oblasti

X Puvodni pdly systému
X Posunuté pély systému
|
|
X I
|
X |
—_ |
§0 ----------------- )(----9‘3'(----
X
|
X |
|
|
|
|
|
-5 1 1 1 1 1 1
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Re [-]

Obr. 6.5: Rozmisténi polu prenosu tizeni Fy3 v komplexni roviné s vyznacenou
oblasti S(a, 7, ¢)

Miuzeme prohlasit, ze nami navrzeny LQ reguldtor minimalizujici H., normu
ze vstupu na vystup soustavy a s posunutymi pdly do do LMI oblasti S(a, 7, ¢) s

R=1075 spliiuje pozadavky, které jsme na zac¢atku vypocti kladli na reguldtor.

o4



6.2 Diskrétni systém

Pro navrh diskrétniho regulatoru byl vybran model zasobovaciho fetézce, ktery byl
prevzat z [I]. Blokové schéma je zobrazeno na Obr. [6.6]

T 811 (k) T 8,%x(k)
arX(k)
u(k) aixa(k) y(k)
— S P Bsxs(k) R —

xa(k) (k) x3(K)

Obr. 6.6: Blokové schéma zasobovaciho fetézce. Piepracovano z [I]

Dovozce materidlu S objedna kazdy mésic u(k) surového materidlu. Celkové
mnozstvi materidlu u dovozce materidlu S je oznaceno (k). Cast surového ma-
teridlu 0, je vyfrazeno a ¢ast surového materialu a; je prodéano vyrobci P.

Vyrobce P vyrobi ze surového materidlu vyrobky v poméru 1:1. Celkové mnoz-
stvi produkti, které mé vyrobce P dany mésic uskladnéno, oznacime zy(k). Cast
produktu s je vyrazena z divodu vady a c¢ast produktt as je prodano obchodnikovi
R.

Obchodnik R vraci ¢ast produktid (3 nazpét vyrobci kvili poskozeni pri cesté
a Cast produkttl 3 proda koneénému zakaznikovi. Obchodnik R kazdy mésic mize
prodat z3(k) produkti.

Nasim cilem je navrhnout regulator, ktery bude regulovat mnozstvi koupeného
surového materialu dovozcem, tak aby obchodnik R mél dostatecné mnozstvi pro-
duktt pri pozadovaném prodeji.

Stavovy popis diskrétniho systému mutzeme zapsat

z1(k+1) (1—a;—d) 0 0 z1(k) 1
zo(k+1)| = o (1 —ay — d9) B3 zo(k)| + |0 [u(k)}
z3(k + 1) 0 an (1—033—3)] |z3(k) 0
21 (k)
y=1[0 0 2] |w0k)] (6.13)
z3(k)

Pro simulaci byly zvoleny hodnoty uvedené v Tab. [6.5

35



ay | ag | 01 | O Bs | 73
0.8 060101500508

Tab. 6.5: Pouzité parametry diskrétniho systému

Po dosazeni parametri do stavového popisu, ktery jsme si definovali v rovnici

dostaneme

sk+1)] (0,1 0 0 ][xn®] [
2ok +1)| = 0,8 0,25 0,05] za(k) | + 0] [u(k)]
zs(k+ 1) 0 0,6 0,15 [z3(k)] [0
z1(k)
y=10 0 0,8 |a(k)
z3(k)

(6.14)

Ze stavového popisu soustavy muzeme vytvorit operatorovy prenos soustavy

Fy(2) ve tvaru

0,384

Fo(2) =
(2) = 5= 0,522 + 0,0475z + 0,00075

(6.15)

Vlastni ¢isla matice E jsou zobrazeny v Tab. [6.6]

aq (6D) Q3
0 +j0|-0,2795 + j0,8871 | -0,2795 — jO,8871

Tab. 6.6: Vlastni ¢isla matice E diskrétniho systému

Odezva systému na jednotkovy skok na vstupu systému je zobrazena na Obr.
6.7

Zadanim je navrhnout takovy regulator, aby pri jednotkovém skoku zadané hod-
noty na vstupu soustavy mél vystupni signal po 6 mésicich vyroby 80% zidané

hodnoty.
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Odezva diskrétniho systému na jednotkovy skok
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Obr. 6.7: Odezva diskretniho systému na jednotkovy skok

6.2.1 Navrh regulatoru a vysledek simulace

Stejné jako u linedarniho systému si pred vypoctem ovérime, zda je diskrétni systém
riditelny a dosazitelny. U diskrétniho systému jiz pojmy fiditelnost a dosazitelnost
rozliSujeme a proto si musime definovat dvé podminky.

Diskrétni linedrni systém je plné dosazitelny, pokud kriteridlni matice
H=|B EB E’B ... E''B (6.16)

mé hodnost rovnou radu systému n.

Diskrétni linearni systém je plné riditelny, pokud kriterialni matice
H=[E"'B E’B ... E"B] (6.17)

méa hodnost rovnou radu systému n.

Zéaroven plati, ze pokud je diskrétni systém dosazitelny, tak je i fiditelny. Naopak
tato podminka neplati, pokud je diskrétni systém riditelny, tak neni nutné, aby byl
také dosazitelny [30].
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Proto si nejdiive vysetiime, zda je ndmi zadany diskrétni systém v rovnici [6.14]

dosazitelny. Dosadime systémové matice do rovnice [6.16| a dostaneme

1,00 0,10 0,01
H= 0,00 0,80 0,28]. (6.18)
0,00 0,00 0,48

Vypoctem urcéime, ze hodnost matice H je 3. Hodnost matice H je stejna jako rad
systému n, proto mizeme prohlésit, Zze nami zadany diskrétni systém je dosazitelny
a tim i riditelny. Proto mizeme pokracovat ve vypoctu regulatoru.

Jako prvni navrhneme LQ reguldtor. Parametry potiebné pro vypocet pouzijeme

nasledujici

Q=

o O =
o = O

0
0| R=0,0L. (6.19)
1

Vzorkovaci perioda je T,, = 1, protoze mnozstvi surového materialu a produkt
pocitame vzdy na zacatku meésice.

Po vypoctu LQ reguldtoru dostavame matici pro zpétnou stavovou vazbu

K=[0,94 1,05 1,28 —1,05

0,41 —0,16 —0,05 —0,003
, ~0,16 0,49 —0,16 0,07
pP= ’ ’ ’ ’ : (6.20)
~0,05 —0,16 0,53 0,34

-0,003 0,07 0,34 0,40

Vlastni ¢isla nové vzniklé matice E* jsou zobrazeny v Tab.

aq %) Qs Qg

—0,42 + j0,00 | 0,12 + j0,53 | 0,12 - j0,53 | 0,73 + jO

Tab. 6.7: Vlastni ¢isla matice E* diskrétniho systému s LQ) reguldtorem

Zpétnou stavovou vazbou a pridanim integratoru na vstup ziskame operatorovy
prenos Tizeni Fy(z)
0,4047

6.21
24 —0,557923 + 0,066252%2 — 0,01455z — 0, 08906 (6:21)

FWl(Z) =

Na Obr. je zobrazena prechodova charakteristika systému s LQ regulatorem.
Vidime, Ze v 6 mésici je vystupni hodnota jenom 0,7297, coz je priblizné 73% zadané

hodnoty. Podminka, ktera byla v zadani kladena na regulator, nebyla splnéna.
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Odfzva diskrétniho systému s LQ regulatorem na jednotkovy skok

X: 6
0.8 v:0.7207
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Obr. 6.8: Prechodova charakteristika systému s LQ diskrétnim regulatorem

Jako druhy regulator navrhneme LQ reguladtor minimalizujici H., normu a pie-
sun polu je omezen do oblasti ohranicené elipsou.

Pro navrh si definujeme kriterialni matice Q a R a koeficient tlumeni systému.
7 koeficientu tlumeni urcime parametry elipsy - stfed elipsy ... a koeficienty ¢ a
d. Koeficient tlumeni volime jako & = 0,3, to odpovida priblizné thlu 73°, pripadné
asi 1,2661rad.

1 00
Q=10 1 0| R=10"% £=0,3
0 0 1
1,2661
e Y ) (6.22)
1
c= = 1,7428
1,2661 - ,
exp ( - 7,%(172661))008(—1, 2661) + exp ( — 7@(1’2661))
1
d= e — —1,5610
exp ( - tg(’L%Gl))sm(—l, 2661)
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Pri navrhu fesime optimalizacni problém

min ¢,
i T
0
za podminek ¢ x(0) >0
x(0) P
[ P PET-W'BI P W'
EP - B,W P 0 0
P 0 -Q ' 0 -
W 0 0 -R!
P PE"-W'BT o0 PC'
EP - B ,W -P B, O <0
0 B) I 0
CP 0 0 I
p —cxmaxf’ + % (Af’ — BUW)
+4(PAT - W'B]) -0
~CTmasP + 552 (AP — B,W) b =
+54(PAT - W'BY)
Vytesenim problému zadaného v jsme nalezli matice K a P
K =[0,80 0,93 1,10 —1,09
0,28 —0,14 —0,01 0,04
p_|~014 046 —0,17 0,09
~|-0,01 —0,17 0,49 0,36]
0,04 0,09 0,36 0,50

Vlastn{ ¢isla matice P jsou kladné, proto je matice P pozitivné definitni.
Na Obr. je vykreslena prechodova charakteristika diskrétniho LQ regulatoru,

ktery minimalizuje H., normu ze vstupu na vystup soustavy a presun poli systému

je omezen do oblasti ohranic¢ené elipsou.
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Odezva diskrétniho systému s LQ regulatorem
omezujicim Hinf normu a posunem
polli do elipsy na jednotkovy skok
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Obr. 6.9: Prechodova charakteristika systému s LQ diskrétnim regulatorem

Po zavedeni zpétné stavové vazby a pridani integratoru na vstup systému jsme
dostali operatorovy prenos fizeni Fyo(z) ve tvaru
0,4174
24 —0,69672% 4+ 0,16742%2 — 0,04902z — 0,004367

V Tab. [6.8|jsou zobrazeny vlastni ¢isla matice E*, které vznikla zavedenim zpétné

Fya(2) = (6.25)

stavové vazby a pridanim integratoru na vstup soustavy.

Qg Qo a3 Qg
—0,07 +j0,00 | 0,01 + j0,32 | 0,01 - jO,32 | 0,58 + jO

Tab. 6.8: Vlastni ¢isla matice E* diskrétniho systému s LQ reguldtorem, ktery mini-
malizuje H., normu ze vstupu na vystup soustavy a presun poli systému je omezen

do oblasti ohranicené elipsou

Na Obr. je zobrazeno rozmisténi poli diskrétniho systému s LQ regulato-
rem, minimalizujicim H ., normu a posunujicim poly systému do oblasti ohranic¢ené
elipsou. Muzeme vidét, ze se poly systému zménily, ale stale plati, Ze je systém

stabilni a pély lezi uvniti definované elipsy.
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Rozmisténi polu diskrétniho systému s LQ regulatorem
omezujicim Hinf normu a s posunem polu do elipsy
L}

: X Puvodni pdly systému
| X Posunuté pély systému
05F 1 -
|
1 X
|
— |
E op----—-—-=-=-=--- K — — A= XK= ===
= |
|
b X
|
05} ! -
1
|
|
|
-1 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1
Re [-]

Obr. 6.10: Rozmisténi pélu prenosu Fizeni Fyo(2z) v komplexni roviné s vyznacenou

elipsou

7 prechodové charakteristiky na Obr. je vidét, ze v 6 mésici vystupni hodnota
dosahuje hodnoty 0,8408, coZ je kolem 84% zéadané hodnoty. Proto muzeme prohlésit,
ze nami navrzeny L(Q regulator minimalizujici H., normu diskrétniho systému a
ktery posunuje pély systému do oblasti ohranicenou elipsou spliuje pozadavky, které

byly na regulator kladeny.
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7 ZAVER

V diplomové praci jsem se seznamil se zaklady optimalizace a s propojenim opti-
malizace a linearnich maticovych nerovnosti. Vyzkousel jsem nastroje v programu
Matlab, které dokazi resit LMI a problémy optimalizace - toolboxy cvx, YALMIP a
balik funkei pro feseni LMI z Robust Control toolboxu.

Pro nasledujici vypocty, které se tykaly LMI, byl vybran toolbox cvz. Oproti dal-
sim toolboxti mé zaujal svoji jednoduchosti zaddvani vypocta. V préaci jsou uvedeny
vypocty Hurwitzovy a Schurovy stability pomoci programu MATLAB a umisténi
poli systému v zadanych oblastech. Na tyto problémy navazuji navrhy stavovych
regulatorti, které presunuji poly do stabilnich ¢asti komplexni roviny, nebo do ohra-
nicenych oblasti, pomoci LMI.

Tyto metody byly vhodné pro autonomni systém, nebo systém se vstupem, kdy
nam nezalezelo na tom, jaky bude mit tvar prechodova charakteristika. Proto byly v
praci odvozeny LMI pro navrh regulatoru, ktery minimalizuje H., normu ze vstupu
na vystup systému a LMI urc¢ené pro navrh LQ regulatoru. Odvozeni bylo provedeno
jak pro spojity systém, tak i pro diskrétni systém.

V zévéru prace jsou uvedeny dva priklady, na kterych je ovérena funkénost od-
vozenych LMI. Jednd se o spojity a diskrétni systém, pro které je nejprve navrzen
samotny LQ regulator. U spojitého LQ regulatoru je ukazan vliv nastaveni kriteri-
alnich matic R a Q na tvar prechodové charakteristiky. Nami navrzeny L(Q regula-
tor nespliioval zadané pozadavky na rychlost prechodové charakteristiky. Vhodnou
kombinaci kriterialnich matic R a Q bychom mohli doséhnout pozadované rychlosti
prechodové charakteristiky. Tim by ale mohlo dochazet k prekmitnuti vystupni veli-
¢iny pres zadanou hodnotu, protoze bychom povolili vétsi hodnotu akéniho zasahu,
a neméli bychom tolik moznost prechodovou charakteristiku ovladat.

Druhy regulator byl navrzen jako LQ regulator, ktery minimalizoval H., normu
spojitého systému a presunuti pélu bylo omezeno do LMI oblasti S(«, r, #) pro ome-
zeni kmitani systému. Na Obr. je zobrazena prechodova charakteristika prenosu
fizeni Fy 3, ktery vznikl spojenim systému a nami navrzenym regulatorem. Pienos
fizeni jiz splnoval nase pozadavky, které jsme si kladli pri zac¢atku navrhu regulétoru.

Druhym prikladem je diskrétni systém, ktery modeluje problém zasobovaciho
retézce, kde dovozce materidlu dodava surovy material vyrobci, ktery kazdy mésic
vyrobi vyrobky, které nasledné prodejce proda koneé¢nému zakaznikovi. Pro systém
byly navrzeny opét dva regulatory. Prvni regulator byl samotny LQ regulator. Ode-
zva systému s LQ regulatorem nesplnovala zadanou podminku, Ze po jednotkovém
skoku zadaného mnozstvi produktii k prodeji, musi byt po 6 meésicich dosazeno mi-
nimélné 80% zadané hodnoty na vystupu. Proto byl jako druhy reguldtor navrzen

LQ regulator, ktery minimalizuje H,, normu diskrétniho systému a presunuti pola
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je omezeno do oblasti ohranicené elipsou. Na Obr. je prechodova charakteristika
prenosu fizeni Fyo(z), ktery jsme ziskali spojenim zadaného diskrétniho systému
a navrzeného LQ regulatoru, ktery minimalizuje H,normu a ktery presune poly
systému do oblasti ohranicené elipsou. Vidime, ze v 6 mésici je vystupni hodnota
priblizné na 84% zddané veli¢iny, proto ndmi navrzeny regulator spliiuje zadany

pozadavek, ktery jsme na regulator kladli.
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SEZNAM SYMBOLU, VELICIN A ZKRATEK

e odchylka hodnoty vystupni veli¢iny od hodnoty pozadované veli¢iny
f obecna realna funkce

g i-t&4 nerovnice

h afinni funkce

h; i-ta rovnice

J(0) kritérium pro metodu nejmensich ¢tvercu

K zesileni spojitého systému 2.1adu

n rad systému

n, m, p, q rozméry matice

q stred kruznice

r polomér kruznice

s obecné komplexni ¢islo

s(y,u) suplly funkce systému

T casova konstanta systému 2.1radu

u; pomocné proménna (slavk variable)

V(x) Ljapunovova funkce

V(x) derivace Ljapunovovy funkce

w pozadovana velic¢ina

X; stav, ktery odpovida integratoru pridaného na vstup systému
X AT stfed elipsy

y vystupni veli¢ina ze systému

A matice vnitinich vazeb systému, obecna matice

matice vazeb systému na vstup

c obecny vektor
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C matice vazeb vystupu na stavy

D matice primé vazby vstupu na vystup systému

E matice zpétnych vazeb diskrétniho systému

E. matice odchylek naméreného vystupu od vypocteného vystupu na

zakladé odhadnutych parametra

F, G, L, M obecné matice

1 jednotkova matice

K vektor zpétnych vazeb od stavii

Q kriterialni matice pro LQ regulator pro stavy systému

P ¢tvercova, symetrickd a pozitivné definitni matice

P ¢tvercova, symetricka a pozitivné definitni matice P=pP"

R kriterialni matice pro LQ regulator pro vstup systému

\)\% vektor zavedeny pro substituci v LMI

X stavy systému, obecny vektor

X mnozina realnych c¢isel

Y matice vystupnich hodnot

Q@ horni hrana ohranicené oblasti

15} dolni hrana ohranic¢ené oblasti

¥ omezeni H., normy systému

0 tthel natoceni vyskového kormidla u prikladu pro spojity systém

€ odchylka naméreného vystupu systému a odhadnutého vystupu

& koeficient tlumeni

0 vektor neznamych parametrit v MNC | thel natoceni letadla v
prikladu pro spojity systém

© uhel kruhové vysece, ihel mezi k¥ivkami tlumeni u spojitého systému

) vektor namérenych hodnot

70



P matice namérenych hodnot

¢ minimum kritéria pro LQ regulator

Lo 2-norma signalu

Heo oo-norma systému

GP mod vypoctu toolboxu cvr - geometric programming

LMI linedrni maticova nerovnost

LP linedrni programovani

MNC metoda nejmensich ¢tverct

QP kvadratické programovani

SDP semidefinitni programovani, méd vypoctu toolboxu cvx - semidefinite
programming
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A MATEMATICKE PREREKVIZITY

Linearni rovnice a nerovnice

Jako linearni rovnici rozumime vyrok a1z, + ... + a,x,= b. Muzeme tedy zapsat,
ze plati h(x) = 0, kde & je afinni funkce.

Na druhou stranu, jako linearni nerovnici rozumime vyraz a1xy + ... + a,x, < b
nebo a;x; + ... + ay,x, > b. Jako linearni nerovnici tedy muzeme definovat h(x)<0
nebo h(x)>0, kde h je afinni funkce.

Pojem afinni funkce lze nejjednoduseji vysvétlit na problému funkce s jednou redl-
nou proménnou. Grafem afinni funkce s jednou redlnou proménnou je primka, kterou

lze zapsat jako y=ax1+Db.

Maticové operace

Definitnost matice

Matice A je pozitivné definitni, pokud splituje podminku x*Ax > 0 pro kazdé
nenulové x € R™.

Pokud je matice A pozitivné definitni, tak ma nasledujici vlastnosti:

o VSechna vlastni ¢isla matice A maji kladné redlné ¢asti.

o Minory (determinanty submatic) na hlavni diagonéle jsou vSechny kladné.

Matice A je negativné definitni, pokud splituje podminku x'Ax < 0 pro kazdé
nenulové x € R™.

Pokud je matice A negativné definitni, tak ma nasledujici vlastnosti:

e VSechna vlastni ¢isla matice A maji zaporné realné ¢asti.

e Minortim na hlavni diagonale se stiidaji znaménka v poradi -4-+-+-. Pocet

minorti urcuje velikost matice A [12].

Matice A je pozitivné semidefinitni, pokud splituje podminku xTAx > 0 pro
kazdé nenulové x € R".

Matice A je negativné semidefinitni, pokud spliiuje podminku x'Ax < 0 pro

kazdé nenulové x € R"™.

Schurtv doplnék

Nadefinujme si matici M, ktera se sklada ze submatic:

A B
C D

M:
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Kde submatice A ma rozméry pxp, submatice B ma rozmeéry pxq, submatice

C ma rozmeéry qxp a submatice D ma rozméry qxq. Celkovy rozmér matice M je

(p+a)x (p+q).
Mitzeme definovat, ze Schurtiv doplnék pro matici A je matice o rozmérech qxq

M/A=D-CA'B (A.2)

Stejné tak pro matici D je Schurovym doplitkem matice o rozmérech pxp:

M/D=A-BD'C (A.3)
Definujme si piipad, kdy C = B*. Matice M se tedy zméni do tvaru:
A B
M = A4
BT D ( )

Pokud mame matice A a D symetrické, tak plati nasledujici podminka: Pokud
je matice A a Schuruv doplnék M /A pozitivné semidefinitni, tak je potom matice

M také pozitivné semidefinitni.

Kroneckeruv soudin

Méjme matici A € R™*™ a matici B € RP*9. Potom je Kroneckeriiv souc¢in definovan

jako:
a B apB - a;,B
A®B — ag?B ag?B . aQT‘LB (A5)
amB amB - a4, B

Pro Kroneckertiv sou¢in plati nasledujici pravidla (matice museji mit odpovida-
jici rozméry):
e 1 A=A
(A+B) e C=A®C+B&®C
(A ® B)(C®D)=(AC) ® (BD)
(AeB)" = AT B"
(AB)'=A"'®B!
MA © B) = {\(A))(B)}

Pricteni konstanty k vlastnim c¢islim matice

Méjme libovolnou matici M, kterd mé vlastni ¢isla A(M). VySetiujeme, zda vlastni

c¢isla jsou mensi, nez zadana hranice t:

Amax (M) < t (A.6)
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Pri prevedeni ¢ na levou stranu nerovnice dostaneme:
Amax(M) =1 <0 (A7)
To si mizeme prepsat do tvaru:
Amax(M —tI) <0 (A.8)
Mizeme tedy napsat:
Amax(M) <t e Max(M —tI) <0 M -1 <0 (A.9)

Misto abychom vysetfovali, zda jsou vlastni ¢isla matice M mensi, nez zadana
hranice ¢, tak mtzeme vlastni ¢isla matice M posunout o ¢t a vysetfovat, zda jsou

nove vznikla vlastni ¢isla mensi nez 0. Prevzato z [7] (Lemma 1.1 na strané 10).

Metoda nejmensich ctverct

Meéjme diskrétni systém, u kterého jsme schopni métit vystupni veli¢inu y(k). Abychom
mohli ur¢it model systému, tak musime urcit jednotlivé parametry prenosu. Pocet

parametru zalezi na zvoleném modelu. Mizeme napsat, ze vystup systému se rovna:
y(k) = ¢ (k)0 (A.10)

Kde ' (k) je sloupcovy vektor, ktery obsahuje zndmé veli¢iny (naméfené vy-
stupni a vstupni hodnoty). 0 je sloupcovy vektor obsahujici nezndmé parametry.
Oba vektory maji stejnou velikost n - podle poc¢tu neznamych koeficienti, které se
snazime zjistit.

Pfi urcovani parametri mizeme prubézné pocitat odchylku e, kterd porovnava
vystup systému a predpokladany vystup podle nasich odhadnutych parametri a
nameérenych velic¢in:

e(k) = y(k) — ¢ (k)0 (A.11)

Abychom ziskali co nejlepsi odhad parametri, tak si nadefinujeme kritérium,
které bude urcovat kvadrat odchylek e:

() = >

N |

kz_j (k) (A.12)

Pro dalsi odvozovani musime predpokladat, ze probéhlo N méreni a proto mu-

zeme vytvorit nasledujici matice:

y(k) (k)T e(k)
Y=|: | o= : E.— | : (A.13)
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Potom miizeme kritérium zapsat do tvaru:

J(0) = ;ETE (A.14)

Po dosazeni [A.11] do rovnice [A.14] ziskame:

1Y 1
JO) = 3 S0~ 0P = (Y — B0 (Y~ ) (A15)
k=1
Abychom nasli spravné parametry, tak odchylky musi byt co nejmensi. To plati
tedy i pro nami zvolené kritérium J(6). Hleddme minimum kritéria. Abychom ho
nalezli, musime udélat prvni derivaci J(6) a polozit ji rovno 0. Pfi odvozovéni se

vyuziji nasledujici vzorce pro maticovy pocet:

(AB)T = BTAT

4 (Ax) AT
idxXTA) A (A.16)
dx
4 (xTAx) 2Ax

f ey cc qvey dI(6)
Nyni si mizeme vyjadrit =3~

WO = 1dyT _gTeT)(Y — &) =
= LYTY —YT90 - 9TOTY + 4T 0T Dh) = (A.17)
= 1(=0TY — @TY +20790) = (—PTY + OTDH)

Derivaci kritéria polozime rovno 0 a mizeme si vyjadrit neznamé parametry 6:

—3TY + o790 = 0
OTHY — BTY (A.18)
f = (O70) 19Ty

Nejlepsi odhad parametr modelu ziskame, pokud provedeme vypocet podle rov-
nice [A.18] Tim jsme si odvodili analytické feseni metody nejmensich ctverci [3].

Ljapunovova stabilita

Spojité systémy
Predpokladejme Ljapunovovu funkci v kvadratickém tvaru:
V(x) = x"Px (A.19)

Kde vektor x obsahuje n pocet stavovych veli¢in systému a P je obecnd matice
P eR”
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Aby byl systém stabilni, tak musi spliiovat nasledujici dvé podminky:

V(x) >0
V(x) < 0 nebo V(x) < 0 (A.20)

Pri druhé podmince se mizeme rozhodnout zda budeme uvazovat ostrou nebo
neostrou nerovnost. Pokud budeme uvazovat neostrou nerovnost, tak pripoustime,
ze matice V(x) muze byt negativné semidefinitni. Tento pripad by nastal pokud by
byl systém na mezi stability - jeden z poli nebo komplexné sdruzend dvojice poli
lezi na imaginarni ose v komplexni roviné. Pti nasledujicich vypoctech uvazujeme
podminku s ostrou nerovnosti.

Abychom ji mohli splnit, tak musime urcit derivaci Ljapunovovy funkce. Pro

odvozeni predpokladejme jednoduchou situaci, kdy mame dvé stavové veliciny z; a

x1
X =
X2

Rozndsobenim a upravenim vyrazu [A.19] ziskdme nasledujici zapis:

xo a symetrickou matici P:

P—

P11 P12 (A.21)
D12 P22

V(x) = x%pn + 2x129p12 + 17§p22 (A.22)
Pokud nyni provedeme %, tak muzeme napsat:
V(X) = 2w1Z1p11 + 2T1T9p12 + 221 T9P12 + 2X2T9P20 (A.23)

V rovnici se objevi prvky i a @9, protoZe jednotlivé stavy jsou zavislé na

case. Tento vyraz si muzeme upravit do podoby maticového nasobeni:

V(X) _ [9?71 i’z] |:p11 P12] 4 [561 xg} [pll p12:| [2] (A.24)

T

D12 DP22| (T2 P12 P22

V maticovém zapisu tedy muzeme zapsat, ze derivace Ljapunovovy funkce V(X)

se Tovna:
V(x) = x"Px + x"Px (A.25)
Predpokladejme autonomni systém:
x = Ax (A.26)

Vezmeme-li rovnici [A.26] a dosadime ji do rovnice [A.25] tak po drobné dpravé

T

(zleva vytkneme x" a zprava vytkneme x), ziskdme nasledujici zapis:

V(x) = xT(ATP + PA)x (A.27)
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Nyn{ muzeme ziskanou derivaci, zapsanou v rovnici [A.27], dosadit do [A.20] Zis-

kéame podminky, které musi platit, aby byl autonomni systém stabilni:

x'Px > 0
x'(ATP+PA)x < 0 (A.28)

Druhym vyrazem v rovnici i{kame, Ze musi platit, Ze vyraz x* (ATP+PA)x
je negativné definitni. Pokud existuje matice P, ktera je pozitivné definitni (P > 0),
tak muZeme prohldsit, ze vyraz x'(ATP + PA)x je negativné definitni a tim je
splnéna i druhd podminka v rovnici [A.28] Existuje-li tedy feSeni, ze P je pozitivné
definitni matice, tak mtzeme prohlasit, ze je autonomni systém stabilni.

Diskrétni systémy

P1i odvozeni Ljapunovovy funkce pro diskrétni systém postupujeme obdobné jako
u spojitych systémii. Ljapunovova funkce mé stejny tvar jako [A. 19

Diskrétni autonomni systém je definovan jako:
x(k + 1) = Ex(k) (A.29)

Kde E je matice zpétnych vazeb u diskrétniho systému. Podminku[A 20/ upravime

do tvaru pro diskrétni systém:
V(x(k)) >0
[V(x(k +1)) - V(x(k))] <0 (A.30)

Druhou podminku z rovnice miuzeme rozepsat, kdyZ do ni dosadime

a ziskame:
V(x(k+1)) = V(x(k)) = x(k + 1)"Px(k + 1) — x(k) "Px(k) =
x(k)"E"PEx(k) — x(k)"Px(k) (A.31)
Aby byl diskrétni systém stabilni, tak musi platit tyto podminky [11]:

x'Px > 0
x(k)"ETPEx(k) — x(k)"Px(k) < 0 (A.32)
Stavova zpétna vazba

Uvazujme spojity systém definovany v rovnici [A.33]

x=Ax+B,u
y=Cx+D,u (A.33)
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V pripadé, ze je systém plné riditelny, tak mizeme libovolné posouvat poély sys-
tému. Dosahneme toho tak, Zze od jednotlivych stavi systému zavedeme zpétnou
vazbu pres vektor K viz. blokové schéma na Obr.

D,

F@UBU J_x C y

Obr. A.1: Stavova zpétna vazba systému

Potom plati
u=r— Kx. (A.34)
Po dosazeni do rovnice [A.33] ziskame

x=Ax-B,Kx+ B,r
y =Cx —D,Kx+ D,r (A.35)

Tim ziskdme novou matici zpétnych vazeb A* = A —B,K, novou matici vystupu

C* = C — D,K a novy vstup do systému r.

Nulova ustalené odchylka od zadané hodnoty

Spojity systém

Posunutim poli systému muzeme zajistit stabilni systém. Pokud si ale vykreslime
prechodovou charakteristiku na jednotkovy skok na vstupu systému, tak uvidime,
ze na vystupu systému je odchylka od zadané hodnoty i po odeznéni prechodového
déje. Abychom na vystupu méli nulovou odchylku od Zadané hodnoty, tak musime na

vstup systému pripojit integrator. Na vstup integratoru budeme privadét odchylku:

e=w-—y. (A.36)
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V ustéleném stavu bude platit w = y. Méjme systém definovany v a pred-
pokladejme D, = 0. Potom po pridani integratoru plati

Stavovy popis vzniklého systémt miizeme napsat jako

X A-B,K —-B,b,k;| [x 0
= + w

y=[C 0 X] (A.38)

Z;

Vstup do systému - zddana hodnota w vstupuje do systému pres integrator a

novou matici vstupu B,,. B,, ma vétsinou tvar uvedeny v rovnici jako

b‘l] , (A.39)

kde nulovy vektor mé velikost matice vstupu B,. Blokové schéma stavového
popisu z rovnice muzeme vidét na obrézku

w e Xi
“@ |k by -1 By [ e

y

Obr. A.2: Blokové schéma stavového popisu systému po pridani stavové zpétné vazby

a integratoru

Pri zavedeni zpétné stavové vazby musime prvné matici zpétnych vazeb A a ma-
tici vstupu B rozsitit o stav integratoru a nasledné vypocitat s novymi maticemi
vektor stavovych zpétnych vazeb [K k;]. Kde k; je zesileni, které se prida k inte-
gratoru na vstup systému. Tim je zajisténa nulova ustalena odchylka na vystupu

systému od zddané hodnoty na vstupu [27].

Diskrétni systém

Pokud chceme pridat zpétnou stavovou vazbu k diskrétnim systému, tak postupu-

jeme stejnym zpusobem jako u spojitého systému. Rozdil nastava, pokud chceme
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na vstup systému pripojit integrator. Na Obr. [A.3| je zobrazeno blokové schéma

spojitého a diskrétniho integratoru.

X(t) X(t) u x(k+1) 1 X(k)
el :

a) b)

Obr. A.3: Blokové schéma a) spojitého integratoru b) diskrétniho integratoru

Pokud si napiseme stavovy popis spojitého integratoru uvedeného na Obr.

a), tak ziskame

y(t) =x(t) (A.40)

V pripadé stavového popisu diskrétniho integratoru uvedeného na Obr. b)
ziskame
x(k+1) =x(k)+u
y(K) = x(K) (A.41)
Vidime, ze u diskrétniho integratoru se nam vyskytuje zpétna vazba od stavu,
kterd se nasledné projevi ve stavovém popisu celého systému.
Méjme definovany diskrétni systém
x(k+1) = Ex(k) + B,u(k)
y(k) = Cx(k) + D,u(k) (A.42)

Pri predpokladu D, = 0 zavedeme zpétnou stavovou vazbu a na vstup systému

vlozime integrator. Tim dostaneme novy stavovy popis systému

x(11<{+ D] _ [E-BK -B.K| [x(9] _[o]
xi(k +1) e 1| x®] |1
_ x(k)
y(k)=[C 0] . (k)] (A.43)
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Rozdil mezi vyslednym diskrétnim a spojitym systémem muiizeme vidét na pozici
[2,2] v matici zpétnych vazeb, kde u diskrétniho systému je 1 a u spojitého systému

je 0. To vychézi z definice integratort, tak jak jsme si je popsali vyse.
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B VYPISY Z PROGRAMU MATLAB

Zde si zobrazime par prikladi jak lze zapsat LMI, které jsme odvodili, do programu
Matlab za vyuziti toolboxu cvx. Zbylé pomocné vypocty nejsou ve vypisech zob-
razeny. V m-filech se Tesi LMI dvakrat. Poprvé, kdyz se tesi stavovy regulator a
podruhé, kdyz se ovéruje, zda doslo k presunu péli. Ve vypisech si zobrazime pouze
LMI, které resi stavovou zpétnou vazbu a to pro nasledujici pripady:

o Posun poli do levé poloroviny

o Posun poli do oblasti ohranic¢ené krivkami, které prochazi body a a (8

o Posun poli do oblasti ohrani¢ené kruznici

« Posun pdli do oblasti S(a, 7, ¢)

Plné verze jednotlivych programt a dalsi priklady jsou v elektronické verzi na

prilozeném CD.

Vypis B.1: Posun péli do levé poloroviny

/4 Soubor posun_leva_polorovina na priloZeném CD

Ak Vypocet stavove zpetme wazby - do leve poloroviny
cvx_begin sdp

variable P1(n_stav,n_stav) symmetric

variable W(1,n_stav)

Pli>=eye(n_stav,n_stav)*eps

A*P1+P1*A’-B*W-W’*B’ <=-eye(n_stav,n_stav)x*eps

cvx_end

Vypis B.2: Posun poli do oblasti ohrani¢ené kiivkami, které prochézi body a a 3

/4 Soubor posun_polorovina_AB na priloZeném CD

A% Vypocet stavove zpetne wvazby - do alfa, beta roviny
cvx_begin sdp

variable P1(n_stav,n_stav) symmetric

variable W(1l,n_stav)

Pi>=eye(n_stav,n_stav)*eps
A*P1+P1*A’-BxW-W’*B’+2*xalfa*Pl<=-eye(n_stav)*eps
-A*P1-P1*A’+B*W+W’*B’-2*xbeta*xPl1<=-eye(n_stav)*eps

cvx_end
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Vypis B.3: Posun péla do oblasti ohranicené kruznici

/4 Soubor posun_kruznice na priloZeném CD
Ak Vypocet stavove zpetnme wazby - do kruznice
cvx_begin sdp
variable P1(n_stav,n_stav) symmetric
variable W(1l,n_stav)
Pi>=eye(n_stav,n_stav)*eps
[-r*P1 gq*P1+A*P1-BxW;
q*P1+P1xA’-W’*B’ -r*xPl]<=-eye(n_stav+n_stav)*eps

cvx_end

Vypis B.4: Posun pola do oblasti S(«, r, )

/s Soubor posun_S_oblast na priloZeném CD

A% Vypocet stavove zpetne wazby - S oblast
cvx_begin sdp

variable P1(n_stav,n_stav) symmetric

variable W(1,n_stav)

Pi>=eye(n_stav)*eps
2*xalfaxP1+A*P1+P1*A’-B*xW-W’*B’<=-eye(n_stav)*eps
[-r*P1 A*P1-Bx*W;

P1xA’-W’*B’ -r*xP1]<= -eye(n_stav+n_stav)*eps
[(AxP1+P1%A’-W’*B’-B*W)*sin(theta)
(A*P1-P1*A’-BxW+W’*B’)*xcos (theta);
(P1*%A’-A*P1-W’*B’+Bx*W)*cos (theta)
(A*P1+P1*%A’-B*W-W’*B’)xsin(theta)]<=-eye (2*n_stav)*eps

cvx_end
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C OBSAH PRILOZENEHO CD

Prilozené CD obsahuje elektronickou verzi prace.

Dale je na CD slozka MATLAB, které obsahuje m-fily, ve kterych jsou LMI
reseny.

Kazdy m-file v hlavi¢ce obsahuje, ktery toolbox je potieba ke spravném spusténi
m-filu. Soucasti hlavicky je i webova adresa, ze které lze dany toolbox stahnout.
Névod na instalaci toolboxu je vzdy na strankach vyvojare toolboxu.

VsSechny m-file byly vytvoreny v Matlab 2015b.

Adresarova struktura prilozeného CD:

L korenovy adresar prilozeného CD
hDP_QOl?_Daniel_Mart in.pdf........... elektronicka verze diplomové prace
MATLAB . ottt m-file soubory s priklady vypocti

cvx_yalmip_rctoolbox.m
diskretni LQ.m
diskretni_LQ_Hinf elipsa.m
elipsa_vykresleni.m
Hurwitz_Schur.m
posun_elipsa.m
posun_kruznice.m
posun_leva_polorovina.m
posun_polorovina_AB.m
posun_S_oblast.m
spojity_LQ.m
spojity_LQ_Hinf S oblast.m
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