Spolufinancovéano I\Kﬁr
EVFOPSkOU unii MINISTERSTVO SKOLSTVI,

ONLINE KURZ MATEMATIKY
(VYSTUP V PDF)

doc. RNDr. Dana Hlinéna, Ph.D.
doc. RNDr. Michal Novak, Ph.D.

Kurz je realizovan v rdmci projektu . VYSOKE UCENI
NEXT GENERATION VUT: ZvySovani kvality a relevance vzdélavani na VUT TECHNICKE
CZ.02.02.XX/00/23_022/0009052 V BRNE

Toto dilo je licencovano pod CC BY-SA 4.0 @®O


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/�

1. MNOZINY A LOGIKA

Matematicky jazyk

Zmalost elementarnich matematickych poznatki je prospésna pro zivot clovéka. Celd historie rozvoje lidské spole¢nosti
je proto spjata s rozvojem matematiky. V minulosti rozvoj matematickych poznatkii souvisel s rozvojem prirodnich
véd, proto se matematika casto radi mezi prirodné védy. Podstata matematiky je mnohem Sirsi nez zkouméni vztaht
v 7ivé, nebo nezivé prirodé. Matematika vytvorila na zakladé abstrakci idedlni objekty, prostrednictvim kterych muze
zkoumat kupftikladu ekonomické procesy, jazykové zakonitosti, sociologicky vyzkum. Dokonce, matematiku pouzivaji
vSechny védné oblasti jako univerzalni jazyk, pomoci kterého formuluji odhalené zakonitosti a droven prislusné védné
discipliny je do znacné miry zavisla na mife pouzivani matematického jazyka, metod a modeli.

Proto je dulezité osvojit si matematicky jazyk, ktery se od bézného jazyka lisi nejen symbolikou, ale také zptisobem
tvoreni vét -vyrokt, tj. specidlnich matematickych formuli. Divodem pro pouzivani predmétového, matematického,
jazyka je nejen to, ze nékteré matematické poznatky bychom v bézném jazyce vyjadrovali komplikované, ale také v
tom, ze bézny jazyk umoznuje tvorbu riznych paradoxi. Kuptikladu, kdyz médme vyroky

1. 24+2=4.
2.24+2=05.
3. Prévé jeden z téchto vyroku (t.j. 1-3) je pravdivy.

Jak je to s vyrokem 37 Kdyby byl vyrok 3 pravdivy, potom vyroky 1 a 2 musi byt nepravdivé, ale evidentné vyrok 1
pravdivy je. Kdyby naopak byl vyrok 3 nepravdivy, potom také zbylé dva vyroky museji byt nepravdivé, nebo naopak,
zbylé dva vyroky museji byt pravdivé. Ani jedna z téchto moznosti neni mozna a proto se jedna o tzv. paradox. Tento paradox vznika proto, ze, vyrok 3 hovoti o pravdivosti
vyroku 1-3, tedy mj. i sebe sama.

Pro spravné pochopeni matematickych texti a matematiky vibec, je dulezité matematickému jazyku a jeho zakonitostem porozumét. Kdybychom si predstavili matematiku
jako hrad, v jeho zdkladech bude matematicka logika a teorie mnozin. Proto s témito partiemi matematiky za¢neme.




Vyrokem rozumime kazdou oznamovaci vétu, pro kterou miize nastat jen jedna z moznosti: muze byt pravdiva nebo nepravdiva. Vyrok tedy ma danou pravdivostni hodnotu,
a to 1, kdyz je pravdivy, nebo 0, kdyz je nepravdivy.

Priklady vyroki:
1. Cislo 2 je sudé.
2. Praha je hlavni mésto Ceské republiky.
3. V2 je racionalni &slo.

Vyroky 1 a 2 jsou pravdivé, posledni vyrok je nepravdivy. Za vyroky nepovazujeme nadpisy, rozkazovaci a tazaci véty, ale ani oznamovaci véty, které nejsou iplné nebo
jsou nejasné formulované. Jinak feceno, za vyroky povazujeme jenom takova srozumitelna tvrzeni, o jejichz pravdivosti miizeme rozhodnout.




Slozené vyroky

Rozhodovéani o pravdivosti vyroku je predmétem studia tzv. vyrokového poctu. Kromé vyroku relativné jednoduchych (jako v predchozim pripadé) se vyrokovy pocet zabyva
skladanim vyrokt pomoci tzv. logickych spojek, které si postupné predstavime.

Jestlize A je vyrok, pak —A znad¢i jeho negaci, tedy vyrok, pro jehoz pravdivostni hodnotu plati: jestlize A je pravdivy, tak —A je nepravdivy a naopak, jestlize A je
nepravdivy, tak = A je pravdivy. Kdyz je vyrok A zapsan v bézném jazyce, tak jeho negaci tvorime pomoci slovniho spojeni , neni pravda, ze “, zdménou ,, je* za , neni“,
pripadné pomoci predpony , ne — .

Napr. negaci vyroku: ¢islo 2 je sudé, je vyrok: Cislo 2 nenf sudé (nebo: Neni pravda, ze ¢islo 2 je sudé, resp. Cislo 2 je liché).

Kdyz A, B jsou vyroky zapsané v bézném jazyce, pak , A a B* je také vyrok a nazyvame ho konjunkci vyrok A, B. Kdyz jsou vyroky A, B zapsané pomoci matematického
jazyka, tak spojku ,,a“ nahrazujeme symbolem konjukce A. Konjunkce vyrokt A, B je pravdiva jenom, kdyz jsou oba vyroky A, B pravdivé.

Vyroky A, B mizZeme spojit spojkou ,, nebo“, coz formalné zapisujeme AV B. Takovy sloZeny vyrok nazyvame disjunkci. Disjunkce vyrokit A, B je pravdivd, pokud aspori
jeden z vyroku A, B je pravdivy.

Najcastéji sa v matematice potkavame se spojenim ., jestlize A, potom B“. Takové slozeni vioku formalné zapisujeme A = B a nazyvame ho implikace s predpokladem A a
tvrzenim B. Cteme ho také »z A vypyva B“, nebo , A implikuje B“. Implikace A = B je nepravdiva jen tehdy, kdyzk A plati a B neplati.

Poslednim spojenim vyrokt A, B je ,, A pravé kdyz B*. Takové slozeni vyrokt formélné zapisujeme A < B a nazyvame ho ekvivalence vyroku A, B. Ekvivalence A < B je
pravdiva v pripadech, kdy vyroky A, B maji stejnou pravdivostni hodnotu.

V matematické logice je zavislost pravdivosti slozenych vyroka na pravdivosti jejich slozek ddna nasledujici tabulkou:

ph(p) | ph(q) | ph(=p) ph(pAgq) ph(pVgq) phlp=q) php <= q)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 1

Tvoreni slozenych vyrokt nepodminujeme ani obsahovou, ani formalni souvislosti jejich slozek. Proto z pohledu matematické logiky je korektni také vyrok , Kdyz je 2+2 = 5,
tak existuje trojuhelnik, jehoz vSechny vnitini ihly jsou pravé‘. Tento vyrok je navic pravdivy.




Vyrokové formule

Proménnou, jejimz oborem je mnozina vyroki, nazyvame vyrokova proménna. Z vyrokovych proménnych tvorime pomoci logickych spojek =, A, V, =, < vyrokové formule.
Vyroky typu AN B, AV B, A = B, A< B nazyvame slozené vyroky. Ze slozenych vyrokt mtzeme pomoci logickych spojek dale tvorit nové slozené vyroky, resp. vyrokové
formule. Postup, kterym zjistime pravdivostni hodnotu vyrokové formule pro jednotivé vstupni hodnoty vyrokovych proménnych ukazeme na prikladu.




Piiklad 1. Necht A, B,C jsou vijrokové proménné. Zjistéte, jestli

1. Do zdhlavi napiseme vsechny cleny vytvarejici posloupnosti formule.

vynechand, resp. zopakovdnd.

Pro formuli F = (A< B) = ((A NC) < (BA C’)) vytvorime ndsledujici tabulku.

(A B)= ((ANC) & (BAC))

je vyrokovd formule. Pokud ano, urcete jeji pravdivostni hodnoty pro vstupni hodnoty vyrokovych proménngch A, B, C.

ReSeni. Vzhledem k tomu, Ze A, B, C jsou vjrokové proménné a <, A jsou logické spojky, jsou A < B, AN C, B A C vjrokové formule. Potom také ((A ANC) < (BA C’))
je vyrokovd formule. A tedy (A < B) = ((A NC) < (BA C’)) je vyrokovd formule. Uvedenou vyrokovou formuli jsme postupné posklddali z formuli: A, B,C, A &
B,ANC,BNC, ((A/\C’) & (B/\C)), (A< B) = ((A/\C) & (B/\C’)). Tato posloupnost formuli se nazjva vytvarejici posloupnost formule (A < B) = ((A/\C’) & (B/\C)).

Pro kazdou vyrokovou formuli mizZeme vytvorit tabulku pravdivostnich hodnot podla ndsledujiciho ndvodu:

2. Pod promeénné vypiseme do rdadku vsechny mozné n—tice utvorené z pravdivostnich hodnot 0,1. POkud md formule n proménnych, je pocet n—tic 2". Vsimnéte si,
jak tyto n—tice vypisujeme. Pod proménnou C' se stridaji hodnoty 0,1 v kazdém radku, pod proménnou B v kaZdém druhém rddku a pod proménnou A v kaZdém
cturtém radku (takto bychom pri vétsim poctu proménngch postupovali ve striddini v kaZdém 2"—tém rdidku). Tento systém ndm zabezpeci to, Ze Zidnd moznost nebude

3. Ve shode s tabulkou pro pravdivostni hodnoty logickych spojek vyplnime sloupce pod zbylymi cleny vytvdrejici posloupnosti.

A|B|C|A&B ANC BAC (ANC)& (BAC) | F
1111 1 1 1 1 1
1110 1 0 0 1 1
1101 0 1 0 0 1
11010 0 0 0 1 1
0| 1] 1 0 0 1 0 1
0|10 0 0 0 1 1
00| 1 1 0 0 1 1
01010 1 0 0 1 1

Vidime, Ze formule (A < B) = ((A ANC) < (B A C)) je pravdivd pro vsechny kombinace vstupt proménnych A, B, C.




Tautologie

V matematice jsou zvlast dulezité takové formule, které maji v poslednim sloupci tabulky pouze hodnoty 1. Takové vyrokové formule jsou pravdivé pro libovolné hodnoty
vyrokovych proménnych. Nazjvdme je tautologie. Formule, kterd mé v poslednim sloupci tabulky jen hodnoty 0, se nazyva kontradikce.
Pomoci tabulek pravdivostnich hodnot muzete dokazat, ze nasledujici vyrokové formule jsou tautologie:

1. A& =(=4),
2. (ANB) & (BAA), (AV B) & (BV A),
3. ANB)AC & AN(BAC), (AvB)VC < AV (BVC(O),

4. AN(BVC)& (AANB)V(ANQC), AV(BANC)< (AVB)A(AVO),
5. 7(AAB) & -AV B, -(AV B) & -AN-B,

6. (Ae B) & ((A= B)A (B = A)),

7. 7(A= B) < AN-B,

8. A= B & -B = —-A.




Kvantifikované vyroky a vyrokové formy

Ve vyrokovém poctu jsme se zabyvali tvorbou slozenych vyroki a zavislosti jejich pravdivosti na pravdivosti jednotlivych slozek. Strukturou jednotlivych vyrokt jsme sa
nezabyvali.

Nejprve vysvétlime vyznam dvou symbolil. Zapis dx ¢teme , existuje x*, 3 je tzv. existencni kvantifikator. Pouzivame ho tehdy, kdyz chceme rtict, Ze existuje alespon jeden
prvek z mnoziny, nad kterou pracujeme, pro ktery plati formule za kvantifikdtorem. Zapis Vx ¢teme ,, pro kazdé z*, V je vSeobecny kvantifikator. Pouzivame ho tehdy, kdyz
chceme Tict, Ze pro vSechny prvky z mnoziny, nad kterou pracujeme, plati formule za kvantifikatorem.

Kupifkladu 3z € R: (2% — 1 = 0) znamen4, %e rovnice 2 — 1 = 0 m4 alesponi jedno realné feseni, jinymi slovy, Ze existuje alespoii jedno realné ¢islo, pro které je 2% — 1 = 0.
Naopak Vz € R: (2 + 1 # 0), znamen4, %e rovnice 22 + 1 = 0 nemd 7a4dné redlné feseni, p¥ipadné, Ze pro kazdé realné ¢islo je 22 + 1 # 0.

Pro zavedeni mnozin, pojmu, kterému se budeme vénovat v dalsi ¢asti textu, potfebujeme vysvétlit jeste jeden pojem, a to pojem vyrokové formy. Vyrokova forma je
tvrzeni obsahujici proménné, které se po dosazeni pripustnych konstant za proménné stava vyrokem. Typickym piikladem vyrokové formy jsou rovnice a nerovnice. Kdyz ve
vyrokové formé nad mnozinou A s promennou z dosadime za x néjaky prvek a € A, tak mizeme, ale také nemusime dostat vyrok. Napriklad kdyz dosadime do nésledujici

vyrokové formy nad R

3
4—r=—
x

za x Cislo 1, dostaneme pravdivy vyrok, ak dosadime ¢islo 2, dostaneme nepravdivy vyrok. A kdyz dosadime za x ¢islo 0, tak na pravé strané rovnice dostaneme zapis
%, ktery nereprezentuje zadné redlné ¢islo. Mnozinu vsech takovych prvki, po dosazeni kterych dostaneme pravdivy vyrok, nazyvame obor pravdivosti vyrokové formy.
Mnoziny obvykle zadavame vyjmenovanim prvki ale také jako ako obor pravdivosti vyrokové formy, coz zapisujeme nasledovneé:

M={zecA:V(x)}.

Znamend to, ze mnozina M obsahuje vSechny prvky z mnoziny A, pro které je vyrokova forma V' s proménnou x pravdivym vyrokem. Napiiklad interval (1,3) muzeme
zapsat nasledujicim zptisobem
M={zreR:1<z<3}




Pojem mnozina patii mezi nejzakladnéjsi pojmy v matematice. Da se Tict, ze teorie mnozin je vhodny zaklad pro vSechny matematické discipliny. Mnozinou rozumime
souhrn (skupinu, soubor) néjakych navzajem ruznych objektt, které dle néjakého kritéria tvori jeden celek.

Mnozina je urcend, kdyz o kazdém objektu mozno rozhodnout, zda je, nebo neni jejim prvkem. Jestlize prvek x je prvkem mnoziny A, piseme z € A. V opacném pripadé
piseme x ¢ A. Kdyz kuptikladu prvky mnoziny A jsou ¢isla 1, 2,3 a jiné prvky mnozina A nemad, zapisujeme to A = {1,2,3}. Stejné spravny zapis bude také A = {2, 1, 3}.
Na poradi prvka totiz nezalezi. V takomto pripadé rikdme, Ze mnozina je ddna vyc¢tem prvkia. Prazdnou mnozinu, tedy mnozinu, ktera nema zadné prvky, oznacujeme
symbolem (), nebo {}. Mnozina {0} je naopak jednoprvkovd mnozina, prvkem které je prazdnd mnozina.

Obvykle pouzivané ¢iselné mnoziny oznac¢ujeme nasledovné:

« N — mnozina prirozenych cisel,

e 7 — mnozina celych ¢isel,

e @ — mnozina racionalnich ¢isel,
e R — mnozina redlnych ¢isel,

e C — mnozina komplexnich ¢isel.

Definice 2. éelmeme, zZe mnozina A je podmnozinou mnozZiny B a piseme A C B, kdyz kazZdy prvek mnoziny A je prokem mnoziny B. KdyZ chceme zduraznit, Ze A C B a
A # B, tak piseme A C B a rikame, Ze A je vlastni podmnozina mnoziny B.

Poznamka 3. Pro kaZdou mnoZinu A plati: ) C A, A C A.
Definice 4. éelmeme, ze mnoziny A, B se rovnaji, pokud plati Ze A C B a také B C A.

Jak jiz bylo feceno, mnoziny mohou byt zadany vyctem prvki, ale také jako obor pravdivosti néjaké vyrokové formy. Tento druhy zptisob je uziteény zejména pii zadavani
nekonec¢nych mnozin. Zopakujeme ho pii definovani rtiznych typu intervalit na mnoziné realnych cisel:

« uzavreny interval je (a,b) = {z: a < x < b},
 otevreny interval je (a,b) = {z: a < x < b},
« zleva otevieny a zprava uzavieny interval je (a,b) = {z: a < z < b},
 zprava otevieny a zleva uzavieny interval je (a,b) = {x: a <z < b}.

Poznamka 5. Pro a,b € R, které jsou postupne pouZité jako levy a pravy okraj intervali, plati vzZdy, Ze a < b.




Vennovy diagramy

Pro neformélni pochopeni je uzitetné zobrazovat mnozinové operace a vztahy pomoci tzv. Vennovych diagrami, které uméji znazornit vSechny mozné vztahy nékolika
mnozin. Pro dvé, tfi a ¢tyTi mnoziny pouzivame nasledujici diagramy:

Princip Vennovych diagramu vysvétlime pro dvé mnoziny. Na obrazku mame mnoziny A a B a mame vyznacené ¢tyri oblasti a, b, ¢,d. V oblasti a se nachazeji prvky, které
patii do mnoziny A, ale nepatii do mnoziny B. V oblasti ¢ jsou prvky, které patii do mnoziny B a nepatii do A. V oblasti b jsou prvky, které maji mnoziny A, B spolecné
a do oblasti d patii prvky, které nepatii ani do jedné z mnozin A, B. Analogicky postup pouzivame pro zobrazeni vztahti mezi vice mnozinami.




Mnozinové operace: sjednoceni

Ke kazdym dvéma mnozinam A, B muzeme priradit mnozinu
AUB={z:z€ AVz € B},

kterou nazyvame sjednoceni mnozin A, B, pricemz
reAUB&rc AV eD.

Graficky muzeme sjednoceni mnozin znazornit nasledovneé:

A

Pro sjednoceni mnozin plati:
e AUD=A,
o« AUA=A,
« AUB=BUA,

« AUBUC)=(AUB)UC.

10



Mnozinové operace: prunik

Ke kazdym dvéma mnozinam A, B muzeme priradit mnozinu
kterou nazyvame prunik mnozin A, B, pricemz

Graficky mtuzeme punik mnozin znazornit nasledovné:

Pro prinik mnozin plati
« AND =0,
« ANA=A,
« ANB=BNA,
« AN(BNC)=(AnB)NnC.

A

ANB={z:z€ ANz € B},

recANBexzec ANz € B.

Kdyz o mnozinach A, B plati AN B = (), ¥ikdme, Ze mnoziny A, B jsou disjunktni.

11




Mnozinové operace: rozdil

Ke kazdym dvéma mnozinam A, B muzeme priradit mnozinu
A\B={z:x€ ANz & B},

kterou nazyvame rozdil mnozin A, B, pricemz
reA\BeorecANz ¢ B.

Graficky muzeme rozdil mnozin znazornit nasledovneé:

A

Rozdil mnozin ma nasledujici vlastnosti:
o A\O=A4,
« A\A=10,
« A\B# B\ A,
« A\N(B\C) #(A\B)\C.

12



Mnozinové operace: symetricky rozdil

« AAB = BAA,
« AA(BAC) = (AAB)AC,
« AN(BAC) = (ANB)A(ANC).

Symetricky rozdil mnozin méa nasledujici vlastnosti:

Ke kazdym dvéma mnozinam A, B muozeme priradit mnozinu

A

AAB = (A\ B)U (B\ A),

kterou nazyvame symetricky rozdil mnozin A, B. Graficky to mtizeme znazornit nasledovné:

13




Mnozinové operace: doplnék

Kdyz M je néjaka zakladni mnozina a A C M, potom
Aly=M\ A

je doplnék mnoziny A vzhledem k mnozine M, pricemz
reAy,sreMAr g A

Tato operace je specidlni v tom, ze vzdy musi byt uvedeno, k jaké zakladni mnoziné tvoiime doplnék. Pro M = {1,2,3}, A = {1, 2}, je A}, = {3}, zatimco pro P = {1,2,3,4}
je A ={3,4}. Pro doplnék mnoziny A vzhledem mnoziné M plati:
¢ (M) = A
« (AUB),, = A}, N B,
« (AN B)Yy = Ay, U By,
(

A\ B),, = A, UB.

14



Kartézsky soucin

Uzitetnym matematickym pojmem je usporadana dvojice. Pro rovnost usporadanych dvojic plati:
[a,b] =[c,d] & a=cAb=d.

Poznamka 6. Studenti casto zaménuji {a,b} a [a,b]. Rozdil je v tom, Ze {a,b} je zdpis dvouprvkové mnoziny, kde na poradi proki nezdlezi a tuto dvouprvkovou mnoZinu
mizeme zapsat také jako {b,a}. Ale [a,b] je usporddand dvojice, ve které je poradi prvki pevné dané.

S pojmem usporadané dvojice tizce souvisi pojem kartézského soucinu:

Definice 7. Necht A, B jsou mnoZiny. Kartézskym soucinem A x B mnoZiny A a mnoZiny B rozumime mnoZinu viech usporddanich dvojic, jejichZ proni sloZka je prvkem
mnoziny A a druhd je prokem mmnoziny B. Tedy

Ax B={[z,y]: z € ANy € B},

pricemz

[z,y e Ax B&rxe ANy € B.

15



Priklad 8. Vypiste vsechny prvky mnoziny M, kterd je zaddana jako
M ={neN:5<n<10}.
Reseni. Pro kazdy prvek n z mnozZiny M musi byt splneno 5 < n < 10 a také musime dodriet to, Ze pracujeme pouze s prirozenymi cisly. Proto

M = {5,6,7,8,9}.

16



Piiklad 9. Nechf A = {1,4,5,6}, B = {3,4,6,7}, C = {2,5,6}. Uréete AUB, ANC, C\ B, A\ (C\ B), An(B\ C).

ReSeni. Pied samotngm resenim si uvedené mnoZiny zakreslime do Vennovych diagrami, ve kterych umistime proky mnoZin tak, aby odpovidaly skutecnosti. Pak miZeme
thned psdt vysledky.

« AUB={1,3,4,5,6,7},
« ANC = {5,6},

. C\ B=1{25},

« A\(C\ B) = {1,4,6},
« AN(B\C) = {4},

17



Priklad 10. Necht A ={1,2,3,13}, B ={2,4,6,13},C = {1,3,6,13}. Urcete
AAB, AA(BAC).

Reseni. Do symetrického rozdilu mnozin A, B patri pruky, které tyto dvé mnoZiny nemaji spolecné, proto
AAB = {1,3,4,6}.

Druhd cast dlohy je trochu ndrocénéjsi, zde vyuzijeme toho, Ze symetricky rozdil je asociativni (co znamend, Ze YA, B,C: AA(BAC) = (AAB)AC a vyuzijeme predchozi
vysledek. Potom
AA(BAC) = (AAB)AC ={1,3,4,6}A{1,3,6,13}.

A ndasledne je

AA(BAC) = {4,13}.

Poznamka 11. Vsimneéte si, Ze mnozina AA(BAC) obsahuje jenom takové proky, které patri do vsech tri mnozin (prvek 13), nebo takové proky, které se vyskytuji pravé v
jedné z uwvedenych i mnozin (prvek 4). Toto neni ndhoda, toto plati pro libovolnou trojici mnozZin.
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Piiklad 12. Nechf A = (1,3), B = (2,5). Uréete AUB, ANB, B\ A, A\ (A\ B), B\ (B\ 4), A\ (B\ A), B\ (A\ B), (A\ B)n(B\ A).

Reseni. ProtoZe pracujeme s intervaly redlnijch cisel, pred samotnym resenim si vse zakreslime na ciselnou osu:

« AUB=(1,5),

« ANB=(2,3),
« B\ A=(3,5),
« A\(A\B) =(2,3),
« B\(B\4)=(23),
« A\ (B\A)=(1,3),
« B\(A\B)=(2,9),

« (A\B)N(B\ A) =0.
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Priklad 13. Necht A= {1,2,3}, B = {o,x}. Urcete A x B, B x A.

Reseni. Z definice kartézskeho soucinu mdme:
Ax B=A{[1,0],[1,4],[2,0],[2,4],[3, 0], [3,4]},
Bx A={[e,1],[x 1], [0, 2], [x,2], [0, 3], [, 3]}

Pri reseni této ulohy je duleZité poradi mnozin a systematické vypisovani dvojic. Pri A X B jsme vybrali pruni prvek z vyctu proku mnoZiny A a vytvorili jsme postupné
vsechny dvojice, kde tento prvek byl na prunim misté a na druhém miste se postupné vystridaly prvky z mnoziny B. A takto postupujeme, dokud neprojdeme vsechny prvky
mnoziny A.
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Piiklad 14. Urcete mozné mnoZiny X,Y tak, aby platilo: X NY =0, X UY ={1,2,3,4,5,6,7}, ke kaZdému a € X existuje b € Y tak, Ze b = a + 4.

Reseni. Z podminky: Ya € X3b € Y: b= a+4 plyne, Ze X C{1,2,3}. Kdyby napr. 4 € X, pak z uwvedené podminky by 8 € Y, ale X UY = {1,2,3,4,5,6,7}. Proto mdme
pro dvojice mnozin X, Y tyto moznosti:

1. X, =0,Y; ={1,2,3,4,5,6,7},
2. Xy ={1},Ys = {2,3,4,5,6,7},
X; = {2}, Vs = {1,3,4,5,6,7},
Xy = {3}, vy =1{1,2,4,5,6,7},
Xs ={1,2},Ys = {3,4,5,6,7},
X ={1,3},Ys = {2,4,5,6,7},

NS v Lo

X;={2,3},Y: = {1,4,5,6,7},
8. Xs ={1,2,3},Ys = {4,5,6,7}.

Dobre si promyslete, Ze podminka ze zadani plati také pro X, = (). Podminka musi bijt splnéna pro vsechny prvky mnoZiny X,. Vzhledem k tomu, Ze mnoZina X, neobsahuje
zZadny prvek, je podminka automaticky splnéna. MnoZiny je vhodné vypisovat systematicky, abychom na Zddnou nezapomnéli.
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Piiklad 15. Uved'te priklad mnoZin A, B, pro které plati A€ B a A C B.

Reseni. Zacneme mnoZinou A. Kazdy prvek z mnoZiny A musi patiit do mnoZiny B, ale také celd mnoZina A musi byt prokem mnoZiny B. Necht A = {2}, potom musi bijt
splnéno 2 € B, protoze 2 € A. A také {2} € B, protoze mda platit, Ze A € B. Proto B = {2,{2}}.
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TEST
. Necht A =1{1,2,3,4}, B =1{2,4,6,7,8}. Potom A\ B =

(a) {}

(b) {1,3}
() {6 7,8}
(d) 1

. Necht A = (1,5), B=(—1,3). Potom AN B =

(a) (1,3)
(b) (1,3)
(©) (3,1)
(d) (3,1)

. Necht A = (1,5), B =(—1,3). Potom A\ B =

(a) (3,5)
(b) (5,3)
(©) (=1,9)
(d) (=1,1

(a) A=(1,2),B= <—Lg>

(b) A=(1,2),B=(-1,1)
@)/1:(—L2%z3:<zg>

(d) A=(1,2),B=(2,7)
Necht M = {n € R: 5 < n < 10}. Potom
(a) M = (10,5)

(b) M = (5,10)

(c) M = (5,10)

(d) M = {5,6,7,8,9}

. Necht A ={1,2,3}, B={4,5}. Potom A x B =

(a) {[1.4],[1,5],(2,4],[2,5],[3,4], 3,5}

(b) {{1,4},{1,5},{2,4},{2,5},{3,4},{3,5}}
(c) {[4,1],[5,1],[4,2],[5,2],[4,3], [5,3]}

(d) {4,5,8,10,12,15}

. Jestlize z € (1,5) ANz € (—1,3), potom x €
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9. Necht A= (—o0,z+2),B=(%,4). Prox=4je

ANB=10
ACB

(a)
(b)
()
(d) A

10. Necht A = (—o0,z),B = (£,6). Pro x =4 je



2. ROVNICE A NEROVNICE

Rovnice a nerovnice




Linearni rovnice

Linearni rovnice je rovnice o jedné neznamé, ktera v rovnici vystupuje nejvyse v prvini mocniné. Jeji zdkladni tvar vypada néasledovné:
ar +b=0.
Pokud je a # 0 mé rovnice jediné feseni x = —3. Zadani ale muze vypadat nar. také takto:

2-3—x)—3-(1-3z)=2-(3—4x).

Obvykle zédkladni tvar ziskdme az riznych tprav. Tyto tpravy si postupné vysvétlime.




Diléi Gipravy rovnic na levé a pravé strané

Vsechny néasledujici ipravy muzeme provadeét bez omezeni, protoze pouze méni podobu vyrazu na jednotlivych stranach a tyto vyrazy maji pred a po upravé stejny smysl.
Scitani a odcitani:
Obvyklym zptsobem pracujeme s ¢isly a neznamou, napr. v rovnici:

20—3+5x—3=3x—Tx+2+6

seCteme na levé strané ¢isla —3 a —3 a dostaneme:
20—6+br =3z —Tr+2+6

pak sec¢teme na levé strané vyrazy obsahujici neznamou x
Tr—6=3r—Tr+2+6

a podobné upravime také pravou stranu
Tr —6 = —4x + 8.




Diléi Gipravy rovnic na levé a pravé strané

Roznasobeni zavorek a vytykani pred zavorku:

e pri roznasobovani davame pozor na znaménka, napr.:
2(r—5)-3(1—z)=0

2.2 —2-5+4(=3)-1+(=3)- (—z) =0
22 — 10 — 3+3z = 0

o vytykani pred zavorku ukazeme na prikladé
3(x—1)=5(x—1)=0

Oba vyrazy obsahuji rozdil z — 1, ktery vytkneme pred zavorku, ddme pozor na znaménko pred druhou zavorkou:

(x—=1)3=5)=0 <= (-2)(x—1)=0




Diléi Gipravy rovnic na levé a pravé strané

Prevod na spoleéného jmenovatele:

V nésledujici rovnici méame zlomky s riznymi jmenovateli. Pro dalsi upravy je potfebujeme upravit tak, aby mély stejného jmenovatele, ktery bude nejmensim spoleénym
nasobkem jednotlivych jmenovatelii. Tj. bude se jednat o ¢islo, které je délitelné vSemi jmenovateli a zaroven je ze vSech takovych ¢isel nejmensi. Uprava spocCiva v rozsiteni
zlomku vhodnym ¢islem. Napt., kdyz chceme, aby zlomek % mél ve jmenovateli hodnotu 12 a jeho hodnota se nezménila, musime citatel a jmenovatel rozsitit tremi, co
znamena, ze

3_33_9
4 4-3 12
V nésledujici rovnici chceme upravit zlomky na spole¢ného jmenovatele:
r  xr—2 x
- =2r — —.
L

Spoleény jmenovatel je 6, proto zlomky vhodné rozsirime:

po upravé dostaneme

a zlomky na obou strandch nyni miizeme secist

3:6—1—295—4_123:—96
6 6




Upravy rovnic

Pricitani a odc¢itani stejného vyrazu k obéma stranadm rovnice.
Reseni rovnice nezménime, kdyz k obéma stranam rovnice pri¢teme stejné ¢islo, napr. v nasledujicim prikladée —3:

nebo odecteme stejné ¢islo, napt. tady 3:

nebo pricteme stejny algebraicky vyraz, napt. tady 2z

nebo odecteme stejny algebraicky vyraz, napr. zde —2x

r+3=5—2x Y pricteme —3
r+34+(-3)=5—-2z+(-3)

r=2-—2x

r+3=5—2x > odecteme 3
r+3—-3=5—2zx—3

r=2-—2x

r=2—2 ) pricteme 2x
r+2r=2—2x+ 2

3x =2

r=2-—2x > odecteme —2x
x—(—2x) =2 —2x — (—22)

3r =2




Upravy rovnic

Nasobeni rovnice nenulovym cislem.
Reseni rovnice nezménime, kdyz rovnici vynasobime nenulovym ¢islem. V tomto prikladé napft. ¢islem 2:

%4_3:5—23: Y yyndsobime cislem 2
(543)-2=(5-2x)-2
5°2+3-2=5-2-22-2

r+6=10—4x




Priklad 1. Na mnozine redlnych cisel reste rovnici:
2-3—2)—3-(1—-3x)=2-(3—4x).

Reseni.

pricteme k 2bé(Ba—stupradimelleid
622 —-34+9r=6—8

3+Tr=6—8x

Tx+8r=6—-3
152 =3
v=4
v=}

1
, - ’ 5 e s 7 . g 1
Sprdvnost reseni overime zkouskou. Tu provedeme tak, Ze do levé a pravé strany zadané rovnice dosadime za x hodnotu :

1 1 14 2 22
L=2.(3_-2)_3.(1-3.2)=9.2% _g.2_2%
(3-5)-3(1-85) =25 -35-5

p:2.<3_4.1>:2.22§_
5 5 5

Po dosazeni jsou viysledné hodnoty na levé a pravé strané stejné, tudiz zkouska potvrdila spravnost naseho resen.

Resenim rovnice je x =




Linearni nerovnice

Linearni nerovnice méa zpravidla takovyto tvar:
ar +b> 0.

Pripadné mize byt uvedeny znak nerovnosti > nahrazen jednim ze znaki <, <, > . ReSenim nerovnice mize byt prazdna mnozina (tj. nerovnici zadné redlné ¢islo nevyhovuje),
kone¢na mnozina, nebo interval readlnych ¢isel. Podobné jako u rovnic se k zédkladnimu tvaru ¢asto dopracujeme az riznymi tpravami. Dil¢i Gpravy na levé a pravé strané
nerovnice jsou stejné jako u rovnic.




Upravy linearnich nerovnic

Pricitani a odc¢itani stejného vyrazu k obéma stranadm rovnice.
Reseni nerovnice nezménime, kdyz k obéma stranam rovnice pri¢teme stejné ¢islo, napt. v tomto pripaé —3:

nebo odeéteme stejné cislo, napt. 3 jako zde:

nebo pricteme stejny algebraicky vyraz, napt. 2z,

nebo odecteme stejny algebraicky vyraz, napr. zde —2x,

r+3<5—2x > pricteme —3
T+34+(-3)<5—2x+(-3)

r<2-—2x

r+3<5—2x > odecteme 3
r+3—-3<5—2x—3

r<2-—2x

T <2—2x ) pricteme 2x
T+ 2r < 2—2x+ 2

3 < 2

r<2-—2x > odecteme —2x
x—(—22) <2—2zx—(—22)

3r < 2
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Upravy linearnich nerovnic

Nasobeni nerovnice kladnym cislem.
Reseni nerovnice nezménime, kdyz nerovnici vynasobime kladnym ¢islem. V tomto pripadé napt 2:

5+3>5—2x > vyndsobime cislem 2
(2+3)-2>(5-22)-2
5°2+3-2>5-2-22-2

r+6>10—4x

Toto ovSem plati opravdu jen pro nasobeni kladnym cislem!
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Upravy linearnich nerovnic

Nasobeni nerovnice zapornym cislem.
Reseni nerovnice zasadné zménime, kdyz nerovnici vynasobime zapornym ¢islem. Zde napr —2:

2 43>5-2
(£+3) - (—2)<(5—22) (-2)
. (=2)+3-(=2)<5-(=2) — 2z - (—2)

—r —6< —10 + 4x

, vyndsobime cislem —2
otoci se znak nerovnosti

12




Priklad 2. Na mnozine redlnych cisel reste nerovnici:

r—>5

4 _
T

5z
> — + 1.
3-1-

vyndsobime obé strany nerovnice nejmensim spolecnym ndsobkem

_ =5 5z
r 7 >+l cisel 2 a 3, coZ je 6

24x —3x+ 15> 10+ 6
21z + 15> 10x 4+ 6
11z > -9
> -

Resenim jsou vSechna redlnd cisla z intervalu (——, oo).
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Priklad 3. Na mnozine redlnych cisel reste nerovnici:

r—>5 5z
> — 4 1.

2_
T3 3

2x — %5 > %x + 1 vyndsobime obé strany nerovnice cislem 3
6r —x+5>5xr+3
5¢+5>dbr+3

5>3

Vzhledem k tomu, Ze jsme postupnymi dpravami dostali pravdivé tvrzeni (5 > 3), Tesenim nerovnice jsou vsechna redlnd cisla.
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Poznamka

S TeSenim nerovnic se potkavame také pri tlohach z teorie mnozin. Dvé takové tlohy uvadime.

Priklad 4. Pro kterd redlnd cisla x maji intervaly (*3*,3) a (—oco,x + 2) neprdzdny prinik?

Reseni. 7 teorie vime, Ze levy okraj intervalu musi byt mensi nez pravy okraj, z toho plyne prvni podminka:

r—1
2

< 3.

Tato podminka je ekvivaletni s
r—1<6, proto v <T.

Intervaly maji mit neprazdny prunik, z toho dostavame druhou podminku:

r—1
<z+2,
obé strany nerovnice vyndsobime dvéma a dostaneme
r—1<2x 44,
potom
-5 < .

Obé podminky musi platit soucasné, proto
r<T7T AN —5<x,

potom

x € (=5,7).
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Priklad 5. Pro kterd redlnd cisla x maji intervaly <4§, oo) a (—11, 6"34_2> prazdny prunik?

ReSeni. Podobné jako v predchozim prikladu dostavame pruni podminku pro druhy iterval:

_9
PP

Tato podminka je ekvivaletni s
—44 < 6x — 2, proto —42 < 6x,

tedy
-7 <.
Intervaly maji mit prazdny prunik, z toho dostdvame druhou podminku:
6r —2 Az
4 3’
obé strany nerovnice vyndsobime cislem 12 a dostaneme
18x — 6 < 16,

potom
2r < 6 = x < 3.

Obé podminky musi platit soucasne, proto
—T<x N =<3,
coZ znamend, Ze resenim nasi ulohy je
x e (-7,3).
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Absolutni hodnota

Absolutni hodnota ¢isla je jeho vzdalenost od poc¢atku soustavy soutadnic, tj. v pripadé redlnych ¢isel, kterd zobrazujeme na redlné ose, od nuly.

—a 0 a
| — a |al
Absolutn{ hodnotu ¢isla a znac¢ime takto |a|. Pro kladné ¢&islo a je |a|] = a, pro zdporné &islo a je |a] = —a. Absolutni hodnota nenulového ¢isla je tedy bud ¢islo samotné,

nebo ¢islo k nému opacné. Toho vyuzijeme déle pii ur¢ovani absolutni hodnoty vyrazi, napt. |z — 1|. Na ukdzku uvddime pociténi s absolutni hodnotou:

c =1,
cl-2l=2,
e 4—|5-8/=4—-|-3]=4-3=1,
Jakou geometrickou interpretaci ma rovnice |z — 1| = 27 Tato rovnice vede na dvé moznosti, resp. na dvé rovnice: © — 1 = 2 nebo z — 1 = —2. Resenim prvni je x = 3
a Tesenim druhé je x = —1. Kdyz nas zajima geometrickd interpretace, ptame se, kdy ma x — 1 vzdalenost od 0 rovnou hodnoté 2. Jinymi slovy, které ¢isla maji od 1

vzdélenost rovnu 2. Obecné tedy geometricka interpretace rovnice |z — a| = b je, ze hleddme vSechna z, které maji od ¢isla a vzdalenost pravé b.

Pti TeSeni rovnic a nerovnic s absolutni hodnotou je klicové zbavit se absolutni hodnoty. Zptisob odstranéni absolutni hodnoty si ukazeme na konkrétnim piikladu. Jak
vyhodnotime naprt. vyraz |z — 3|7

e Musime si uvédomit, ze vyraz x — 3 v bodé z = 3 nabyva hodnotu 0 a nalevo od x = 3 nabyva zapornych hodnot a napravo od x = 3 nabyva kladnych hodnot.

e Proxz € (—00,3) je x — 3 < 0 a proto po odstranéni absolutni hodnoty zméni znaménko, tedy: |z — 3| = —(x — 3) =3 — z.

e Proz € (3,00) je x — 3 > 0, proto po odstranéni absolutni hodnoty neméni znaménko, tedy: |z — 3| = = — 3.
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Priklad 6. Na mnozine redlnych cisel reste rovnici:
|22 4+ 4| = 6.

Reseni. Nejditve rovnici upravime
2044 =6 <= [2(z+2)|=6 <= 2| |z +2| =6 < |z +2|=3.

Ulohu vyresime dvéma zpisoby:

o Proni zpisob: Absolutni hodnota je vzddlennost, proto hledame mnozinu redlnych cisel, které maji od ¢isla —2 vzddalennost 3. To jsou c¢isla —5 a 1. Resenim rovnice je
mnozina {—5,1}.

o Druhy zpisob: vgraz (x + 2) méni znaménko v x = —2, proto budeme Wlohu resit postupné na intervalech: (—oo, —2) a (—2,00) :
— Necht x € (—o0, —2), v rovnici odstranime absolutni hodnotu:
—r—2=23

r=-5 A —5€ (—o00,—2).

— Necht x € (—2,00), v rovnici odstranime absolutni hodnotu:
r+2=3

r=1 A 1e(-200).

Proto resenim rovnice je {—5,1}.
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Priklad 7. Na mnozine redlnych cisel reste rovnici:
|z — 1|+ |3+ z| = 3.

Reseni. Vijrazy (x — 1), (34 x) méni znaménko postupné vz =1 a x = —3. Tyto dva body rozdéli ¢iselnou osu na intervaly (—oo, —3),(—3,1) a (1,00), proto budeme
ulohu postupné Tesit na téchto intervalech.

e Necht x € (—o0, —3), v rovnici odstranime absolutni hodnoty:
l—-z—-2-3=3
—2x—-2=3
—2r =5

r=-5 AN -3¢ (-0,-3).

Vzhledem k tomu, Ze wvazujeme jen x € (—oo0, —3) a —2 & (—o0, —3), rovnice na intervalu (—oo, —3) nemd reZent.

o Necht x € (—3,1), v rovnici odstranime absolutni hodnoty:
l—z+2x2z+3=3

4 = 3.
Posledni rovnost samozrejmé neplati, takze rovnice nemd reseni ani na intervalu (—3,1).

e Necht x € (1,00), v rovnici odstranime absolutni hodnoty:
r—14+z2+3=3

2r+2=3
2c =1
x:% A %%(1,00).

Vidime, Ze ani na intervalu (1,00) rovnice reseni nemd.

Vzhledem k tomu, Ze rovnice nemd reseni v Zddném ze tri intervalu, tak rovnice reseni nemd.
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Priklad 8. Na mnozine redlnych cisel reste nerovnici:
lz— |1 —z|| <2.

Reseni. V pronim kroku odstranime vnitrni absolutni hodnotu. Vijraz 1 — x méni znaménko v x = 1, proto nerovnici vyresime postupné na intervalech (—oo,1) a (1,00), tj.
v situacich, kdy |1 —z|=1—-z a|l —z|=—-(1—2)=2— 1.

e Necht x € (—o0, 1), v nerovnici odstranime vnitrni absolutni hodnotu:
lr — (1 —x)] <2

|z —1+2z| <2
20 — 1] < 2
2|w - 3| <2
o -3 <1

Posledni nerovnice znamend, Ze hleddme vsechna redlnd cisla, které maji od x = % vzddlennost mensi nez 1. To jsou x € (—%, %) . Vzhledem k tomu, Ze pracujeme na

intervalu (—oo, 1), vyhovuji jenom x € (—%, %) N (—o0,1), co je ekvivalentni s tim, Ze x € (—%, 1) )

o Necht z € (1,00), v nerovnici odstranime vnitrni absolutni hodnotu:
|z — (z—1)] <2

lz —z+1| <2
1] <2
1 <2

Vzhledem k tomu, Ze 1 < 2 je pravdivé turzeni a vsechny ipravy byly ekvivaletni, tak toto plati pro kazdé x € R. Tuto édst resent jsme provadeli jen na intervalu (1,00),
proto x € RN (1,00), co znamend, Ze x € (1,00).

Proto resenim nerovnice je (—%, 1) U (1,00), tj. interval (—%, oo) .
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Kvadratické rovnice

Kvadraticka rovnice je rovnice o jedné neznamé, ktera vystupuje v nejvyse druhé mocniné. Jeji zakladni tvar vypada nasledovneé:

ar’* +br+c=0:a,b,ce R, a#0.

2

Clen ax® nazyvame kvadraticky, bx linedrni a ¢ absolutni.
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Specalni typy kvadratickych rovnic

« Rovnice neobsahuje absolutni ¢len
Rovnice ma potom tvar:

az? +bx =0,
co muzeme prepsat nasledovné:

b
rlar+0) =0 <= 2=0Var+b=0 < z=0Vr=——.
a
« Rovnice neobsahuje linearni ¢len
Rovnice ma potom tvar:

ar’ +c=0,

co muzeme prepsat nasledovné:

C
ar’ = —¢c <= 2?=—-.

a

Kdyz —£ < 0, rovnice nemd TeSeni. Kdyz —£ = 0, rovnice mé jediné feseni a to » = 0. A kdyz —£ > 0, tak |z| = \/—¢£, tudiz rovnice ma dvé feSen.
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Reseni kvadratické rovnice

o Obecné lze rovnici resit pomoci diskriminantu D, pro ktery plati:

D = b* — 4ac.
Pro D mohou nastat tti pripady:

— D < 0 rovnice nemé na mnoziné R feSeni

— D = 0 rovnice & jediné feSeni x = —%
— D > 0 rovnice mé dvé rizna feseni x4 = —btvVD

2a

« Rovnici lze resit také pomoci Vietovych vztaht, kdy vyuzijeme faktu, ze pro koreny rovnice plati:

Cc
X1+ Xg=——ANT1 Ty = —.
a a
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Dailezité vztahy a upravy

Zadani prikladu s kvadratickou rovnici muze vypadat kuptikladu nasledovné:
- (r—1)—20*+2=2"+2—2.

Tudiz se k zdkladnimu tvaru opét dostaneme az pouzitim riznych tprav. Pii feSeni kvadratickych rovnic vyuzijeme vsechny tpravy, které byly vysvétleny pfi linedarnich
rovnicich a také nésledujici vztahy:
(a+b)* = a® + 2ab + b,

(a —b)* = a* — 2ab + 1%,
a®> — b = (a+b)-(a—0b).
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Uprava na tGplny ctverec

Uzitecna uprava, kterou pri feseni kvadratickych rovnic ¢asto pouzivame, je tprava na uplny ¢étverec, kdy kvadraticky trojélen
az? £ bx + ¢

upravime pomoci predchozich vztahii na tvar:
(x £m)? + n.

Upravu ukéZeme na piikladé. Kvadraticky trojélen 22 — 3z + 7 chceme prevést na tvar (x — m)? + n. Vyuzijeme vztah (a — b)? = a® — 2ab + b*. Vidime, Ze 2ab = 3x, kde
a = x a proto b = % Ziejmé

2
(x—i) :m2—3x+iz(x2—3x)+z

potom

Proto

3\? 9 3\? 19
2_ = 2 _ = —_ = —_ = = —_ = _
x*=3x+T7=(2"—3z)+7 (:c 2> 4—|—7 (:c 2) +

Tento tvar je mimofadné uzitetny, protoZe z ného vidime, Ze trojclen 22 — 3x + 7 nabyva nejmensi hodnotu v x = % a to je hodnota 14—9. To plyne z toho, ze pro jiné hodnoty

2
x zavorka (a:' — %) nabyva vétsi hodnoty nez 0.
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Priklad 9. Na mnozine redlnych cisel reste rovnici:
r-(x—1)—202+2=0*+2—2.
Reseni.
z(x—1)—20*+2=a0+2—2

&
=
|
N
|
[\)
=
|
N
=
_l_
—_
I
&
|
—_

Reseni muze pokracovat dvéma ruznymi zpusoby. Oba si ukdZeme:

o Proni zpusob:

rovnici anulujeme, (4. vsijraprn - Qpumobeatdymiddnprddpm
(x—1)-(—z—=2)—(z—1)-(z+2)=0

(z—1)-(—z2—2—2-2)=0
(x—1)- (=22 —4)=0
(=2)- (z—=1)-(z+2)=0 <= zxz=1Var=-2
Resenim rovnice je {—2,1}.

o Druhy zpisob: Pro x # 1 miZeme vykratit (x — 1)

(1) (0 =2) = (1) (2 +2)

—x—2=x+2
—4 = 2x
-2 =ux.

Pro x =1, které sme dosud neuvazovali, dostdvame:
1-1)-(-1-2)=(1-1)-(1+2)

0-(=3)=0-3, cozZ plati *

Resenim rovnice je {—2,1}.
* Co by se stalo, kdyby napr. vyslo 0-2 =1-(—2)? Tedy, kdyby rovnost nenastala? V takovém pripadé by x = 1 1esenim rovnice nebylo.
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Kvadratické nerovnice

Kvadraticka nerovnice ma zpravidla takovyto tvar:
ar? +brx+c>0:a,b,ce R, a#0.

Pripadné, uvedeny znak nerovnosti > miuze byt nahrazen jednim ze znakii <, <, > . ReSenim nerovnice muze byt prazdna mnozina, kone¢na mnozina, nebo interval redlnych
¢isel. Podobné, jako u linearnich nerovnic, se k zadkladnimu tvaru musime probojovat riznymi tipravami.

27



Upravy kvadratickych nerovnic

Uvedeme nékolik dilezitych pravidel, které nam usnadni feSeni kvadratickych nerovnic. Casto po tpravach dostaneme nerovnici typu 2% > d: d > 0, (z? < d: d > 0). Vyfesit
ji mizeme nasledovné

P>did>0 <= |z >Vd = xE(—oo,—\@)U(\/E,oo),
(2 <d:d>0 <= 2| < Vd < z e (-Vd Vd)).
nebo vyuzijeme rozklad na souc¢in a vysledek uré¢ime pomoci znaménka jednotlivych ¢initeli:

P2>d:d>0 <= 22 —d>0 <= (z—Vd) - (z+Vd) >0 — xG(—oo,—ﬁ)U(\/E,oo),

(1?<d:id>0 <= 2 -d<0 <= (z—Vd)- (2 +Vd) <0 < z € (-Vd Vd)).

V piipadé, Ze dostaneme nerovnici typu 22 > d: d < 0, nerovnici vyhovuji vSechna realnd ¢isla. V piipadé, Ze dostaneme nerovnici typu 22 < d: d < 0, nerovnici nevyhovuje
zadné realné cislo.
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Upravy kvadratickych nerovnic

Podobné, jako u linedrnich nerovnic, také u kvadratickych musime byt opatrni pii nasobeni nerovnice zapornym cislem. Pii kvadratickych nerovnicich se situace casto

komplikuje nasledovné: Napiiklad v nerovnici

¢asto hrozi, Ze studenti udélaji tento krok:

z(r —1) < z(2x + 3)

x(x —1) < z(2x + 3)

a déle Tesi linedrni nerovnici s nespravnym vysledkem x € (—4,00). Problém je v tom, Ze o x nevime nic. Nezndma x muze byt kuptikladu 0, nebo zdporné ¢islo. Takze

tuhle nerovnici je potieba fesit nasledovneé:

2 (z — norevnithgmmBiisens }tvyna’sobz’me -1

z(r—1)—z(2x+3) <0

znak nerovnosti se otoct
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Priklad 10. Na mnoziné redlngch cisel reste nerovnici:
z®—9 > 0.

Reseni. Nerovnici muzeme resit dvema ruznymi zpusoby. Oba si ukdZeme:

e Proni zpusob:
2 —-9>0

(x—3) - (x+3)>0

Vyraz x — 3 nabyvd nulovou hodnotu pro x = 3 a vyraz v + 3 nabyvd nulovou hodnotu pre x = —3. Tyto hodnoty rozdéli ciselnou osu na intervaly

(—00,—3),(=3,3),(3,00). Vzhledem k tomu, Ze levd strana pro hodnoty x = 3 a ©* = —3 nabjvd nulovou hodnotu a nerovnost je ostrd, jsme tyto hodnoty vyloucili.
Pro urceni vysledné mnoziny vytvorime ndsledujici tabulku:

(_007 _3> (_3a3) (3700)
r—3 — — +
x+3 — + +
(x —3)(z+3) + — +

Znaménka pro vgrazy x+3,x—3 lze jednoduse urcit dosazenim libovolné hodnoty z prislusného intervalu. Vyslednd znaménka pro vijraz (x—3)(x+3) plynou z vlastnosti
soucinu. Proto je x € (—o0, —3) U (3,00).

o Druhi zpisob:
22 —-9>0

22> 9
|z| > 3
x € (—o00,—3) U (3,00).
U tohoto zpisobu reseni musime upozornit na castou chybu:
22—-9>0 > chybny krok
22 >9
T >3

x € (3,00), coZ je ale chybny vysledek, protoZe ignorujeme skutecnost, Ze (—3)* je také 9.
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Priklad 11. Na mnozZiné redlngch cisel reste nerovnici:
(x+3)-(x—2) > (x—2)-(3x —5).

Reseni. Nejdrive si ukdzZeme nespravné reseni:

(x+3) - (x—2)> (z—2)- (3x —5) chybny krok*

r+3>3x—5
8> 2z
4>z
x € (—00,4).

* Vygraz © — 2 miiZe nabyvat zdpornych hodnot, nebo mize byt roven nule, proto krdaceni neni ekvivalentni uprava.
Sprdvné reseni:

(x+3)-(x—2)>(x—2)-(3x —b)
(x+3)- (z—2)—(x—2)-(3z—5)>0

)
)
(x—2)- (x+3— (3z—5))
)
z)

>0
(x—2)-(8=2x) >0
2-(z—-2)-4—2)>0

r € (2,4).
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Priklad 12. Na mnoziné redlngch cisel reste nerovnici:
22 =52 +7>0.

Reseni. Vyuzijeme upravu na uplng ctverec a upravime levou stranu nerovnice:
22 =5 +7>0
2 2
5 5
(x—§)2—2—5+§>0
2 4 Ty

<x—g)2+%>0

Vyraz na levé strané posledni nerovnice nabyjva hodnoty, které jsou alesporn %, proto nerovnici vyhovuje kazdé redlné cislo. Proto x € R.
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TEST

1. Refenim rovnice |z — 1| = 2 je
(a) {_1’3}
(b) (=1,3)
(¢) (-1,3)
(d) 0

2. ReSenim nerovnice |x — 2| > 2 je

(a) (=00,2)

(b) (=2,2)

(¢) (=00,2) U (2,00)
(d) 0

(a) (=3,5)
(b) {=3,5}
(c) {=5,3}
(d) (=5,3)

(a) (=2,8)
(b) (=2,8)
(c) {~2,3,8}
(d) {-2,8}
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7. ReSenfm rovnice |1 — |z — 3|] = 6 je
(a) {—4,10}

(b) {—4,-2,10}

(C) {_47 _27 87 10}

(d) {—4,8,10}

8. ReSenim nerovnice 3z — 2% < 2 je

(a) (—00,1) U (2,00)
(b) (1,2)

(©) (=2,-1)

(d) (=00, =2) U (1,00

9. ReSenim nerovnice |1 — z| — |24 2| > 2 je

(@) (=00, —3)
(b) (~00,-2)
(@ (~e0.=5)
@ R

10. ReSenfm nerovnice |z — 2|z + 1|| > 3 je

(a) (—o0,—1) U (1, 00)
(b) @
(c) (—00, =) U(1,00)
(d) R
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3. POLYNOMICKE FUNKCE




Co to vlastné je funkce? Toto slovo ¢asto pouzivame v souvislosti s riznymi ptistroji. Kdyz napiiklad stiskneme na klavesnici tlac¢itko A o¢ekavame, Ze se na monitoru
objevi znak ,,a“, resp. kdyz stiskneme SHIFT + A, pak ocekdavame, Ze se na monitoru objevi znak ,, A“. Jinymi slovy, funkéni je néco, co pro jednoznacné zadany vstup dava
vzdy stejny vysledek. Matematicky muzeme tuto predstavu naformulovat nasledovné:

Funkce na mnoziné D C R je predpis, ktery kazdému ¢islu z mnoziny D prirazuje pravé jedno realné ¢islo.

Funkce obvykle zna¢ime pismenem f, ale pouzivame i jind pismena napt. g, h, . ...

Argument funkce, nebo také vstupni hodnota, se obvykle znaci pismenkem .

Funkéni hodnota, nebo také vystupni hodnota, se oznacuje jako f(x), nebo y.

Defini¢ni obor funkce udédva podmnozinu realnych ¢isel, které lze do predpisu funkce dosadit. Pro funkci f ho ozna¢ujeme symbolem D(f).

Obor hodnot je naopak mnozina vSech redlnych ¢isel y, kterd dostaneme jako vystupni hodnotu funkce f, jestlize za z dosadime vSechny hodnoty z D(f). Obor hodnot
funkce f znacime H(f).

O funkcich f a g fekneme, ze jsou si rovny, kdyZ jsou totozné jejich defini¢ni obory (D(f) = D(g)) a zaroven pro vSechna x € D(f) je f(z) = g(x), tj. funkéni hodnoty obou
funkci jsou pro vSechny hodnoty defini¢cniho oboru stejné.




Graf funkce

Graf funkce f je kiivka, kterd graficky popisuje chovani funkce f. Je to kiivka zakreslena do souradnicového systému tak, ze na vodorovnou osu x nanasime vstupni hodnoty
a na svislou osu y hodnoty vystupni. Grafem funkce f je pak mnozina bodu z, f(x). Vzhledem k tomu, Ze pro kazde x € D(f) existuje jedind vystupni hodnota f(z), graf
nemuze mit v zadném bodé = € D(f) dvé rizné hodnoty. Na ukazku uvadime dva obrézky. Obrazek vlevo zobrazuje graf néjaké funkce, zatimco obrazek vpravo ne.




Vlastnosti funkci

Monoténnost a ryzi monoténnost:
Funkci nazveme rostouci tehdy, kdyz s rostouci hodnotou « roste hodnota f(x). Formalné zapisujeme nésledovné:

Funkce je rostouci na M, kdyz Vi, z9 € Mz < x9 = f(x1) < f(22).
Funkci nazveme klesajici tehdy, kdyz s rostouci hodnotou x klesa hodnota f(z). Formélné zapisujeme nasledovné:
Funkce je klesajici na M, kdyz Vay,xe € M;x; < 29 = f(21) > f(x2).

Funkci nazveme ryze monoténni tehdy, kdyz je jenom rostouci, nebo jenom klesajici.
Funkci nazveme nerostouci tehdy, kdyz s rostouci hodnotou z klesé nebo se neméni hodnota f(x). Formalné zapisujeme nésledovné:

Funkce je nerostouci na M, kdyz Vai,z9 € Mz < 19 = f(21) > f(x2).
Funkci nazveme neklesajici tehdy, kdyz s rostouci hodnotou x roste nebo se neméni hodnota f(x). Formalné zapisujeme nésledovné:
Funkce je neklesajici na M, kdyz Vri,xe € M;x < 20 = f(x1) < f(22).

Funkci nazveme monoténni tehdy, kdyz je jenom rostouci, nebo jenom klesajici, nebo jenom nerostouci, nebo jenom neklesajici.
Na obréazku vlevo je rostouci funkce a na obrazku vpravo je funkce klesajici.

Pokud uvazujeme M jako mnozinu vsech redlnych ¢isel, funkce na nésledujicim obrazku neni ani rostouci, ani klesajici. Pokud se ale omezime napt. na M = (1, 2), je funkce
na mnoziné M rostouci. Podobné napt. na intervalu (—1,0) je klesajici.




Vlastnosti funkci

Prosta funkce:
Kdyz o funkci f plati
Va,b € D(f);a# b= f(a) # f(b), tj. kdyz se rizné vstupni hodnoty zobrazi na rtzné vystupni hodnoty,

rikame Ze je prosta. Na obrazku vlevo je funkce, ktera neni prosta, kuprikladu funkéni hodnota v x = 1 je stejné jako v x = —1. Na obrazku vpravo je funkce prosta. Kdyz
budeme vést libovolnou rovnobézku s osou z, tak kazdéa z nich protne graf prosté funkce pouze jednou.

Poznamka 1. Vzhledem k tomu, Ze implikace A = B je ekvivalentni s implikaci =B = —A, (obménénd véta) mizZeme definici prosté funkce prepsat nasledovné:

VYa,b € D(f); Fa) = f(b) = a =0,

coz vyuzijeme, kdyzZ budeme dokazovat, Ze je nejakd funkce prostd.




Vlastnosti funkci

Parita:
Sudou anebo lichou funkeci pozname z grafu funkce, umime - li ho ovsem vykreslit a je-li obrazek dostatecné vhodny. Jestlize je graf osové soumérny podle osy y, pak se

jednd o funkci sudou. Formalné zapisujeme nasledovneé:
Funkce je suda, kdyz Vz € Dy; f(—x) = f(x).

V pripadé, ze je graf funkce sttedové soumérny podle pocatku souradnicové soustavy, pak fikame, ze funkce licha. Formélné zapisujeme nasledovné:
Funkce je lichd, kdyz Vz € Dy; f(—z) = —f(z).

Na obrazku vlevo je sudé funkce a na obrazku vpravo je funkce licha.

Pokud bychom chtéli rozhodnout o parité komplikovangji zadanych funkei, napt. f(z) = 27 + 223 — 2% + 4, museli bychom samoziejmé aplikovat vySe uvedené formalni
zZapisy.




Vlastnosti funkci

Periodicita:

Jednu periodickou funkci vidime na obrazku:

Zamyslete se, proc¢ je nutno brdt do dvahy p # 0.

Periodickou funkci pozname z grafu funkce. Jestlize je cely graf urcen jen ¢asti, ktera se neustale opakuje, pak je to graf periodické funkce. Formalné zapisujeme nasledovné:

dp e R\ {0}Vz € Dy: f(x £p) = f(z).




Vlastnosti funkci

Ohranicenost:
Jestlize je funkce omezend shora, znamend to, ze jeji funkéni hodnoty neptekroc¢i urc¢itou horni hranici. V pripadé, ze je omezena zdola, pak vSechny funkcéni hodnoty
neklesnou pod néjakou dolni hranici. Kdyz je funkce omezena shora i zdola, pak fekneme, ze je omezena. Formalné zapisujeme nasledovné:

o Funkce f je omezena shora, jestlize
Jdee RVz € D(f): f(z) <ec.

o Funkce f je omezena zdola, jestlize
Ad € RVz € D(f): f(z) > d.

o Funkce f je omezend, jestlize
de,d e RVz € D(f): d < f(z) <ec.

Na obrazku vlevo je funkce omezend zhora, vSechny funkéni hodnoty jsou mensi nez nula. Na obrazku vpravo je funkce omezena zdola, vsechny funkéni hodnoty jsou vétsi
nez nula.

Na obrazku vlevo je funkce, ktera neni omezena ani zhora, ani zdola. Na obrazku vpravo je funkce omezena zhora i zdola, tudiz je omezena.




Linearni funkce

Linearni funkce je takova funkce f: R — R, ktera lze vyjadrit predpisem: f: y = ax + b, kde a,b € R. Grafem linearni funkce je primka.
Zakladni vlastnosti linearni funkce vzhledem k hodnotam koeficientt a, b:

e Kdyz a = 0, funkce f ma predpis y = b a je konstantni.

Kdyz a > 0, funkce f je rostouci.

Kdyz a < 0, funkce f je klesajici.

Kdyz b = 0, tak funkce f prochézi pocatkem souradnicového systému.




Priklad 2. Necht f(z) =1 — x. Nacrtnéte funkci a zjistéte, jestli je rostouct, nebo klesajici.

ReSeni. Grafem funkce f je primka, proto staci najit dva body, ktergmi prochdzi. Pro x = 0 je funkéni hodnota f(0) =1 aro x =1 je f(x) = 1 —a = 0 p. Funkce tedy
prochdzi body A = [1,0], B = [0,1] a jeji pribéh vidime na obrdzku:

Funkce je klesajici, coZ je mozné urcit z grafu, ale také z koeficientu a, ktery je zaporny.
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Inverzne funkce

Inverzni funkei uréujeme vzdy k néjaké puvodni funkei f. Nutnd podminka pro jeji existenci je, aby puvodni funkce f byla prostd. Pivodni funkce f zobrazuje prvky D(f) na
mnozinu H(f) a jejf inverzni funkce, f~1, zobrazuje prvky H(f) na mnozinu D(f). Graficky si to lze pFedstavit tak, jako bychom k ptivodnimu grafu funkce sestrojili jeho ob-
raz v osové soumeérnosti podle osy y = . Predpis inverzni funkce ziskame tak, ze vyjadiime z jako funkci argumentu y. Inverzni funkce k linedrni funkci je také linearni funkce.
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Priklad 3. Najdéte inverzni funkci k funkei f(z) = 3z — 4.

Reseni. Funkce f je linedrni, proto je prostd a tudiz md smysl hledat funkci k ni inverznou. Pro funkci f plati

y=3r—4.
Proto pro funkci =1 musi platit:

xr =3y —4,

potom
r+4=3y

a tedy
1 n 4
=_—x+ —.
YT 3T

Situaci vidime na obrdzku: funkce f je zndzornéna modrou barvou, jeji inverzni funkce f=1 oranZovou barvou a teckovanou carou je vyznacena osa jejich soumérnosti, funkce
y = x. Definicni obor a obor hodnot je pro obé funkce celd mnozina redlnych cisel.
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Kvadraticka funkce

Kvadratickd funkce je takovéa funkce f: R — R, ktera lze vyjadfit pfedpisem: f: y = ax? + bz + c: a,b,c € R,a # 0. Grafu kvadratické funkce se ¥ika parabola.
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Grafem kvadratické funkce je parabola. Jednu parabolu
rovnobhéznd s osou y a protind graf kvadratické funkce ve

vidime na obrazku. Kazda parabola, ktera je grafem kvadratické funkce, je symetricka krivka, osa symetrie je

specialnim bodé V', kterému tikame vrchol paraboly.
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Vlastnosti kvadratické funkce

P1i vysetfovani kvadratické funkce vyuzijeme védomosti o feseni kvadratické rovnice. Defini¢ni obor kazdé kvadratické funkce je mnozina R. Pribéh funkce souvisi s
parametrem @ :

e Kdyz jea>0:
V tomto ptipadé je parabola oteviena nahoru, je zdola omezena a mize osu x protnout nejvic dvakrat.
Pocet prisecikii souvisi s poctem FeSenim kvadratické rovnice az? + bz + ¢ = 0. KdyZ z; je FeSenim této rovnice, tak f(z;) = 0 a tudiZ je bod z; prisecik s osou x,
nebo se v ném funkce f osy x dotyka. To znamena, ze pocet prusecikti souvisi s hodnotou diskriminantu. Kdyz D < 0, funkce neprotina osu x, kdyz D = 0, funkce se
dotyky osy z a kdyz D > 0, funkce protina osu x ve dvou bodech. Situaci pro rizné piipady vidime na obrazcich.

e Kdyz jea<0:
V tomto pripadé je parabola oteviena dolti, je omezena shora a muze osu x protnout nejvic dvakrat. Pocet prisec¢ikt s osou x zjistime analogicky jako v predchozim
pripadeé.
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Vrchol paraboly

Pfi uréovani soufadnic vrcholu vyuZijeme tpravu na aplny ¢tverec, jak ukdZeme na nasledujicim prikladu. Funkce f mé pfedpis: y = 2% — bz + 7. Kvadraticky trojélen

x? — 5x + 7 upravime na uplny ¢étverec:
2 —Tr+13 = (:1:—7>2— <7>2—|—13— (x—7>2+3
B 2 2 - 2 4

T a tato hodnota je piesné f (£) = 2. Vzhledem k tomu, Ze parabola je ototena nahoru, tak bod |Z, 2] je jeji vrchol.
J 2 1 201

Funkce nabyva nejmensi hodnotu v o = 3
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Inverzni funkce po druhé

Proé¢ existuje inverzni funkce jenom k prostym funkcim? Odpovéd na tuto otdzku vidime na obrazku. Zelenou barvou je nakreslena funkce f(x) = x2. Evidentnd f(1) =
f(—=1) = 1. Funkce f tedy neni prost4d. Kdyby k ni existovala inverzni funkce, muselo by platit f~!(1) = 1, ale také f~(1) = —1, coZ nenf mozné, kdyZ ma byt f~! funkce.
Pro lepsi ndzornost je na obrazku Cervenou barvou nakreslena parabola, kterd je symetricka podle osy y = z s funkei f(z) = 22, ale takto otofena parabola neni funkce.
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Priklad 4. Necht f(x) = x* — 3z + 2. Najdéte intervaly, kde funkce roste a kde klesd.
ReSeni. Funkce f je kvadratickd, tudiz jejim grafem je parabola. Pomoci Vietovijch vatahi rozloZime kvadraticky trojélen
2?3 +2=(x—-1) (z-2),

nebo vyresime rovnici 12 — 3x + 2 = 0 a zapiseme ji ve tvaru (x — x1) - (x — 23) = 0, kde 1,15 jsou reSeni rovnice. Graf funkce f protind osu x v bodech 11, =1 a x5 = 2.
Vzhledem k tomu, Ze koeficient pri 2 je kladny, funkci uZ vime zndzornit:

Pro urcent hledanych intervali potrebujeme zjistit x—ovou souradnici vrcholu V- = [, y,| této paraboly. Zde si staci uvédomit, Ze parabola je soumérnd a jeji osou soumernosti

je primka x = x,. TudiZ x, lezi uprostred mezi pruseciky paraboly s osou x. Proto x, = % Funkce klesa na intervalu (—oo, %) a roste na intervalu (%, oo) .

18
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Piiklad 5. Najdéte souradnice vrcholu paraboly v = v — 4 + 5.

Reseni. Kvadraticky trojélen x? — 4x + 5 upravime na 1plny étverec ndsledovné:
22 —dr+5=22-2-2-0+22+1
= (2 — 4z +4)+1
=(r—-22+1

Z posledniho zdpisu vidime, Ze nejmensi hodnotu funkce nabjvd v bodé x = 2 a to hodnotu (2 — 2)*> + 1 = 1, proto souradnice vrcholu V jsou [2,1].
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Polynomické funkce

Polynomicka funkce, pfipadné polynom, je takova funkce f: R — R, kterd lze vyjadrit predpisem: f: y = a,z™ + U 12"+ Qp_ox™ % + - a1x + ag, kde a; € R, a, # 0.
Cislo n se nazyva stupen polynomu. Linearni a kvadratickd funkce jsou specidlnim pripadem polynomické funkce.
Je-li funkéni hodnota polynomu v ¢isle zy rovna nule, tedy plati-li

~1
AnZy + apaxy + - Farro + ag =0,

nazyva se ¢islo xg korenem polynomu. Geometrickd interpretace kofenu polynomu je jednoducha. Jeslize je zy kofen polynomu, graf polynomu protind osu x, nebo se ji
dotyka v bodé x = zy. Polynom stupné n mize mit nejvic n redlnych kotent.

Je-li z; kofenem polynomu p(z) stupné n > 1, pak
p(x) = (x — ) - g(x),
kde g(x) je polynom stupné n — 1. Polynom p(x) stupné n > 1 lze zapsat ve tvaru

p(z) = ap(x —x1)(x — 29) ... (T — Ty,),

kde z; jsou koreny polynomu a ¢leny (x — x;) nazyvame kofenové ¢initele polynomu. Jestlize se v rozkladu na kotrenové Cinitele vyskytuji nékteri korenovi ¢initelé vicekrat,
nazyvame prislusné koreny nasobné.
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Racionalni koreny polynomu

Jestlize ma polynom celoc¢iselné koeficienty, umime najit jeho racionalni kofeny. Vyuzivame nasledujici tvrzeni:
Pokud je racionélni ¢islo § koren polynomu

An " + ap_ 12"+ - aqx + ao,

ap je celoCiselnym nasobkem ¢isla p a a,, je prirozenym nasobkem c¢isla q.

Poznamka 6. Pripomindme, Ze kazdé raciondlni cislo umime zapsat jako zlomek v zdkladnim tvaru %, kde p je celé cislo, q je prirozené cislo a p,q jsou nesoudeélna.
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Hornerovo schéma

Hornerovo schéma je hezky nastroj, ktery nam pomiize najit koreny polynomt vyssich stupni. Polynom druhého stupné miizeme upravit nasledujicim zptisobem:
asx® + ayx + ag = (apx + a1) - = + ay,
podobné umime upravit i polynom tretiho stupné:
asx® + asx® + a1z + ag = (a3m2 + asx + a1> cx+ag = ((asx + az) - ¢+ ay) - © + ao.

Analogicky upravime polynom stupné n:
" + ap_ 12" g +ax +ag = (( ~((apr+ap1)r+apo)x+---+ aQ)x + a1>x + ag.

Tento zapis ukazuje navod, jak jednoduse vypocitat funkéni hodnotu polynomu. KdyZ mame kupiikladu polynom ps(z) = 23 — 222 + 3z — 7, upravime ho a dostaneme
? -2 +3r-T=((r—2)x+3)z —T.

Potfebujeme-li vypocitat ps(3), mizeme dosadit do ptivodnfho ptedpisu polynomu a dostaneme: 3% —2-3% +3-3 —7 = 27 — 18 + 9 — 7 = 11, nebo vyuZijeme upraveny
predpis a budeme pocitat nasledovné:

1. dosadime = = 3 do vnitini zavorky (x — 2) a dostaneme vysledek 3 — 2 =1,

2. vysledek z predchoziho kroku vynasobime hodnotou x = 3 a dostaneme 1 -3 = 3,
3. pricteme k predchozimu vysledku hodnotu 3 a dostaneme 3 + 3 = 6,

4. vysledek z predchoziho kroku vynasobime hodnotou x = 3 a dostaneme 6 - 3 = 18,
5. a nakonec pricteme k predchozimu vysledku hodnotu —7 a dostaneme 18 — 7 = 11.

Tento postup je algoritmus, ktery mizeme provadét naprosto mechanicky pomoci jednoduché tabulky, tzv. Hornerova schématu.
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Hornerovo schéma-tabulka

Sestaveni tabulky si ukdzeme v jednotlivych krocich:

1. Do prvniho radku zapiseme koeficienty polynomu, a to tak, ze zacneme s koeficientem pri nejvyssi mocniné proménné x a postupné zapisujeme koeficienty u nizsich
mocnin (sestupné) az po absolutni ¢len, véetné znamének. Pokud je n&jakd mocnina z v polynomu vynechéna, je koeficient 0. Pro ps(z) = 2® — 222+ 3z — 7 dostaneme:

\1—23—7

2. Do druhého tadku uplné vlevo zapiseme vstupni hodnotu, tedy hodnotu, ve které nas hodnota polynomu zajima. V nasem pripadé je to x = 3.

\1 -2 3 -7
3 |

3. Do tretiho radku tplné vlevo (za svislou ¢aru) si opiseme koeficient pii nejvyssi mocniné z a dostaneme:
|1 -2 3 -7

3=

1

Pro lepsi orientaci si mtzeme dat do druhého radku do prvniho policka za svislou ¢aru znacku —, na toto misto se totiz nic nebude vpisovat.

4. Cislo ve tretim fadku nejvic vpravo (zatim tam mame jenom jedno ¢islo) vynasobime vstupni hodnotou a vysledek zapiseme do druhého fadku na nejblizsi volné misto:

|1 -2 3 -7
3| — 3
1
5. Secteme ¢islo v prvnim a druhém radku, vysledek zapiseme do tretiho radku.
|1 -2 3 -7
3| — 3
1 1

|1 -2 3 -7
3[- 3 3 18
1 1 6 11

Diilezitd pomicka. Pokud je vstupni hodnota @ = ¢ kofen, tak pro vystupni hodnotu plati f(c) = 0, a navic hodnoty ve tfetim fadku jsou koeficienty mnohoclenu g, 1 (z),
ktery vznikne vydélenim mnohoclenu p,(z) vyrazem (z — c).

Poznamka 7. Vzhledem k tomu, Ze hodnoty ve druhém radku tabulky jsou jen mezivypocty, lze je vynechat.
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Priklad 8. Polynom p(z) = x° + x* — 42* — x + 3 rozloZte na soucin korenovijch ciniteli a urcete p(2).

Reseni. MnoZina vsech celociselnych déliteli absolutniho célenu polynomu p je {—1,1,—3,3} a mnoZina prirozenych déliteli koeficientu pri nejoyssi mocniné proménné x je
{1}. Proto raciondlni koreny polynomu mohou bijt jen cisla z mnoziny {—1,1, —=3,3}. Vyuzitim Hornerova schéma dostdvdime:
VyzkousSime x =1 :

1 1.0 -4 -1 3
1 12 2 -2 -3
122 -2 -3 0

Potom p(x) = (x — 1) - (z* + 223 + 22 — 22 — 3). MnoZina raciondlnich korenii zistdvd nezménéna a koten x = 1 vyzkousime jesté jednou:

1 2 2 -2 -3
1 13 5 3

135 3 0

Potom p(x) = (x — 1)* - (2 + 32% + 5z + 3). MnoZina raciondlnich koreni se redukuje na {—1,—3}, po dosazeni kladného Cisla za x do (z* + 32 + 5z + 3) dostaneme vidy
kladnou hodnotu, tohle si dobre promyslete. Vyzkousime x = —1 :
1 3 5 3
-1 -1 -2 -3

1 2 3 0

Potom p(x) = (x —1)*- (z + 1) - (2% + 2z + 3). Kvadraticky trojclen (2 + 2z + 3) se nad mnoZinou redlnych Cisel rozloZit nedd, tim je kol vyresen.
Nasim ukolem bylo jesté urcit hodnotu p(2). Opét vyuzijeme Hornerova schéma:

1 1.0 -4 -1 3
2 2 6 12 16 30
1 36 8 15 33

Takze hledand hodnota je p(2) = 33.
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Priklad 9. Urcete, pro kterd v € R nabyvd funkce f(x) = x° + 2t — 42® — x + 3 kladngjch hodnot.

Reseni. Vyuzijeme rozklad polynomu p z predchoziho prikladu, ktery je roven nasi funkci f. Graf funkce protind osu x v korenech polynomu p, tedy v bodech ©1 = —1 a
Ty = 1. Znaménko virazu (x — 1)* je pro x € R\ {1} kladné, znaménko virazu (x*® 4+ 22 + 3) je kladné pro vSechna x € R, tudiZ na vysledné znaménko funkce f md vliv
pouze vyraz (x + 1) a ten je pro x € (—1,00) kladny a pro x € (—oo, —1) zdporny. Proto nase funkce nabjvd kladnych hodnot pro x € (—1,1) U (1,00). Na ilustraci uvddime

jeji graf:
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Priklad 10. Polynom p(x) = 42° — 2° + 823 — 382 + 33z — 6 rozloZte na soucin korenovijch ciniteli a urcete p(0).

Reseni. MnoZina vsech celociselnych déliteli absolutniho célenu polynomu p je {—1,1,—-2,2,—-3,3,—6,6} a mnoZina prirozenych déliteli koeficientu pri nejvyssi mocniné
proménné x je {1,2,4}. Proto raciondlni koreny polynomu jsou z mnoziny M = {—1,1,-2,2, -3, 3, —6,6,—%, %, —%,%,—i, %1,—%, %} Vyuzijeme Hornerovo schéma a

vyzkousime x =1 :

4 -1 0 8 -38 33 —6
1 43 3 11 =21 6

4 3 3 11 =27 6 0

Potom p(x) = (x — 1) - (42° + 3z* + 32% + 112? — 272 + 6). MnoZina M zistdvd nezménéna a korven x = 1 vyzkousime jesté jednou:

(4 3 3 11 =27 6
1 4 7 10 21 —6
4710 21 -6 0

Potom p(x) = (v — 1)% - (42* + 72 + 1022 + 21z — 6). MnoZina M zistdvd sice nezménéna, ale po dosazeni x =1 do 4z* + 723 + 1022 + 21z — 6 dostdvdme Cislo vétsi ne?
0. Proto vyzkousime napr. x = —2 :
(4 7 10 21 —6
—2 -8 2 =24 6
4 -1 12 -3 0

Potom p(z) = (v —1)%- (x+2) - (42 — 22 + 122 — 3). Koren x = 2 nend ndsobny, zkuste si ho samy dosadit do vjrazu (4x® — x® + 12z — 3). Proto zmnoziny M miiZeme vyradit
1 a =2, ddle se tato mnoZina jesté bude redukovat diky zmeéné absolutniho clenu a to ndsledovné M* = {—1,2, -3, 3, —%, %, —g’, %, —i, }l, —%, %} My vyzkousime x = ;11 :
(4 -1 12 -3
I I 0 3

4 0 12 0

Potom p(x) = (z —1)*- (z +2) - (a:— }1) (42?2 4+12) = (2 —1)* (x4 2)- (4o — 1) - (2* + 3).
ProtoZe se kvadraticky trojclen (z* + 3) nad mnoZnou redlngjch ¢isel rozloZit nedd, miZeme resent ukoncit.
Hodnotu p(0) mizeme zjistit dosazenim primo do polynomu:

p(0) = 40° — 0° 4 8.0° — 38.0% +-33.0 — 6 = —6,
nebo pomoci Hornerova schématu:
\4 -1 0 8 —-38 33 -6

0 0 0 O 0o 0 O
4 -1 0 8 —-38 33 -6
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(a) =0
) 7 =1
(¢) 2 =—3
(d) z=3

rostouci na R
klesajici na R

)
)

(c) konstantni na R
)

(a) f'(2) =52+ 3
(b) fH(z) =32 —3
() f7Y(z)=3z+1
(d) f(x)=-3z+1

)
b) Il——?)l’g—l
)

(a) [0,3]
(b) [0,9]
(c) [0,-9]
(d) [9,0]

. Polynom p(z) = 22° + 92* + 1623 + 1422 + 6z + 1 rozloZime na soucin takto:
(a) 2z+1)  (z+1)*
(b) (22 —1)-(z+1)*
(c) 2z +1)-(z—1)*
(d) (z+3)(z+1)*

. Jednim z kofentt polynomu p(z) = 22° + 92* + 1623 + 1422 + 62 + 1 je:

27



(a) z =1
(b) z=—
(c) x:%
(d) =0

8. Funkce f(x) = 2® — 2z + 5 je klesajici na intervalu:

(a) (1,00)
(b) (=o0,1)
(c) (1,2)
(d) (=00, 00)

9. Funkce f(x) = z* — 2z + 5 nabyva kladnych hodnot na intervalu:

a

(a)
(b)
)
)

8

(0,00)
(=00, 00)
() (
(d) (

0, 00)
—2,5)

10. Funkce f(z) = 2* — 2z + 5 protind osu y v bodech:
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4. RACIONALNI LOMENE FUNKCE

Racionalni lomené funkce




Racionalni lomené funkce

Raciondlni lomena funkce je kazda funkce tvaru

P ()

f(@) = ,
= Q)

kde P, a @),, jsou polynomy stupné n, resp. m. Obecné lze Tici, ze definicnim oborem takovéto funkce je mnozina vSech realnych ¢isel bez korenti polynomu @,,, tj.
D(f) ={z € R: Qn(x) # 0}.

My se budeme zejména vénovat podtiidé raciondlnich lomenych funkei, kde P(z) = ax + b a Q(z) = cx + d jsou polynomy prvniho stupné, které nemaji spole¢ny koren.
Grafu takovychto funkei se tik& hyperbola. Zékladni priklad hyperboly vidime na obrazku, jedna se o graf funkce y = i Defini¢ni obor této funkce je R\ {0} a také jeji
obor hodnot je mnozina R\ {0}.

2=1 je také hyperbola, jen je posunutd. Z grafu funkce, a také z jejiho predpisu, umime uréit definiéni obor D(g) = R\ {3}. Obor hodnot funkce g

R\ {1}. Urcit obor hodnot z predpisu funkce se nau¢ime v piikladu 1.

Grafem funkce g(z) =
vyéteme z grafu, H(g)

8

Primky nakreslené v obrazku ¢arkované se nazyvaji asymptoty grafu funkce. Primka x = 3 se nazyva svisla asymptota, pifimka y = 1 vodorovna asymptota. Svisla asymptota
souvisi s definicnim oborem a vodorovna s oborem hodnot.




Priklad 1. Nacrtnéte graf funkcie f(x) = %, urcete D(f) a H(f).

ReSeni. Pro uréeni definicniho oboru staci zjistit, kdy je 2 — x # 0, protoZe vjraz 2 — x je ve jmenovateli. Proto D(f) = R\ {2}. To znamend, Ze svisld asymptota je v
T =2.

Pro urceni oboru hodnot upravime predpis funkce nasledovne:

f(m):x—lz—(l—:v):_(Q—x)—l—lz 2—z 1 _ - 1

2 —x 2 —x 2 —x 22 2—=z 2—x

Vzhledem k tomu, Ze ﬁ # 0 pro vsechna x € D(f), je f(x) # —1 pro vsechna x € D(f), proto H(f) =R\ {—1}. Proto vodorovnd asymptota je vy = —1.
Pro nakresleni grafu funkce si nejprve nakreslime svislou a vodorovnou asymptotu. Potom staci zjistit priseciky s osami a nakreslime hyperbolu, kterd se blizi k asymptotam
a prochazi pres vypocitané priseciky. Prisecik s osou x je pro funkci f bod [1,0] a dostaneme ho z rovnice f(x) = 0. Prisecik s osou y je bod {0, —%] a zjistime ho, kdyz

urcéime funkéni hodnotu v x = 0.

Evidentné je funkce f rostouct na intervalu (—oo,2) a také na intervalu (2,00, ), ale neni rostouci na jejich sjednoceni. Pro¢? Odpoved ndm davd jednoduchy protipriklad.
Zrejme je 1 < 3, ale f(1) > f(3). Pokuste se najit jiny protipriklad.




Priklad 2. Necht f(z) = éi—g, najdete inverzni funkci k funkci f, obé funkce nacrtnéte.

Reseni. Nejdrive zjistime zda je funkce f prostd. To znamend, Ze zjistime, zda plati implikace:

Va,b € D(f): f(a) = f(b) = a=b.

FEvidentné D(f) =R\ {—3}. Necht a,b € R\ {—3} a necht f(a) = f(b). Dosadime do predpisu funkce:

1+a_1_—|—b
3+a 3+0b
potom (1+a)(3+b0)=(14+0b)(3+a),
34+b+3a+ab=3+a+ 3b—+ ab,
b+ 3a =a+ 3b,
a=>o.

Vzhledem k tomu, Ze a,b jsou libovolné vybrané proky z D(f), je implikace pro funkci f splnéna. TudiZ je funkce f prostd na celém svém definiénim oboru, a proto k ni na
celém definicnim oboru existuje inverzni funkce. Jeji predpis dostaneme tak, Ze v puvodnim predpisu zaménime x za y a vyjadrime si y.

1
x:;—y:>x~(3+y)=1+y:>3x+a:y=1+y:>xy—y=1—3%
Yy

potom
1 -3z
y =

x—1"

Grafy funkce a jeji inverzni funkce, véetné asymptot a osy symetrie vidime na obrdzku, funkce f je vykreslena zelenou a f~' Cervenou barvou:

N

ri

@
-y
.. -
Il e e R e T p——

.........................
[ —
11 10 -9 -8 7 6 5 -4 -2 -1 .H‘ " 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18
S
'I
& g? 2
-
-
= b - - - -
""" ey L L D L
-
Y i
-4 "
¢
4
s Y
1
-6 ’
]
2 I
1
h 8 .l
\




Priklad 3. Necht f(z) = Uréete jeji definicni obor.

1
x2—3z+2"

Reseni. Pro uréent definicniho oboru potrebujeme zjistit, kdy je x* — 3z +2 # 0. Vyresime kvadratickou rovnici x® — 3x +2 = 0 a jeji koteny vyloucime z defini¢niho oboru.
Kvadraticky trojclen na levé strané upravime na soucin:
(x—2)-(x—1)=0.

Koreny této rovnice tedy jsou 1 = 2,x5 = 1, proto D(f) = R\ {1,2}.




Priklad 4. Necht f(x) = 2, g(z) = ?Té‘ Uréete souradnice bodii, ve kterijch se jejich grafy protinaji.

Reseni. Pro vyresent této ulohy staci zjistit, pro kterd x € R se jejich funkcéni hodnoty rovnaji, coZ znamend, Ze budeme resit rovnici

1+ 24z
3+x x+6
Tuto rovnici budeme Tesit na mnoziné R \ {—6,—3}, protoze v x = —6 nend vyraz na pravé strané definovin a v x = —3 neni definovdn vijraz na levé strané. Rovnici

vyndsobime vyrazem (3 + ) - (x 4+ 6) a dostaneme
(142z)- (x+6)=2+x)(3+x).

Po tdpravée mame:
2+ Tz + 6 = 2> + 52 + 6,

potom
22 = 0.

tedy jejich grafy se protinaji v bodée A = {O, %} .

Pro x =0 funkce f a g nabjvaji stejnou funkcni hodnotu f(0) = g(0) = %,




Priklad 5. Nacrtnéte graf funkcie f(x) = 2=l yriete D(f) a H(f).

2—x ’

Reseni. Pro urceni definicniho oboru potrebujeme zjistit, kdy je 2 —x # 0. Proto D(f) = R\ {2} a graf funkce bude mit svislou asymptotu v bodé x = 2. Pro urceni oboru
hodnot bude nejlepsi, kdyz si graf nejdrive nakreslime. Vyraz v citateli obsahuje absolutni hodnotu, proto si predpis funkce musime rozepsat pro interval, kde je x —1 < 0 a
pre interval, kde je x —1 > 0. Potom

o

Graf této funkce nakreslime pro kaZdou mnoZinu zvldst. Predpis funkce na intervalu (—oo, 1) upravime takto:

—_

8

r € (—o0,1)
z € (1,2)U(2,00).

LY
=8

[\

8

2—r  2—x 2—x

1— 2—x—1 1
T x _1

Vzhledem k tomu, Ze ﬁ # 0, funkce f na tomto intervalu nemiZe nabyvat hodnotu 1, proto vodorovnd asymptota bude y = 1.
Predpis funkce na sjednocent intervali (1,2) U (2, 00) upravime podobné

r—1 x—-2+1 1
= =—1+ .
2—z 2—x 2—x
Evidentné ﬁ # 0, proto funkce na tomto intervalu nemize nabyvat hodnotu —1, proto vodorovnd asymptota bude y = —1.

Jako pomicku si nacrtneme oba grafy

Vysledny graf dostaneme tak, Ze graf vlevo nacrtneme jen na intervalu (—oo, 1) a graf vpravo na sjednoceni intervali (1,2) U (2,00):

n

Z grafu funkce vidime, Ze obor hodnot je H(f) = (—o0, —1) U (0, 00) .




Priklad 6. Necht f(x) = m Urcete jeji definicni obor.

ReSeni. Pro uréend definicniho oboru potiebujeme zjistit, kdy je 1® — 2|x| — 3 # 0. Viyresime kvadratickou rovnici * — 2|z| — 3 = 0 a jeji kofeny vyloucime z definiéniho
oboru. Kvadraticky trojclen na levé strané obsahuje absolutni hodnotu, proto ho musime rozepsat pro interval, kde je x < 0 a pre interval, kde je x > 0. Pro interval (—oo,0)
rovnici prepiseme na

2420 -3=0 <= (z+3)-(z—-1)=0 <= z=-3Vz=1.

Vzhledem k tomu, Ze pracujeme na intervalu (—oo,0), rovnici vyhovuje jenom x = —3. Pro interval (0, 00) rovnici prepiseme na

2 —2r-3=0 <= (z-3)-(2+1)=0 < z=3Vz=—1.

Vzhledem k tomu, Ze pracujeme na intervalu (0,00), rovnici vyhovuje jenom x = 3. Koreny puvodni rovnice jsou x1 = —3,x9 = 3, proto D(f) = R\ {-3,3}.




Priklad 7. Necht f(z) = ;jr—i,g(x) = gj:—;*”' Najdéte vsechna x € R, pro kterd plati f(x) = g(z).

ReSeni. Ulohu miZeme resit graficky. Na nasledujicich obrdzcich vidime grafy funkcei f a g a tyto funkce se rovnaji na intervalu (—1,00).

Pro dalsi zpusob 1eseni si staci uvédomit, Ze funkci g muzeme bez absolutni hodnoty prepsat nasledovne:

ﬂ T € _007_1 ,

Proto f(z) = g(x) pro x € (—1,00).




TEST

. Defini¢ni obor funkce f(z) = zig je
(a) R\{=3},

(b) R\ {-2},

(c) R\ {=3,-2},

(d)

. Inverzni funkce k funkci f(x) = i—ig ma predpis

. Definién{ obor funkee f(z) = 42— je

d) R\ {1}.

. Defini¢ni obor funkce f(z) = % je

(a) R\ {-=3,3},

(b) R\{_B’_LLB}?
() RA\{-1,1},

(d) R\ {0},

. Funkce f(z) = é*; g(x) = ‘z%l se rovnaji pro x z intervalu




7. Graf funkce f(z)

_ z42
11—z

je
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(d)
10. Graf funkce f(x) =

42
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5. MOCNINNE FUNKCE

Mocninné funkce




Mocninné funkce

Mocninnou funkci nazyvame funkci f danou pro a € R predpisem

Pritom mohou nastat tyto pripady:

e a = 0. Jednd se o konstantni funkei f(x) =1 pro z # 0.

a € N\ {0}. Mocninnd funkce s prirozenym exponentem je definovand Vo € R. Je-li a sudé ¢islo, jedna se o sudou funkci, kterd je klesajici na intervalu (—oo,0) a
rostouci na intervalu (0, 00). Je-li a liché ¢islo, jedna se o lichou a rostouci funkci.

e a=—r:r €N. Potom f(x)= x% Funkce je definovand pro x # 0.

« a=2:r¢eN. Potom f(z)= z7 = y/z. Funkce je definovand na intervalu (0, 00) pro r sudé a na intervalu (—oo, 00) pro r liché. Je rostouci.

a € Q a ptritom nespada do predchozich pripadi. Potom f(x) = T = (a:p)% = ~/xP. Pro % > 0, a ¢ sudé, je funkce f definovana pro = € (0, 00), pro % > 0, a ¢ liché, je
funkce f definovand pro x € (—o0, 00), pro § < 0, a g sudé, je funkce f definovand pro x € (0, 00) pro g > 0, a g liché, je funkce f definovand pro z € (—o0,0)U (0, o).

« Pro a iraciondlni je mocninnd funkce definovand na intervalu (0, 00) pro a > 0 a na intervalu (0, c0) pro a < 0.




Priklad 1. Necht f(z) = /2 —x + 1. Urcete jeji definicni obor a obor hodnot.

Reseni. Pro urdeni definicniho oboru staci zjistit, kdy je 2 —x > 0, protoZe vyraz 2 — x je pod odmocninou. Potom D(f) = (—o00,2). Vzhledem k tomu, Ze predpis funkce je
soucet odmocniny a ¢isla 1, funkce nabjvd hodnoty, které jsou alespon 1, proto H(f) = (1,00). Graf funkce vidime na obrdzku:

y

Tecka v bodé [2,1] naznacuje, Ze x = 2 ndlezi do definicéniho obore funkce. Kdyby bylo 2 & D(f) pouZili bychom v bodé [2,1] symbol o.




Priklad 2. Necht f(x) = /2 —x + 1, najdéte inverzni funkci k funkci f. Obé funkce nacrinéte.

Reseni. Z predchoziho prikladu vime, Ze funkce f je prostd funkce, proto k ni existuje funkce inverzni. Predpis dostaneme tak, Ze v puvodnim predpisu zamenime x za y a

vyjadrime si y.
r=V2—y+tl=r-1=2—y=@-1>2=2-y=y=2— (v 1)~

Vidime, Ze funkce y = 2 — (x — 1)? je kvadratickd, tudiZ neni prostd. Ted se musime vrdtit k predchozimu prikladu a wvédomit si, Ze D(f) = (—o0,2) = H(f™!) a

H(f) = (1,00) = D(f™'). Toto omezeni definic¢niho oboru kvadratické funkce ndm zabezpeci, Ze jiz bude prostd a tudi? inverzni k funkci f. Proto zdpis inverzni funkce je:

Y z)=2—(x—1)2 Az € (1,00). Bez uwvedeného omezeni se o inverzni funkci nejednd.
Grafy funkce a jeji inverzni funkce, véetné osy symetrie, vidime na obrdzku, funkce f je vykreslena zelenou a f=% éervenou barvou:

y




Priklad 3. Necht f(x) = % Urcete jeji definicni obor.

Reseni. Pro urceni definicniho oboru staci zjistit, kdy je =2 > 0, protoZe vijraz =X je pod odmocninou.
’ 2—x ’ 2—x

8
—_

>0 <= (z—-1>20AN2—2>0)V(z—-1<0A2—-2<0).

[\

8

Postupne vyresime obé podminky:
e r—1>0AN2—2>0 <= 2>1N2<2 <= z€(l,0)A Az € (—0,2) < z€(1,2).
e 7—1<0A2-2<0 <= 2<1A2>2 < z€ (—00,1) Az € (2,00) & x €.

Sjednocenim mnoZin (1,2) a 0 je mnoZina (1,2) a tudiz D(f) = (1,2). Definicni obor jsme mohli najit i graficky, pomoci grafu funkce g(x) = =, kterd je vnitini sloZkou
funkce f. Graf funkce g vidime na obrdzku:

Funkénd hodnoty této funkce nabyvaji nezapornyich hodnot jen na intervalu (1,2), proto jenom pro x € (1,2) je funkce f definovina.




Priklad 4. Necht g(z) = %g:; Urcete jeji definicni obor.

ReSeni. Pro urcent definicniho oboru staci zjistit, kdy je x —1 > 0A2—x > 0, protoZe vyrazy x — 1, 2 — x jsou pod odmocninou.

r—1>0AN2—2>0 <= 2>21AN2<2 < z€(l,0) Nz € (-0,2) <= z € (1,2).
Potom definicni obor je D(g) = (1,2).

Poznadmka 5. Funkce g a funkce f z predchoziho prikladu maji stejny definicni obor a také pro vsechna x € D(f), resp. x € D(g) plati f(x) = g(x). To znamend, Ze se
tyto dve funkce rovnaji.




Piiklad 6. Necht f(x) = /2L, Urcete jeji definicni obor.

N v ’ v , N v/ .o . . —1 v , -1 . .
Reseni. Pro urceni definicniho oboru staci zjistit, kdy je —|92”| > 0, protoZe vijraz lzl=1 je pod odmocninou.
—x 2—x

x| -1
2—x

>0 <<= (Jz|-1>20A2—2>0)V (2| -1 <0A2—2<0).
Postupné vyresime obé podminky:
e 2| —1>20AN2—2>0 <= |z| > 1A <2 <= (v € (—00,—1)U(1,00)) A (x € (—00,2)), potom
x € (—o0,—1)U(1,2).
e 2] -1<0N2—2<0 < [z|<1A2>2 < ze (-1, 1) Az e (2,00) < x €.

Sjednocenim mnozin (—oo, —1) U (1,2) a 0 je mnozina (—oo, —1) U (1,2) a tudiz D(f) = (—oo, —1) U (1,2).




Priklad 7. Necht f(z) = 1/””2%;;”. Urcete jeji definicni obor.

Reseni. Pro urcend definicniho oboru staci zjistit, kdy je ﬁ%ﬁgﬂ > 0, protoZe vyraz ﬁ%ﬁ” je pod odmocninou.
22 — 32+ 2
S50 = (2 -3042>0A2+2>0)V (2 =30 +2<0AT+2<0).
T +2

Postupné vyresime obé podminky:

(22 =3242>0A2+42>0) = (- 1)-(2-2) > 0Az+2>0

potom
x € (—o00,1) U (2,00) Az € (—2,00),

tedy
x € (—2,1) U (2,00).

Druhd podminka je:
(22 -324+2<0A2+2<0) <= (2—1)-(2-2)<0Az+2<0

potom
re(-L1) Az € (—o0,—2) < z €.

Sjednocenim mnozin (—2,1) U (2,00) a 0 je mnozina (—2,1) U (2,00) a tudiz D(f) = (=2,1) U (2,00).




Rovnice s odmocninami

Pti TeSeni rovnic s odmocninami je dilezité si uvédomit, ze umocnovani je disledkova tuprava, diky které se mohou objevit falesné koteny. Kdyz mame kupiikladu rovnici:
Vr—2=x—4
snazime se zbavit odmocniny a proto obé strany rovnice umocnime:
r—2=@—-4>=>1r-2=2"-8r+16=2" -9+ 18=0= (v —3)(x — 6) = 0.

Resenfm posledni rovnice jsou x1 = 3 a o = 6. Po dosazeni do ptuvodni rovnice zjistime, ze x; = 3 nevyhovuje, dostaneme na levé strané /3 — 2 = 1, zatimco na pravé
strané 3 — 4 = —1, co neni pravda. Pro¢ se tento falesny koren objevil?

Problém je v umocnéni. Evidentné je 1 £ —1, ale po umocnéni dostaneme na obou strandch stejné hodnoty. Toto jsme mohli odhalit uréenim podminek. Pod odmocninou
miuze byt jen nezdporné ¢islo, proto prvni podmninka je z —2 > 0 <= z € (2,00). Vzhledem k tomu, ze druh& odmocnina je vzdy nezdpornd, i prava strana rovnice musi
byt nezaporna a druhd podminka je z —4 > 0 <= =z € (4,00). Obé podminky museji byt splnény soucasné. Proto x € (4, 00). Tato podminka vyloudi falesny koten z; = 3.
Proto je nutné bud provddét na zdvér zkousku sprdvnosti, nebo si pred samotnym Tesenim rovnice vyjasnit podminky vesitelnosti a na zdvér zkontrolovat, jestli nalezené
koreny témto podminkdm vyhovuji.




Priklad 8. Vyreste rovnici 2/x +5 = x + 2.
Reseni. Rovnici vyresime dvéma rizngmi zpisoby:

o Umocnime obé strany rovnice a dostaneme:
A(z +5) = (z +2)%,

pricemz po uprave dostaneme
4z 420 = 2% + 4o + 4,

2 —-16=0 < |7| =4 <= z=4Vr=—4

Vzhledem k tomu, Ze umocnéni nebyla ekvivaletni uprava, je nutné provést zkousku sprdvnosti pro x =4 a pro x = —4.

Pro x = 4 dostaneme:
L=2V415=2-3=6AP=412=6,

tedy L = P.
Pro x = —4 dostaneme:
L=2vV—-4+45=2-1=2AP=—-4+4+2=-2,
tedy L # P.
Resenim rovnice je tedy jen x = 4. Pro¢ zkouska pro x = —4 nevysla? Divod je prosty. Kdyz umocnime —2 a 2, visledek dostaneme stejny, pritom 2 # —2.

e Reseni zacneme uréenim podminek, za kterjch mizZeme rovnici umocnit. Pod odmocninou je vijraz x + 5, ktery musi byt nezdporny, proto x € (—5,00). Na levé strané
rovnice mame tedy pro kazdé x € (—5,00) nezdporné cislo a proto také pravd strana, tedy vijraz x + 2 musi nabjvat jenom nezdporné hodnoty. Proto x € (—2,00).
Primikem téchto mnoZin je interval (—2,00). Teprve ted rovnici umocnime:

Az +5) = (z +2)%,
po upravé dostaneme
4 420 = 2% + 4o + 4,
2 —-16=0 < |7|=4 &= z=4Vr=—4

Vzhledem k tomu, Ze pracujeme na intervalu (—2,00) a —4 ¢ (—2,00), resenim rovnice je pouze x = 4. Dospéli jsme tedy ke stejnému vysledku i jako pri Tesent
predchoziho postupu.
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Nerovnice s odmocninami

P1i feseni nerovnic tohoto typu je dillezité zajistit, aby vyraz pod odmocninou byl nezaporny. Déle je nutné vénovat pozornost umocnovani, protoze se pfi umocnovani
mohou objevit zdanliva Teseni. Kuptikladu, nerovnice & — 2 < —1 nemd Teseni, protoze odmocnina je vzdy nezaporna. Ovsem po umocnéni bychom dostali x — 2 < 1,
tedy = < 3, co by vzhledem k podmince x — 2 > 0 dédvalo falesné feseni = € (2,3). Proto je dulezité pfed umocnénim nerovnice zjistit, jaké znaménka maji jeji strany. Kdyz
mame kupfikladu nerovnici:

r—2<x—4,

ur¢ime podminku pro existenci vyrazu na levé strané, tedy = — 2 > 0, ¢imz zjistime, ze x € (2,00). Na pravé strané mame vyraz, ktery muze nabyvat kladnyvh, ale také
zapornych hodnot, a proto pred umocnénim musime toto zohlednit. Kdyz je x —4 < 0, tedy x € (—00,4) , nerovnice nema feseni. Pro z € (4, 00), je x —4 > 0. Pro vSechna
x € (4,00) je definovan také vyraz na levé strané a tudiz mizeme nerovnici umocnit a dostaneme:

r—2<(r—4?=>r-2<2°-8r+16=2"-92+18>0= (v —3)- (z —6) > 0.

Resenim posledn{ nerovnice je z € (—00,3) U (6,00). Pro vyfeseni puvodni nerovnice si musime uvédomit, Ze jsme umoctiovali na intervalu (4, 00), proto fesenim puvodni
rovnice je z € [(—00,3) U (6,00)] N (4, 00), tedy = € (6,00).
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Priklad 9. Necht f(x) = \/x + x + 2. Urcete definicni obor funkce f.

Reseni. Nejprve urcime podminky pro obé odmocniny:

(x+22>20) A (z+Vr+22>0).
Z proni podminky dostaneme: x > —2 = x € (—2,00).
Druhd podminka bude o néco zajimavejsi:

x+Vr+2>0,

kdybychom nerovnici umocnili v tomto tvaru, odmocniny bychom se nezbavili, proto ji upravime: x > —+/x + 2.
Evidentné —v/x +2 < 0 pro kaZdé x € (—2,00) . Na levé strané je x, a proto pred umocnénim nerovnice musime rozligit dvé moznosti, jestli je x > 0 nebo x < 0.
e Necht x> 0:
(x>0) A (—vVz+2<0),
potom
x> —vVr+2 pre Yr e (0, 00).
e Necht x < 0. Potom z nerovnice
> —vVr+2
po umocneni dostaneme
<z +2,
(toto si dobre promyslete!) Potom
(x=2)(z+1) <0 <= z€(-1,2),

interval miuZeme urdéit z obrdazku:

Vzhledem k tomu, Ze je x < 0, dostaneme: © < (—1.0).
« Pro podmieku (x 4+ +/x +2 > 0 dostanem interval (0,00) U (—1,0) = (—1,0).

Na zdver urcime prunik intervalu, které jsme dostali z podminek:

z € (—2,00)N(—1.00) =z € (—1,00).
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Priklad 10. Necht f(x) = +\/z — /x + 2. Urcete definicni obor funkce f.
Reseni. Nejprve urcime podminky pro obé odmocniny:
(x+2>0) A (r—Var+2=>0).
Z proni podminky dostaneme: x > —2 = x € (—2,00).
Druhd podminka bude o néco zajimavejsi:

r—Vxr+22>0,

kdybychom nerovnici wmocnili v tomhle tvaru, odmocniny bychom se nezbavili, proto ji upravime: x > \/x + 2.
Evidentné /x +2 > 0 pro kaZdé x € (—2,00) . Na levé strané mdme x a proto pred umocnénim nerovnice musime rozlisit dvé moznosti, jestli je x > 0 nebo x < 0.

e Necht x <0 :
(x<0) A (Wz+2>0),

potom podminka x > /x + 2, nebude platit pro Zddné x < 0.

e Necht x>0
po umocnéni dostaneme
Potom

(x—=2)(z+1)>0 <= z € (—00,—1)U(2,00),

interval muzeme urcit také z obrazku:

Vzhledem k tomu, zZe x > 0, dostaneme: © < (2,00) .

e Pro podminku (x —v/x + 2 > 0 dostaneme interval

Na zdaver uréime prunik intervalu, které jsme dostali z podminek:
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TEST

. Defini¢ni obor funkce f(z) =1—+/3 — z je:

(a) (—o0,3)
(b) (=00,3)
(c) (3,00)
(d) (—o0,=3)

. Inverzni funkce k funkci f(z) =1 — /3 — z mé predpis:
y=3—(1-u2)

y=3—(1—x)? proz € (—oo, 1)

y=3—(1—x)? prox € (0,00)

inverzni funkce neexistuje.

. Defini¢ni obor funkce f(z) = 23;:05 je:

. Funkee f(z) = /572 a g(z) = ﬁvé;”’; se rovnaji pro « z intervalu:

14



(d) (=2,1)

7. Funkce f(z) = /75 a g(z) = ,/ﬁ;’;‘ se rovnaji pro x z intervalu:

(a) (=o0,1)
(b) (=00, 1)
(¢) (oo, 1)\ {2}
(d) (=2,1)

8. Defini¢ni obor funkce f(x) =\/x + /1 — z je:

(a) (=1,2)U(2,00)
(b) (=1,00)

(¢) (2,00)

(d) (2,00)
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6. EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE FUNKCE

Exponencialni funkce

Exponencialni funkce f ma tvar
flz) =a,

kde a,z € R,a > 0,a # 1. Cislo a se nazyva zaklad.

Pro¢ klademe na hodnotu zakladu néjaké podminky? Pokud by bylo a = 1, dostali bychom konstantni funkci, ale konstantni funkci mezi exponencialni nezarazujeme. Proto
je a # 1. Ze stejného divodu musi platit a # 0. Vzhledem k tomu, ze exponencélni funkce jsou definovany pro vSechna redlna cisla a necelociselnymi exponenty muzeme
bez omezeni umocnovat pouze kladna ¢isla, zdklad mocniny musi byt kladny. Pokud je a € (0, 1), pak je funkce f klesajici. Pokud je a € (1,00), pak je funkce f rostouci.
V obou pripadech se jedné o funkce prosté. Grafem exponencialni funkce je exponencidla. Na obrazku je zelenou barvou vykreslen graf funkce f(z) = 2* a ¢ervenou barvou

graf funkce g(x) = (%)I

Definiénim oborem exponencidlnich funkei je mnozina vSech redlnych ¢isel a oborem hodnot je interval (0,00) .
Pripomenmne si zakladni vztahy mezi mocninami

a*™ =% - a¥

(az>y — ax-y’

)

které spolu s vlastnostmi exponencidlnich funkci vyuzijeme i pti feSeni exponencidlnich rovnic a nerovnic.




Priklad 1. Nacrineéte graf funkce f(z) =

e* ! a g(x) = el

Reseni. Definicni obor obou funkei je D(f) = D(g) = R. Pribéh funkce h(z) = e* zndme. Funkce f je jen posunutd doprava, pficemz v bodé & = 1 nabyvd stejnou hodnotu
jako funkce h v bode x = 0. Graf funkce f je tento:

U grafu funkce g si musime uvédomit, Ze na intervalu (1,00) je identickd s funkci f. Na intervalu (—oo, 1) je predpis funkce g po odstranéni absolutni hodnoty ndsledugici:

glx) =€z € (—o00,1).

Proto je jeji pribeh symetricky s pribéhem na intervalu (1,00). Graf funkce g vidime na obrdzku:




1
Priklad 2. Necht f(x) = 2Ve—=2. Urcete jeji definiéni obor a obor hodnot.
Reseni. Pro urceni definicniho oboru staci zjistit, kdy je x — 2 > 0, protoZe vyraz x — 2 je pod odmocninou a ve jmenovateli. Vyresime nerovnici
T—2>0 <<= z>2

proto
x € (2,00).

Potom D(f) = (2,00). Pro urceni oboru hodnot se musime zamyslet hloubéji. Viraz vz —2 pro x € D(f) nabjva vsechny kladné redlné hodnoty. Také jeho prevrdicend
hodnota, tedy \/%TQ nabjvd vsechny kladné redlné hodnoty. Tedy funkce f nabjvd hodnoty vétsi nez 1. Proto H(f) = (1,00).




Piiklad 3. Na mnoZiné redlnyjch ¢isel vyreste rovnici: 25~ 4+ 2972 4 2773 = 224,

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze vSechny vyrazy, které se vyskytuji v rovnici na levé a pravé strane, jsou definovany pro vsechna redlnd cisla, budeme rovnici 1esit bez omezend.
Rowvnici budeme upravovat a vyuzijeme nasledujici rovnosti

21‘—1 —9. 2z—27 21:—1 — 22 . 2;17—3.

Potom
2071 42772 4 9778 = 924 = 273 (4424 1) = 224.

Po iprave
237 =924 = 293.7=32.7 < 2973 =32 «— 23 =95

Zrejmé x = 8, co je jediné reseni rovnice.
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Priklad 4. Na mnoZiné redlngch Cisel vyreste nerovnici: Szry < 0.

Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se v nerovnici vyskytuje zlomek, je potreba zkontrolovat, kdy je tento zlomek definovdn. Viraz 2*+1 nabyvd pro kazdé redlné cislo x kladné
hodnoty a tudiz 2**14+1 > 0. Proto nerovnici vesime na celé mnoZiné redlnyjch &isel. Vzhledem k tomu, Ze na pravé strané nerovnice je 0, resend rovnice prepiseme ndsledovné:

201 1

s <0 = (P -1 0A2T 1<) v (27 1< oA 41> 0).

Konjunkce v proni zdvorce nemiiZe nastat, nebot 27 +1 > 0 pro viechna redind ¢isla, proto Tesime pouze tu ve druhé zdzorce:
(2”’6‘1 —1<0A2" 41> 0) = (2””‘1 < 1) = (295‘1 < 20> .

Z monotonnosti exponencidlni funkce dostdvdme
r—1<0 <= z<1.

Resenim nerovnice je interval (—oo,1) .




Logaritmické funkce

Logaritmicka funkce o zédkladu a je kazda funkce f inverzni k exponencidlni funkci g(z) = a®. Zapisujeme ji nasledovné

f(z) = log, z,
kde zaklad a je kladné ¢islo ruzné od 1.
Vzhledem k tomu, Ze definicnim oborem exponencidlnich funkci je mnozina vSech redlnych ¢isel a oborem hodnot je interval (0,00) a logaritmickd funkce je inverzni k
exponencidlni, je definiénim oborem logaritmickych funkei interval (0, 00) a oborem hodnot je mnozina vsech redlnych ¢isel. Monoténnost logaritmickych funkei je stejna
jako u funkei exponencidlnich. Pokud je a € (0,1), pak je funkce f klesajici. Pokud je a € (1,00), je funkce f rostouci. V obou piipadech se jedna o funkce prosté. Na
obrézku vlevo je zelenou barvou vykreslen graf funkce f(z) = log,z a ¢ervenou barvou graf funkce g(z) = log% x. Na obrazku vpravo je graf logaritmické funkce, jejimz
zakladem je Eulerovo ¢islo e. Tento logaritmus se nazyva prirozeny a znaci se In .

Pro x,x1,29 € (0,00),7 € R,a,b € (0,00) \ {1} plati

log, (z122) = log, x1 + log, x2,
loga (xl> = loga T — loga I,
X2

log, 2" = rlog, z,
log,a =1,
log,1=0.

Tyto vztahy, spolu s vlastnostmi logaritmickych funkei, vyuzijeme i pti feSeni logaritmickych rovnic a nerovnic.




Priklad 5. Necht f(x) = 2e*2. Uréete jeji definicni obor, obor hodnot a predpis funkce k ni inverzni.

Reseni. Definicni obor a obor hodnot funkce f wrétme snadno. Vijraz 2¢*2 je definovin pro kaZdé redlné éislo, proto D(f) =R. Vzhledem k tomu, Ze funkce y = e* nabgjvd

vvvvv

definice prosté funkce muzeme symbolicky zapsat takhle:
Va,b € D(f): f(a) = f(b) = a=0b.

Budeme predpokladat, Ze pro libovolné a,b € D(f) je f(a) = f(b), coZ znamend, Ze

20072 =92¢""2 = " 2=¢"? = —-2=b—-2 < a=0.

Tedy funkce f je prostd a existuje k ni inverzni funkce. Pro inverzni funkci f=* je D(f~1) = (0,00) a H(f™') = R. Na zdvér jesté urcime predpis inverzni funkce obvyklym
zpusobem. Nejdrive v predpisu funkce f zaménime proménné x a y.
x = 2e¥72,

Rowvnost se zachovd, pokud obé strany zlogarimujeme. Potom dostdvdme:
Inz = In2e¥ 2.

Vyuzijeme rovnost Inxy = Inx + Iny a dostaneme
Inz=1In2+Ine 2

Jeste vyuzijeme faktu, Ze Inx® = a - Inx a toho, Ze Ine = 1
Inzx=mIn2+(y—2)-lne <= lnzr=n2+y—2 < Inr—In2+2=y.

Potom .
y=1In 5 + 2.

Oba grafy, véetné primky y = x (jejich osa symetrie), jsou vykreslené na obrdzku. Funkce f je modrd, jeji inverzni funkce je zelend .




Priklad 6. Nacrtnéte grafy funkei f(x) = In(x — 3) a g(z) = In |z — 3.

Reseni. Pro uréeni definicéniho oboru funkce f staci zjistit, kdy je x — 3 > 0, protoZe vjraz x — 3 je argument logaritmu. Proto D(f) = (3,00). Pro upresnéni jesté
potrebujeme zjistit pruseciky s osami x a y. Vzhledem k definicnimu oboru, nebude mit graf s osou y Zddny prusecik . Pro zjisténi pruseciku s osou x musime vyresit rovnici

In(x — 3) =0,
coz je ekvivaletni s rovnict
r—3=1,
a proto je
r =4.

Graf funkce f vidime na obrdzku:

U grafu funkce g si musime uvédomit, Ze na intervalu (3,00) je identickd s funkci f. Funkce g je ovsem definovdna také na intervalu (—oo,3). Primka x = 3 je svislou
asymptotou obou funkci a také osou symetrie pro funkci g. Graf funkce g vidime na obrazku:

T
BN




Priklad 7. Necht f(z) =1n =5 Urcete jeji definicni obor a obor hodnot.

Reseni. Pro urceni definicniho oboru staci zjistit, kdy je =% > 0, protoZe vijraz —*= je argumentem logaritmu. Vyresime nerovnici
4 z—1 ’ z—1

T

>0
x—1
cozZ je ekvivaletni s tim, Ze
(x>0ANx—1>0)V(r<0Az—1<0),

(r>0Nz>1)V(e<O0Az<]1),

proto
z € (l,00)Va e (—00,0) <= z € (1,00)U(—00,0).

I

—£, kterd je vnitrni slozka funkce

Potom D(f) = (1,00)U(—00,0) . Pro urceni oboru hodnot se musime zamyslet hloubéji. Nejprve si nacrtneme graf pomocné funkce g(x) =
f. Graf funkce g vidime na obrdzku:

Funkce g nabyva kladnych hodnot na mnoZiné (1,00) U (—00,0), coZ je D(f). Pomoci grafu funkce g a grafu funkce h(x) = Inx sestrojime graf funkce f. Funkce g md
asymptotu v 00 primku y = 1, funkce h nabyvd v bodé x = 1 hodnotu 0, proto funkce f, kterd je sloZenim funkci g a h bude mit v +oo asymptotu osu x. Podobnou tuvahou
zjistime, Ze v x = 1 bude mit funkce svislou asymptou, dalsi svisld asymptota bude v x =0 a v —o0 bude mit asymptotu osu x. Potom graf funkce f bude ndsledovny:

—

Proto H(f) =R\ {0}.
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Priklad 8. Necht f(z) =1In i—ﬁ Urcete jeji definicni obor, obor hodnot a predpis funkce k ni inverzni.

S v ’ v i ev s v/ .. . . r—2 v , r—2 - . v v o .
Reseni. Pro urceni definicniho oboru staci zjistit, kdy je =3 > 0, protoZe vjraz =5 je argumentem logaritmu. Vyresime nerovnici

Tz —2

>0
z+1

coz je ekvivaletni s tim, Ze
(x—=2>0Nz+1>0)V(r—2<0Ax+1<0),

(x>2ANx>-1)V(x<2Az<—1).

Proto
x € (2,00)Vz € (—00,—1) <= x€(2,00)U(—00,—1).

Potom D(f) = (2,00) U (=00, —1). Urceni definicniho oboru jsme mohli udélat podobné jako v predchozim prikladu pomoci grafu vnitrni funkce g(x) = i—ﬁ Graf funkce g
vidime na obrdzku:

Pomoci tohto grafu umime sestrojit graf funkce f.

Z grafu funkce vidime, Ze funkce f je prostd a proto k ni existuje inverzni funkce. RovnéZ z grafu vidime, e H(f) =R\ {0}. Pro inverzni funkci f=1 je D(f~') =R\ {0} a
H(f_l) = (27 OO) U (—OO, _1) :

10



Priklad-pokracovani

To, ze je funkce f prosta, si také dokazeme. Definice prosté funkce muzeme symbolicky zapsat nasledovné:
Va,b € D(f): f(a) = f(b) = a=b.
Budeme ptedpoklddat, Ze pro libovolné a,b € D(f) je f(a) = f(b), coz znamena, Ze

a—2 b—2 a—2 b—2
= 1n <“:> [ —
a+1 b+1 a+1 b4+1

In = (a—2)-(b+1)=(b—-2)-(a+1),
Po roznasobeni

Na zavér jesté urcime predpis inverzni funkce obvyklym zptisobem. Nejdiive v predpisu funkce f zaménime proménné = a y

y—2
xr=1In .
y+1
Potom ztejmeé plati:
e = i
Vyuzijeme rovnost e™? = x a dostaneme
e = ——
y+1

Po roznasobeni
e (y+)=y—2 <= ' yt+ef=y—2 & e -y—y=-2-¢"

Potom

_—2—69”
y= et —1
resp.
_2+e$
y_l—ex'

Oba grafy, véetné piimky y = z (jejich osa symetrie), jsou na obrazku. Funkce f je zelend, jeji inverzni funkce je modra.

ab+a—2b—2=ab+b—-20a—2 << a—2b=b—2a < 3a=3b < a=0.

11



Priklad 9. Na mnoziné redlngch ¢isel vyreste rovnici: In(x — 2) + In(z 4+ 5) = 2Inx.
Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se v rovnici vyskytuji logaritmy, nejdrive zjistime, pro jaké x € R maji vyrazy na levé a pravé strane rovnice smysl. Zrejme
r—2>0AN2+5>0AN2>0 < z € (2,00).
Rowvnici budeme upravovat a vyuzijeme ndsledujici vlastnosti logaritmai:
Inx+ny=Inz-y,Inz*=a-Inz.

Potom
In(z —2) +In(z +5) =2Inz <= In(z —2)-(z+5) = Inz”.

Ndsledné staci porovnat argumenty logaritmi na obou strandch rovnice:

10
(z-2) (z+5)=2" &= 2°+32-10=12" & 3r=10 z=3

Evidentné % € (2,00), proto je x = 1—?? jediné resent rovnice.

12



Priklad 10. Na mnoziné redlnych cisel vyreste nerovnici: In(x — 2) — In(x + 2) < 0.
Reseni. Vzhledem k tomu, Ze se v nerovnici vyskytuji logaritmy, nejdrive zjistime, pro jaké x € R maji vyrazy na levé a pravé strane nerovnice smysl. Zrejme
r—2>0N24+2>0 < z€(2,00).

Nerovnici budeme upravovat a vyuzijeme nasledugjici vlastnosti logaritmai:
x
Inzx —Iny=In—,In1=0.
Y

Potom
xr—2

In(x —2) —In(z+2) <0 <= In <Inl.

x
Nasledne vyuzijeme monotonnosit logaritmickych funkci a porovndme argumenty logaritmi na obou strandch nerovnice:

-2 -2 —2—x—2 4
z §1<:>.r _1§0<:>#§0<:>——§0<:>1’+2>0.
T+ 2 T+ 2 T+ 2 T+ 2

Posledni nerovnost je ekvivalentni s tim, Ze v € (—2,00). Fvidentné je (—2,00) N (2,00) = (2,00), proto je resenim nerovnice interval (2,00).

13



TEST

. Defini¢ni obor funkce f(z) =In —= je:
(a) (=00, 1)
(b) (=00, 1)
(c) (1, 00)
(d) (—o00,0)U(0,1).

(a) (—o0,-2)
(b) (=00,2)
(©) (~o0,-2)
(d) 0
Defini¢ni obor funkce f(z) =1In(1 — z) — In(2z — 3) je
W (13
(b) 0
(c) {1}
@ (5.1)
. Defini¢n{ obor funkce f(z) = In5=% je:
(a) (1.3)
(b) 0
(c) (1,3)
(d) (=o0,1)
. Funkce f(z) =0ag(z)=1In ﬁ se rovnaji pro:
(a) = € (1,00)
(b) x € (1,00)
(c) zel
(d) z € (—1,1).

14



7. Funkce f(z) = > a g(x) = eP~*| se rovnaji pro:

8
|
N

(a) y=—In%

(b) y =€

(©) y=ter

(d) inverzni funkce neexistuje

15



7. GONIOMETRICKE FUNKCE

Periodické funkce

-------- L s S -+ Periodickd funkce je v matematice takova funkce, jejiz hodnoty se s urcitym intervalem opakujf, coz naznacuje
' ' ' ] matematicky zapis
1 A B J! ........... ‘ ...... ! f(z +p) = f(z) pro kazdé = € D(f),
RS e uf"f‘ﬂlﬂj/\ 2 i J1| kde p je perioda. Graf periodické funkce se opakuje v pravidelnych intervalech na ose x.
| |




Goniometrické funkce

Goniometrické (neboli trigonometrické) funkce popisuji vztahy mezi thly a délkami stran v trojihelniku a jsou uzite¢nym ndstrojem pii feseni problémi nejen v geometrii a
fyzice. Tyto funkce maji rozsahlé praktické aplikace, napriklad v navigaci, nebeské mechanice a popisu komplexnich ¢isel, ktera jsou klicova pro popis déju v elektrotechnice.
Mezi zakladni funkce patii sinus, kosinus, tangens a kotangens.




Goniometrické funkce a pravouhly trojihelnik

Pro spravné pochopeni goniometrickych funkei se na ivod obejdeme bez kresleni grafti téchto funkei. Jejich vyznam si vysvétlime pomoci thlt v pravoihlém trojihelniku.

Goniometrické funkce (sinus, kosinus, tangens, kotangens) jsou definovany jako pomér délek stran pravouhlého trojihelnika. Urcuji se vzdy
pro néktery z vnittnich uhli, riznych od pravého, a to takto:

Sino = @ — protilehld odvésna cosq — b — prilehld odvésna
e prepona == prepona

toq — o — protilehld odvésna | . _ prilehld odvésna

& = 4 ~ "prilehld odvésna 8% = § = Srotilehl odvisna




Jednotkova kruznice

90

1

I

270°

v

Jednotkova kruznice je kruznice, kterd ma polomér roven jedné. Slouzi mj. k hezkému znazornéni jednotlivych goni-
ometrickych funkei. Kruznice je rozdélena do ¢tyr casti, kterym fikdme kvadranty. Vpravo nahotre je kvadrant prvni,
vlevo nahore druhy, vlevo dole treti a vpravo dole ¢tvrty. Vzhledem k tomu, Ze ji budeme pouzivat k znézornovani
uhld, jsou na kruznici zvyraznény stupné.




Funkce sinus a cosinus na jednotkové kruznici

J / Jak jiz bylo uvedeno, na jednotkové kruznici se daji hezky znazornit goniometrické funkce. Nejprve na jednotkovou
: kruznici naneseme thel s vrcholem v poc¢atku soustavy souradnic a jednim ramenem na kladné poloose x, napt. tihel
P, Sn(@) A5 JASB (Cervene). Tento thel ozna¢ime «. Ramena uhlu protinaji jednotkovou kruznici v bodech A a B. Pokud z bodu
B povedeme piimku rovnobéznou s osou x (na obrazku je to ¢arkovand horizontélni Cara), tak tato primka protne
osu y v jediném bodé. Tento bod oznac¢ime P;s. Potom plati, ze délka tsecky SP; (zelend) je rovna sin . Protoze
se pohybujeme v jednotkové kruznici, ktera ma stred v pocatku souradnicového systému, je délka tsecky SP; rovna
sl o , y—ové souradnici bodu Ps, coz je také y—ova souradnice bodu B. Pro¢? Vysvétleni vyplyva z trojihelniku SP;B. Ten

je pravouhly a plati, ze |<ASB| = |<SBPs| = . Z definice funkce sinus vime, 7Ze

I protilehla odvésna

sino =

prepona

Zrejmé je délka protilehlé odvésny rovna |SPs| a délka prepony je rovna poloméru kruznice, potom

SPq
sina = | ] | = |S Pyl

Podobnou tvahou miizeme na jednotkové kruznici zjistit také hodnotu cos a. Bodem B vedeme primku rovnobéznou s osou y. Tato pfimka protne osu x v bodé P.. Délka
usecky SP. je rovna cos a. Tato hodnota je rovna x—ové soutadnici bodu B. Pro zdtivodnéni tohoto vysledku vyjdeme z pravothlého trojihelniku SP.B a dostaneme:

prilehla odvésna
cosa = - .
prepona

Po dosazeni je

I
cos o = |Sl| = |SP.|.




Funkce tangens na jednotkové kruznici

Y ( p, Podobné, jako jsme na jednotkové kruznici uré¢ili hodnoty sin a a cos a, muzeme zde najit hodnoty pro tga a cotga.
/ Pro ptehlednost si nejprve ukdzeme postup, jak najit tga. K tomu budeme potiebovat dalsi primku. Tato primka je
rovnobéznd s osou y a prochazi bodem A, tedy bodem [1,0]. Na obrazku je to modré pfimka. Tato pfimka protina
B poloptimku SB v jediném bodé, ktery oznac¢ime ho P,. Délka tisecky AP, je rovna tga.
te(e) Pro zdtvodnéni vezmeme v ivahu pravothly trojihelnik SAP;. Z definice funkce tangens vime, ze

protilehld odvésna

tea = .
8 D 8% = " filehls odvésna

=)

180°

Délka protilehlé odvésny je rovna |AP,| a délka prilehlé odvésny je rovna poloméru kruznice, proto

I v B |Apt |

tgo ‘B | AP

Otazkou je, co se stane, pokud bude thel a = 90°. Tangens pro tento tthel neni definovan, protoze takové rameno bude
rovnobézné s osou x a bude tak i rovnobézné s primkou, se kterou by se mélo protnout.




Funkce kotangens na jednotkové kruznici

™
90°

cotg(a)

/

180

c

Py

=}
°

Uil

Abychom na jednotkové kruznici znazornili cotga, budeme potiebovat dalsi piimku. Tato primka prochazi bodem [0, 1]
a je rovnobézna s osou x. Je zvyraznéna modrou barvou a protina polopiimku SB v jediném bodé, ktery oznacime Py.
Délka tsecky C' P je rovna cotga.

Pro zdtuvodnéni si prostudujte pravouhly trojihelnik SP,C'. Z definice funkce cotangens vime, ze

prilehla odvésna

cotga = .
& protilehla odvésna

Délka prilehlé odvésny je rovna |C'Pg| a délka protilehlé odvésny je rovna poloméru kruznice, proto

CP
tgo = |1k| = |C'Pyl.
V pripadé, ze a = 180°, kotangens pro tento tthel neni definovan. Divod je podobny jako u funkce tangens, piimka p

a rameno uhlu se nikdy neprotnou, protoze budou rovnobézné.




Stupné a radiany

Tradi¢nim zptusobem méreni hld je méreni ve stupnich. Toto méreni se pouziva po celém svété. Jeden stupen je definovan jako jedna tii sta Sedesatina plného kruhu. Plny
kruh se tedy déli na 360 stupnt. Tak naptiklad pravy tthel méii 90°, polovina pravého thlu je 45° atd.

Alternativnim zptisobem méteni hla, ktery je casto pouzivan zejména ve védeckych a technickych oborech, je méreni v radianech. Radian je definovan jako pomér délky
oblouku k poloméru tohoto kruhu (resp. oblouku). Plny kruh odpovida hodnoté 27. Uhel se pak vyjadruje jako ¢ast celého kruhu, kde jednotkou je jeden radian. Napriklad
pravy thel se rovnd 7 radianu, polovina pravého thlu je § radidnu atd.

Pii potiebé pievodu mezi stupni a radidny vystacime s jednoduchymi vzorci. Pro pfevod stupiiti na radiany vyndsobime hodnotu tthlu v stupnich konstantou 155. Naopak,
pro prevod radidnt na stupné vyndsobime hodnotu thlu v radidnech konstantou 82

™




Orientovany thel

Uhel <AV B chéapeme jako ¢ast roviny, ktera je ohranicena dvéma poloprimkami V A,V B. Poloptimky V' A, V B se nazyvaji ramena thlu. Nyni si zavedeme novy pojem,
ktery budeme potiebovat pri praci s goniometrickymi funkcemi. Orientovany tihel je tihel, u kterého je urceno, které jeho rameno je pocatecni a které je koncové.
Orientace thlu <AV B je dana poradim pismen v jeho zapisu, pocateéni rameno je rameno V A a koncové rameno je rameno V B.

Pocatecni a koncové rameno orientovaného thlu si miiZeme predstavit jako hodinové rucicky. Koncové rameno se mize otacet kolem vrcholu tihlu bud po sméru pohybu
hodinovych rucicek nebo proti sméru. Podle sméru pohybu hovorime o kladném, resp. zaporném smyslu otaceni. Pokud se koncové rameno otaci proti sméru pohybu
hodinovych rucicek, hovorime o kladném smyslu otaceni, v opa¢ném pripadeé se jedna o kladny smér otaceni. Tuto myslenku potfebujeme k zavedeni pojmu zakladni velikost
orientovaného thlu <AV B , coz je velikost ihlu <AV B, ktery vytvori poloprimka V' A otocenim v kladném smyslu do poloptimky V B.

Zakladni velikost orientovaného thlu je ¢islo z intervalu (0°,360°) ve stupnich, nebo (0,27) v radidnech. Jestlize poc¢ateéni rameno orientovaného thlu splyva s koncovym,
nazyvame tento tthel nulovy orientovany thel.

Pojem zakladni velikost bylo nutné zavést proto, ze velikost orientovaného thlu <AV B muze byt libovolna hodnota « + k - 360°, prip. a + k - 27, kde « je zakladni velikost
<AV B a k € Z. Napriklad fakt, Ze mé orientovany thel <AV B velikost 420°, 1ze zapsat jako 60° + 1 - 360°, nebo ¢ + 1 - 27. Na jednotkové kruznici si tento tihel miizeme
piedstavit tak, ze provedeme jedno otocent o jeden cely kruh a pak navic jesté o 60°, nebo o g radianu. Tudiz uhel 60°, nebo % je zdkladni velikost hlu 420° a na jednotkové
kruznici jim prislusi stejny thel.

Tuto predstavu vyuzijeme pri rozsireni goniometrickych funkci pro thly s velikosti nad 360°, nebo nad 27 radiant. Vzhledem k tomu, Ze orientovanému thlu o velikosti
a + 2k7 prislusi stejny thel jako thlu a;, budou také hodnoty goniometrickych funkei v téchto tihlech stejné. Proto jsou goniometrické funkce periodické.




Graf funkce sinus

Grafem funkce sinus je kfivka zvana sinusoida. Graf si miizete prohlédnout na nasledujicim obrazku.

y
1+
/f
7 o & T 3 27 T
2 2 9
—1} 2

Sinus je lichd, ohranicend a periodickd funkce, kterda ma periodu 2. Pro jeji definiéni obor a obor hodnot plati: D(f) =R, H(f) = (—1,1).
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Graf funkce kosinus

Grafem funkce cosinus je kiivka zvanéd cosinusoida. Graf si muzete prohlédnout na nasledujicim obrazku:

Y

g
T 0 T T 3 or T
2 2 5
—1}

Cosinus je sudé, ohrani¢end a periodicka funkce, kterd ma periodu 27. Pro jeji definiéni obor a obor hodnot plati: D(f) =R, H(f) = (-1, 1).
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Graf funkce tangens

Grafem funkce tangens je krivka zvana tangentoida:
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Tangens je lichd, neohrani¢end a periodicka funkce, kterd ma periodu 7. Pro jeji definiéni obor a obor hodnot plati: D(f) =R\ {g +km: k€ Z} JH(f) =R,
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Graf funkce kotangens

Grafem funkce kotangens je krivka zvana cotangentoida:

/

Lo | 3

Kotangens je lichd, neohrani¢end a periodickd funkce, ktera méa periodu 7. Pro jeji defini¢ni obor a obor hodnot plati: D(f) = R\ {kr: k€ Z} ,H(f) =R.
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Tabulka hodnot goniometrickych funkci

V nésledujici tabulce shrneme hodnoty goniometrickych funkci pro velikosti nékterych thla.

Funkce | 30° (%) [ 45° (5) | 60° (5) [ 90° (3) | 120° (%) | 135° (37) | 150° (3F) | 180° ()
sin(@) | 2 | ¢ ! e z ; 0
cos(a) | ¥ | ; 0 = -2 | =% | -1
tg(a) ? 1 V3 nedef. —V/3 —1 —@ 0
cotg(a) 3 1 3 0 — 3 ~1 V3 | nedef.
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Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Pro goniometrické funkce plati cela fada vztaht, které vyuzivame pri feSeni goniometrickych rovnic a nerovnic.

sin?z +cos?z =1

sinx
tgr =
cos T
. ™
sin | x + 5 = COS X
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Vztahy pro goniometrické funkce souctu argumentt

sin(z + y) = sinx cosy + cos xsiny
(
(
(

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny

Sin

= COSZX COosYy — sinx siny

)

x —y)=sinxcosy — cosxsiny
oS )
)
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Vztahy pro soucet hodnot goniometrickych funkci

. . . (x-l— ) T —y
sinz 4+ siny = 2sin coS ( )
Y 2
: . <m+ ) . <x—y>
sinz — siny = 2 cos sin
Y 2
cosx—i—cosy:2czos<xJr )cos(m_y)
Y 2
. <x+y> : (:v—y
COsST — COsy = —2sin sin 5
Y
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Vztahy pro dvojnasobny argument

sin2x = 2sinx cosx
cos 2z = cos’ x — sin® x
2tgx

tg2r = 8
S 1 —tg%a
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Piiklad 1. Necht f(z) = —L Urcete definicni obor funkce f.

l—cosz "’

Reseni. Pro urceni definicniho oboru staci zjistit, kdy je 1 — cosx # 0, protoZe vyraz 1 — cosx je ve jmenovateli. Vyresime rovnici
1—cosz=0

cozZ je ekvivaletni s tim, Ze
cosx = 1.

Funkce cos x nabjva hodnotu 1 v sudgch ndsobcich m, proto posledni rovnici vyhovuji © € {2km: k € Z}. To znamend, Ze D(f) = R\ {2kn: k € Z}.
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Priklad 2. Necht f(x) = /1 —sinx. Urcete definicni obor funkce f.
ReSeni. Pro urceni definicniho oboru staci zjistit, kdy je 1 —sinx > 0, protoZe vyraz 1 — sinx je pod odmocninou. Vyresime nerovnici
1—sinz >0

coZ je ekvivaletni s tim, Ze
1 >sinzx.

ProtozZe funkce sin x nabyva pouze hodnoty z intervalu (—1,1), vyhovuji nerovnici vSechna redlnd cisla. To znamend, Ze D(f) = R.
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Priklad 3. Nacrtnéte grafy funkci: f(x) =2-cosz a g(z) = cos(2x).

Reseni. Nejprve se budeme veénovat grafu funkce f. Musime si uvédomit, Ze 2 - cosx znamend, zZe vsechny funkcéni hodnoty se zdvojndsobi, coZ mj. znamend, Ze tam, kde
je cosx = 0, se grafy funkci f(x) = 2-cosz a g(x) = cos(2z) budou protinat, proto cosx = 2 - cosx praveé kdyz cosz = 2 - cosx = 0. Takovymi body jsou vsechna

T € {@ -k € Z} . Na ndsledujicim obrdzku je cervenou barvou vykreslen graf funkce f a modrou barvou graf funkce y = cosx.

NIE)

Pro nakreslent grafu funkce g(x) = cos(2x) si musime uvédomit, Ze jeji argument je dvojndsobny, coZ znamend, Ze napr. v x = m bude funkéni hodnota funkce g stejnd jako
v = 2w u funkce y = cosx. To znamend, Ze perioda funkce g bude v porovndni s periodou funkce y = cosx polovicni. Na ndsledujicim obrdzku je cervenou barvou vykreslen
graf funkce g a modrou barvou graf funkce y = cos x.

Na zaver jeste uvadime grafy funkci f, g a y = cosx soucasné:
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Piiklad 4. Nacrtnéte grafy funkci: f(x) = cos (m — %) a g(x) =cos 2z — 7).

ResSeni. Pi kreslent grafu funkce [ si nejdrive musime zjistit, kdy je x — 5 = 0. Tento kol je jednoduchy, je to pro x = 5. V tomto bodé¢ funkce nabjva hodnoty 1, stejné
jako funkce y = cosx v bodé x = 0. Proto graf funkce f je stejny jako graf funkce y = cosx jenom posunuty doprava o 3. Tento graf (zelend barva), spolu s grafem funkce
y = cos x vidime na obrazku.

y

Pri kreslend grafu funkce g(x) = cos (2x — ) nejdrive upravime argument 2x — tak, Ze vytkneme 2 pred zavorku, tedy dostaneme: 2 (x — %) Z tohoto vyjddrent lépe vidime,
Ze argument je roven 0 pro x = 5. V tomto bodé funkce g nabjva hodnotu 1, ale na rozdil od funkce f bude mit polovicni periodu, co plyne z toho, Ze koeficient pri x je 2.
Tento graf (zelend barva), spolu s grafem funkce y = cosx vidime na obrdzku.

1

VERZEV

—1
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Piiklad 5. Upravte vjraz (S22 4 1tcosz

1+4cosx sinx °

Reseni. Nejdrive zjistime, pro kterda x € R ma vyraz smysl. Zrejme

I4+cosx#0 A sinz#0=zx#2k+1)r N x#kr:ke€Zl=z#kn: kel

Zlomky secteme

sinz l4cosz  sin’z+ (14 cos®z)?
1+ cosx sinz (1 +4cosz)-sinw
a nasledne upravime
sin®z + (14cosx)®  sin®z+1+cos’x+2cosz  2+2cosz 2(l4cosx) 2
(1+cosz)-sinz (1+cosx)-sinx ~ (1+cosz)-sinz (1+cosx)-sinz sing’

Pri dipravdch jsme vyuZili vztah sin® x + cos®> x = 1 a béZné dpravy, jako umocnéni nebo vytykdni pred zdvorku.
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P¥iklad 6. Na mnoZiné redlnijch &isel feste rovnici 2 - sin?x — 3 -sinz +1 =0

Reseni. Pro vyreseni rovnice
2-sin’r —3-sinz+1=0

je klicové zavést substituci z = sinx, diky které uz staci vyresit kvadratickou rovnici:
22 —32+1=0.

Urcime diskriminant:
D=(-3?-4-2-1=9-8=1.

Potom

3+vD 3+1
21,2 = 4 = 1 .

Proto z1 =1 a z9 = % Vzhledem k tomu, Ze z = sinz, je nutné, aby z € (—1,1), co je pro z; i pro zy splnéno. Ted staci vyresit dvé rovnice:
. T
sinr =1 < x € {§+2k7r: k:EZ},

1
sinx:§ <— xE{%+2k7r:k:€Z}.

Resenim puvodni rovnice je

{g+2kw:keZ}U{%+2lm:keZ}.
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Priklad 7. Na mnoziné redlngch cisel reste rovnici tg(2x — 3) = 1.

Reseni. Pro vyresenti rovnice
tg(2z —3) =1

je klicové uvédomit si, Ze funkce y = tgx nabyvd hodnotu 1 v x =7 a to, Ze perioda této funkce je d = m. Potom pivodni rovnici prevedeme na rovnici

2x—3:%+k-7r, kde k € Z.
Po upravdch dostaneme
™ 3 7
x—§+§+§k, kde k € 7.

Vyraz na pravé strané jeste upravime a tedy resenim puvodni rovnice je {% (4]%1 -+ 3) t ke Z} )

25



Priklad 8. Na mnozine redlnych cisel reste nerovnici sin 2x > */75

Reseni. Pro vyreseni nerovnice

sin 2x >

[

je nutné si uvedomit, Ze

S

3
sinx = @zz%—l—lenebox:f—i—le, kde k € 7Z.

VA
e[S

Na sjednocent intervali U (7§ + 2k, % + 2km) je potom sinx
kEZ

V' nasi nerovnici nemdme sin x, ale sin 2x, proto potrebujeme zjistit, kdy sin 2x nabyva hodnotu \/75 Vyuzijeme predchozi informace a dostdvame:

2
sin2x:\/7— <— <2x:%+2k‘7r vV 2I=¥+2k)7‘(2k5€2.>.

Potom

ng—l—k‘ﬂ V x:?g—l—kmk:EZ.

Proto resenim nerovnice je sjednocent intervali J (g + km, %” + k).
keZ
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TEST

. Defini¢ni obor funkce f(z) = 1+Slinz je

(a) R\ {37+ 2kr: k € Z}
() {3
(© {3

(d) R\ {3 7 +kr: k € Z}

7r+2l<:7r:k;€Z}

)
)
) 7T+2k7r:k€Z}
)

. Defini¢ni obor funkce f(z) = /2 —sinx je

(a) (0,2)
(b) 0
(c) R\ {F +2kr: k € Z}
(d) R
. Definiéni obor funkce f(z) = @ je
(a) 0
(b) {5 +2km: k€ 2}
(c) {% +kn: ke Z}
(d) R\ {3 +kr: k € Z}
. Defini¢ni obor funkce f(z) = \/ﬁ je

(a)
(b)
(c)
(d) {5 +2km: k€ 2}

0
R\ {% +2kr: k€ Z}
R

. ReSenim rovnice sin(2z) = 2 je
(a)
(b)
()
(d) {3 —kr: ke 2}

R
0
{5+2kn: kez)

. Refenim rovnice 1 — sin(z) = 2 je

(a) {3m+2km: k € Z}
(b) {%W—Hm: ke Z}
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() {5 +2km: k € Z}
(d) {3 +kr: k ez}
7. Refenim rovnice sin?z — sinz — 2 = 0 je
(a) {3m+2km: k € Z}
(b) {3m+kn: k ez}
(c) {5 +2km: ke Z}
(d) {3 +kr: k ez}

8. Resenim nerovnice cos x < % je

(a) v =7%
){<§ ‘%ﬂ+2k7r>:k;EZ}
(c) R
(d) =3
9. ReSenim nerovnice % >0 je
(a) R
(b) {2kp: k € Z}

)
(c) {Z +2km: k€ Z} U {2kp: k € Z}
(d) {2 +2n: kez}

10. Nacrtnéte grafy funkei f(z) = sin 3z, g(z) = sinx, (funkce f je vykreslena Cervenou barvou, funkce g modrou).

(a)
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8. VEKTORY, PRIMKY, ROVINY

Analyticka geometrie

Za zakladatele analytické geometrie je povazovan francouzsky filosof a matematik René Descartes, ktery zavedl
souradnicovou soustavu do geometrie, coz umoznilo algebraicky popis geometrickych titvarti a moznost fesit geometrické
problémy pomoci algebraickych a analytickych metod.

My se budeme vénovat nejjednodussim objektiim popsatelnym analyticky. Témi jsou body, vektory, primky a roviny.




Orientované tsecky

Kdyz mame v roviné dva rizné body A, B, mizeme mezi témito body vést tisecku. Takovou tisecku obvykle zapisujeme jako AB, pritom nezélezi na poradi bodu. Usetka
AB je stejna usecka jako usecka BA.

Ve fyzice pri znazornéni sil potfebujeme znazornit nejen velikost, ale také smér sily. Proto zavadime pojem orientovana tusecka, u které rozliSujeme pocatecni bod a koncovy
bod. Orientovana tsecka AB ma pocatecni bod A a koncovy bod B. Jednu takovou orientovanou tsecku vidime na obrazku:




Orientované usecky vyuzijeme pro zavedeni vektorii. Nenulovy vektor je mnozina vsech orientovanych tsecek, které maji stejnou nenulovou velikost a stejny smér. Useéky s
nulovou délkou, tedy takové, které jsou tvoreeny dvojici totoznych bodi, jsou nulové vektory.

Je-li vektor u v roviné urcen orientovanou tuseckou AB, kde A = [ay,as], B = [b1, bo], nazyvaji se ¢isla uy = by — ay,us = by — ag, souradnice vektoru 7 a zapisujeme
U = [uq,uz]. Je-li vektor u v prostoru urcen orientovanou tseckou AB, kde A = [ay,as,as], B = [b1, bo, b3], nazyvaji se Cisla uy = by — a1],us = by — ag,ug = by — as,
soufadni§ vektoru U a zapisujeme U = [u1, ug, us]. Zpusob vypoctu souradnic vektoru U = AB symbolicky zapisujeme U = B— A. Na obrazku vidime dvé riznd umisténi
vektoru o = [2,2].

g




Scéitani vektoru

Soucet vektorit @ = B— A, ¥ = C — B je vektor C — A. Zapisujeme ¥ + ¥ = C' — A. Konstrukei sou¢tu vidime na obrézku:

Pro sé¢itani libovolnych vektora plati komutativni a asociativni zakon:

U+ =7+,
(C+ N+ =7+ (4 + ).




Nasobenini vektoru realnym cislem

Vektory muzeme nasobit redlnym cislem. Vysledkem takového nasobeni je opét vektor. Geometricky tuto operaci lze reprezentovat prodlouénim nebo zkracenim, popripadé
zménou orientace na opacnou (pri ndsobeni zdpornym ¢islem) ptvodniho vektoru.
Néasobek nulového vektoru redlnym ¢islem k je vzdy nulovy vektor. Nasobek nenulového vektoru U=B-A redlnym ¢éislem k je vektor v =C— A, pricemz C' je bod, pro
ktery plati

AC| = [k| - |AB|

Je-li k£ > 0, lezi bod C' na poloptimce AB, je-li k < 0, lezi bod C' na poloprimce opacné k polopiimce AB. Néasobeni vektoru U &slem k zapisujeme v =k.
Pro kazdy vektor @ = [uy, us] v roviné a kazdé redlné &islo k plati kW = [kuy, kus). Pro kazdy vektor @ = [uy, us, us] v prostoru a kazdé redlné &slo k plati k. =
[k:ul, k’UQ, k}Ug] .

Méjme vektory 7, 7, ﬁ, které jsou vSechny v roviné. Vektor Z=au +b7 + cﬁ, kde a,b,c € R, se nazyva linearni kombinace vektori 7, 7, . Analogicky definujeme
linearni kombinace vektori v prostoru.




Skalarni soucin vektoru

Pr1i feSeni uloh budeme pottebovat zjistit velikost vektoru. Ta je zavedend prirozenym zpusobem, a sice jako délka prislusné orientované tusecky. Velikost vektoru o
oznacujeme symbolem |7| Jestlize |7| = 1, nazyva se vektor v jednotkovy vektor. Aplikovanim Pythagorovy véty dostaneme pro velikost vektoru U = [uq, ug] v roviné

7| = \Ju? + u.
7| = u? +ud + u.

Pro velikost vektoru 7 = [u1, ug, us] v prostoru plati

Pro nulovy vektor o plati, Ze | 0| = 0.

Uz umime vektory séitat, odecitat, nasobit je redlnym cislem a také vypocitat jejich velikost. Zavedeme si dalsi operaci, kterd se nazyva skaldrni soucin.
Skaldrni sou¢in dvou vektortt @ = [u1, us), v = [v1, V2] v Toving je redlné ¢islo uqvy + ugvs.
Skaldrni souéin dvou vektortt @ = [u1, us, usl, v = [v1, U2, v3] v prostoru je redlné ¢islo ujvy + usvy + ugvs. Skaldrni soucin dvou vektori 7, Kis zapisujeme jako @€ nebo
W - V. Misto W - @ budeme psat 2. V roving plati
W2 = uguy + uguy = U + ul

a podobné v prostoru je
72 2 2 2
= U1Uy + UgUp + uguz = uy + uy + us.

Plati tedy
W= |u%

Na zavér uvedeme jednu z nejdilezitéjsich aplikaci skaldarniho soucinu. Pro dva nenulové vektory 7, 7, v umisténi AB, AC', se velikost konvexniho thlu <BAC nazyva
odchylka vektort U, V. V pipads, ze piimky AB, AC jsou navzajem kolmé, fikame, ze i vektory u, v jsou navzajem kolmé. V pripadé, ze je alespon jeden z vektort
nulovy, odchylku nedefinujeme. Potom pro dva nenulové vektory W,V v roving nebo v prostoru a jejich odchylku ¢ plati:

UV =|U|- |V cosp: pe(0,7).

Tedy pro vypocet odchylky dvou nenulovych vektori W, U dostaneme

— 77 . 0
cosg0—| N |.<p6(,7r>.

Tento vztah vyuzijeme napriklad pri uréovani odchylek dvou piimek.

Pro libovolné dva vektory U,V v roviné nebo v prostoru plati, ze UY =0 pravé, kdyz je alespon jeden z nich nulovy, nebo kdyz jsou oba dva vektory nenulové a navzajem
kolmé.




Vektorovy a smiseny soucin vektori

Dalsi operaci s vektory je vektorovy soucin. Vime, ze vysledkem skaldrniho souc¢inu dvou vektort je realné cislo, vysledkem vektorového soucinu je vektor. Vektorovy soucin

je definovan pouze pro vektory v_?rostoru. Pted jeho zavedenim je potieba vysvétlit dva nové pojmy.

Mé¢jme tfi libovolné vektory 7, b ,7 v prostoru, které umistnime tak, aby jejich poc¢ateéni body byly totozné. Kazda trojice vektort v prostoru, jejichz umisténi nelezi v

jedné roviné, je béazi prostoru. Bazi prostoru ur¢enou vektory a, b ,7 budeme oznacovat [7, b ,?] Z uvedeného plyne, 7Ze ani jeden z vektorii baze nemiuze byt nulovy.
Dalsim pojmem, ktery si vysvétlime, je pravotociva nebo levotociva baze. Kdyz zvolime takové

N umisténi ?fektorﬁ a,b,7, aby_> jejich pocatecni bod byl stejny a polozime pravou ruku na po_r>ny—

T L i ) slnou rovinu urcenou vektory a, b tak, aby pokréené prsty ruky udavaly smér od vektoru o k

|'t" ’ ’ vektoru b, tak se zamérime na palec. Kdyz vztycéeny palec sméruje do stejného poloprostoru jako

- ~h Py vektor ¢, fkdme, Ze baze je pravotoc¢iva. Pokud vztyceny palec ukazuje do opac¢ného poloprostoru,
. L e > o L s nazveme bazi levotocivou. Situaci vidime na obrazku.

Vektorovy sou¢in dvou vektort, které lezi na jedné primce, je nulovy vektor. Vektorovy soucin dvou vektort 7, 7, které nelezi na jedné primce, je vektor W, ktery ma tyto
vlastnosti:

o vektor W je kolmy na oba vektory 7, 7,
o vektory 7, 7, W tvori pravotocivou bazi;
« |W|=|¥|| V]| sina, kde a je odchylka vektortt 7, 7.

Vektorovy soucin W vektori 7, U znadime takto W = ¥ x . Posledn{ vlastnost ma ndzornou geometrickou interpretaci. Obsah rovnobéznika, ktery je urc¢en vektory
7, T se ¢iselnd rovna velikosti vektoru .
Pro soufadnice vektorového soucinu @ vektortt @ = [, us, us] a U = [v1, Vg, V3] plati:

W = 7 X 7 = [U2U3 — U3V2, U3V1 — U1V3, U1V2 — UVq|.

Spojenim Vegtorového a Skaérnig()) soucinu dostaneme smiseny soucin. Podobné jako vektorovy soucin je také smiSeny soucin definovan pouze v prostoru. Smiseny soucin
vektoru ?, b ,? je cislo (7 X b) 7.

o .. o swe 1 e , . . " " , - . N PR fx s
Smiseny soucin vektori je realné cislo, jehoz absolutni hodnota je rovna objemu rovnobéznosténu, ktery vektory a.b,7 urcuji, a to v pripadé, Ze je jejich umisténi zvoleno
tak, ze maji spoleény pocatecni bod.




Parametrické vyjadreni primky v roviné

Vime, ze kazdé dva rtzné body A, B urcuji néjakou primku. Kdyz takovou primku oznac¢ime jako AB, tak vektor U =B-A nazyvame smeérovy vektor piimky AB.
Vzhledem k tomu, Ze na ptimce AB lezi nekoneéné mnoho bodt a kaz dy nenulovy nasobek smérového vektoru 0 je jejim smérovym vektorem, muzeme libovolny bod X
primky AB zapsat ve tvaru X = A + t® : t € R. Rovnice

X=A+tud:teR

se nazyva parametricka rovnice, nebo také parametrické vyjadreni primky, kterd prochazi bodem A a vektor 0 je jeji smérovy vektor. Proménné t se nazyva parametr.
Kdyz mame zjistit, zda napiiklad bod P = [1, 2] lezi na primce X = [2,3] + ¢[—1,2]: t € R, vyjadiime si rovnici pfimky pomoci souradnic:

r=2-1t,

y=3+2t,teR

a dosadime soutadnice bodu P za x a y. Dostaneme

1=2—t
2=3+2teR

Z prvni rovnice dostaneme pro parametr t, ze t = 1 a ze druhé rovnice dostaneme, ze t = —%. Vzhledem k tomu, Ze hodnota parametru ¢t vysla rtizna, bod P na dané primce
nelezi.
Kdyz v parametrickém vyjadreni primky

X=A+td:tcRad=A-B

plati, Ze t € (0, 00), probihd bod X polopfimku AB. Pokud je t € (0,1) probihd bod X tsecku AB. A pokud je t € (—o0,0), probihd bod X poloptfimku BA.
Pokud jsou dvé primky zadané rovnicemi
X=P+itu:teRaX=Q+svU:seR,

tak jsou rovnobézné prave tehdy, kdyz vektor U je nasobkem vektoru .




Obecna rovnice primky v roviné

Primka v roviné miize byt jednoznacné dana také jednim bodem a nenulovym vektorem, ktery je kolmy na smérovy vektor primky. Vektor kolmy na smérovy vektor primky
se nazyva normalovy vektor této primky. Oznac¢ime ho 77;.
Kdyz méa normalovy vektor piimky p soutradnice 77; = [a,b] a bod P = [py, pa] lezi na piimce p, pak pro libovolny bod X lezici na piimce p plati

n,- (X —P)=0,
tedy skalarni souc¢in norméalového vektoru 77;, a libovolného smérového vektoru primky p je roven 0. Kdyz do této rovnosti dosadime souradnice, dostaneme
[a,0] - [ — p1,y — p2] = 0= ax — apy + by — bp, = 0 = az + by — (ap1 + bps) = 0.

Oznacime-li ¢ = —(ap; + bpy) dostaneme vztah
ar + by +c=0.

To znamend, ze ke kazdé primce p muzeme najit ¢isla a, b, ¢ tak, ze bod X = [z, y] lezi na této primce, je-li
ar + by +c=0.

Z predchoziho vime, ze ¢isla a, b jsou souradnice normélového vektoru primky a ¢islo ¢ je uréeno vztahem ¢ = —(ap; + bps), kde p; a ps jsou souradnice libovolného bodu
primky.

Dvé rovnice urcuji stejnou primku, pravé kdyz je jedna z rovnic nasobkem té druhé. Dvé primky jsou rovnobézné praveé tehdy, je-li normalovy vektor jedné z nich nasobkem
normalového vektoru té druhé.




Smérnicovy tvar rovnice primky v roviné

Pokud je v obecné rovnici primky b # 0, muzeme z této rovnice vyjadrit y. Napriklad, kdyz je obecnd rovnice primky p nasledovni:
20 —3y+7=0

dostaneme

2 7
—3y:—2x—7:>3y:2a:+7:>y:§x+§.

Naopak, kdyz v obecné rovnici primky p je b = 0, tak y v obecné rovnici nevystupuje. Normalovy vektor pfimky p mé& y—vou soutadnici nulovou, coz znamena, Ze je
rovnobézny s osou x a proto smérovy vektor pirimky p je rovnobézny s osou y.
Proto mnozina boda X = [z, y], jejichz soufadnice vyhovuji rovnici

y = kx +q,

lezi na ptimce, kterd je rtiznobézna s osou y. Uvedend rovnice se nazyva smérnicovy tvar rovnice piimky, ¢islo k se nazyva smérnice primky. Smérnice urcuje sklon piimky
a pro jeji presny geometricky vyznam je klicovy thel, ktery svirda primka s kladnou poloosou x, vidime to na obrazku:

Smérnice primky je rovna tgy, kde ¢ je odchylka primky od kladné poloosy z. Pfipomenme, ze odchylku ¢ jsme definovali jako ¢islo z intervalu (0, 7).

Dvé rovnobézné primky sviraji stejny thel s s kladnou poloosou x, proto maji stejnou smérnici. P¥imka kolma k pfimce se smérnici k£ # 0 ma smérnici rovnou k' = —%.
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Primky v prostoru

V této casti se budeme vénovat primkam v prostoru. Zacneme jejich vyjadrenim. Dilezita informace je, ze obecna rovnice primky v prostoru neexistuje. Parametrické
vyjadreni primky v prostoru je zavedeno podobnym zptsobem jako v roviné.
Rovnice

X=A+tUd:teR

se nazyva parametricka rovnice, nebo také parametrické vyjadreni primky, kterd prochazi bodem A a vektor 0 je jejl smérovy vektor. Proménnd t se nazyva parametr.
Vzhledem k tomu, ze bodi a smérovych vektora pro vyjadreni jedné primky miizeme zvolit nekone¢né mnoho, mizeme kazdou primku vyjadrit nekonecné mnoha paramet-
rickymi rovnicemi.

Napriklad, piimka p s parametrickym vyjadienim x = 2+¢,y =3 —t,z = 1+2¢t: t € R, prochdzi bodem A = [2,3, 1] a jeji smérovy vektor je U = [1,—1,2]. Jejim smérovym
vektorem je kazdy nenulovy ndsobek vektoru 7, tedy jeji parametrické vyjddieni mize byt také © =2 + 2s,y =3 — 2s,2 = 1 + 4s: s € R,

Z parametrického vyjadfeni umime urcit dalsi body, kterymi primka p prochézi. Naptiklad pro ¢t = 1 dostaneme bod B = [3,2, 3], a proto dalsi mozné parametrické vyjadreni
jex=34+ry=2—-rz2=242r:reR.

11



Rovina je jednoznacné déana dvéma riznobéznymi primkami. Piimky jsou v prostoru dany parametricky, tudiz svym smérovym vektorem a jednim ze svych bodi. Pro
odvozeni parametrické rovnice roviny pouzijeme body A, B, C, které nelezi na stejné primce. Kdyz si oznac¢ime U =B-— A, V=0 — A, tak rovnice

X=Y+sv:seRaY=A+tud:teR,

popisuji postupné primky se smérovymi vektory ., U . Pokud kazdym bodem Y piimky AB budeme vést primku rovnobéznou s piimkou AC vyplnime rovinu danou
primkami AB a AC. Dosadime-li z druhé rovnice predpis pro Y do prvni rovnice, dostaneme

X=A4+td +s0:steR.

Tuto rovnici nazyvame parametrické vyjadreni roviny v prostoru. Vektory 7, 4 jsou smérové vektory roviny.

néjakym svym bodem a normalovym vektorem. Normalovy vektor roviny p je kolmy na vsechny vektory lezici v této roviné.
Potom rovnice

ar+by+cz+d=0

se nazyva obecna rovnice roviny.
Odvozeni této rovnice je podobné, jako odvozeni obecné rovnice primky v roviné, a proto asi nikoho neprekvapi, ze normalovy vektor ma souradnice [a, b, ¢| a pro soutadnice
libovolného bodu P = [py, p2, ps3] této roviny plati

d = —ap1 — bpy = cps.
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Priklad 1.

Napiste rovnici primky p, kterd prochdzi bodem A = [2,3] a je rovnobéznd s primkou

1. y=2,

2. v =4,

3. 2z + 3y = 4,

4. y=3x+ 2.
box=2—-ty=1+2t,teR

Reseni. Ulohu vyresime postupne:

1. Pro body, které lezi na primce y = 2 plati, Ze jejich x—ovd souradnice nabyvd libovolné hodnoty z mnoziny R, pricemz y—ovd souradnice svou hodnotu neméni a je
pordd rovna 2. Body lezici na primce rovnobezné s danou primkou a prochdzejici bodem A = [2, 3] budou mit y—ovou souradnici stejnou jako bod A a x—ovd souradnice
bude nabyvat libovolné hodnoty z mnozZiny R. Proto hledand primka md rovnici y = 3.

2. Pro body, které lezi na primce x = 4 plati, Ze jejich y—ovd souradnice nabyvd libovolné hodnoty z mnozZiny R, pricemZ x—ovd souradnice svou hodnotu nemeni a je
pordd rovna 4. Body lezici na primce rovnobezné s danou primkou a prochdzejici bodem A = [2, 3] budou mit x—ovou souradnici stejnou jako bod A a y—ovd souradnice
bude nabyvat libovolné hodnoty z mnoziny R. Proto hledand primka ma rovnici x = 2.

3. Z obecné rovnice primky 2x 4+ 3y = 4 umime urcit normalovy vektor této primky = [2,3]. Dvé rovnobézné primky maji stejné normdlové vektory, proto obecnd
rovnice hledané primky md tvar:
2r+3y+c=0,

kde parametr ¢ urcime dosazenim bodu A, protoze na hledané primce lezi:
2:243:-34+¢c=0 <= 134+c¢c=0 <= c=—-13.

Potom rovnice hledané primky ma tvar:
2+ 3y — 13 =0.

4. Ze smérnicového tvaru rovnice y = 3x + 2 umime urcit smérnici k = 3. Dvé rovnobézné primky maji stejnou smeérnici, proto smérnicovy tvar rovnice hledané primky
je:
y =3r+q,

kde parametr q urcime dosazenim bodu A, protoZe na hledané primce leZi:
3=3-24q &= q=-3.

Potom rovnice hledané primky ma tvar:
y=3r—3.

5. Z parametrického vyjadrent primky x = 2 — t,y = 1 4+ 2t,t € R vidime, Ze primka prochdzi bodem B = [2,1] a jeji smérovy vektor je T = [—1,2]. Dvé rovnobézné
primky maji stejny smerovy vektor a hledand primka prochdzi bodem A. Potom jeji parametrické vyjddrent je

r=2—-t,y=3+2teR
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Priklad 2. Napiste rovnici primky p, kterd prochdzi bodem A = [2,3] a je kolmd na primku

1. y=2,

2. x =4,

3. 2x + 3y =4,

4. y=3x+ 2.

b x=2—-t,y=14+2t,t R

Reseni. Ulohu vyresime postupne:

1. Pro body, které lezi na primce y = 2 plati, Ze jejich x—ovd souradnice nabyvd libovolné hodnoty z mnozZiny R, pricemzZ y—ovd souradnice svou hodnotu nemeni a
je porad rovna 2. Body lezici na primce kolmé na danou primku a prochdzejici bodem A = [2,3] budou mit naopak x—ovou souradnici stejnou jako bod A a y—ovd
souradnice bude nabyvat libovolné hodnoty z mnoZiny R. Proto hledand primka md rovnici x = 2.

2. Pro body, které leZi na primce x = 4 plati, Ze jejich y—ovd souradnice nabyvad libovolné hodnoty z mnoZiny R, pricemZ x—ovad souradnice svou hodnotu neméni a
je porad rovna 4. Body lezici na primce kolmé na danou primku a prochdzejici bodem A = [2,3] budou mit naopak y—ovou souradnici stejnou jako bod A a x—ovd
souradnice bude nabyvat libovolné hodnoty z mnoziny R. Proto hledand primka md rovnici y = 3.

3. 7 obecné rovnice primky 2x + 3y = 4 umime urcit normdlovy vektor této primky = 12,3]. Hledand primka je kolmd na danou primku, proto normdlovy vektor dané
primky je jejim smérovym vektorem. Jeji normdlovy vektor je kuprikladu [3,—2], proto obecnd rovnice hledané primky md tvar:

3r—2y+c=0,
kde parametr ¢ urcime dosazenim bodu A, protoze na hledané primce leZi:
3:2—=2-34+¢c=0 <= c=0.

Potom rovnice hledané primky ma tvar:

3r — 2y = 0.
4. Ze smérnicového tvaru rovnice y = 3x + 2 umime urcit smérnici k = 3. Pro smérnici k' kolmé primky plati k' = —%. Proto smérnicovy tvar rovnice hledané primky je:
1
y=-—37+4q

kde parametr q urcime dosazenim bodu A, protoze na hledané primce lezi:

1 11
3:——-2 - —.
5 =14 1= 73

Potom rovnice hledané primky ma tvar:

11
=3+ —.
Y 3
5. Z parametrického vyjddrent primky x = 2 —t,y = 14 2t,t € R wvidime, Ze primka prochdzi bodem B = [2,1] a jeji smérovy vektor je T = [—1,2]. Dvé kolmé primky
maji kolmé smérové vektory a hledand primka prochdzi bodem A. Kolmgy vektor k vektoru T = [—1,2] je kuprikladu vektor W= [2,1]. Potom parametrické vyjadrent

hledané primky je
r=242t,y=3+tteR.
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Priklad 3. Urcete vzdjemnou polohu primek p,q, kdyZ p je dina obecni rovnici 3x — 3y =9 a g je ddana parametrickym vyjadrenim x =2 +t,y =1+ 2t,t € R.

Reseni. Dve primky v roviné mohou byt rovnobézné totoziné, rovnobézné ruzné, nebo riuznobeiné. V prunim pripadu maji nekonecné mnoho spolecnych bodu, ve druhém
pripadu Zadny spolecny bod a ve tretim pripadu jeden spolecny bod. Spolecné body obou primek musi vyhovovat obéma rovnicim, proto jich nalezneme, kdyz do obecné rovnice
pruni primky dosadime postupné za x a y predpisy z parametrického vyjadreni druhé rovnice:

3(241) —3(1+2t) =9,

po Uprave
6+3t—3—-6=9 <= 3-3t=9 < t=-2.

Vysledek t = —2 znamend, Ze primky maji jeden spolecny bod a jeho souradnice jsou postupné:
r=24(-2)=0,y=1+2-(-2)=-3=A=]0,3].

Pro kontrolu dosadime souradnice bodu A také do rovnice primky p:
3:(0)—3-(=3)=09.

Vzhledem k tomu, Ze primky maji spolecny jeden bod, jsou riznobézné.
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Priklad 4. Urcete vzajemnou polohu primky p a roviny p, kdyZ p je dina parametrickym vyjadrenim v = 2+t,y = 1+2t,z =2—t: t € R a p md rovnici 2x —3y+2—1= 0.

Reseni. Primka muze v roviné leZet, primka a rovina mohou byt rovnobézné, nebo ruznobézné. V pronim pripadu nemaji Zidny spolecny bod, ve druhém pripadu maji

nekonecné mnoho spolecnych bodu, a ve tretim pripadu jeden spolecny bod. Spolecné body primky a roviny musi vyhovovat obéma rovnicim, proto jich nalezneme, kdyz do
obecné rovnice roviny dosadime postupné za x,y a z predpisy z parametrického vyjadreni primky:

224+t —3(1+2t)+1-(2—t)—1=0,
po Uprave

2
44+2t—-3—-6t+2—t—1=0 <= 2-5t=0 < t=-.

Vysledek t = % znamend, Ze primka a rovina maji jeden spolecny bod a jeho souradnice jsou postupneé:

2 12 2 9 2 8 12 9 8
:2 - = —, :]_ 2~—:—7 :2——:— A:|:—7—7—:|_
PEetyT YT I 5 TR 55 555
Pro kontrolu dosadime souradnice bodu A také do rovnice roviny:
2 12 3 ) + ;s 1=0
5 5 5

Vzhledem k tomu, Ze primka a rovina maji spolecny jeden bod, jsou riznobézné.
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Priklad 5. Na primce p:x =5+ 2t,y = —4 —t,z =3 +t,t € R, najdéte bod A, ktery je nejblize k bodu B = [3,1,0]. Urcete vzddlenost téchto boduii.

Reseni. Smérovy vektor primky p je [2, —1,1]. Hledany bod A na primce lezi, proto A = [5+2t,—4 —t,3+t] pro néjaké t € R. Bod B na primce p neleZi, protoze neeristuje
t € R pro které by soucasné platilo:

B3=5+2t) N (1=—4—-t) N (0=3+1).

Vzhledem k tomu, Ze bod A ma byt nejblize k bodu B, musi byt primka AB kolmd na primku p. Proto skaldrni soucin jejich smerovych vektori musi byt roven nule. Smérovy
vektor primky AB je [—2 — 2t,5+t, —3 — t]. Proto
[—2—2t,54+¢t,-3—1t]-[2,-1,1] =0,
potom
2-(—2-2)+(-1)-b+t)+1-(-3—-1t) =0 < t=—-2.
Pro souradnice bodu A plati A =[5+ (—2)-2,—4 — (=2),3+ (—2)] = [1, =2, 1]. Vzddlenost bodu A od bodu B je

AB|=/(3-12+(1—(-1))2+(0-12=v1+d+1=3
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Priklad 6. Urcete odchylku primek p,q, kdep:x =1+t,y=1+t,z=1t€eRaq: v =2s,y=3+9s,2=—1+6s;5 € R.

Reseni. Pro urcend dhlu primek zjistime jejich smérové vektory a nasledné jejich thel. Zrejmé smerové vektory jsou s_p> =[1,1,0] a s_q) =[2,9,6]. Pro jejich odchylku plati

Po dosazeni
[1,1,0] - [2,9, 6] 1-241-940-6 V2 T
Cos p = = === p=—.
VIZF12402-/22 492 4 62 1142 2 2 4

[\

us

Odchylka primek je 7,

cozZ je 45°.
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Priklad 7. Urcete vzdjomnou polohu rovin «, B8, kdyz a: x — 2y +42z =3,6: 3x —y + 3z = 1.

Reseni. Roviny mohou byt rovnobézné rizné, rovnebéziné totozné, nebo riuznobeziné. Koeficienty obecné rovnice roviny jsou postupné souradnice vektoru kolmého na danou
rovinu. Kolmé vektory o1, U3 na rovnobeiné roviny jsou rovnobéziné, proto existuje ¢ € R takové, Ze vl =c-v3. V nasem pripade je Ve = [1,—2,4], @ = [3,—1, 3]. Evidentné
tyto dva vektory nejsou rovnobézné, proto ani roviny «, [ nejsou rovnobézné. Jsou tedy riuznobéiné a jejich spolecné body jsou resenim soustavy rovnic:

r—2y+42=3

3r—y+3z=1.

Eliminujeme jednu nezndmou, napr. y. Proto druhou rovnici vyndasobime cislem —2, pricteme k proni rovnici a dostaneme:
—2r —2z=1.

Nase soustava md jenom dvé rovnice a tri neznamé, proto reseni bude parametrické. Zvolime za parametr promennou z. Potom z =t a x = —t — % Dosadime do proni
rovnice a vyjadrime neznamou y. Potom

| 3 7
Y Loy aia = S P
( 2) yrat=3=y=—gt+]

1 3

Resenim je mnozina {[—t — 5,5t + %, t] (te R} , co je parametrické vyjadrent primky.
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Priklad 8. Napiste rovnici osy usecky AB, kde A =1[2,1], B = [4,7].

Reseni. Osa usecky je nma danou usecku kolmd a prochdzi jejim stredem. Nejprve najdeme stred tusecky AB, coZ je bod S = [%, 1%7} = [3,4]. Urc¢ime souradnice vektoru

AB = B — A = [2,6]. Vektor kolmy na vektor AB md souradnice [6, —2]. Proto napr. parametrické vyjadrent osy usecky je v = 3+ 6t,y = 4 —2t: t € R. Obecnd rovnice ma
tvar 2z + 6y + ¢ = 0, protoze vektor AB je kolmi na tuto osu. Po dosazeni stredu dostaneme 2.3+ 6.4+ c =0, z ceho je c = —30, potom obecnd rovnice je 2x + 6y — 30 = 0,
resp. x + 3y — 15 = 0.
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_>
Piiklad 9. Urcete parametr ¢ € R tak, aby vektory @ = [—2,3,c], b =[5, ¢, —8] byly na sebe kolmé.
Reseni. Vektory jsou kolmé, kdyz je jejich skalarni soucin roven nule. Proto

[—2,3,c).[5,c,—8] =0 < (—=2)-5+3c—8c=0 < —10—5c=0 <> c=—1.

%
Vektory @ = [—2,3,c], b = [5,¢,—8] jsou na sebe kolmé pro ¢ = —1.
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TEST

. Pfimka prochéazejici bodem A = [1,1] a bodem B = [2,4]| m4 rovnici

. Rovnice primky p, kterd prochdzi bodem A = [2,3] a je rovnobézna s piimkou p : 2x + 3y = 6, m4 tvar
(a) 20 +3y—13=0

(b) 2z —3y—13=10

(c) 2z +3y+13=0

(d) —2z+3y+13=0

. Rovnice piimky p, kterd prochdzi bodem A = [2,3] a je kolmé na pfimku p : y = 22 — 7, ma tvar

(a) y=1x+4
(b) y=—3z+4
(c) y=32—4
(d) y=2z—-4

. Piimky p:x — 2y =7,q : 2o — y = 5 maji spolecné

—~
SN— Q/ N~— SN—
N<
O\
o
=
D~
on
]
(o
<
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7. Odchylka piimek p,q, kdep:x=14+t,y=1—-t,z=2;t€eRaqg:x=5,y=3—5,2=6+s;s € R je

(a) A=17,-2,4]
(b) A=11,2,4]

(c) A=13,-6,2]
(d) A=1[-7,2,—4]

%
10. Vektory @ = [—1,4,¢], b = [2,¢,—1] jsou na sebe kolmé pro parametr ¢ € R, ktery je

2

(a) c=3
_ 3

(b) c=3
2

(c) c=—3

)

(d) takové ¢ € R neexistuje
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9. POSLOUPNOSTI A RADY

Posloupnosti a rady

tendo
Achillis

cdwmw

Achilles a zelva je znamy paradox, ktery, pokud pristoupime na jisty zptisob uvazovani, demonstruje, ze Achilles nikdy
nemuze dohonit zelvu, protoze pokazdé, kdyz dobéhne na misto, kde zelva byla, ona je uz o kus dal. Tento problém
lze popsat nekonecnou radou stale kratsich vzdalenosti, napf.

11
10414 — +— oo f .
1+ 5t gt

Soucet této rady je ale konec¢ny, coz bylo v rozporu s dobovym presvédéenim, ze soucet nekonecné rady je vzdy
nekonecny. V této ¢asti se budeme vénovat nekonecnym posloupnostem a radam.




Posloupnosti

Posloupnost je zobrazeni, jehoZ defini¢nim oborem D je bud mnoZina vSech piirozenych &isel, nebo néjaké jeji neprazdnd podmnozina. Pokud je definiéni obor posloupnosti
kone¢na mnozina, pak se posloupnost nazyva konecna. Pokud je defini¢ni obor posloupnosti nekonecnd mnozina, pak se posloupnost nazyva nekoneéna. Obvykle prvky z
defini¢niho oboru posloupnosti oznacujeme n (pripadné k, 1,4, - - - ). Funkéni hodnoty posloupnosti oznac¢ujeme a,, (ptipadné b,, ax,---) a nazyvame je ¢leny posloupnosti.

Nekone¢né posloupnosti mizeme zadat vztahem pro vypocet n—tého ¢lenu posloupnosti, coz zapisujeme ve tvaru (a, )., , pii¢emz misto a,, piSeme vztah, napf. (2n — 6)°- | .
Toto chdpeme tak, Ze a; = 2-1—6 = —4,a, = 2-:2—6 = —2,...,a, = 2-n—6, . ... Posloupnosti mohou byt zadany také rekurentnim vztahem, coz znamen4, Ze zndme hodnoty
pro prvnich k ¢lent a vztah pro (k + 1)—vni ¢len posloupnosti pomoci predchozich & ¢lent. Napr. je zndma Fibonacciho posloupnost, kde a1 = as = 1, 4,400 = a5, + apy1.

Posloupnost miize byt zadana také grafem:




Priklad 1. Urcete prunich pét clendi posloupnosti (ay) ., kde a,, = (—1)" - n"—fl

Reseni. Jednotlivé ¢leny posloupnosti uréime tak, Ze postupné dosadime do predpisu a, = (—1)" - 2 an prirozené cisla 1,2,3,4,5. Je-lin =1, pak

n+1
12 1
o=y =73
Analogicky urcime zbylé cleny:
22 4
= (=1)%. = -
=0T =y
3? 9
—(=1)3. =_Z
= (U g =y
42 16
=(=1)*. N
a=EDme =
52 25
=(=1)°- - _=
= (U5 =




Vlastnosti posloupnosti

Vzhledem k tomu, ze posloupnosti jsou specialni typ funkce, jsou vlastnosti posloupnosti podobné jako u funkci. Totéz plati pro jejich definice. Zejména néas bude zajimat
monotonnost dané posloupnosti:
Posloupnost (a,) se nazyva rostouci, kdyz

Vn,me D:n<m= a, <a,.

Posloupnost (a,,) se nazyva klesajici, kdyz
Vn,m e D:n<m = a, > ap,.

Posloupnost (a,,) se nazyva nerostouci, kdyz
Vn,m e D:n<m = a, > a,.

Posloupnost (a,,) se nazyva neklesajici, kdyz
YnmeD:n<m= a, <a,.

Poznamka 2. Pro zjistovdni, zda je posloupnost rostouct, je vhodnéjsi ndsledujici tvrzend, které sice vyslovime pro nekonecné posloupnosti, ale které lze jemnou modifikact
upravit také pro posloupnosti konecné:
Posloupnost (a,)2, je rostouct, kdyz

Vn eN: a, < api1-

Podobné tvrzeni plati © pro zbylé typy monotonnosti:
Posloupnost (a,)32, je klesajict, kdyz

VneN:a, > a,.
Posloupnost (a,)2, je nerostouct, kdyz

Vn e N: a, > api1.

Posloupnost (a,)2, je neklesajici, kdyz
VneN: a, < api.

Ohranicenost u posloupnosti je také podobna ohranic¢enosti u funkei.
Posloupnost (a,,)22; se je shora ohranic¢end, kdyz
dh e RVn € D: a, < h.

Posloupnost (a,,)%2; se je zdola ohrani¢end, kdyz
dd e RYne D: a, > h.

Posloupnost (a,,)22; se je ohranic¢end, kdyz
dh,de Rvne D:d < a, <h.




Priklad 3. Urcete prunich pét clenti posloupnosti (ay),—,, kde a,, = Z—j a zjistete zda je posloupnost rostouct, nebo klesajici a zda je ohranicend.

Reseni. Pronich pét cleni urcime podobné jako v predchozim prikladu:

1-2 1
a1 = — = ——
7151 9’

22

:—:0
as 2+1 )
S 3-2 1
BT T

4-2 2
a) = —— — —
S/INEE
L _b=2_3
T 5+1 6

Téchto pet clentd ndm pomiZe zorientovat se a vybrat se spravnym smerem. V predpisu posloupnosti vidime, Ze kromé prunich dvou ¢lenti budou cleny posloupnosti nezdporné.
Vzhledem k pronim dvéma clentum muzeme psdt, Ze a,, > —% pro libovolné n € N. To znamend, Ze posloupnost je zdola ohranicend cislem —%. Predpis pro n—ty ¢len miuzZeme

upravit nasledovne:

_n—2_n+1—3_n+1_ 3 1 3
n+1 n+1 n+1l n+1 n+1

Evidentné plati, Ze a, < 1 pro libovolné n € N. To znamend, Ze posloupnost je shora ohranicend islem 1. Proto je posloupnost ohranicend.

Ddle pro prvnich pét ¢lend plati:

Qn

a < az <az < aq < as.
Z toho plyne, Ze posloupnost nemiize byt klesajici. Pomoci pozndmky 77 ovérime zda je posloupnost rostouci. To znamend, Ze zjistime zda pro libovolné n € N je a, < api1 :

n—2<(n+1)—2 n—2<n—1
n+1l (n+1)+1 n+1 n+2

Ay < Qpt1 <

Posledni nerovnost anulujeme a upravime:

n—2 n-—1
n+1 = n+2’

n—2 n-—1
n+l n+2 <0,
n+2)-(n—2)—(n+1)-(n—1) <0
(n+1)-(n+2) ’
n?—4—-n?>+1
n+1)-(n+2)

-3

n+1)-(n+2)

<0,

< 0.

Posledni nerovnost je pravdivd, protoZe vyraz na levé strané je pro kazdé prirozené cislo n zdaporny. Jeho citatel je zdporny a ve jmenovateli je soucin prirozenych cisel. Z
uvedeného plyne, Ze posloupnost je rostouct.




Aritmeticka posloupnost

Nejprve se budeme vénovat specialnimu typu posloupnosti, kde rozdil dvou po sobé jdoucich ¢lenti je konstantni. Takova posloupnost se nazyva aritmetickd, pricemz rozdil
po sobé jdoucich ¢lenu se nazyva diference. Tedy posloupnost (a,,)%°; se nazyva aritmetickd pravé tehdy, kdyz

dd € Rvn € N: a,41 = a, + d.
Diky konstantnimu rozdilu, mizeme n—ty clen aritmetické posloupnosti zapsat pomoci prvniho ¢lenu a diference takto:
a, =a; +d(n—1).
Vzhledem k hezkym vlastnostem aritmetické posloupnosti mizeme vyjadrit soucet prvnich n clent takto:

n
sn—§-(a1—|—an).




Priklad 4. O aritmetické posloupnosti vime, Ze pro nejaké n € N plati a,_1 = 35, a,41 = 43. Urcete a,, a diferenci d.
Reseni. Vime, Ze pro cleny a diferenci aritmetické posloupnosti plati:
ap=a1+ (n—1)-d,
Qp — Gy = d.
Potom

ap—1 =a;+ (n—2)-d,

pr1 =a1+n-d.

Kdyz secteme cleny a,—_1,a,+1 dostaneme:
p 1+ a1 =a1+n—2)-d+a;+n-d=2a;+2nd—2d=2-(ay + (n—1) - d) = 2a,.

Tedy
| + Ant1
n 2 I
coZ znamend, Ze v kaZdé aritmetické posloupnosti je clen a,, aritmetickym priumerem jeho predchoziho a ndsledujiciho ¢lenu. Proto, kdyZ je a,—1 = 35, ap+1 = 43, tak a, = 39
a diference je d = 4.




Geometricka posloupnost

Dasim specialnim typem posloupnosti je geometrickd posloupnost, u které je podil dvou po sobé jdoucich ¢lent konstantni. Tedy plati
dq e Rvn e N: a,1 =a, -q.

Cislo q se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
Diky konstantnimu podilu, mtzeme n—ty ¢len geometrické posloupnosti zapsat pomoci prvniho ¢lenu a kvocientu takto:

Vzhledem k hezkym vlastnostem geometrické posloupnosti mizeme vyjadrit soucet prvnich n ¢lent jako:

S, =mn-ay, proq=1,

—1
s =0 pro g # 1.
qg—1




Reseni. Vime, Ze pro cleny geometrické posloupnosti plati:

Potom

Priklad 5. O geometrické posloupnosti vime, Ze a1 = 3,q = —

[N

. Vypiste prunich pét cleni této posloupnosti a urcete soucet jejich pronich 10 clend.

2 )
1\3 3
3
e
a4 =4ap-q 9 3
Nt 3
4
- —3. (__> -2
as = ai-q 9 16
Vzhledem k tomu, Ze q # 1, pro vgpocet souctu prunich 10 ceni vyuZijeme vztah:
q" —1
Sp=a ,
S
proto
(_l 0 1L 1028 (93
S10 =3~ =3. 1024 " —g. 10— 7
—1-1 -3 —3 512




Vlastni limita

Reélné ¢islo a nazyvame vlastni limita posloupnosti (a,)

[e's)
n=1"

pokud plati

Ve>0 3ng; n>ny = |a, —al <e.
Tento fakt zapisujeme nasledovné
lim a,, = a.
n—oo

KdyZ mé posloupnost vlastni limitu, nazyvame ji konvergentni. V opacném pripadé se posloupnost nazyva divergentni.
Jak tuto definici spravné pochopit? S odpovédi nam pomiZe ndsledujici obrazek.

Na obrazku vidime jenom malou ¢ast posloupnosti, je potieba si predstavit, ze vSechny dalsi ¢leny posloupnosti, lezici vpravo, jsou v nekonetném e—vysrafovaném pasu.
Vidime, Ze vSechny ¢leny posloupnosti napravo od a3 maji hodnotu, kterd se od ¢isla a 1is{ o méné nez € (lezi uvnitt pasu). Vzdalenost obvykle vyjadiujeme pomoci absolutni
hodnoty. Tedy ke kladnému ¢ umime najit no = 3 tak, aby pro vsechna n > 3 bylo |a — a,| < e. Jestlize € zmensime, posune se ny doprava. Pokud pfi libovolném zmenseni
€ umime najit ngy tak, aby vsechny nasledujici ¢leny mély od a mensi vzdalenost jako €, tedy budou v prislusném e—pésu, posloupnost bude konvergovat k ¢islu a.

Z uvedeného plyne, ze kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu. Pojem limity tizce souvisi s ohrani¢enosti a to takto:
Kazda konvergentni posloupnost je ohrani¢ena. A pokud je ohrani¢end posloupnost monoténni, tak je konvergentni.

10



Nevlastni limita

Necht ke kazdému redlnému &islu K existuje ng tak, Ze pro kazdé n > ng je a,, > K. Potom f{kdme, Ze posloupnost mé nevlastni limitu +oo. Tuto skute¢nost zapisujeme
to nasledovné:

lim a, = +o00.
n—oo

Tuto definici chapeme tak, ze pro libovolné velké redlné ¢islo K umime najit no tak, ze vSechny ¢leny posloupnosti, které jsou od a,, napravo, jsou vétsi nez ¢islo K.
Analogicky to funguje v pripadu, kdyz je limita posloupnosti rovna —oc:
Necht ke kazdému redlnému éislu L existuje ng tak, ze pro kazdé n > ng je a, < L. Potom fikdme, Ze posloupnost mé nevlastni limitu —oo, coZ zapisujeme nasledovné:

lim a, = —oc.
n—oo

Zavérem uzeme fici, ze kdyz posloupnost limitu nemd, nebo ma limitu nevlastni, nekonverguje, ale diverguje.

11



Priklad 6. Dokazte, Ze posloupnost (niﬂ)oo_l konverguje k cislu 1.

Reseni. Potrebujeme dokdzat, Ze pro libovolné kladné redlné cislo € jsme schopni najit takové prirozené cislo ng, aby pro kazZdé prirozené cislo n > ng platila nerovnost:

‘ i —1‘<5.
n+1

Po dpravdch (iprava na spolecného jmenovatele a odstranéni absolutni hodnoty) dostaneme

_‘—1 1 -
n+1 n+1

n—n-—1
€.

n+1

Vzhledom k tomu, Ze €, a také n+ 1 jsou kladnd cisla, mizZeme predchozi nerovnost upravit takto:

1
- <n+1,
€
tedy
1
n>——1.
€

Jestlize % — 1> 1, pak za ng staci vzit nejblizsi mensi nebo rovné prirozené cislo. Jestlize je é —1 <1, pak ng = 1. Tedy, kdyzZe je napr. € = ﬁ, pak % —1=299 € N. Proto
Nng = 99.

Mozna si kladete otdzku, jak jsme zjistili, Ze tato posloupnost konverguje pravé k cislu 1. Vypiste si nékolik cleni této posloupnosti a zjistite, Ze s rostoucim n se hodnoty
blizi k cislu 1 stale vice.

12



Vlastnosti limit

Ztejmé by bylo naro¢né kazdou limitu urcovat tak, jako v predchozim prikladu. Proto si uvedeme vlastnosti limit, které nam jejich pocitani usnadni:

Necht lim a, = a, lim b, = b. Potom
n—o00 n—0o0
1. lim (a, +b,) =a+0.
n—oo

2. lima,-b,=a-b.
n—0o0

3. Jestlize b # 0, tak lim = = §.

n—oo
4. lim |a,| = |a|.

n—oo

5. Nechf Jgrgo a, =0, a (b,) je ohraniena posloupnost. Potom nlggo an b, =0.

Pro nevlastni limity mame néasledujici vlastnosti:

1. Kdyz nh_)rrolo|an] =00 A a,#0 Vné€ N, potom lim ai:().

n—oo “Yn

2. Kdyz lim + = 0 a téméf vSechna* a,, jsou kladné, potom lim a, = oo.

n—oo Yn
3. Kdyz lim - =0 a témé&f véechna* a,, jsou zéporna, potom lim a, = —oo.
n—oo Yn n—oo

* Kdyz se uvadi, ze néjaké tvrzeni plati pro témér vsechna a,, znamena to, ze platnost tvrzeni je porusena jen pro konecny pocet ¢lent posloupnosti.

Na zavér uvadime jesté limity dvou casto se vyskytujicich posloupnosti:

1. lim L =0.

n—oo N
2. nll_)IIolo (1 + %)n =e.

Posloupnost (1 + 1 ! je vyznamna, nebot vystupuje pii tzv. sloZzeném trokovani.
n
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3=5n2—2nt

Priklad 7. Vypocitejte: nh_)rgo o5

Reseni. V Citateli a také ve jmenovateli mdme polynom. V takovych pripadech je postup jednoduchy. Nejdive v Gitateli a také ve jmenovateli vytkneme pred zdvorku n*, kde
k je nejuyssi exponent, kteryj se v daném vijraze nachddzi. V nasem pripadé je to n® :

5(3 5 2
L 3= 5n? — ont e -m—i) . sl
1m = 1m = 11m
n—00 3 —92nd n—oo np (%_) n—00 %_2

Vime, Ze posloupnosti typu (#)Ooil 1> 0, konverguji k ¢islu 0 a z vlastnosti limit vime, Ze kdyz maji posloupnosti vlastni limity, tak jejich soucet (rozdil, podil) konverguje
k souctu (rozdilu, podilu) téchto limit a proto je

14



2n24+3n—1

Priklad 8. Vypocitejte: 7}1_)1130 ST ot

ReSeni. Postupujeme podobné jako v predchozi uloze:

2n2 +3n —1 ,
im ————— = lim
n—oo 3n2 — 2n + 1 n—00 )2 (_

15




v, v 7 . . : 2n3+1
Priklad 9. Vypocitejte: 7}1_)11(;10

3n2+4n"’

ReSeni. Také v tomto pripade postupujeme podobné jako v predchozich lohdch:

omd+1 . nP(2+4) 24l
im ——— = lim — lim n
n—o0 3n2 +n n—o0 3 (§ + Lz) n—00 % + 3
Vsimneme si prevrdacené hodnoty posledniho vyrazu. Zrejmé
1 L 345 0+0
lim — = lim 2—%4~ = ——=0.
n—oo 2+-x n—oo 9 + = n—oo 9 —+ 0
e

16




d v/ . . . n 5
Priklad 10. Vypocitejte: nh_)rgo (n_+1) .

Reseni. Vyraz v zavorce upravime a ndsledné peclivé umocnime:

. no\° . n-1
lim ( ) = lim [ ———~
n—oo \n + 1 n—00 n(1+%




Pv'kl d T 1 1 n—+5

riklad 11. Vypocitejte: Jim. (1 + E) .

Reseni. Tato tloha je komplikovanéjsi nez predchozi, protoZe v exponentu mdme vyraz (n + 5). Predpis posloupnosti sa budeme snazit upravit tak, abychom mohli vyuzit
toho, Ze nh_)ngo (1 + %) =e.

, 1\ 1\" 1\’ ;
lim <1+—> = lim <1+—) : <1+—) =e(140)° =e.
n—00 n n—00 n n

Porouvnejte si tento postup s postupem v predchozim prikladu.
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3n
N v/ . . . l
Priklad 12. Vypocitejte: nh_)rgo (1 + n) .

Reseni. V této dloze budeme postupovat podobné, jako v predchozi iloze, jenom je duleZité sprdavné umocnit.

] 1 3n ) 1\"
lim (1 + —) = lim [(1 + —>
n—oo n n—oo n

1\" 3
lim Kl—k—) } = ¢,
n—oo n

3

Vzhledem k tomu, Ze nh_)rlgo (1 + %)n = e, dostaneme:
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v S T 1\"
Priklad 13. Vypocitejte: nhggl() (1 + %) .

hd 5
Reseni. Predpis posloupnosti budeme upravovat stejné jako v predchozich ulohdch. VyuZijeme toho, Ze nl1_>no10 (1 + 5%) " — . Proto

1\" 1 5n %
lim <1+—> = lim <1+—) = e€5.
n— oo 5n n—00 5n

[
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n

Priklad 14. Vypocitejte: 7111}010 (n )

X

v n
Reseni. Také v této uloze vyuZijeme, Ze 11_r>n (1 + %) = e. Predpis posloupnosti upravime ndasledovne:
n [o.¢]

< n )” B 1 I (n + 1)‘"
o -n g1\ ’
ntl ) () "
Tuto upravu vyuzZijeme a dostaneme:
: no\" . (n+I\NT INTT 1
lim ( ) = lim ( ) = lim <1+—> = lim
n—oo \n + 1 n—00 n n—00 n n—00 (1 4

21




Nekonecné rady

S pojmem posloupnost je spojen pojem rada. Radu dostaneme sec¢tenim prvkil posloupnosti. Pokud je posloupnost koneénd, vznikne koneéna rada, pokud je posloupnost

v 2 . v , . ez v o v s v v . , . k ,
nekonecnd, vznikne sectenim jejich clenti nekonecénd rada. Tedy, kdyz je dana posloupnosti (a,),_,, vyraz tvaru

k
a1+a2+a3+--~+ak:Zai
i=1

se nazyva konecna rada.

Pokud je ddna posloupnosti (a,);-

n1s Vyraz tvaru

mtaytazt+-tapto=Y a
=1

se nazyva nekonec¢nd rada. éleny posloupnosti, které s¢itame, se nazyvaji cleny rady.

Vzhledem k tomu, ze fada je definovana jako soucet, bude nas zajimat zejmnéna to, zda danou radu lze nebo nelze secist, a pokud ano, jaky je jeji soucet.

Pokud existuje realné ¢islo, které je souc¢tem rady, tuto fadu nazyvame konvergentni. V opaéném pripadé se fada nazyva divergentni.

Pojem konvergence a divergence zname jiz z limit a zde se vyskytuje zcela opravnéné, protoze soucet fady souvisi s posloupnosti tzv. ¢aste¢nych souctti. Mame-li posloupnost

(an)s>,, vytvofime posloupnost ¢astetnych souctt, kde s = ay + as + az + -+ - + ay. Tedy

§1 = aq,
So = Q1 + as,

33:@1+a2+a3,

sk:a1+a2+a3+~~—i—ak,

Rada je tedy konvergentni pravé tehdy, kdyz je konvergentni posloupnost c¢asteénych souct. V této situaci je limita posloupnosti ¢aste¢nych souc¢tii rovna souctu rady. Tedy

[o¢]

a; = lim s,,.
> ai = lim s,
n=1

Specidlnim pripadem nekonecné rady je nekonecnd geometrickd rada. Tuto fadu dostaneme sectenim c¢lent geometrické posloupnosti. Pro geometrickou rfadu existuje
jednoduché kritérium konvergence. Pokud je tato fada konvergentni, lze ji seCist pomoci vzorce.
Necht a; je prvni ¢len a ¢ je kvocient nekonecné geometrické rady. Jestlize plati |q| < 1, fada konverguje a pro jeji soucet plati

> . ax
Zai: 11_>m Sy = )
= n— oo 1_q

Pokud je |g| > 1, rada diverguje.
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Priklad 15. Ukazte, Ze nekonecnad rada > 107" je konvergentni a urcete jeji soucet.
n=1

v v o0
Reseni. Radu Y. 107" st rozepiseme
n=1

107" +107°+107° + - 410"+ -+ .

Je to nekonecénd geometrickd vada s kvocientem q = 1071 a prunim clenem a; = 1071, Vzhledem k tomu, Ze —1 < 10~ < 1, je tato vada konvergentni a pro jeji soucet plati

[e's) -1
210—":—10 _9t_ 1
— 1—-10 0,9 9
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Priklad 16. Ukazte, Ze nekonecnd rada % + % + 3% + .-+ je konvergentni a urcete jeji soucet.

Reseni. Nejprve si musime uvédomit, Ze uvedené cleny muZeme zapsat jako % + 2% + 2% + -+, a proto se jednd o Tadu:
1 1 1 1 > 1
5 T3 T T e +"'2022n+1-
Je to nekonecnd geometrickd rada s kvocientem q = ;11 a pronim clenem a; = % Vzhledem k tomu, Ze —1 < ;11 < 1, je tato Tada konvergentni a pro jeji soucet plati
i I T
" 1 -3 9
o
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Priklad 17. Napiste ve tvaru zlomku s celociselnym citatelem a jmenovatelem cislo 0,145
Reseni. Cislo 0,145 miZeme zapsat takto:

1 45 45 45 45
0,146 = —+ — + —+— 4+ —— 4. =1-100"4+45-1024+45-10°+45- 107" +---+45-107" 1 +... .
: ot T Tt e + + + -t +
Soucet
45-1072445-107° +45-10 4+ ---+45. 107201 4 ...

je nekonecnd geometrickd Tada s kvocientem q = 1072 a prunim élenem a; = 45 - 1073, Vzhledem k tomu, Ze —1 < 1072 < 1 je tato Tada konvergentni a pro jeji soucet plati

> 451073
45107 = — —
2 1107
Po dpravdch dostaneme, Ze
> 0,045 45 9 1
S45.107 = = = =

= 0,99 990 198 22°
Fotom 1 1 1 16 8
5=1-100"" 4 — = — 4+ — = — = —.
0,145 0 +22 10+22 110 55

Je tedy 0,145 = &
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Priklad 18. Ukazte, Ze nekonecnd fada 1 —1+1—1+---+ (=1)"* je divergentns.

ReSeni. Radul—14+1—1+ -+ (=1)"" si miZeme zapsat jako

o

> (-1

n=1

Je to nekonecénd geometrickd rada s kvocientem q = —1 a pronim ¢élenem aqy = 1. Vzhledem k tomu, Ze |q| > 1 tato Tada diverguje.
Tuto ulohu mizZeme vyresit také pomoci posloupnosti cdstecnijch soucti.

s1 =1,
So=1—1=0,
s3=1—-14+1=1,
s4=1-1+1-1=0,

sgp=1—-1+1—-14+1—1+---—1=0,
Sopi1=1—14+1—-1+4+1—14---—1+1=1,

Evidentne plati, Ze sop = 0 a sopq = 1, tedy posloupnost castecnych soucti je
]-7 07 17 07 e

Tato posloupnost na pruni pohled limitu nemd, proto prislusnd rada diverguje.
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TEST

. Prvnich pét ¢lentt posloupnosti (a,) -, kde a, = (—=1)"**-
@) ~4 4334
(b) 5:=2:5 =5 %
(©) 5:3:5 57
@ —hE %4k

(a) je rostouct,
(b) klesajici,
(¢) ani rostouci, ani klesajici,

(d) ohranicend.

. Vyberte posloupnost, ktera je klesajici:

(a) (an);”,, kde a, = (=1)",
(b) (an)py, kde a, = (—1)"F11,
(C) (a'n)zozl, kde an = %’
(d) (aln);o:p kde an = %

. Posloupnost (a,),~, kde a, = 2n — 3 je

a) aritmeticka a rostouci,

(a)

(b) geometricka a rostouct,

(c) ani aritmetickd, ani geometricka,
)

(d) aritmetickd a klesajici.

3_ 2_ . v/
. Posloupnost (a,),~, kde a,, = % konverguje k ¢islu:

e wn — O

™
. Posloupnost (a,)’-,, kde a,, = (1 + %) konverguje k ¢islu:

(a)
(b)
()
(d)

Te,
7

)

)

D ol D

. Posloupnost (a)-;, kde a, = (—=1)"-3- 5 je

n=1’

n 1o
n+2 Je:
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(a) artimetickd a d = —3,
(b) geometrickd a ¢ = % :
(c) geometrickd a g = 2,
(d) geometrickéd a g = —3.

8. Napiste ve tvaru zlomku s celo¢iselnym ¢itatelem a jmenovatelem éislo 0,4

&
~—

Ok~

~Jlw

210 2o

9. Nekonecna rada § (—1)™.0™ je konvergentni pro b € R :

n=1

(C = %7
(d) b=3.
10. Soucet nekonecéné fady § (—=1)"- (%)n je:
n=1
() b=1,
(C) b= _év
(d) b=g.
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Komplexni cisla

10. KOMPLEXNI CisLA

Historie komplexnich ¢isel ma zacatek v 15. stoleti a je spjata s matematiky bolongské univerzity. V tom obdobi se evropsti matematici poprvé
setkali s odmocninanmi ze zapornych cisel pti hledani kofenti rovnice tietiho stupné. Jeji obecné feseni je spojeno se jmény Scipion del Ferro,
Niccolo Tartaglia a Gerolamo Cardano. K hlubsimu pochopeni problematiky komplexnich ¢isel prispél ve druhé poloviné 16. stoleti opét bolongsky
matematik Rafaello Bombelli, ktery se vénoval mimo jiné i feseni kvadratickych rovnic se zdpornym diskriminantem. Dalsim je Abraham de
Moivre, ktery dal do souvislosti komplexni ¢isla a trigonometrii. V 18. stoleti se jednalo o dva dilezité matematiky, ktefi se vyznamné podileli
na dnesni podobé komplexnich ¢isel. Leonhard Euler zavedl oznaceni i pro imaginarni jednotku a Karl Friedrich Gauss vytvoril geometrické
znazornéni komplexniho ¢isla. Matematikt, ktefi se vénovali komplexnim ¢islim, bylo daleko vice, ale zde uvedeny jsou ti, kteri mezi k existenci
komplexnich ¢isel prispéli a také zavedli jejich dnesni podobu.




Komplexni ¢cisla

Méme-li za 1ikol vyfesit rovnici 22 + 3z + 3 = 0, za¢indme vypoctem diskriminantu:
D=t —-4-a-c=9—4-1-3=-3,

Vzhledem k tomu, Ze v tomto pripadé je D < 0, nema rovnice realné reseni. Abychom mohli vytesit kvadratické rovnice, pro které je D < 0, budeme muset nejprve zavést
novy ¢iselny obor, tzv. obor komplexnich ¢isel.

Komplexni ¢islo z definujeme jako uspofddanou dvojici [z,y], kde z,y € R, Cislo z nazyvame redlnou slozkou a y imaginarni slozkou komplexniho ¢isla z. Mnozinu
komplexnich ¢isel zna¢ime C. Komplexni ¢isla zobrazujeme jako body roviny se zvolenou kartézskou soustavou soutadnic. Tato rovina se nazyva komplexni, nebo také
Gaussova. Osa x se nazyva realnad osa y imaginarni osa. Redlna ¢ast komplexniho ¢isla odpovida x—ové a imaginarni y—ové souradnici daného bodu.

Zapisem Re z oznaCujeme redlnou ¢ast a zapisem Im z imaginarni ¢dst komplexniho ¢isla z. Je-li komplexni ¢éislo déno jako z = [z,y], je Re ze =z a Im z = y.
Dvé komplexni ¢&isla z; = [x1, 1] a 22 = [, Yo] jsou si rovna prave, kdyz jsou si rovny jejich redlné i imaginarni ¢asti, tedy kdyz se rovnaji usporadané dvojice [z1, y1], [2, ya:

z21=29 <= (Rezy; =Re o Alm 2y =Im 2) <= (1 =22 Ay1 = ¥a).

Graficky se dvé komplexni ¢isla rovnaji, kdyz jejich obrazy v roviné splyvaji.




Algebraicky tvar komplexnich cisel

Komplexni ¢islo z = [z, y] zpravidla zapisujeme v tzv. algebraickém tvaru z = x 4 iy , kde i je imaginarni jednotka, pro kterou plati

Potom pro druhou mocninu —¢ dostaneme:

Tedy také druhd mocnina —i je rovna —1.

Absolutni hodnota komplexniho éisla z je vzdalenost jeho obrazu od pocatku Gaussovy roviny, t.j. od obrazu ¢isla 04 0i. Zna¢ime ji |z|. Absolutni hodnotu muzeme vypocitat

pomoci Pythagorovy véty:
|z| = /2% + 2.

Komplexni ¢islo, které ma absolutni hodnotu rovnu jedné, nazyvame komplexni jednotkou.
Pro komplexni ¢isla z; = xy + iys a 29 = x9 + 1y plati:

e Soucet komplexnich ¢isel z; a 29 je komplexni ¢islo:
21+ 20 = (21 + 22) +i(y1 + y2).

o Rozdil komplexnich ¢isel z; a 29 je komplexni ¢islo:
21— 2= (21— 22) +i(y1 — y2)-

e Soucin komplexnich ¢isel z; a 29 je komplexni ¢islo:
21+ 29 = (1109 — Y1y) + i(T1Y2 + Y122).

Nasobeni komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru odpovida nasobeni dvojclent.
Pro urceni podilu potiebujeme zavést novy pojem. Rikéme, ze ¢isla z a Z jsou navzajem komplexné sdruzend, kdyz z = x + yi a Z = z — yi, t.j. kdyz jejich redlné slozky
jsou stejné, ale jejich imaginarni slozky maji stejnou velikost a opacnd znaménka. V Gaussoveé roviné jsou komplexné sdruzend cisla symetricka podle osy z. Pro sou¢in
komplexné sdruzenych cisel plati:

z-Z=(z+iy) - (z—iy) = 2* +y*

Podil komplexnich ¢isel 21 = x1 + iy; a 20 = w9 + iys # 0 je komplexni ¢islo

2121 Z T+ TaYa . Tayi — TiYe

Zo 22 22 Yt + 5 yi + s
Odvozeni tohoto vztahu budeme pozdéji ilustrovat na prikladu.

Na zavér jesté zavedeme n—tou mocninu komplexniho éisla. Necht z = 2 + iy je komplexni ¢islo a n € N. Potom n—t4 mocnina komplexniho ésla z je komplexni éislo:

M= (r+iaiy)" = (x+iy) - (r+1y) - (z+iy).

n

Poznamka 1. Vzhledem k tomu, Ze okamZitou hodnotu elektrického proudu znacime i, byvd v elektrotechnickich aplikacich zvykem znacit imagindni jednotku pismenem j.
V této kapitole budeme pouzivat obvykly matematicky symbol 1.




Priklad 2. Urcete absolutni hodnotu komplexniho cisla z = V3= 2\/75

Reseni. Aplikujeme vztah pro uréend absolutni hodnoty a dostaneme

|z|=J(\/§)2+<




Priklad 3. Pro komplexni c¢isla z, =

— %z, 29 = —g + gz urcete jejich soucet, rozdil a soucin.

Wl

ReSeni. Postupné urcéime vysledky jednotlivych operaci:

o Zacneme souctem, kde je potreba secist redlné slozky a imagindrni slozky cisel z1, zo:

. _(1_3,>+<_5+5,>_(1_5)+,<_3+5>__4+7.
ataR=3 7y 372) " \373)" '\TyT3) T T3

e Podobné u rozdilu redlné, resp. imagindrni slozky odecteme:

(4~ G- ()

e Pro urceni soucinu pracujeme s komplexnimi cisly jako s dvojcleny, a tedy je klasickym zpisobem rozndsobime:
(-1 (5+2) - () (9)+6) G+ (-2)- (-9)+ (-3)- (39
S R 3727 \3 3) " \3) \2" 4 3 1) \2')
( 5)+<5,)+<5.>+( )i (15) ( 5)+<15>+, (5+5> 95_|_25.
— — —1 —17) - . - — N J— . — — e —1.
9) "\6") T \4 AN 9 s) 7"\ T4 T2 12

1
Z‘<_§_§>:2__3Z;

po Uprave




Priklad 4. Ke komplexnimu cislu z = 2 — 3i urcete komplexné sdruzené cislo Z a potom vypocitejte soucet, rozdil a soucin komplexnich cisel z a Z.
Reseni. Komplexné sdruzené cislo k ¢islu z = 2 — 3i je komplexni ¢islo z = 2 — (—3i) = 2 + 3i.
Potom soucet komplexnich cisel z a Z je

24Zz2=2-3+2+3=24+2=4.
Podobné vypocitame jejich rozdil:
z2—z2=(2-3i)—(2+3i)=2—-3i —2— 3i = —6i.
Vypocet soucinu spocivd v rozndsobeni dvojclenai:

2 Z=(2-30)-(2+43)=2-2+2i-3+ (—i)-3-2+4 (—i)-3-i-3=4+6i—6i+9=13.




Priklad 5. Urcete podil komplexnich cisel z; =3 — 2i a zo = 1 4 2i.

Reseni. Hileddme podil:
2 3—2

2o 1420

Pro urceni podilu potrebujeme predchozi tvar upravit tak, abychom ve jmenovateli dostali redlné cislo. K tomu vyuzijeme skusenost z predchoziho prikladu, kde jsme videli,
ze soucin komplexniho cisla s jeho komplexné sdruZenym cislem je cislo redlné. Proto zlomek rozsirime komplexné sdruzenym cislem ke komplexnimu cislu, které je wve
jmenovateli, coZ je v nasem pripadeé cislo zo. Komplexné sdruzZené cislo ke komplexnimu cislu zo = 1 4 2i je Z3 = 1 — 2i. Budeme pokracovat s vypoctem:

3—21 33— 1—2@'_(3—2i)-(1—2i)_3—8i+i2-4 —-1—-& 1 8.

1+2% 14+2 1-2 1+4 5 -~ 5 5 5




Goniometricky tvar komplexnich jednotek

Obraz nenulového komplexniho ¢isla v komplexni roviné muzeme urcit také pomoci jeho vzdalenosti od pocatku Gaussovy roviny a velikosti orientovaného thlu ¢ mezi
kladnou poloosou x a poloprimkou, ktera zac¢ina v poc¢atku a prochézi obrazem komplexniho ¢isla.
Nejdive se budeme vénovat komplexnim ¢isltim, jejichz obrazy lezi na jednotkové kruznici se stredem v poc¢atku souradnicové soustavy. Tyto body jsou obrazy komplexnich
jednotek. Jejich x—ové soutadnice jsou rovny cos ¢ a y—ové soufadnice rovny sin . Potom komplexni jednotku, t.j. ¢islo z € C, pro které plati, Ze |z| = 1, umime vyjadfit
takto:

2 = Cosp+1sinp.

Uvedeny tvar zapisu nazyvame goniometricky tvar komplexni jednotky. Situaci vidime na obrazku.

1.2

-12




Goniometricky tvar komplexnich ¢isel

Goniometricky tvar libovolného nenulového komplexniho ¢isla z je vyraz
z=|z|-(cosp+isiny).

Situaci vidime na obrizku:

Vzhledem k tomu, Ze goniometrické funkce jsou periodické, neni argument ¢ komplexniho ¢isla uréen jednoznacné. Kdyz ma komplexni ¢islo argument ¢, ma také argument
¢ + 2k, kde k € Z. Obvykle ale pouzivame argument ¢ € (0, 27).

Dvé nenulova komplexni ¢isla a = |a| (cosa +isina) a b = |b| (cos 8 + isin §) jsou si rovna, kdyz se rovnaji jejich absolutni hodnoty a jejich argumenty se lisi o 2k, kde
kelZ.

Pro prevod nenulového komplexniho éisla z = a + bi v algebraickém tvaru na tvar goniometricky potfebujeme vypocitat absolutni hodnotu ¢isla |z| a najit jeho argument
©. Pro urceni argumentu vyuzijeme predchozi obrazek a dostaneme vztahy:

a b

coS @ = Ek

Zakladni argument ¢ € (0,27) je témito vztahy jednoznacné urcen.

Naopak, pro prevod komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru na tvar algebraicky stac¢i ur¢it hodnoty sin ¢ a cos .




Priklad 6. Vyjadrete v goniometrickém tvaru se zdkladnim argumentem cislo z =

V3 _ 1
2 2

1

Reseni. Cislo z je zapsano v algebraickém tvaru. Nejprve urcime jeho absolutni hodnotu:

V3\° 1\2
= — — ) =1
o J( 2 +( 2)
Pro argument cisla z plati

Re z ‘/73 V3
COS (¥ = _—:7

m 1w
I DTS L
B @ €(0.2m) = a €5 g
I -1 1 Tr 11
Sina = —— = —2 = —— A a€(0,27r):>a€{—7r,—ﬂ}.
|| 1 2
v, . _1lx . . g R
Potom argument tohoto cisla je o = =*. Jeho goniometrické vyjadrend je
o 1170 . . 1lx 1170 . 1lx
z=|z|-(cosa+isina) =1- (COST —i—zsm?) = €08 —— +zsm?.

10



Priklad 7. Vyjddrete v algebraickém tvaru komplexni cislo z = 2 - (cos ‘% + ¢ sin ?jf)

Reseni. Nejprve urcéime hodnoty sinu a kosinu pro ihel o = 37” :

4 27

3 V2

Ccos — = ———.
4 2

Hodnoty dosadime do goniometrického tvaru a nakonec zjednodusime vijraz:

z2=2- (cos¥+isin?%> =2. (—g—l—z%i) :—\/§+i\/§=—\/§-(1—i).

11



Operace s komplexnymi ¢isly v goniometrickém tvaru

Goniometricky tvar komplexnich ¢isel je vyhodny pro operace ndsobeni a déleni. Pomoci vztahti pro goniometrické funkce se da odvodit, ze souc¢in nenulovych komplexnich
¢isel v goniometrickém tvaru a = |a| (cosa + isina) a b = |b| (cos f + isin 3) je

a-b=lal(cosa+isina)-|b|(cos S +isinf) = |a|-|b]- (cos(a+ f)+isin(a+ 3))

a podil téchto ¢isel je
a |af(cosa+isina) |al

b |b] (cos B+ isin B) - IR (cos (v — B) +isin (v — ).

Pomoci nasobeni muzeme definovat n—tou mocninu nenulového komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru, kde n € N:

a" = (Ja| (cosa +isina))" = (Ja| (cosa +isina)) - (Ja| (cosa +isina)) - (Ja| (cosa +isina)) =

n

=lal" [cos(a+a+---+a)+tisin(a+a+ -+ a)| =]a|” - (cos (na) + isin (na)).

n n

Poznamka 8. Pri vsech operacich s kompleznymi ¢isly v goniometrickém tvaru plati, Ze argument, tedy také o+ B, — (B, resp. na je thel z intervalu (0, 27).

12



Reseni. VyuZijeme postupné vztahy pro vypocet soucinu a podilu:

5

7- (cos%“ —i—isin%’r)

b 2 (COS§+iSin;—r>

(S

Priklad 9. Urcete soucin a podil komplexnich cisel a =T - <COS 4% + 7sin

2

7

5

(e

4—“) ab:2-(cos§—|—isin

a-b="7- (0084%+isin4—7r) -2 (cos%—l—z’sing) =14 <cos (4—7T+z> +isin<47r

£29)-

5 3

47 W)—i—'s' (47T 7r>> 2
— - = isin|{ — — =1 =="
5 3 5 3 7

)

5

(

CcoS il + 2 si [
— +isin —
15 15

).

13




Priklad 10. Urcete soucin a podil komplexnich cisel a = 2 - (COS 37” + 7sin %’T) ab= % . (COS %” + 7sin %”)

Reseni. Postupovat budeme stejné jako v predchozi uloze:
b_o ( 37r+,' 37r) 1 ( 57‘(‘_’_,. 57r) 2 < (37r+57r)+,, (37T+57T>> 3 ( 147r+,, 147?) 3 ( 77r+,' 77T>
a-b=2-(cos—+isin— ) = -(cos—+isin— ) =—=-(cos|—+ — isin|—+—))==-(cos— +isin— | == - | cos — +isin — | .
2 2) 2 6 6/) 3 2 "6 "2 T 2 6 6 /) 2 3 3

Evidentné %’T & (0,27), proto musime najit odpovidajici uhel z intervalu (0,27), zapiseme thel %” jako soucet o + 2km, kde k € Z:

Tm 6+ 67T+7T T
3 3 3 3 3

Potom

po S ( T i inz>
a —2 COS3 18 3 .

Pro podil § dostdvame:

2- (COS%WLZ'SiH 37”) 3 5w .. /37 5w A7 . Ax or .. 27
= :6-<cos<———)—|—zsm<———)>:6-(Cos—+zsm—>:6-<cos——|—zsm—).
%'(COS%+’iSin%> 6 6 3 3

S e

Kdybychom meli vypocitat také podil g, budeme postupovat stejné:

b % . ((:os%7r + % sin %ﬂ) 1 (cos (57r 37?) +isin (57r 37T)> 1 (cos < 47r> n 's'n( 47T>> 1 (cos( 27r) n isin( 27T)>
—_ = — — . R — R — —_ — . [ 1 S1 [ — — . _— _— .

s
2

T

Podobné jako pri soucinu, ani uhel —% nent z intervalu (0,27), proto musime najit odpovidajici ihel z intervalu (0,2m). V tomto pripadé zapiSeme thel —%’r jako soucet
o+ 2km, kde k € Z. Vzhledem k tomu, Ze —%’r € (—2m,0), staci kdyZ k nému pricteme 2w a vysledny ihel bude z intervalu {0, 27), proto

=——42
Q 3—|-7r,

_Ar
tedy o = <. Potom

b 1 ( AT 47r>
—=—-(cos— 41281 — | .
a 6 3 3

14



Exponencialni tvar komplexnich cisel

Na zavér jesté uvedeme vyjadreni komplexniho ¢isla v exponencialnim tvaru.
Oznacime-li " = (cos a + isin «), pak muzeme vyjadrit komplexni ¢islo a = |a| (cos a + i sin «) takto:

a=|al - e,
kde |a| je absolutni hodnota a « argument komplexniho ¢isla.

Pti pfevodu komplexniho ¢isla v exponencialnim tvaru na tvar algebraicky staci vypocitat hodnoty sinu a kosinu pro argument a.
Prevod nenulového komplexniho éisla v algebraickém tvaru na tvar exponencialni je stejny jako prevod na tvar goniometricky. Opét musime urcit absolutni hodnotu a
argument daného komplexniho c¢isla.

Exponencialni tvar komplexnich ¢isel je, podobné jako goniometricky tvar, vyhodny pro operace nasobeni a déleni.
Souéin nenulovych goniometrickych &isel a = |a| - e a b = |b] - e je

a-b=|al-e-|b Lo — la| - |b] G
a podil téchto ¢isel je

a_lal  a-p
T

15



Priklad 11. Vyjddrete v exponencidlnim tvaru ndsledujici komplexni cisla:

1. 21:2<COS%+isin%“),

=14,

2. Z9 = B +1 5 -

Reseni. Postupné vyjadrime obé komplexni ¢isla:

1. Cislo z je zapsdno v goniometrickém tvaru. Proto |z1| =2 a argument je %’T, proto vyjadrent cisla z; v exponencidlnim tvaru je

- 5T

128

2’1:2'6 6,

2. Cislo z je zapsdino v algebraickém tvaru. Nejprve urcéime jeho absolutni hodnotu:

Pro argument cisla zy plati
% 1 S ac {7? 57r}
cosa===—-=q - =
1 2 373
v3 V3 T 2T
2
sl = —“—=—=0€ =,
1 2 {3 3 }
Potom argument tohoto Cisla je a« = 5. Jeho exponencidlni tvar je
Z1 = ei%.

16



Priklad 12. Komplexni c¢islo z = 3 - i f zapiste v algebraickém tvaru.

3

% a b= |z|-sin 2. Evidentné je |z| = 3. Potom

Reseni. Pro prevod tohoto ¢isla si musime uvédomit, Ze z = a + ib, kde a = |z| - cos

Proto z = —37‘& + 12¥E.

17



Priklad 13. Urcete soucin a podil komplexnich cisel a =7 - % ab=2 6%,

Reseni. VyuZijeme postupné vztahy pro vypocet soucinu a podilu:

a-b=T7-¢%.2.¢5 =7.2.6(%5) =14 ¢

18




Priklad 14. Necht z = %2 +il. Urcete 2°.

Reseni. Cislo z je zapsino v algebraickém tvaru. Pro urceni jeho mocniny je vijhodné jej vyjadrit v goniometrickém nebo exponencidlnim tvaru. Nejprve urcime jeho

absolutni hodnotu:
V3V /12
= — -] =1.
1 J ( 2 ) " (2)

Pro argument cisla z plati

B3 11
cosaz%zg A aG(O,QW)éaE{%,%}
a Soucasne je
1
5 1 5)
sina:%:é A aE(O,Zw)éae{%,%},

t.j. argument cisla z je a = %. Jeho goniometricky tvar je
2] - ( +..)1<7T+..7T) 7T+..7T
z=|z| (cosa+isina) =1-(cos— +isin— ) =cos— +isin—.
6 6 6 6

Pro n— mocninu naseho komplexniho ¢isla z v goniometrickém tvaru plati
2" =1"-(cos(n-— isin({n-—) .
6 6

g)) = (cosm+isinm) = —1 40 = —1.

Kdyz n =6 dostaneme:

N
[=2]
|
[—
(=]
N\
Q
@}
0
N
D
>3
N———
+
~.
n
.
=
/N
D
I

Pro exponencidlni tvar c¢isla z plati:

Potom jeho sesta mocnina je:
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Piiklad 15. Najdéte resend rovnice x* + 3x + 3 = 0.
Reseni. Zadand rovnice je kvadratickd s redlnymi koeficienty, avsak po dosazeni do vzorce pro vypocet diskriminantu
D = b — 4ac

dostaneme:
D=3"-4.1-3=9-12=-3<0.

Kdyz pouzijeme vztah pro vypocet koreniu kvadratické rovnice, ktery zndme z redlného oboru:

—b++D

T2 = 2a
dostdvame:
—-3E£v-3
T12 = 3
2
po Uprave
—3+v3v/-1
T12 =
2
A ted vyuZijeme to, Ze v/—1 =i a pro jednotlivd reseni rovnice dostaneme:
L 33
1 — 2 )
a
—3—1iV3
Tyg = ——.
2
MizZeme tedy psat, Ze
—3+1iv3 -3 —1iV3
2?4+ 3r+3 = (fE—L\/_> . (IL‘——Z\/_>,
2 2
coZ po rozndsobeni je
> —3—21'\/3_33' —3-;i\/§+ —322'\/3. —3—2¢\/§ 2 3x—|—ix\/§;—3x—ix\/§+9+z’3\/§;i3\/§+3 P

Vsimnete si, Ze c¢isla x1 a xo jsou navzdjem komplexné sdruZend. Takto to funguje vZdy, pokud md kvadratickd rovnice redlné koeficienty a zdporny diskriminant.
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I kdyz mame znamy vzorec pro vypocet feseni kvadratické rovnice spojen s redlnym oborem, tento vzorec funguje také obecné v komplexnim oboru, coz si ukdzeme na
prikladu.

P¥iklad 16. Najdéte resend rovnice 2% — 3ixz — 2 = 0.

Reseni. Zadand rovnice je kvadratickd, avsak neplati, Ze vsechny jeji koeficienty jsou redlné. To znamend, Ze jeji komplexni reseni nebudou komplexné sdruzend cisla. Plné
ve shodé s tim, co zndme z redlného oboru, si oznacime koeficienty rovnice, a to takto: a =1, b= —3i, c = —2.
Podle vzorce

D = b — 4ac
vypocteme diskriminant:
D=(-3i)?-4-1-(-2)=9-*+8=-9+8= -1

a dosadime do vzorce, ktery zname z realného oboru, a sice:

~ —b+VD

x
1,2 %
Po dosazeni dostdvame, Ze Teseni rovnice jsou:
it v—1
Tio=—"F7
2
tj.
3i+i  4i 9
T = = — = 7
! 2 2
a .
31—t 2t
To = = — =1.
2 2

MizZeme tedy psat, Ze

coz rozndsobenim zdavorek snadno ovérime.
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TEST

. Absolutni hodnota komplexniho ¢isla x = 3 — 4i je:

(a) 5,

(b) 25,
(c) V7,
(d) —5.

. Pro imaginarni jednotku plati, Ze (—i)® je:
(a)

(b) —
(c) i,
(d) —

—_

~.

. Pro imaginarni jednotku plati, ze (—i)* je:

—_

Y

(a)

(b) —
(©) 4,
(d) -

.

. Soucet komplexnich Cisel t =3 —2i ay =24 3i je

(a) 0,

(b) 5+1,
(¢) 1— 54,
(d) 12 — 5i

. Komplexni ¢islo z = 1 + ¢ mé goniometrické vyjadient:
a

b

cosf+zsm4

\/§(cosf+zsm§),
(c) V2 (cos 2T 4+ jsin 3—“)
(d) v2 (cos% — isin %)

(a)
(b)
)
)

. Komplexni ¢&islo 2 = —1 4 iv/3 mé exponencialni vyjadieni:

w‘:‘“

@
¥

(a)
(b)
()
(d)

N NN DN D
@)
.

c:\:\ w\:\w
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7. Necht x = 1 — 24,y = 3 + Ti. Potom 2 je:

(a) &5 +is,
(b) —&5 — 5,
(c) —4 +its,
(d) 5 —is-

8. Vyberte vSechna komplexni ¢isla, jejichz absolutni hodnota je rovna 2:

(a) 2v/2 —iV/2,
(b) —v3—1,
(c) 2,

(d) V2.

9. Nechf z = 5¢'5 y = 3¢'F . Potom x - y je:

(a) 15-¢e'%c,

(b) 15 - e,

(c) 15-¢i'e",
(d) 15.

10. Necht z = 1,y = ¢'2. Potom 2 je:
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