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ABSTRAKT
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ABSTRACT
The diploma thesis deals with analytical description of vehicle - track dynamic interface.
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1 ÚVOD
V posledních dvaceti letech prošla konstrukce železničního spodku a svršku roz-

sáhlým vývojem, který byl zaměřen na zvýšení kvality drážní cesty a také na zvýšení
její spolehlivosti a životnosti. Mimo posunu v kvalitě konstrukčních prvků železnič-
ního svršku byl zaznamenán posun i v projektování a realizaci železničních staveb.
Tento vývoj mimo jiné přispěl k modernizaci koridorů na území České republiky. [11]

S různými vadami a poruchami nových konstrukcí, objevujícími se ve spojitosti
se zvyšováním traťové rychlosti, se potýká většina provozovatelů drážních cest po
celém světě. Vzhledem k relativně nízké maximální rychlosti (160 km/h) se tyto
vady a poruchy na území České republiky objevují pouze v omezené míře. Většina
vad a poruch vzniká v průběhu záruční lhůty, která pro koridorové tratě na území
České republiky činí pět let po dokončení výstavby. Navzdory ojedinělému výskytu
těchto vad a poruch na našem území je nutné tyto jevy studovat, a to mimo jiné i
z důvodu výstavby vysokorychlostních tratí v budoucnu. [10]

Ústav železničních konstrukcí a staveb Fakulty stavební VUT v Brně se význam-
nou měrou podílel na zjišťování mechanismů vzniku vad a poruch pro významné
společnosti železničního průmyslu a zhotovitele, podílejících se na modernizaci že-
lezničních koridorů. Předmětem analýz, laboratorních měření a měření v koleji byly
např. vady polohy dlouhých betonových výhybkových pražců v koleji, vznik příč-
ných trhlin pro příčné betonové pražce, vytrhávání plastových hmoždinek, opotře-
bení a lomy srdcovek atd. Mimo to byla také ověřována nová konstrukční řešení
a chování součástí konstrukce koleje při zavádění vyšších rychlostí nebo při zkušeb-
ních rychlostních jízdách[9].

Tato diplomová práce je věnována především zkoumání vlastností analytických
modelů a jejich návaznosti na měření ve zkušebním úseku v Plané nad Lužnicí.
V práci jsou představeny modely běžně používáné a také modely rozšířené. Rozšířené
modely jsou následně podrobeny kvalitativnímu hodnocení.
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2 SOUČASNÉ POZNATKY

2.1 Winklerův model - statická soustava

Obr. 2.1: Schéma Zimmermannova modelu

Tento model popisuje situaci,
kdy je nekonečně dlouhý nosník, le-
žící na pružném podkladu (Winkle-
rově poloprostoru), namáhán nepo-
hyblivou silou. Samotný nosník lze
v železničním stavitelství interpre-
tovat jako nekončně dlouhou kolej-
nici (bezstyková kolej)[1]. Model jako
první popsal Zimmermann, proto je
známý též jako Zimmermannův mo-
del. Vliv vodorovných reakcí působících
na kolejnici je v tomto modelu zane-
dbán.

Diferenciální rovnice vychází z podmínky rovnováhy ve svislém směru:

𝐷 − (𝐷 + 𝑑𝐷) + 𝑘𝑤𝑑𝑥 − 𝑞𝑑𝑥 = 0, (2.1)

odkud

𝑑𝐷

𝑑𝑥
= 𝑘𝑤 − 𝑞. (2.2)

Užitím vztahu 𝐷 = 𝑑𝑀/𝑑𝑥 můžeme zapsat:

𝑑𝐷

𝑑𝑥
= 𝑑2𝑀

𝑑𝑥2 = 𝑘𝑤 − 𝑞. (2.3)

Použitím diferenciální rovnice 𝐸𝐼(𝑑2𝑤/𝑑𝑥2) = −𝑀 pro ohybem namáhaný prvek
a její dvojitou derivací získáme:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 = −𝑑2𝑀

𝑑𝑥2 . (2.4)

11



2.1. WINKLERŮV MODEL - STATICKÁ SOUSTAVA

Vložením rovnice 2.3 do rovnice 2.4 získáme:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 = −𝑘𝑤 + 𝑞. (2.5)

Rovnice 2.5 je diferenciální rovnicí pro ohybovou křivku nosníku na pružném
podkladu. V tomto modelu uvažujeme zatížení bodovým břemenem (kolo nápravy).
Výpočet rovnice můžeme zjednodušit tak, že položíme 𝑞 = 0. Vliv zatížení bude do
rovnice vnesen v podobě okrajových podmínek. Aplikací výše uvedeného získáme
rovnici:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤(𝑥)

𝑑𝑥4 + 𝑘𝑤(𝑥) = 0. (2.6)

Okrajové podmínky pro 𝑥 > 0 jsou:

𝑤(∞) = 0; 𝑤′(0) = 0; 𝑤′′′(0) = 𝑄

2𝐸𝐼
. (2.7)

Hledá se řešení ve tvaru 𝑤 = 𝑒𝛾𝑥:

𝐸𝐼𝛾4 + 𝑘 = 0. (2.8)

Řešení rovnice:

𝛾4 + 4𝜆4 = 0, (2.9)

kde

𝜆4 = 𝑘

4𝐸𝐼
, (2.10)

𝛾4 + (2𝜆2)2 = 𝛾4 − 𝑖2(2𝜆2)2 = [𝛾2 − 𝑖2𝜆2][𝛾2 + 𝑖2𝜆2] = [𝛾2 + 𝜆2 − 𝑖2𝜆2+
− 𝜆2][𝛾2 + 𝜆2 + 𝑖2𝜆2 − 𝜆2] = [𝛾2 + (𝜆 − 𝑖𝜆)2][𝛾2 + (𝜆 + 𝑖𝜆)2] = [𝛾2+
− 𝑖2(𝜆 − 𝑖𝜆)2][𝛾2 − 𝑖2(𝜆 + 𝑖𝜆)2] = [𝛾 − 𝑖(𝜆 − 𝑖𝜆)][𝛾 + 𝑖(𝜆 − 𝑖𝜆)][𝛾+
− 𝑖(𝜆 + 𝑖𝜆)][𝛾 + 𝑖(𝜆 + 𝑖𝜆)].

(2.11)
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2.1. WINKLERŮV MODEL - STATICKÁ SOUSTAVA

Kořeny charakteristické rovnice tedy jsou:

𝛾1 = 𝜆 + 𝑖𝜆; 𝛾2 = 𝜆 − 𝑖𝜆; 𝛾3 = −𝜆 + 𝑖𝜆; 𝛾4 = −𝜆 − 𝑖𝜆. (2.12)

Obecné řešení diferenciální rovnice lze zapsat jako:

𝑤(𝑥) = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑥 + 𝐴3𝑒
𝛾3𝑥 + 𝐴4𝑒

𝛾4𝑥 =
= 𝐴1𝑒

(𝜆+𝑖𝜆)𝑥 + 𝐴2𝑒
(𝜆−𝑖𝜆)𝑥 + 𝐴3𝑒

(−𝜆+𝑖𝜆)𝑥 + 𝐴4𝑒
(−𝜆−𝑖𝜆)𝑥 =

= 𝐴1𝑒
𝜆𝑥𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝐴2𝑒

𝜆𝑥𝑒−𝑖𝜆𝑥 + 𝐴3𝑒
−𝜆𝑥𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝐴4𝑒

−𝜆𝑥𝑒−𝑖𝜆𝑥 =
= 𝐴1𝑒

𝜆𝑥[cos(𝜆𝑥) + 𝑖 sin(𝜆𝑥)] + 𝐴2𝑒
𝜆𝑥[cos(𝜆𝑥) − 𝑖 sin(𝜆𝑥)]+

+ 𝐴3𝑒
−𝜆𝑥[cos(𝜆𝑥) + 𝑖 sin(𝜆𝑥)] + 𝐴4𝑒

−𝜆𝑥[cos(𝜆𝑥) − 𝑖 sin(𝜆𝑥)] =
= 𝑒𝜆𝑥[𝐴1 cos(𝜆𝑥) + 𝐴1𝑖 sin(𝜆𝑥) + 𝐴2 cos(𝜆𝑥) − 𝐴2𝑖 sin(𝜆𝑥)]+
+ 𝑒−𝜆𝑥[𝐴3 cos(𝜆𝑥) + 𝐴3𝑖 sin(𝜆𝑥) + 𝐴4 cos(𝜆𝑥) − 𝐴4𝑖 sin(𝜆𝑥)] =
= 𝑒𝜆𝑥[𝐵1 cos(𝜆𝑥) + 𝐵2 sin(𝜆𝑥)] + 𝑒−𝜆𝑥[𝐵3 cos(𝜆𝑥) + 𝐵4 sin(𝜆𝑥)],

(2.13)

𝑤(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥[𝐵1 cos(𝜆𝑥) + 𝐵2 sin(𝜆𝑥)] + 𝑒−𝜆𝑥[𝐵3 cos(𝜆𝑥) + 𝐵4 sin(𝜆𝑥)]. (2.14)

Derivace obecného řešení a dosazení okrajových podmínek:

𝑤(∞) = 𝑒𝜆𝑥[𝐵1 cos(𝜆𝑥) + 𝐵2 sin(𝜆𝑥)] + 𝑒−𝜆𝑥[𝐵3 cos(𝜆𝑥) + 𝐵4 sin(𝜆𝑥)] = 0
⇒ 𝐵1 = 𝐵2 = 0,

𝑤′(0) = 𝐵1𝜆 + 𝐵2𝜆 − 𝐵3𝜆 + 𝐵4𝜆 = 0
⇒ 𝐵3 = 𝐵4,

𝑤′′′(0) = −2𝐵1𝜆
3 + 2𝐵2𝜆

3 + 2𝐵3𝜆
3 + 2𝐵4𝜆

3 = 𝑄

2𝐸𝐼

⇒ 4𝐵3 = 𝑄

2𝐸𝐼𝜆3 ,

⇒ 𝐵3 = 𝑄

8𝐸𝐼𝜆3 = 𝐵4.

(2.15)

Dosazením integračních konstant do rovnice 2.14 získáme rovnici:

𝑤(𝑥) = 𝑄

8𝐸𝐼𝜆3 𝑒−𝜆𝑥
[︁
(cos(𝜆𝑥) + sin(𝜆𝑥)

]︁
, (2.16)
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2.1. WINKLERŮV MODEL - STATICKÁ SOUSTAVA

kde

𝜆 = 1
𝐿

⇒ 𝐿 = 4

√︃
4𝐸𝐼

𝑘
. (2.17)

Průhyb nosníku v bodě 𝑥 lze vyjádřit jako:

𝑤(𝑥) = 𝑄𝐿3

8𝐸𝐼
𝑒−𝑥/𝐿

[︁
(cos( 𝑥

𝐿
) + sin( 𝑥

𝐿
)
]︁
, (2.18)

kde

𝑒−𝑥/𝐿
[︁
(cos( 𝑥

𝐿
) + sin( 𝑥

𝐿
)
]︁

= 𝜂(𝑥). (2.19)

Po úpravě získáme rovnici průhybu ve tvaru:

𝑤(𝑥) = 𝑄𝐿3

8𝐸𝐼
𝜂(𝑥). (2.20)

Dvojitou derivací rovnice 2.20 získáme rovnici pro ohybový moment v bodě 𝑥 ve
tvaru:

𝑀(𝑥) = 𝑄𝐿

4 𝜇(𝑥), (2.21)

kde

𝜇(𝑥) = 𝑒−𝑥/𝐿
[︁
(cos( 𝑥

𝐿
) − sin( 𝑥

𝐿
)
]︁
. (2.22)

Funkce 𝜂 a 𝜇 vyjadřují tvary průhybové a momentové křivky pro 𝑥 ≥ 0. Levá
část grafu (𝑥 < 0) vychází z předpokladu symetričnosti úlohy. Grafická interpretace
křivek 𝜂 a 𝜇 je zobrazena na obrázku 2.2.

14
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Obr. 2.2: Relativní posunutí a relativní moment pro 1 nápravu

Aplikací principu superpozice lze získat průhybovou a momentovou křivku pro
dvě a více náprav. Průhybová a momentová křivka pro dvě nápravy s rozvorem
2, 6 𝑚 je zobrazena na obrázku 2.3.
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Obr. 2.3: Relativní posunutí a relativní moment pro 2 nápravy
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2.2. PASTERNAKŮV MODEL - STATICKÁ SOUSTAVA

2.2 Pasternakův model - statická soustava

Obr. 2.4: Schéma Pasternakova modelu

Pasternakův model rozšiřuje ele-
mentární model popsaný v kapitole 2.1
o prvek přenášející smykové zatí-
žení. Tento prvek se deformuje pouze
pod účinkem příčných smykových sil.
Schéma modelu je zobrazeno na ob-
rázku 2.4. Z obrázku je patrné doko-
nale tuhé propojení smykového prvku
a kolejnice. Smykový prvek je dále pro-
pojen pružinou s podložím. Tento mo-
del je namáhan stacionární silou, lze
na něj tedy uplatnit předpoklad sy-
metričnosti průhybové a momentové
křivky.

Diferenciální rovnice vychází z podmínky rovnováhy ve svislém směru:

𝐷 − (𝐷 + 𝑑𝐷) + 𝑇 − (𝑇 + 𝑑𝑇 ) + 𝑘𝑤𝑑𝑥 − 𝑞𝑑𝑥 = 0, (2.23)

odkud

𝑑𝐷

𝑑𝑥
+ 𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 𝑘𝑤 − 𝑞. (2.24)

Užitím vztahu 𝐷 = 𝑑𝑀/𝑑𝑥 a 𝑇 = 𝐺𝐴𝑑𝑤/𝑑𝑥 můžeme zapsat:

𝑑𝐷

𝑑𝑥
+ 𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 𝑑2𝑀

𝑑𝑥2 + 𝐺𝐴
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2 = 𝑘𝑤 − 𝑞. (2.25)

Použitím diferenciální rovnice 𝐸𝐼(𝑑2𝑤/𝑑𝑥2) = −𝑀 pro ohybem namáhaný prvek
a její dvojtou derivací získáme:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 = −𝑑2𝑀

𝑑𝑥2 . (2.26)

16



2.2. PASTERNAKŮV MODEL - STATICKÁ SOUSTAVA

Vložením rovnice 2.26 do rovnice 2.25 získáme:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 − 𝐺𝐴
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2 = −𝑘𝑤 + 𝑞. (2.27)

Rovnice 2.27 je diferenciální rovnicí pro ohybovou křivku nosníku pro Pastenakův
model. V tomto modelu uvažujeme zatížení nepohyblivým bodovým břemenem (kolo
nápravy). Výpočet rovnice můžeme zjednodušit tak, že položíme 𝑞 = 0. Vliv zatížení
bude do rovnice vnesen v podobě okrajových podmínek. Provedením výše uvedeného
získáme rovnici:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤

𝑑𝑥4 − 𝐺𝐴
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2 + 𝑘𝑤 = 0. (2.28)

Okrajové podmínky pro 𝑥 > 0 jsou:

𝑤(∞) = 0; 𝑤′(0) = 0; 𝑤′′′(0) = 𝑄

2𝐸𝐼
. (2.29)

Hledá se řešení ve tvaru 𝑤 = 𝑒𝛾𝑥:

𝐸𝐼𝛾4 − 𝐺𝐴𝛾2 + 𝑘 = 0. (2.30)

Rovnici lze řešit následovně:

𝛾4 − 𝛿𝛾2 + 4𝜆4 = 0, (2.31)

kde

𝜆 = 4

√︃
𝑘

4𝐸𝐼
, 𝛿 = 𝐺𝐴

𝐸𝐼
. (2.32)

Substitucí 𝜖 = 𝛾2 získáme kvadratickou rovnici:

𝜖2 − 𝛿𝜖 + 4𝜆4 = 0, (2.33)

17



2.2. PASTERNAKŮV MODEL - STATICKÁ SOUSTAVA

kterou dále řešíme následovně:

𝜖1,2 = 𝛿 ±
√

𝛿2 − 16𝜆4

2 =
𝛿 ±

√︁
(𝛿 − 4𝜆2)(𝛿 + 4𝜆2)

2 =

=
𝛿 ±

√︁
𝑖2(4𝛿2 − 𝜆)(4𝛿2 + 𝜆)

2 =
𝛿 ± 𝑖

√︁
(4𝜆2 − 𝛿)(4𝜆2 + 𝛿)

2 =

=
1
4𝛿 ± 𝑖1

4

√︁
(4𝜆2 − 𝛿)(4𝜆2 + 𝛿)

2
4

=
1
4𝛿 ± 𝑖𝑎𝑏

1
2

= 𝛿

2 ± 2𝑖𝑎𝑏,

(2.34)

kde

𝑎 = 1
2

√
4𝜆2 − 𝛿, 𝑏 = 1

2
√

4𝜆2 + 𝛿, (2.35)

𝜖1 = 𝛿

2 + 2𝑖𝑎𝑏 ⇒ 𝛾1 =
√︃

𝛿

2 + 2𝑖𝑎𝑏, 𝛾2 = −
√︃

𝛿

2 + 2𝑖𝑎𝑏,

𝜖2 = 𝛿

2 − 2𝑖𝑎𝑏 ⇒ 𝛾3 =
√︃

𝛿

2 − 2𝑖𝑎𝑏, 𝛾4 = −
√︃

𝛿

2 − 2𝑖𝑎𝑏.

(2.36)

Úprava tvaru kořenů:

√︃
𝛿

2 + 2𝑖𝑎𝑏 =
√

𝑐 + 𝑑𝑖, 𝑘𝑑𝑒 𝑐 = 𝛿

2 , 𝑑 = 2𝑎𝑏,

√
𝑐 + 𝑑𝑖 = 𝑒 + 𝑓𝑖,

𝑐 + 𝑑𝑖 = 𝑒2 + 2𝑖𝑒𝑓 − 𝑓 2,

𝑐 = 𝑒2 − 𝑓 2,

𝑑 = 2𝑒𝑓 ⇒ 𝑒 = 𝑑

2𝑓
⇒ 𝑐 = 𝑑2

4𝑓 2 − 𝑓 2 /4𝑓 2,

4𝑓 4 + 4𝑐𝑓 2 − 𝑑2 = 0,

𝑓 2
1,2 = −4𝑐 ±

√
16𝑐2 + 16𝑑2

8 = −4𝑐 ± 5
√

𝑐2 + 𝑑2

8 = − 𝑐

2 ±
√

𝑐2 + 𝑑2

2 ,

𝑓 2
1 = − 𝑐

2 −
√

𝑐2 + 𝑑2

2 ; 𝑓 2
2 = − 𝑐

2 +
√

𝑐2 + 𝑑2

2 ,

𝑓1,2 = ±

√︃
− 𝑐

2 +
√

𝑐2 + 𝑑2

2 .

(2.37)
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2.2. PASTERNAKŮV MODEL - STATICKÁ SOUSTAVA

Pro další výpočet byl zvolen kořen 𝑓 2
2 . Ke stejnému výsledku lze však dojít

i užitím kořene 𝑓 2
1 .

𝑒1,2 = 𝑑

2𝑓
= 𝑑

±2
√︁

− 𝑐
2 +

√
𝑐2+𝑑2

2

= 𝑑

±
√︁

−2𝑐 + 2
√

𝑐2 + 𝑑2
,

√
𝑐 + 𝑑𝑖 = 𝑒 + 𝑖𝑓 = 𝑑

±
√︁

−2𝑐 + 2
√

𝑐2 + 𝑑2
± 𝑖

√︃
− 𝑐

2 +
√

𝑐2 + 𝑑2

2 =

= 2𝑎𝑏

±
√︂

−2 𝛿
2 + 2

√︁
( 𝛿

2)2 + (2𝑎𝑏)2
± 𝑖

⎯⎸⎸⎷
−𝛿

4 +

√︁
( 𝛿

2)2 + (2𝑎𝑏)2

2 =

=
1
2

√
4𝜆2 − 𝛿

√
4𝜆2 + 𝛿

±
√︂

−𝛿 + 2
√︁

𝛿2

4 + 4[1
4(4𝜆2 − 𝛿)][1

4(4𝜆2 + 𝛿)]
+

± 𝑖

⎯⎸⎸⎷
−𝛿

4 +

√︁
𝛿2

4 + 4[1
4(4𝜆2 − 𝛿)][1

4(4𝜆2 + 𝛿)]
2 =

=
1
2

√
4𝜆2 − 𝛿

√
4𝜆2 + 𝛿

±
√︁

−𝛿 + 2
√

4𝜆4
± 𝑖

√︃
−𝛿

4 +
√

4𝜆2

2 =

=
1
2

√
4𝜆2 − 𝛿

√
4𝜆2 + 𝛿

±
√

4𝜆2 − 𝛿
+

± 𝑖

√︃
−𝛿

4 + 𝜆2 = ±1
2

√
4𝜆2 + 𝛿 ± 𝑖

1
2

√
4𝜆2 − 𝛿 = ±𝑏 ± 𝑖𝑎.

(2.38)

Kořeny charakteristické rovnice jsou:

𝛾1 = 𝑏 + 𝑖𝑎; 𝛾2 = −𝑏 − 𝑖𝑎; 𝛾3 = 𝑏 − 𝑖𝑎; 𝛾4 = −𝑏 + 𝑖𝑎. (2.39)
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S použitím získaných kořenů dále upravíme obecné řešení diferenciální rovnice
následovně:

𝑤(𝑥) = 𝐴1𝑒
𝛾1 + 𝐴2𝑒

𝛾2 + 𝐴3𝑒
𝛾3 + 𝐴4𝑒

𝛾4 = 𝐴1𝑒
(𝑏+𝑖𝑎)𝑥 + 𝐴2𝑒

(−𝑏−𝑖𝑎)𝑥+
+ 𝐴3𝑒

(𝑏−𝑖𝑎)𝑥 + 𝐴4𝑒
(−𝑏+𝑖𝑎)𝑥 = 𝐴1𝑒

𝑏𝑥𝑒𝑖𝑎𝑥 + 𝐴2𝑒
−𝑏𝑥𝑒−𝑖𝑎𝑥+

+ 𝐴3𝑒
𝑏𝑥𝑒−𝑖𝑎𝑥 + 𝐴4𝑒

−𝑏𝑥𝑒𝑖𝑎𝑥 = 𝐴1𝑒
𝑏𝑥

[︁
𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︁
+

+ 𝐴2𝑒
−𝑏𝑥

[︁
𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︁
+ 𝐴3𝑒

𝑏𝑥
[︁
𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︁
+

+ 𝐴4𝑒
−𝑏𝑥

[︁
𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︁
= 𝑒𝑏𝑥

[︁
(𝐴1 + 𝐴3)𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥)+

+ (𝑖𝐴1 − 𝑖𝐴3)𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)
]︁

+ 𝑒−𝑏𝑥
[︁
(𝐴2 + 𝐴4)𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥)+

+ (𝑖𝐴4 − 𝑖𝐴2)𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)
]︁

= 𝑒𝑏𝑥
[︁
𝐵1𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝐵2𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︁
+

+ 𝑒−𝑏𝑥
[︁
𝐵3𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝐵4𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︁
,

(2.40)

𝑤(𝑥) = 𝑒𝑏𝑥[𝐵1𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝐵2𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)] + 𝑒−𝑏𝑥[𝐵3𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝐵4𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)]. (2.41)

Derivace obecného řešení a dosazení okrajových podmínek:

𝑤(∞) = 𝑒𝑏𝑥[𝐵1𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝐵2𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)] + 𝑒−𝑏𝑥[𝐵3𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥)+
+ 𝐵4𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)] = 0
⇒ 𝐵1 = 𝐵2 = 0,

𝑤′(0) = 𝐵2𝑎 + 𝐵4𝑎 + 𝐵1𝑏 + 𝐵3𝑏 = 0

⇒ 𝐵3 = 𝐵4
𝑎

𝑏
,

𝑤′′′(0) = 𝐵1𝑏
3 − 𝐵4𝑎

3 − 𝐵2𝑎
3 − 𝐵3𝑏

3 − 3𝐵1𝑎
2𝑏+

+ 3𝐵2𝑎𝑏2 + 3𝐵3𝑎
2𝑏 + 3𝐵4𝑎𝑏2

⇒ 𝐵4 = 𝑄

4𝐸𝐼

1
𝑎3 + 𝑎𝑏2 ,

⇒ 𝐵3 = 𝑄

4𝐸𝐼

𝑎

𝑎3𝑏 + 𝑎𝑏3 .

(2.42)
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Dosazení integračních konstant do rovnice 2.41 vede k získání vztahu pro průhyb
nosníku.

𝑤(𝑥) = 𝑒−𝑏𝑥
[︂

𝑄

4𝐸𝐼

𝑎

𝑎3𝑏 + 𝑎𝑏3 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑄

4𝐸𝐼

1
𝑎3 + 𝑎𝑏2 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︂
=

= 𝑄

4𝐸𝐼

1
𝑎3𝑏 + 𝑎𝑏3 𝑒−𝑏𝑥

[︂
𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︂
=

= 𝑄

4𝐸𝐼𝑎𝑏

1
𝑎2 + 𝑏2 𝑒−𝑏𝑥

[︂
𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︂
=

= 𝑄

4𝐸𝐼𝑎𝑏

1
(1

2

√
4𝜆2 − 𝛿)2 + (1

2

√
4𝜆2 + 𝛿)2

𝑒−𝑏𝑥
[︂
𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︂
=

= 𝑄

8𝐸𝐼𝑎𝑏𝜆2 𝑒−𝑏𝑥
[︂
𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︂
.

(2.43)

Průhyb nosníku v bodě 𝑥 lze zapsat jako:

𝑤(𝑥) = 𝑄

8𝐸𝐼𝑎𝑏𝜆2 𝑒−𝑏𝑥
[︂
𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥) + 𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥)

]︂
. (2.44)

Dvojitou derivací rovnice průhybu podle 𝑥 získáváme rovnici pro ohybový mo-
ment v bodě 𝑥 ve tvaru:

𝑀(𝑥) = 𝑄

4𝐸𝐼𝑎𝑏
𝑒−𝑏𝑥

[︂
𝑏𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥) − 𝑎𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥)

]︂
. (2.45)
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Na obrázku 2.5 a obrázku 2.6 je zobrazena relativní průhybová křivka a rela-
tivní momentová křivka pro různé parametry 𝛿, zatímco parametr 𝜆 má konstantní
hodnotu. Z průběhů křivek je zřejmý nepřímo úměrný vliv parametru 𝛿 na hodnotu
relativního průhybu a relativního momentu. Při hodnotě parametru 𝛿 = 0 je průběh
křivek shodný s průběhem křivek Zimmermannova modelu (kapitola 2.1).
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Obr. 2.5: Relativní posunutí pro 1 nápravu
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Obr. 2.6: Relativní ohybový moment pro 1 nápravu
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2.3. WINKLERŮV MODEL - DYNAMICKÁ SOUSTAVA

2.3 Winklerův model - dynamická soustava

Obr. 2.7: Schéma modelu

Tento model vychází z Winkle-
rova modelu podloží a je, na roz-
díl od modelů diskutovaných v pře-
dešlých kapitolách, zatížen pohyblivou
silou, která má jistý vliv na dyna-
mickou interakci mezi vozidlem a ko-
lejí. Jako první tento model popsal Ti-
moshenko [3], později Frýba [4] přidal
do modelu vliv tlumení. Schéma mo-
delu dle Frýby je zobrazeno na ob-
rázku 2.7.

Podmínka rovnováhy pro element prutu:

𝑑𝐷

𝑑𝑥
𝑑𝑥 =

(︁
𝑚

𝑑2𝑤

𝑑𝑡2 + 𝑐
𝑑𝑤

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑤

)︁
𝑑𝑥, (2.46)

𝐷𝑑𝑥 = 𝑑𝑀

𝑑𝑥
𝑑𝑥. (2.47)

Dosazením konstitutivní rovnice:

𝑀 = −𝐸𝐼
𝑑2𝑤

𝑑𝑥2 (2.48)

do rovnice 2.47 a následně do rovnice 2.46 získáme základní difereniální rovnici ve
tvaru:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥4 + 𝑚
𝑑2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝑐
𝑑𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑤(𝑥, 𝑡) = 0. (2.49)

K řešení této úlohy je nutné zavést relativní souřadnici 𝑠:

𝑠 = 𝜆(𝑥 − 𝑣𝑡), 𝑘𝑑𝑒 𝜆 =
(︁ 𝑘

4𝐸𝐼

)︁ 1
4 = 1

𝐿
. (2.50)
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Po substituci:

𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝜆

𝑑𝑤

𝑑𝑠
; 𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝜆𝑣

𝑑𝑤

𝑑𝑠
, (2.51)

získáme diferenciální rovnici ve tvaru:

𝐸𝐼𝜆4 𝑑4𝑤(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚𝜆2𝑣2 𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 𝑐𝜆𝑣
𝑑𝑤(𝑠)

𝑑𝑠
+ 𝑘𝑤(𝑠) = 0. (2.52)

Následuje úprava rovnice:

𝑑4𝑤(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚𝜆2𝑣2

𝐸𝐼𝜆4
𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 𝑐𝜆𝑣

𝐸𝐼𝜆4
𝑑𝑤(𝑠)

𝑑𝑠
+ 4 𝑘

4𝐸𝐼𝜆4 𝑤(𝑠) = 0,

𝑑4𝑤(𝑠)
𝑑𝑠4 + 4𝛼2 𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 8𝛼𝛽
𝑑𝑤(𝑠)

𝑑𝑠
+ 4𝑤(𝑠) = 0,

(2.53)

kde

𝛼 = 𝑣

2𝜆

(︂
𝑚

𝐸𝐼

)︂ 1
2
, (2.54)

𝛽 = 𝑐

2𝑚

(︂
𝑚

𝑘

)︂ 1
2
, (2.55)

𝛼 = poměr mezi aktuální a kritickou rychlostí,
𝛽 = poměr mezi aktuálním a kritickým tlumením.

Hledá se řešení ve tvaru 𝑤 = 𝑒𝛾𝑠:

𝛾4 + 4𝛼2𝛾2 − 8𝛼𝛽𝛾 + 4 = 0. (2.56)

S užitím komplexních kořenů 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4 dále řešíme obecný tvar diferenciální
rovnice, který lze zapsat jako:

𝑤(𝑠) = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑠 + 𝐴3𝑒
𝛾3𝑠 + 𝐴4𝑒

𝛾4𝑠. (2.57)
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Vzhledem k nesymetričnosti této úlohy je nutné řešit rovnici na dvou samostat-
ných intervalech, a to 𝑠 ∈ (−∞; 0) a 𝑠 ∈ [0; ∞). Aplikací podmínky 𝑤(±∞) = 0
získáme následující tvary obecné rovnice pro oba intervaly:

𝑠 ≥ 0 𝑤 = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑠 (𝛾1, 𝛾2 jsou kořeny se zápornou reálnou částí), (2.58)
𝑠 < 0 𝑤 = 𝐴3𝑒

𝛾3𝑠 + 𝐴4𝑒
𝛾4𝑠 (𝛾3, 𝛾4 jsou kořeny s kladnou reálnou částí). (2.59)

Okrajové podmínky v bodě 𝑠 = 0 vychází ze spojitosti funkce průhybu. Tyto
podmínky lze zapsat následovně:

𝑤𝑙 = 𝑤𝑟 ⇒ 𝐴3 + 𝐴4 = 𝐴1 + 𝐴2,

𝑑𝑤𝑙

𝑑𝑠
= 𝑑𝑤𝑟

𝑑𝑠
⇒ 𝐴3𝛾3 + 𝐴4𝛾4 = 𝐴1𝛾1 + 𝐴2𝛾2,

𝑀𝑙 = 𝑀𝑟 ⇒ 𝐴3𝛾
2
3 + 𝐴4𝛾

2
4 = 𝐴1𝛾

2
1 + 𝐴2𝛾

2
2 ,

𝐷𝑙 = 𝐷𝑟 + 𝑄 ⇒ 𝐴3𝛾
3
3 + 𝐴4𝛾

3
4 = 𝐴1𝛾

3
1 + 𝐴2𝛾

3
2 + 𝑄

𝐸𝐼𝜆3.

(2.60)

Maticový zápis okrajových podmínek:
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1 −1
𝛾1 𝛾2 −𝛾3 −𝛾4

𝛾2
1 𝛾2

2 −𝛾2
3 −𝛾2

4

𝛾3
1 𝛾3

2 −𝛾3
3 −𝛾3

4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝑤0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0
8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (2.61)

kde

𝑤0 = 𝑄

8𝐸𝐼𝜆3 . (2.62)

Výpočet úlohy byl zautomatizován skriptem vytvořeným ve výpočetním pro-
gramu Matlab. Skript v celé své délce je uveden v příloze B.1. Grafické znázornění
řešení pro různé parametry 𝛼 a 𝛽 je na obrázku 2.8 a obrázku 2.9.
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Obr. 2.8: Porovnání relativního svislého posunutí pro různé hodnoty 𝛼 a 𝛽
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Obr. 2.9: Porovnání relativního svislého posunutí pro různé hodnoty 𝛼 a 𝛽
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2.4 Dvouvrstvý systém - statická soustava

Obr. 2.10: Schéma dvouvrstvého systému

Model dvouvrstvého systému při-
náší zpřesnění Zimmermannova modelu
tím, že jej rozšiřuje o druhou vrstvu. To
s sebou přináší možnost vyšetřování cho-
vání podložek pod kolejnici nebo posou-
zení podloží. První vrstvu modelu lze
interpretovat, stejně jako v předešlých
modelech, jako nekonečně dlouhou ko-
lejnici. Vrstva druhá reprezentuje kolej-
nicové podpory, které mohou být tvo-
řeny například příčnými pražci nebo pevnou jízdní dráhou[1].

Diferenciální rovnice modelu lze zapsat následovně:

𝐸𝐼1
𝑑4𝑤1(𝑥)

𝑑𝑥4 + 𝑘1[𝑤1(𝑥) − 𝑤2(𝑥)] = 0, (2.63)

𝐸𝐼2
𝑑4𝑤2(𝑥)

𝑑𝑥4 + (𝑘1 + 𝑘2)𝑤2(𝑥) − 𝑘1𝑤1(𝑥) = 0. (2.64)

Okrajové podmínky pro 𝑥 > 0 jsou:

𝑤1(∞) = 0; 𝑤′
1(0) = 0; 𝑤′′′

1 (0) = 𝑄

2𝐸𝐼1
;

𝑤′
2(0) = 0; 𝑤′′′

2 (0) = 0.

(2.65)

K řešení této soustavy diferenciálních rovnic je nutné nejprve vyjádřit proměnnou
𝑤2 z rovnice 2.63 a následně ji dosadit do rovnice 2.64.

𝑤2 = 𝐸𝐼1

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑥)
𝑑𝑥4 + 𝑤1(𝑥),

𝑑4𝑤2(𝑥)
𝑑𝑥4 = 𝐸𝐼1

𝑘1

𝑑8𝑤1(𝑥)
𝑑𝑥8 + 𝑑4𝑤1(𝑥)

𝑑𝑥4 ,

(2.66)

𝐸𝐼2
[︁𝐸𝐼1

𝑘1

𝑑8𝑤1(𝑥)
𝑑𝑥8 + 𝑑4𝑤1(𝑥)

𝑑𝑥4

]︁
+(𝑘1+𝑘2)

[︁𝐸𝐼1

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑥)
𝑑𝑥4 +𝑤1(𝑥)

]︁
−𝑘1𝑤1(𝑥) = 0, (2.67)
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𝑑8𝑤1(𝑥)
𝑑𝑥8 + 𝑘1𝐸𝐼2 + 𝑘1𝐸𝐼1 + 𝑘2𝐸𝐼1

𝐸𝐼1𝐸𝐼2

𝑑4𝑤1(𝑥)
𝑑𝑥4 + 𝑘1𝑘2

𝐸𝐼1𝐸𝐼2
= 0. (2.68)

Hledá se řešení ve tvaru 𝑤1 = 𝑒𝛾𝑥:

𝛾8 + 𝑘1𝐸𝐼2 + 𝑘1𝐸𝐼1 + 𝑘2𝐸𝐼1

𝐸𝐼1𝐸𝐼2
𝛾4 + 𝑘1𝑘2

𝐸𝐼1𝐸𝐼2
= 0. (2.69)

Substitucí 𝜖 = 𝛾4 získáme rovnici:

𝜖2 + 𝑘1𝐸𝐼2 + 𝑘1𝐸𝐼1 + 𝑘2𝐸𝐼1

𝐸𝐼1𝐸𝐼2
𝜖 + 𝑘1𝑘2

𝐸𝐼1𝐸𝐼2
= 0. (2.70)

Obecné řešení soustavy diferenciálních rovnic lze zapsat:

𝑤1(𝑥) = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑥 + . . . + 𝐴7𝑒
𝛾7𝑥 + 𝐴8𝑒

𝛾8𝑥, (2.71)

𝑤2(𝑥) = 𝐸𝐼1

𝑘1
𝛾4

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝐴1𝑒

𝛾1𝑥 + . . . + 𝐸𝐼1

𝑘1
𝛾4

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑥 + 𝐴8𝑒

𝛾8𝑥. (2.72)

Jelikož se jedná o statickou úlohu, lze obecnou rovnici zjednodušit zavedením
podmínky 𝑤1(∞) = 0, která vede k redukci členů rovnice na polovinu:

𝑤1(𝑥) = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑥 + 𝐴3𝑒
𝛾3𝑥 + 𝐴4𝑒

𝛾4𝑥, (2.73)

𝑤2(𝑥) = 𝐸𝐼1

𝑘1
𝛾4

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝐴1𝑒

𝛾1𝑥 + . . . + 𝐸𝐼1

𝑘1
𝛾4

4𝐴4𝑒
𝛾4𝑥 + 𝐴4𝑒

𝛾4𝑥, (2.74)

(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 a 𝛾4 jsou kořeny se zápornou reálnou částí).

Okrajové podmínky v bodě 𝑥 = 0 jsou v maticovém zápisu řešení zohledněny
následovně:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4

𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾5
1 + 𝛾1

𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾5
2 + 𝛾2

𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾5
3 + 𝛾3

𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾5
4 + 𝛾4

𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾7
1 + 𝛾3

1
𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾7
2 + 𝛾3

2
𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾7
3 + 𝛾3

3
𝐸𝐼1
𝑘1

𝛾7
4 + 𝛾3

4

𝛾3
1 𝛾3

2 𝛾3
3 𝛾3

4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0
𝑄

2𝐸𝐼1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.75)
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2.4. DVOUVRSTVÝ SYSTÉM - STATICKÁ SOUSTAVA

Výpočet úlohy byl zautomatizován skriptem vytvořeným ve výpočetním pro-
gramu Matlab. Skript v celé své délce je uveden v příloze B.2. Grafické řešení úlohy
je znázorněno na následujícím grafu. Pro vykreslení grafu byly použity parametry
𝐸𝐼1 = 549 𝑘𝑁𝑚2, 𝐸𝐼2 = 80000 𝑘𝑁𝑚2, 𝑘𝑒𝑞 = 34483 𝑘𝑁𝑚−2 a 𝑄 = 35 𝑘𝑁 . Hodnoty
byly převzaty z knihy 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑟𝑛 𝑅𝑎𝑖𝑙𝑤𝑎𝑦 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑘 [1].

1
𝑘𝑒𝑞

= 1
𝑘1

+ 1
𝑘2

(2.76)
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Obr. 2.11: Svislé posunutí nosníku v závislosti na 𝑘1 a 𝑘2
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2.4. DVOUVRSTVÝ SYSTÉM - STATICKÁ SOUSTAVA

Obrázek 2.11 popisuje situaci, kdy tuhosti pružin 𝑘1 a 𝑘2 nabývají hodnot blí-
žících se nekonečnu. Pro popis reálné situace však tyto hodnoty uvažovat nelze. Na
obrázku 2.12 jsou zobrazeny průhybové křivky 𝑤1 a 𝑤2 pro tuhosti nabývající hod-
not 𝑘1 = 25000 𝑘𝑁𝑚−2 a 𝑘2 = 400000 𝑘𝑁𝑚−2.
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Obr. 2.12: Svislé posunutí nosníku pro 1 nápravu
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3 CÍLE PRÁCE
Hlavním cílem diplomové práce je sestavení analytického nástroje pro hodnocení

průhybu koleje pod jedoucím zatížením. Tohoto cíle bude dosaženo splněním dílčích
cílů:

• Představení běžně používaných analytických modelů − Winklerův model za-
tížený nepohyblivým zatížením (kap. 2.1), Pasternakův model zatížený nepo-
hyblivým zatížením (kap. 2.2), Winklerův model zatížený pohyblivým zatíže-
ním (kap. 2.3), dvouvrstvý systém zatížený nepohyblivým zatížením (kap. 2.4).

• Rozšíření běžně používaných analytických modelů − Pasternakův model zatí-
žený pohyblivým zatížením (kap. 4.1), dvouvrstvý systém zatížený pohyblivým
zatížením (kap. 4.2), dvouvrtsvý Pasternakův systém zatížený pohyblivým za-
tížením (kap. 4.3).

• Podrobení rozšířených analytických modelů kvalitativnímu hodnocení. Rozší-
řené analytické modely budou porovnány s průhyby naměřenými v Plané nad
Lužnicí (kap. 4.4).

• Výběr nejvhodnějšího analytického modelu na základě kvalitativního hodno-
cení a popis jeho chování.

Na základě domluvy s vedoucím diplomové práce bylo upuštěno od numerického
modelování metodou konečných prvků konstrukce koleje pod jedoucím zatížením.
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4 ROZŠÍŘENÍ DOSUD POUŽÍVANÝCH MO-
DELŮ

4.1 Pasternakův model - dynamická soustava

Obr. 4.1: Schéma modelu

Tento model byl sestaven za úče-
lem rozšíření výpočtu dle Frýby, který
řeší dynamickou soustavu pro Winkle-
rovo podloží. Model je doplněn prvkem
přenášejícím smykové zatížení. Jedná
se tedy o Pasternakův model namá-
haný pohyblivou silou. Přidaný smy-
kový prvek se, jak bude doloženo na
konci kapitoly, významně podílí na ode-
zvě celé soustavy. Odvození diferenci-
ální rovnice vychází ze stejných prin-
cipů jako rovnice předešlé. Rovnice
je tedy složena z rovnic 2.23, 2.26
a 2.46.

Diferenciální rovnici lze tedy zapsat jako:

𝐸𝐼
𝑑4𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥4 + 𝑚
𝑑2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2 − 𝐺𝐴
𝑑2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥2 + 𝑐
𝑑𝑤(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑤(𝑥, 𝑡) = 0. (4.1)

K řešení úlohy je nutné zavedení relativní souřadnice s:

𝑠 = 𝜆(𝑥 − 𝑣𝑡), 𝑘𝑑𝑒 𝜆 =
(︁ 𝑘

4𝐸𝐼

)︁ 1
4 = 1

𝐿
. (4.2)

Po substituci:

𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝜆

𝑑𝑤

𝑑𝑠
; 𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝜆𝑣

𝑑𝑤

𝑑𝑠
, (4.3)
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4.1. PASTERNAKŮV MODEL - DYNAMICKÁ SOUSTAVA

získáme diferenciální rovnici ve tvaru:

𝐸𝐼𝜆4 𝑑4𝑤(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚𝜆2𝑣2 𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 𝐺𝐴𝜆2 𝑑2𝑤(𝑠)
𝑑𝑠2 − 𝑐𝜆𝑣

𝑑𝑤(𝑠)
𝑑𝑠

+ 𝑘𝑤(𝑠) = 0. (4.4)

Následuje úprava rovnice:

𝑑4𝑤(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚𝜆2𝑣2

𝐸𝐼𝜆4
𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 𝐺𝐴𝜆2

𝐸𝐼𝜆4
𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 𝑐𝜆𝑣

𝐸𝐼𝜆4
𝑑𝑤(𝑠)

𝑑𝑠
+ 4 𝑘

4𝐸𝐼𝜆4 𝑤(𝑠) = 0,

𝑑4𝑤(𝑠)
𝑑𝑠4 + 4𝛼2 𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 4𝛿2 𝑑2𝑤(𝑠)
𝑑𝑠2 − 8𝛼𝛽

𝑑𝑤(𝑠)
𝑑𝑠

+ 4𝑤(𝑠) = 0,

𝑑4𝑤(𝑠)
𝑑𝑠4 + 4(𝛼2 − 𝛿2)𝑑2𝑤(𝑠)

𝑑𝑠2 − 8𝛼𝛽
𝑑𝑤(𝑠)

𝑑𝑠
+ 4𝑤(𝑠) = 0,

(4.5)

kde

𝛼 = 𝑣

2𝜆

(︂
𝑚

𝐸𝐼

)︂ 1
2
, (4.6)

𝛽 = 𝑐

2𝑚

(︂
𝑚

𝑘

)︂ 1
2
, (4.7)

𝛿 = 1
2𝜆

(︂
𝐺𝐴

𝐸𝐼

)︂ 1
2
, (4.8)

𝛼 = poměr mezi aktuální a kritickou rychlostí,
𝛽 = poměr mezi aktuálním a kritickým tlumením,
𝛿 = poměr smykové a ohybové tuhosti.

Hledá se řešení ve tvaru 𝑤 = 𝑒𝛾𝑠:

𝛾4 + 4(𝛼2 − 𝛿2)𝛾2 − 8𝛼𝛽𝛾 + 4 = 0. (4.9)

S použitím komplexních kořenů 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4 dále řešíme obecný tvar diferenciální
rovnice, který lze zapsat jako:

𝑤(𝑠) = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑠 + 𝐴3𝑒
𝛾3𝑠 + 𝐴4𝑒

𝛾4𝑠. (4.10)

34



4.1. PASTERNAKŮV MODEL - DYNAMICKÁ SOUSTAVA

Vzhledem k nesymetričnosti této úlohy je nutné řešit rovnici na dvou samostat-
ných intervalech, a to 𝑠 ∈ (−∞; 0) a 𝑠 ∈ [0; ∞). Aplikací podmínky 𝑤(±∞) = 0
získáme následující tvary obecné rovnice pro oba intervaly:

𝑠 ≥ 0 𝑤 = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑠 (𝛾1, 𝛾2 jsou kořeny se zápornou reálnou částí), (4.11)
𝑠 < 0 𝑤 = 𝐴3𝑒

𝛾3𝑠 + 𝐴4𝑒
𝛾4𝑠 (𝛾3, 𝛾4 jsou kořeny s kladnou reálnou částí). (4.12)

Okrajové podmínky v bodě 𝑠 = 0 vychází ze spojitosti funkce průhybu. Tyto
podmínky lze zapsat následovně:

𝑤𝑙 = 𝑤𝑟 ⇒ 𝐴3 + 𝐴4 = 𝐴1 + 𝐴2,

𝑑𝑤𝑙

𝑑𝑠
= 𝑑𝑤𝑟

𝑑𝑠
⇒ 𝐴3𝛾3 + 𝐴4𝛾4 = 𝐴1𝛾1 + 𝐴2𝛾2,

𝑀𝑙 = 𝑀𝑟 ⇒ 𝐴3𝛾
2
3 + 𝐴4𝛾

2
4 = 𝐴1𝛾

2
1 + 𝐴2𝛾

2
2 ,

𝐷𝑙 = 𝐷𝑟 + 𝑄 ⇒ 𝐴3𝛾
3
3 + 𝐴4𝛾

3
4 = 𝐴1𝛾

3
1 + 𝐴2𝛾

3
2 + 𝑄

𝐸𝐼𝜆3 .

(4.13)

Maticový zápis okrajových podmínek:
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1 −1
𝛾1 𝛾2 −𝛾3 −𝛾4

𝛾2
1 𝛾2

2 −𝛾2
3 −𝛾2

4

𝛾3
1 𝛾3

2 −𝛾3
3 −𝛾3

4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ = 𝑤0

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
0
8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (4.14)

kde

𝑤0 = 𝑄

8𝐸𝐼𝜆3 . (4.15)
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4.1. PASTERNAKŮV MODEL - DYNAMICKÁ SOUSTAVA

Výpočet úlohy byl zautomatizován skriptem vytvořeným ve výpočetním pro-
gramu Matlab. Celý skript je uveden v příloze B.3. Z obrázku 4.2 je jasně patrný
vliv smykového prvku na celkovou odezvu soustavy. Celkový relativní průhyb je
nepřímo úměrný součiniteli 𝛿, který vyjadřuje poměr mezi smykovou a ohybovou
tuhostí.
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Obr. 4.2: Porovnání relativního průhybu pro Pasternakův a Winklerův model
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4.2. DVOUVRSTVÝ SYSTÉM - DYNAMICKÁ SOUSTAVA I

4.2 Dvouvrstvý systém - dynamická soustava I

Obr. 4.3: Schéma modelu

Tento model je tvořen dvěma ne-
konečně dlouhými, nad sebou uspořá-
danými nosníky. Oba nosníky jsou cha-
rakterizovány ohybovou tuhostí (𝐸𝐼1

a 𝐸𝐼2) a jsou propojeny pružinou s tu-
hostí 𝑘1. Druhý nosník je propojen
s podkladem pružinou s tuhostí 𝑘2.
Tento model je možné interpretovat jako
vestavěnou kolejnici, která je spojitě po-
depřena po celé své délce. Model je za-
tížen pohyblivou svislou silou 𝑄.

Diferenciální rovnice:

𝐸𝐼1
𝑑4𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥4 + 𝑚1
𝑑2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝑐1
𝑑𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘1[𝑤1(𝑥, 𝑡) − 𝑤2(𝑥, 𝑡)] = 0, (4.16)

𝐸𝐼2
𝑑4𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥4 +𝑚2
𝑑2𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2 +𝑐2
𝑑𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
+(𝑘1+𝑘2)𝑤2(𝑥, 𝑡)−𝑘1𝑤1(𝑥, 𝑡) = 0. (4.17)

Stejně jako v kapitolách 2.3 a 4.1 je i při řešení této úlohy zavedena relativní
souřadnice ve tvaru:

𝑠 = 𝜆(𝑥 − 𝑣𝑡), 𝑘𝑑𝑒 𝜆 =
(︁ 𝑘1

4𝐸𝐼1

)︁ 1
4 . (4.18)

Po substituci:

𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝜆

𝑑𝑤

𝑑𝑠
; 𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −𝜆𝑣

𝑑𝑤

𝑑𝑠
, (4.19)

do rovnic 4.16 a 4.17 získáme diferenciální rovnice ve tvaru:

𝐸𝐼1𝜆
4 𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4 + 𝑚1𝑣
2𝜆2 𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2 − 𝑐1𝑣𝜆
𝑑𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠
+ 𝑘1[𝑤1(𝑠) − 𝑤2(𝑠)] = 0, (4.20)
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𝐸𝐼2𝜆
4 𝑑4𝑤2(𝑠)

𝑑𝑠4 +𝑚2𝑣
2𝜆2 𝑑2𝑤2(𝑠)

𝑑𝑠2 −𝑐2𝑣𝜆
𝑑𝑤2(𝑠)

𝑑𝑠
+(𝑘1+𝑘2)𝑤2(𝑠)−𝑘1𝑤1(𝑠) = 0. (4.21)

K řešení této soustavy diferenciálních rovnic je nutné nejprve vyjádřit proměnnou
𝑤2 z rovnice 4.20, získat první, druhou a čtvrtou derivaci a následně ji dosadit do
rovnice 4.21.

𝑤2(𝑠) = 𝐸𝐼1𝜆
4

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠

+ 𝑤1(𝑠),

𝑑𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠

= 𝐸𝐼1𝜆
4

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 + 𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠
,

𝑑2𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠2 = 𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 + 𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2 ,

𝑑4𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠4 = 𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑8𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠8 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4 ,

(4.22)

𝐸𝐼2𝜆
4
[︁𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑8𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠8 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4

]︁
+

+ 𝑚2𝑣
2𝜆2

[︁𝐸𝐼1𝜆
4

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 + 𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2

]︁
+

− 𝑐2𝑣𝜆
[︁𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 + 𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠

]︁
+

+ (𝑘1 + 𝑘2)
[︁𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠

+ 𝑤1(𝑠)
]︁
+

− 𝑘1𝑤1(𝑠) = 0.

(4.23)

Úpravou rovnice 4.23 dojdeme k následujícímu tvaru rovnice:

𝐾1
𝑑8𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠8 + 𝐾2
𝑑6𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠6 + 𝐾3
𝑑5𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠5 + 𝐾4
𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4 + 𝐾5
𝑑3𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠3 +

+ 𝐾6
𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2 + 𝐾7
𝑑𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠
+ 𝐾8𝑤1(𝑠) = 0,

(4.24)
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kde

𝐾1 = 1,

𝐾2 = 𝑣2(𝐸𝐼1𝑚2 + 𝐸𝐼2𝑚1)
𝐸𝐼1𝐸𝐼2𝜆2 ,

𝐾3 = −𝑣(𝐸𝐼1𝑐2 + 𝐸𝐼2𝑐1)
𝐸𝐼1𝐸𝐼2𝜆3 ,

𝐾4 = 4(𝐸𝐼1𝑘1 + 𝐸𝐼1𝑘2 + 𝐸𝐼2𝑘1 + 𝑚1𝑚2𝑣
4)

𝐸𝐼2𝑘1
,

𝐾5 = −4𝑣3(𝑐1𝑚2 + 𝑐2𝑚1)
𝐸𝐼2𝑘1𝜆

,

𝐾6 = 4𝑣2(𝑚1𝑘1 + 𝑚1𝑘2 + 𝑚2𝑘1 + 𝑐1𝑐2)
𝐸𝐼2𝑘1𝜆2 ,

𝐾7 = −4𝑤𝑣(𝑐1𝑘1 + 𝑐1𝑘2 + 𝑐2𝑘1)
𝐸𝐼2𝑘1𝜆3 ,

𝐾8 = 16𝐸𝐼1𝑘2

𝐸𝐼2𝑘1
.

(4.25)

Hledá se řešení ve tvaru 𝑤1 = 𝑒𝛾𝑥:

𝐾1𝛾
8 + 𝐾2𝛾

6 + 𝐾3𝛾
5 + 𝐾4𝛾

4 + 𝐾5𝛾
3 + 𝐾6𝛾

2 + 𝐾7𝛾 + 𝐾8 = 0. (4.26)

Obecné řešení soustavy diferenciálních rovnic a jeho derivace lze zapsat:

𝑤1(𝑠) = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑠 + 𝐴3𝑒
𝛾3𝑠 + 𝐴4𝑒

𝛾4𝑠 + 𝐴5𝑒
𝛾5𝑠 + 𝐴6𝑒

𝛾6𝑠+
+ 𝐴7𝑒

𝛾7𝑠 + 𝐴8𝑒
𝛾8𝑠,

𝑤′
1(𝑠) = 𝛾1𝐴1𝑒

𝛾1𝑠 + 𝛾2𝐴2𝑒
𝛾2𝑠 + 𝛾3𝐴3𝑒

𝛾3𝑠 + 𝛾4𝐴4𝑒
𝛾4𝑠 + 𝛾5𝐴5𝑒

𝛾5𝑠+
+ 𝛾6𝐴6𝑒

𝛾6𝑠 + 𝛾7𝐴7𝑒
𝛾7𝑠 + 𝛾8𝐴8𝑒

𝛾8𝑠,

𝑤′′
1(𝑠) = 𝛾2

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝛾2

2𝐴2𝑒
𝛾2𝑠 + 𝛾2

3𝐴3𝑒
𝛾3𝑠 + 𝛾2

4𝐴4𝑒
𝛾4𝑠 + 𝛾2

5𝐴5𝑒
𝛾5𝑠+

+ 𝛾2
6𝐴6𝑒

𝛾6𝑠 + 𝛾2
7𝐴7𝑒

𝛾7𝑠 + 𝛾2
8𝐴8𝑒

𝛾8𝑠,

𝑤′′′
1 (𝑠) = 𝛾3

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝛾3

2𝐴2𝑒
𝛾2𝑠 + 𝛾3

3𝐴3𝑒
𝛾3𝑠 + 𝛾3

4𝐴4𝑒
𝛾4𝑠 + 𝛾3

5𝐴5𝑒
𝛾5𝑠+

+ 𝛾3
6𝐴6𝑒

𝛾6𝑠 + 𝛾3
7𝐴7𝑒

𝛾7𝑠 + 𝛾3
8𝐴8𝑒

𝛾8𝑠,

(4.27)

39



4.2. DVOUVRSTVÝ SYSTÉM - DYNAMICKÁ SOUSTAVA I

𝑤2(𝑠) = 1
4𝛾4

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾2

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾1𝐴1𝑒

𝛾1𝑠 + 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠+

+ . . . + 1
4𝛾4

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾2

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾8𝐴8𝑒

𝛾8𝑠 + 𝐴8𝑒
𝛾8𝑠,

𝑤′
2(𝑠) = 1

4𝛾5
1𝐴1𝑒

𝛾1𝑠 + 𝑚1𝑣
2𝜆2

𝑘1
𝛾3

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾2

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝛾1𝐴1𝑒

𝛾1𝑠+

+ . . . + 1
4𝛾5

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾3

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾2

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝛾8𝐴8𝑒

𝛾8𝑠,

𝑤′′
2(𝑠) = 1

4𝛾6
1𝐴1𝑒

𝛾1𝑠 + 𝑚1𝑣
2𝜆2

𝑘1
𝛾4

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾3

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝛾2

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠+

+ . . . + 1
4𝛾6

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾4

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾3

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝛾2

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠,

𝑤′′′
2 (𝑠) = 1

4𝛾7
1𝐴1𝑒

𝛾1𝑠 + 𝑚1𝑣
2𝜆2

𝑘1
𝛾5

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾4

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝛾3

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠+

+ . . . + 1
4𝛾7

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾5

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾4

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝛾3

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠.

(4.28)

Vzhledem k nesymetričnosti úlohy je nutné řešit rovnici na dvou samostatných
intervalech pro každou vrstvu, a to 𝑠 ∈ (−∞; 0) a 𝑠 ∈ [0; ∞). Aplikací podmínky
𝑤(±∞) = 0 získáme následující tvary obecné rovnice pro oba intervaly:

𝑠 ≥ 0 𝑤1𝑟 = 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝐴2𝑒

𝛾2𝑠 + 𝐴3𝑒
𝛾3𝑠 + 𝐴4𝑒

𝛾4𝑠,

𝑤2𝑟(𝑠) = 1
4𝛾4

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾2

1𝐴1𝑒
𝛾1𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾1𝐴1𝑒

𝛾1𝑠 + 𝐴1𝑒
𝛾1𝑠+

+ . . . + 1
4𝛾4

4𝐴4𝑒
𝛾4𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾2

4𝐴4𝑒
𝛾4𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾4𝐴4𝑒

𝛾4𝑠 + 𝐴4𝑒
𝛾4𝑠,

(4.29)

(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 a 𝛾4 jsou kořeny se zápornou reálnou částí).

𝑠 < 0 𝑤1𝑙 = 𝐴5𝑒
𝛾5𝑠 + 𝐴6𝑒

𝛾6𝑠 + 𝐴7𝑒
𝛾7𝑠 + 𝐴8𝑒

𝛾8𝑠,

𝑤2𝑙(𝑠) = 1
4𝛾4

5𝐴5𝑒
𝛾5𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾2

5𝐴5𝑒
𝛾5𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾5𝐴5𝑒

𝛾5𝑠 + 𝐴5𝑒
𝛾5𝑠+

+ . . . + 1
4𝛾4

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1
𝛾2

8𝐴8𝑒
𝛾8𝑠 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1
𝛾8𝐴8𝑒

𝛾8𝑠 + 𝐴8𝑒
𝛾8𝑠,

(4.30)

(𝛾5, 𝛾6, 𝛾7 a 𝛾8 jsou kořeny s kladnou reálnou částí).
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Okrajové podmínky v bodě 𝑠 = 0 vychází ze spojitosti průhybové křivky a lze
je zapsat takto:

𝑤1,𝑙 = 𝑤1,𝑟 ⇒ 𝐴5 + 𝐴6 + 𝐴7 + 𝐴8 = 𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4,

𝑑𝑤1,𝑙

𝑑𝑠
= 𝑑𝑤1,𝑟

𝑑𝑠
⇒ 𝐴5𝛾5 + 𝐴6𝛾6 + 𝐴7𝛾7 + 𝐴8𝛾8 = 𝐴1𝛾1 + 𝐴2𝛾2+

+ 𝐴3𝛾3 + 𝐴4𝛾4,

𝑀1,𝑙 = 𝑀1,𝑟 ⇒ 𝐴5𝛾
2
5 + 𝐴6𝛾

2
6 + 𝐴7𝛾

2
7 + 𝐴8𝛾

2
8 = 𝐴1𝛾

2
1 + 𝐴2𝛾

2
2+

+ 𝐴3𝛾
2
3 + 𝐴4𝛾

2
4 ,

𝐷1,𝑙 = 𝐷1,𝑟 + 𝑄 ⇒ 𝐴5𝛾
3
5 + 𝐴6𝛾

3
6 + 𝐴7𝛾

3
7 + 𝐴8𝛾

3
8 = 𝐴1𝛾

3
1 + 𝐴2𝛾

3
2+

+ 𝐴3𝛾
3
3 + 𝐴4𝛾

3
4 + 𝑄

𝐸𝐼1𝜆3 .

(4.31)

S ohledem na komplikovanost vztahů jsou koeficienty označeny jako 𝑃5−8,1−8.
Jejich hodnoty jsou uvedeny v příloze A.

𝑤2,𝑙 = 𝑤2,𝑟 ⇒ − 𝑃5,5 − 𝑃5,6 − 𝑃5,7 − 𝑃5,8 = 𝑃5,1 + 𝑃5,2 + 𝑃5,3 + 𝑃5,4,

𝑑𝑤2,𝑙

𝑑𝑠
= 𝑑𝑤2,𝑟

𝑑𝑠
⇒ − 𝑃6,5 − 𝑃6,6 − 𝑃6,7 − 𝑃6,8 = 𝑃6,1 + 𝑃6,2 + 𝑃6,3 + 𝑃6,4,

𝑀2,𝑙 = 𝑀2,𝑟 ⇒ − 𝑃7,5 − 𝑃7,6 − 𝑃7,7 − 𝑃7,8 = 𝑃7,1 + 𝑃7,2 + 𝑃7,3 + 𝑃7,4,

𝐷2,𝑙 = 𝐷2,𝑟 ⇒ − 𝑃8,5 − 𝑃8,6 − 𝑃8,7 − 𝑃8,8 = 𝑃8,1 + 𝑃8,2 + 𝑃8,3 + 𝑃8,4.

(4.32)

Okrajové podmínky v bodě 𝑠 = 0 jsou v maticovém zápisu řešení zohledněny
následovně:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 −𝛾5 −𝛾6 −𝛾7 −𝛾8

𝛾2
1 𝛾2

2 𝛾2
3 𝛾2

4 −𝛾2
5 −𝛾2

6 −𝛾2
7 −𝛾2

8

𝛾3
1 𝛾3

2 𝛾3
3 𝛾3

4 −𝛾3
5 −𝛾3

6 −𝛾3
7 −𝛾3

8

𝑃5,1 𝑃5,2 𝑃5,3 𝑃5,4 𝑃5,5 𝑃5,6 𝑃5,7 𝑃5,8

𝑃6,1 𝑃6,2 𝑃6,3 𝑃6,4 𝑃6,5 𝑃6,6 𝑃6,7 𝑃6,8

𝑃7,1 𝑃7,2 𝑃7,3 𝑃7,4 𝑃7,5 𝑃7,6 𝑃7,7 𝑃7,8

𝑃8,1 𝑃8,2 𝑃8,3 𝑃8,4 𝑃8,5 𝑃8,6 𝑃8,7 𝑃8,8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4

𝐴5

𝐴6

𝐴7

𝐴8

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
𝑄

𝐸𝐼1𝜆3

0
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (4.33)
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Výpočet úlohy byl zautomatizován skriptem vytvořeným ve výpočetním pro-
gramu Matlab. Skript v celé své délce je uveden v příloze B.4. Grafické řešení
úlohy je znázorněno na obrázku 4.4. Pro vykreslení grafu byly použity parametry
𝐸𝐼1 = 6500 𝑘𝑁𝑚2, 𝐸𝐼2 = 80000 𝑘𝑁𝑚2, 𝑘1 = 100000 𝑘𝑁𝑚−2, 𝑘2 = 40000 𝑘𝑁𝑚−2,
𝑣 = 30 𝑚𝑠−1, 𝑐1 = 90 𝑘𝑁𝑠𝑚−2, 𝑐2 = 120 𝑘𝑁𝑠𝑚−2, 𝑚1 = 60 𝑘𝑔, 𝑚2 = 300 𝑘𝑔

a 𝑄 = 100𝑘𝑁 . Většina parametrů byla převzata z knihy 𝑀𝑜𝑑𝑒𝑟𝑛 𝑅𝑎𝑖𝑙𝑤𝑎𝑦 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑘[1].
Průhybová křivka 𝑤2 byla odvozena z rovnice 4.22.
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Obr. 4.4: Svislé posunutí v závislosti na relativní souřadnici 𝑠
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4.3 Dvouvrstvý systém - dynamická soustava II

Obr. 4.5: Schéma modelu

Model vychází z modelu před-
staveného v kapitole 4.2 s tím roz-
dílem, že je druhý nosník schopen
odolávat i smykovému zatížení. Ohy-
bová tuhost 𝐸𝐼2 v tomto modelu
nabývá zanedbatelné hodnoty (z dů-
vodu spolupůsobení pražců se ne-
rovná 0). Toto zjednodušení vychází
z faktu, že příčné pražce a kolejové lože
nejsou schopny přenášet ohybová zatí-
žení. Model lze interpretovat jako nekonečně dlouhou kolej se svařenými kolejnicemi
diskrétně podepřenými kolejnicovými podporami (příčné pražce).

Diferenciální rovnice:

𝐸𝐼1
𝑑4𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥4 + 𝑚1
𝑑2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝑐1
𝑑𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘1[𝑤1(𝑥, 𝑡) − 𝑤2(𝑥, 𝑡)] = 0, (4.34)

𝐸𝐼2
𝑑4𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥4 − 𝐺𝐴
𝑑𝑤2(𝑥, 𝑡)2

𝑑𝑥2 + 𝑚2
𝑑2𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝑐2
𝑑𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
+

+ (𝑘1 + 𝑘2)𝑤2(𝑥, 𝑡) − 𝑘1𝑤1(𝑥, 𝑡) = 0.

(4.35)

Stejně jako v kapitolách 2.3 a 4.1 je i při řešení této úlohy zavedena relativní
souřadnice dle rovnice 4.18. Následnou substitucí rovnice 4.19 do rovnic 4.34 a 4.35
získáme diferenciální rovnice ve tvaru:

𝐸𝐼1𝜆
4 𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4 + 𝑚1𝑣
2𝜆2 𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2 − 𝑐1𝑣𝜆
𝑑𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠
+ 𝑘1[𝑤1(𝑠) − 𝑤2(𝑠)] = 0, (4.36)

𝐸𝐼2𝜆
4 𝑑4𝑤2(𝑠)

𝑑𝑠4 − 𝐺𝐴𝜆2 𝑑2𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠2 + 𝑚2𝑣

2𝜆2 𝑑2𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠2 − 𝑐2𝑣𝜆

𝑑𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠

+

+ (𝑘1 + 𝑘2)𝑤2(𝑠) − 𝑘1𝑤1(𝑠) = 0.

(4.37)
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K řešení této soustavy diferenciálních rovnic je nutné nejprve vyjádřit proměnnou
𝑤2 z rovnice 4.34, získat první, druhou a čtvrtou derivaci a následně ji dosadit do
rovnice 4.35.

𝑤2(𝑠) = 𝐸𝐼1𝜆
4

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠

+ 𝑤1(𝑠),

𝑑𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠

= 𝐸𝐼1𝜆
4

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 + 𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠
,

𝑑2𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠2 = 𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 + 𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2 ,

𝑑4𝑤2(𝑠)
𝑑𝑠4 = 𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑8𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠8 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4 ,

(4.38)

𝐸𝐼2𝜆
4
[︁𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑8𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠8 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4

]︁
+

− 𝐺𝐴
𝑑𝑤2

2
𝑑𝑥2

[︁𝐸𝐼1𝜆
4

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 + 𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2

]︁
+

+ 𝑚2𝑣
2𝜆2

[︁𝐸𝐼1𝜆
4

𝑘1

𝑑6𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠6 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 + 𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2

]︁
+

− 𝑐2𝑣𝜆
[︁𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑5𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠5 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑3𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠3 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 + 𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠

]︁
+

+ (𝑘1 + 𝑘2)
[︁𝐸𝐼1𝜆

4

𝑘1

𝑑4𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠4 + 𝑚1𝑣

2𝜆2

𝑘1

𝑑2𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠2 − 𝑐1𝑣𝜆

𝑘1

𝑑𝑤1(𝑠)
𝑑𝑠

+ 𝑤1(𝑠)
]︁
+

− 𝑘1𝑤1(𝑠) = 0.

(4.39)

44



4.3. DVOUVRSTVÝ SYSTÉM - DYNAMICKÁ SOUSTAVA II

Úpravou rovnice 4.39 dojdeme k následujícímu tvaru rovnice:

𝐾1
𝑑8𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠8 + 𝐾2
𝑑6𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠6 + 𝐾3
𝑑5𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠5 + 𝐾4
𝑑4𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠4 + 𝐾5
𝑑3𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠3 +

+ 𝐾6
𝑑2𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠2 + 𝐾7
𝑑𝑤1(𝑠)

𝑑𝑠
+ 𝐾8𝑤1(𝑠) = 0,

(4.40)

kde

𝐾1 = 𝐸𝐼2,

𝐾2 = 𝐸𝐼1𝑚2𝑣
2 + 𝐸𝐼2𝑚1𝑣

2 − 𝐺𝐴𝐸𝐼2𝑣
2𝜆2

𝐸𝐼1𝜆2 ,

𝐾3 = −𝑣(𝐸𝐼1𝑐2 + 𝐸𝐼2𝑐1)
𝐸𝐼1𝜆3 ,

𝐾4 = 4(𝐸𝐼1𝑘1 + 𝐸𝐼1𝑘2 + 𝐸𝐼2𝑘1 + 𝑚1𝑚2𝑣
4 − 𝐺𝐴𝑚1𝑣

2)
𝑘1

,

𝐾5 = −4𝑣(𝑐1𝑚2𝑣
2 + 𝑐2𝑚1𝑣

2 − 𝐺𝐴𝑐1)
𝑘1𝜆

,

𝐾6 = 4(𝑚1𝑘1𝑣
2 + 𝑚1𝑘2𝑣

2 + 𝑚2𝑘1𝑣
2 + 𝑐1𝑐2𝑣

2 − 𝐺𝐴𝑘1)
𝑘1𝜆2 ,

𝐾7 = −4𝑣(𝑐1𝑘1 + 𝑐1𝑘2 + 𝑐2𝑘1)
𝑘1𝜆3 ,

𝐾8 = 16𝐸𝐼1𝑘2

𝑘1
.

(4.41)

Hledá se řešení ve tvaru 𝑤1 = 𝑒𝛾𝑥:

𝐾1𝛾
8 + 𝐾2𝛾

6 + 𝐾3𝛾
5 + 𝐾4𝛾

4 + 𝐾5𝛾
3 + 𝐾6𝛾

2 + 𝐾7𝛾 + 𝐾8 = 0. (4.42)

Zbývající část výpočtu, včetně okrajových podmínek, je totožná s řešením uve-
deným v kapitole 4.2. Nebude tedy dále rozepsána.
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Výpočet byl zautomatizován skriptem vytvořeným ve výpočetním programu
Matlab. Skript v celé své délce je uveden v příloze B.5. Grafické řešení úlohy je zná-
zorněno na obrázku 4.6. Pro vykreslení grafu byly použity parametry
𝐸𝐼1 = 6500 𝑘𝑁𝑚2, 𝐸𝐼2 = 1 𝑘𝑁𝑚2, 𝐺𝐴 = 6000 𝑘𝑁 , 𝑘1 = 100000 𝑘𝑁𝑚−2,
𝑘2 = 40000 𝑘𝑁𝑚−2, 𝑣 = 30 𝑚𝑠−1, 𝑐1 = 90 𝑘𝑁𝑠𝑚−2, 𝑐2 = 120 𝑘𝑁𝑠𝑚−2,
𝑚1 = 60 𝑘𝑔, 𝑚2 = 300 𝑘𝑔 a 𝑄 = 100 𝑘𝑁 . Většina parametrů byla převzata z knihy
𝑀𝑜𝑑𝑒𝑟𝑛 𝑅𝑎𝑖𝑙𝑤𝑎𝑦 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑘[1]. Průhybová křivka 𝑤2 byla odvozena z rovnice 4.38.
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Obr. 4.6: Svislé posunutí v závislosti na relativní souřadnici 𝑠
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4.4 Kvalitativní hodnocení modelů
Kvalitativní hodnocení záznamu svislých pohybů pražců vychází z vizuálního

porovnání záznamu s očekávanými výsledky podle předchozí teoretické analýzy. Je
zřejmé, že průběh svislého zatlačení pražce do kolejového lože silně souvisí s po-
měrem hodnoty rozvoru podvozku 𝑑 a charakteristickou délkou kolejového roštu 𝐿.
Charakteristická délka kolejového roštu souvisí se spojitou svislou tuhostí kolejové
jízdní dráhy 𝑘 a ohybovou tuhostí namáhané vrstvy 𝐸𝐼.

V této kapitole je prezentováno kvalitativní hodnocení modelů představených
v kapitolách 2.1, 2.3, 4.1, 4.2 a 4.3. Modely jsou porovnány jak mezi sebou, tak
s daty naměřenými v Plané nad Lužnicí. Železniční svršek je tvořen kolejnicí 60 E1,
svěrkami W14 a pražci B 91S/1. Z naměřených dat je patrný podvozek složený ze
dvou náprav. Z toho důvodu musí být průhybové křivky jednotlivých modelů super-
ponovány s odsazením rovnajícím se rozvoru podvozku. S přihlédnutím k faktu, že
všechny úlohy jsou zadány lineárními diferenciálními rovnicemi, lze princip lineární
superpozice použít.

4.4.1 Vzájemné porovnání analytických modelů

Na obr. 4.7 jsou porovnány modely představené v kapitolách 2.1, 2.3, 4.1 a 4.3.
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Obr. 4.7: Porovnání modelů z kap. 2.1, 2.3, 4.1 a 4.3
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Průhybová křivka pro model namáhaný statickou silou (2.1) se značně liší od
průhybových křivek modelů zatížených pohyblivou silou, a to především z důvodu
zanedbání veličin závislých na čase. Zajímavým faktem je, že v oblasti druhé ná-
pravy se průhyby pro model zatížený statickou silou a modely zatížené pohyblivou
silou téměř neliší. To však nelze říci o oblasti kolem nápravy první, kde jsou rozdíly
průhybů nezanedbatelné. Z obrázku je tedy zřejmý vliv pohyblivého břemena na
celkový tvar průhybové křivky.

Při porovnání modelů zatížených pohyblivou silou lze pozorovat pouze mírné
rozdíly ve tvaru ohybových křivek, viz obr. 4.7. Největší rozdíly ve tvarech těchto
křivek lze zaznamenat v jejich střední části (mezi nápravami) a v části pravé (místo
vzniku zdvihové vlny).

Výjimkou je model dvouvrstvého systému, jehož druhá vrstva je schopna pře-
nášet ohybové zatížení. Průhybová křivka tohoto modelu je na obr 4.8 porovnána
s ostatními modely z kap. 4. Z křivky není zřejmé, že se jedná o kolejový rošt zatí-
žený dvěma nápravami. To je mimo jiné způsobeno právě ohybovou tuhostí druhé
vrstvy 𝐸𝐼2, která má na chování modelu značný vliv. Při snižování ohybové tuhosti
𝐸𝐼2 lze pozorovat, jak se průhybová křivka svým tvarem přibližuje průhybovým
křivkám modelů, s nimiž je porovnána.
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Obr. 4.8: Porovnání modelů z kap. 4.1, 4.2 a 4.3
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4.4.2 Porovnání analytických modelů s naměřenými daty

Obrázky 4.9, 4.10 a 4.11 reprezentují jednotlivé modely porovnané s daty na-
měřenými v Plané nad Lužnicí. Naměřená data zaznamenávají průhyb kolejového
roštu při průjezdu prvního podvozku hnacího vozidla rychlostí 77 𝑘𝑚/ℎ.
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Obr. 4.9: Porovnání Pasternakova modelu zatíženého pohyblivou silou a naměřených
dat
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Obr. 4.10: Porovnání dvouvrstvého modelu z kap. 4.2 zatíženého pohyblivou silou
a naměřených dat
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Obr. 4.11: Porovnání dvouvrstvého modelu z kap. 4.3 zatíženého pohyblivou silou
a naměřených dat

Z porovnaných modelů se jako uspokojivý jeví Pasternakův model namáhaný
pohyblivou silou a model dvouvrstvého systému přenášející smykové zatížení. Prů-
běh průhybových křivek těchto dvou modelů poměrně věrně kopíruje naměřená data.

Průhybová křivka modelu dvouvrstvého systému, jehož obě vrstvy přenáší ohy-
bové zatížení se od naměřených dat značně liší, a proto není tento model pro popis
chování koleje tvořené kolejovým roštem vhodný. Vhodnější využití lze najít při
popisu chování koleje tvořené kontinuálně podepřenými kolejnicemi.
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5 ZÁVĚR
V této diplomové práci jsou kvalitativně zhodnoceny rozšířené modely sestavené

v kapitolách 4.1, 4.2 a 4.3. Z hlediska tvarové podobnosti se jako nejpřesnější jeví
model představený v kapitole 4.3. Jedná se o dvouvrstvý systém přenášející ohybové
i smykové zatížení. Vzhledem ke svému uspořádání umožňuje model vyšetřování jed-
notlivých konstrukčních prvků, jako jsou například podložky pod kolejnici. To lze
považovat za výhodu.

Zmíněný model věrně vystihuje zdvihovou vlnu tvořící se před jedoucím kolem.
Při zkoumání okolí střední části grafu lze pozorovat oproti naměřeným datům zvý-
šený průhyb koleje v prostoru mezi nápravami. V levé části grafu vykazuje model
zdvihovou vlnu, která dle naměřených dat v kostrukci nevzniká.

Nutno konstatovat, že analytické modely nemusí vystihovat reálné chování kon-
strukce dostatečně přesně. Důvodem může být například zanedbání prostorového
uspořádání při sestavování modelu nebo zanedbání imperfekcí. Mezi tyto imper-
fekce může patřit například vlnkovitost hlav kolejnic, nedokonalé podepření pražců,
chybějící konstrukční části (například svěrky) a nedotažené šrouby svěrek. Všechny
tyto nedokonalosti mohou mít značný vliv na celkovou odezvu.

Avšak ani data získaná v terénu nevystihují dokonale chování kolejového roštu.
A to především z toho důvodu, že měření absolutních posunů kolejové jízdní dráhy
je obtížné. Přímé metody měření při použití snímačů posunutí není možné použít,
protože nelze nalézt v bezprostředním okolí dráhy pevný bod, vůči kterému by bylo
možné měření vztáhnout. Nepřímé metody měření posunů jsou založeny na výpočtu
posunutí ze záznamu zrychlení vibrací dvojí integrací (jak hardwarovou tak soft-
warovou), příp. jednoduchou integrací ze záznamu rychlosti vibrací. Tato metoda
měření je použitelná jen pro krátké oblasti signálu vzhledem k tomu, že při integraci
snímaných vzorků zrychlení vibrací dojde ke dvojímu sčítání chyb měření. [9]

Nevýhody analytických modelů lze částečně odstranit sestavením modelů nume-
rických, které jsou schopny brát v potaz více parametrů určujících chování kolejového
roštu. Problematika numerických modelů bude blíže zkoumána v rámci doktorského
studia studenta.
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w svislé posunutí . . . [𝑚]

w0 statický průhyb . . . [𝑚]

Q svislá nápravová síla . . . [𝑁 ]

d rozvor podvozku . . . [𝑚]

q svislé spojité zatížení . . . [𝑁𝑚−1]

E modul pružnosti . . . [𝑁𝑚−2]

I moment setrvačnosti . . . [𝑚4]

G modul pružnosti ve smyku . . . [𝑁𝑚−2]

A plocha průřezu . . . [𝑚2]

EI ohybová tuhost průřezu . . . [𝑁𝑚2]

GA smyková tuhost průřezu . . . [𝑁 ]

k tuhost pružiny . . . [𝑁𝑚−2]

c tlumení . . . [𝑁𝑠𝑚−2]

m hmotnost . . . [𝑘𝑔]

v rychlost . . . [𝑚𝑠−1]

L charakteristická délka kolejového roštu . . . [𝑚]

M ohybový moment . . . [𝑁𝑚]

D posouvající síla . . . [𝑁 ]

t čas . . . [𝑠]

x horizontální souřadnice . . . [𝑚]

s relativní souřadnice . . . [−]
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