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ABSTRAKT

Diplomova prace se zabyva problémem doplnovani souvislého tseku chybéjicich vzorki v digi-
talnim audiosignalu. Tento problém je formulovan jako optimalizaéni tloha, pfi niz v mnoziné
pripustnych rekonstruovanych signal hledame takovy, jehoZ reprezentace pfi vhodné zvolené
transformaci je co nejvice fidka. Popsany jsou riizné konkrétni formulace, a to analyzujici
i syntetizujici model jak pro konvexni, tak i pro nekonvexni tlohu. Pro uvedené formulace jsou
navrzeny algoritmy k jejich feSeni a v konvexnim pripadé je navic metoda doplnéna o rlizné po-
stupy pro kompenzaci poklesu energie v doplnéném Gseku signalu. VSechny navrzené algoritmy
jsou otestovany na realnych nahravkach a je ukazana jejich konkurenceschopnost ve srovnani
se souCasnym stavem problematiky (state-of-the-art).

KLICOVA SLOVA

audiosignal, doplnovani chybéjicich dat, Casové-kmitoCtové reprezentace, framy, ridké reprezen-
tace, proximalni operatory, konvexni a nekonvexni optimalizace, kompenzace poklesu energie

ABSTRACT

The master’s thesis deals with the problem of restoring a block of missing samples in a digital
audio signal. This problem is formulated as an optimization task, which seeks the sparsest time-
frequency representation of a signal within the set of feasible reconstructed signals. Several
particular formulations are discussed, namely the analyzing and the synthesizing model, both
for convex and non-convex approaches. Suitable algorithms are proposed for solving these
formulations, and in the convex case, the method is further enhanced by various procedures
to compensate for the energy drop in the inpainted signal segment. The proposed algorithms
are tested on real recordings, and their performance is shown to be competitive with the
state-of-the-art.
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1 Uvod

Zpracovani digitdlnich signali je v dnesni dobé aktudlni problematikou. Signaly, tedy
z matematického pohledu ¢iselné vektory urcitych vlastnosti, potfebujeme zaznamena-
vat, zpracovavat, analyzovat, ale také prenaset a uchovavat, a to at uz se jedna o data
vizualniho, zvukového ¢i jiného charakteru.

V této praci se soustfedime praveé na audiosignaly a na problém jejich restaurace v pri-
padé specifického poskozeni. Nejcastéji se v literature setkdvame se tfemi restaurac¢nimi
ulohami — denoisingem, declippingem a inpaintingem.

Prvni jmenovana tuloha, odSumovani, se zabyva situaci, kdy je k signalu pricten na-
hodny sum (napfiklad vlivem prenosu v neidedlnim prostredi) a ten chceme odstranit.
Declipping, téz desaturace, se zabyva audiosignaly, jejichz amplituda byla pri zaznamu
¢i prenosu omezena takovym zpusobem, ze vzorky prevysujici jistou povolenou troven
jsou saturovany, tedy nabyvaji pravé této omezujici hodnoty. Posledni jmenovany audio
inpainting se zabyva doplnovanim zcela chybéjicich vzorkl. Tato situace miize nastat pti
prenosu, kdy dochazi ke ztratam paketii, pti digitalizaci poskozenych nahravek ¢i pritom-
nosti impulzniho Sumu, ktery znehodnocuje prvky natolik, Ze je miuzeme povazovat za
chybéjici.

V této praci se budeme zabyvat pravé doplnovanim chybéjicich vzorkl. Jedna se o od-
vétvi pomérné staré, prvni uspésné metody byly publikovany jiz v 80. letech minulého
stoleti, za vSechny jmenujme napiiklad Janssentuv algoritmus v ¢lanku [20], jenz nebyl
dosud presvédéivé prekonan. Clanek [3] z roku 2012 byl pozdéji jednim z impulzii pro
novy pristup, jimz je pozadavek tidkosti audiosignalu ve vhodné reprezentaci. Motivaci
je fyzikdlni podstata hudebniho téonu, ktery lze vyjadrit jako soucet nemnoha harmo-
nickych funkei odpovidajicich zédkladni frekvenci ténu a jeho harmonickym. Fourierova
transformace audiosignal] nAm proto poskytuje ¥idky vektor koeficienti, tedy takovy,
ktery obsahuje nemnoho vyznamnych slozek. Audio inpainting (jakozto i ostatni jmeno-
vané problémy) pak hleda feseni — rekonstruovany signal — v mnoziné signalu s ridkym
spektrem, coz se ukazuje byt velmi i¢innym predpokladem.

Poznamenejme jesté, ze tato prace se vyhradné soustiedi na problém audio inpain-
tingu. Popsané principy a algoritmy by vsak byly snadno adaptovatelné i pro dalsi tlohy
zpracovani audiosignali.

Clenéni prace je nasledujici: V kapitole 2| se budeme vénovat matematickym zakladim
vyuzitym ve zbytku préce. Kapitolou |3| zacind ustfedni téma prace, jimz je doplinovani
chybéjicich vzorkt audiosignalu. Po obecném prehledu dosavadnich metod v kapitole
nasleduji dvé kapitoly, v nichz jsou odvozeny a rozvinuty moderni metody zalozené na
ridkosti. Konkrétné v kapitole 4| vychazime z formulace tlohy dopliovani vzorka jakozto
konvexniho optimaliza¢niho problému, proto hovoiime o konvexnich metodach. Naopak
kapitola [5| se zabyva dvéma heuristickymi algoritmy pro priblizné feseni nekonvexni opti-
maliza¢ni tlohy, tudiz hovorime o metodach nekonvexnich. Odvozené ¢i popsané algoritmy
jsou poté na redlnych nahravkéch otestovany a vyhodnoceny, coz popisuje kapitola [6]

!Déale popiseme obdobnou, le¢ vhodnéjsi transformaci.






2 Teoretické zaklady

Cilem této kapitoly je korektné zavést potiebné pojmy a také formulovat néktera uziteéna
tvrzeni pro pozdéjsi odvozovani algoritmu pro restauraci audiosignala v kapitolach [4] a [5]
Jednotlivé komentované pojmy se mohou jevit jako prilis nesouvisejici, v dalsich ¢astech
prace vsak budou mit sviij vyznam.

2.1 Potrebna teorie vektorovych prostori

Obecné pojmy jako vektorovy prostor, norma ¢i skaldrni (vnitini) sou¢in budeme povazo-
vat za obecné znamé. V této Casti vsak definujeme nékteré konkrétni pojmy, které budou
dale vyuzivany, a také zavedeme dale pouzivané znaceni.

Definice 2.1. Necht 1 < p < oo. Prostor (,(N) definujeme jako prostor posloupnosti
¢ = {¢n}nen, pro které plati >, oy |cn|” < 00.

Definice 2.2. Jako normu v prostoru {,(N), 1 < p < oo, zkrdcené £, normu, oznacujeme
zobrazent prirazujici posloupnosti ¢ € €,(N) nezdporné cislo

1/p
lell, = (Z |Cn|p) : (2.1)
neN
Poznamka 2.3. Ackoliv ¢, normy jsou definovany na prostorech posloupnosti, znaceni
prebirdame do Eukleidovskych prostori, kde suma v rovnici (2.1]) obsahuje pouze koneény

pocet séitanci, ktery odpovida dimenzi prostoru.

Definice 2.4. Jako ridkost, nebo téz {y pseudonormu, oznacujeme zobrazeni, které po-
sloupnosti ¢ = {¢, }nen pritazuje pocet jejich nenulovych cleni, tedy cislo

lellg =Hen | en #0,n=1,2,...}], (2.2)
kde | - | znac¢i mohutnost mnoziny.

Poznamka 2.5. Ridkost je nékdy nazyvana neformalné téz £, normou a odpovidé tomu
i symbolické znaceni, nebot jistym zpisobem navazuje na zavadéni £, norem. O normu se
vsak nejednd, nebot obecné neplati axiom ||kc||, = |k| - ||c||, pro nenulovy skalar k. Proto
hovorime o pseudonormé.

Velky vyznam bude déle mit takzvand vahovana ¢; norma, kterou zde proto zvlast
definujeme. Pro zjednoduseni se viak omezime na kone¢nérozmérny prostor CV.

Definice 2.6. Mé&jme ddn prostor CV a na ném definovanou ¢, normu. Ddle necht
w € RN, pricem? w, > 0,n = 1,2,...,N. Vihovanou ¢, normu (s vihami w) pak
zavddime jako zobrazeni CN 3 ¢ — ||w ® c||,, kde ® znaci ndsobeni vektori po sloZkdch,
ti. [[woecll, = Zr]yzl Wy |cp .

Poznamka 2.7. Vyhodou ¢; normy je, ze se na rozdil od fidkosti jedna o konvexni
funkci, coz je stézejni vlastnost pro jeji minimalizaci, k niz pozdéji dospéjeme. V kontextu
¢, norem je navic fidkosti jistym zpiisobem nejblizsi a existuji dokonce tvrzeni, ktera
za urcitych predpokladt zarucuji ekvivalenci minimalizace ¥{dkost{]a ¢, normy vektoru.
Blize je toto téma zpracovano napiiklad v publikaci [33].

17Zde je situace jazykové mirné nejasné, nebot minimalizaci ¢, pseudonormy bychom spiSe nazvali
hleddnim maximalné fidkého vektoru, soucasné vsak chceme ¢y pseudonormu také nazyvat ridkosti. Dale
se proto pojmu Fidkost v souvislosti s minimalizaci budeme spiSe vyhybat.



Protoze budeme ¢asto pracovat s vektory a maticemi (realnych ¢i komplexnich ¢isel),
zavadime jejich znaceni po radé nésledovné?]:

-
x:[xl Ty ... xN} e RV nebo CV*1, (2.3)

kde namisto RY*! resp. CNV*! piseme pouze R, resp. CV,

a1; Q12 a3 A1n
Q21 Q22 Q23 ... Q2N

A= , o , € RM*N nebo CM*N. (2.4)
Qpr1 Qp2 Ap3 --- GMN

Kromé transpozice pouzité v zapisu vektoru pouzivame pro matice ¢i vektory s kom-
plexnimi prvky téz hermitovskou transpozici, coz pro matici A znac¢ime jako A*. Stejné
znaceni pouzivaime pro adjungované operatoryP} Poznamenejme vsak, Ze u maticovych
operatorli, které s maticemi ztotoznujeme, se nejedna o konflikt znaceni, nebot hermitov-
ska transpozice a adjungovanost jsou v tomto pripadé ekvivalentni.

2.2 (Ne)ortogonalni reprezentace

V tvodu této ¢asti pripomeneme pojem ortonormalni baze, jejimuz zobecnovani se budeme
dale vénovat.

Definice 2.8. Ortonormdlni bazi prostoru X se skaldrnim soucinem (-,-) je mnoZina
vektori B = {u, }neny C X takovd, Ze generuje cely prostor X a plati

(U Up) = {0 pro. m#mn. (2.5)

1 pro m =n,

tedy ||u,|| = +/(tn, un) = 1¥n € N.

V pripadé prostoru X nekonecné dimenze pod pojmem generovani celého prostoru
v predchozi definici rozumime, ze X je uzdvérem mnoziny vsech (konecnych) linedrnich
kombinaci prvka B. V prostoru konecéné dimenze N méa prirozené baze B pravé N prvku
a X je primo mnozinou vsech linedrnich kombinaci prvka B, v tomto pripadé tedy neni
nutny uzaver.

2.2.1 Framy

Vybrané pojmy funkcionalni analyzy budeme definovat v obecném Hilbertové prostoru
H. Budeme tak ¢init v souladu s obvyklym zavedenim, jak jej Ize pro obecné Hilbertovy
prostory nalézt napiiklad v ¢lanku [II] nebo ve skriptu funkciondlni analyzy [37]. Pro
aplikace je pak mozné pouzit stejné definice, nebof pouzivané realné ¢i komplexni Euk-
leidovské prostory jsou specidlnim prikladem prostort Hilbertovych, pouze zde namisto
posloupnosti vystupuji vektory.

2Vektory dle konvence uvazujeme v tzv. sloupcovém tvaru, kdy se nejednéd o uspofddanou N-tici, ale
o matici rozméra N x 1.
3Na prostoru X se skaldrnim souéinem (-,-) pro operatory A, A* plati (Az,y) = (z, A*y)Vz,y € X.



Definice 2.9 (podle [I1]). Necht {f,}nen je posloupnost prvki Hilbertova prostoru H.
Tato posloupnost se nazyvd

(a) frame, jestlize existuji konstanty 0 < A < B < 0o takové, Ze

AlFIP <SS KA fP < BIFI? VfeH, (2.6)

neN

kde A, B nazjvdme mezemi framu a jednotlivé pruky f, oznacujeme jako atomy;
(b) Rieszova baze, jestlize uzdavérem linedrniho obalu { f,, }nen je cely prostor H a existuji
konstanty 0 < A < B < oo takové, Ze

<BY el (2.7)

neN

A Z |Cn|2 <

neN

> ety

neN

pro kaZdou posloupnost {c,nen s pouze konecnym poctem nenulovych proki.

Definice 2.10. Pokud pro dany frame existuji meze A = B = « splnugjici (2.6)), nazgvdme
tento frame a-tésnym. Je-li navic o = 1, pak hovorime o Parsevalové framu.

V definici 2.9 je podstatné, ze Rieszova bdze je zobecnénim ortonormélni baze dle
definice [2.8] a frame je dalSim zobecnénim Rieszovy baze. Pro aplikace ve zpracovani
signalii je pak specifickou vlastnosti framu, ze mutze byt systémem redundantnim, tedy
obsahovat vice prvki, nez je nutné k vygenerovani celého prostoru. Reprezentace pomoci
framu pak nejsou jednoznacné, coz umoznuje pozadovani vybranych vlastnosti, naptiklad
v této praci je to ridkost reprezentace.

S reprezentaci také souvisi operatory analyzy a syntézy, které definujeme nasledovneé:

Definice 2.11 (podle [37]). Syntetizujicim operdtorem prislusngm framu { fn }nen rozu-
mime operdtor D: l3(N) — H definovany predpisem

Dc = Z Cnfn Ve ={cy}nen € l(N). (2.8)

neN

Odpovidajicim analyzujicim operdtorem je operator A = D*: H — (5(N), ktery mizeme
zapsat jako

Af ={{f; fa)inen V[ € H. (2.9)

Uzitecnost Parsevalovych framii se ukaze zejména v platnosti nasledujiciho tvrzeni:
Véta 2.12. Pro Parsevalovy framy plati
DA =1d, AD = Pra, (2.10)

kde jako 1d znacime identitu (bez ohledu na prostor) a Pr(ay oznacuje operdtor ortogondlni
projekce na obor hodnot R(A) operdtoru A. Dadle

[AfI =l vfed, (2.11a)
el = [[Del| - Ve € £(N), (2.11b)
lell = 1De| - Ve € R(A). (2.11c)



Diikaz. Platnost rovnosti neni zcela trividlni a korektni dikaz by vyzadoval zava-
déni neimérného mnozstvi dalsich pojmi, proto odkazujeme na literaturu, napriklad [37].
Dokézeme vsak vlastnosti (2.11)).

V rovnici na levé strané mame prvek prostoru ¢»(N). Dosadime tedy za Af
vyjadreni a prislusnou normu rozepiseme jako

TAFI® = 1 fadnenlls = D21 ] (2.12)

neN

Protoze se viak jednd o Parsevaliv frame, plati (2.6) pro A = B = 1, tedy 3 ,en [(f, fu)|* =
1 £11%, ¢mz dostavame platnost ([2-114)).

Platnost (2.11bf) a (2.11¢)) dostaneme, pokud provedeme rozklad ¢ = a + b, kde a €
R(A) ab L R(A). Potom plati

2
|De|l® = [|ADe|* = |[Preay(e)|| = llall® < [lal® + [bI* = [lc]®,  (2.13)

kde jsme v prvni a druhé tpravé vyuzili po radé vlastnosti (2.11al) a (2.10). Tim mame
dokézanu nerovnost ([2.11bf), pficemz vidime, Ze rovnost nastava pravé pro ¢ = a =
Pray(c), tedy pro ¢ € R(A), coz dokazuje platnost (2.11c]). ]

2.2.2 Gaborovy systémy a framy

Specidlnim ptipadem framu muize byt tzv. Gaboriv systém, ktery je zalozeny na opera-
torech translace a modulace. Aplikacim ve zpracovani signali se priblizime tim, Ze tyto
pojmy budeme definovat jiz v konkrétnim Hilbertové prostoru L?(R) komplexnich funkef
realné proménné.

Definice 2.13 (podle [11]). Na prostoru L*(R) definujeme pro a,b € R operdtory translace
a modulace po Tadé ndsledovné:
Tag(t) - g(t - CL), (2148’)
Myg(t) = exp(2mibt) - g(t), (2.14b)

kde g € L*(R) a t € R.

Definice 2.14. Gaboriv systém pro danou funkci g € L*(R) a parametry a,b > 0 je
mnozina
{Mmb( nag)}mnEZ (215)

Je-li navic systém (2.15) frame, nazgvame jej Gaborovym framem. Funkci g pak nazjvame
oknem Gaborova framu.

Obecné neni zcela prozkoumano, jaké podminky zarucuji, ze je Gaboriv systém frame.
Plati ovSsem néasledujici véta, kterd udava nutnou podminku.

Véta 2.15 (podle [11]). Necht a,b >0 a g € L*(R). Prislusng Gaboriv systém miiZe byt
frame pro L*(R), pouze pokud plati ab < 1. Pokud je tento systém framem a plati ab =1,
pak je tento systém dokonce Rieszovou bazi.

V aplikacni c¢asti prace budeme pracovat vyhradné s diskrétnimi signaly, tedy pouze
s kone¢nérozmérnymi vektorovymi prostory CV, N < oo. Zde je skaldrni sou¢in tvaru

N
V) =Y u,v, = vu. (2.16)
n=1

10



Vyse zavedené operatory syntézy a analyzy pak budou tvaru D: C¥ — CN a A: CN— C?,
kde pro redundantni frame plati N < P. Muzeme je tedy ztotoznit s operdtory matico-
vymi nebo primo maticemi, pricemz atomy framu budou sloupce matice odpovidajici
syntetizujicimu operatoru. Prostor CV konvenéné nazyvame ¢asovou oblasti, CP je pak
prostorem ¢i oblasti koeficientii.

Specialné zavedeni Gaborova framu je v konecné dimenzi mozné s tim rozdilem, ze
namisto proménné ¢ ve spojitém pripadé mame pouze konecény pocet indext. S indexy
prvka proto pocitame moduldrné vzhledem k délce vektoru.

Pro blizsi predstavu o Gaborové framu zarazujeme priklad jeho atomt. Jako funkci g
uvazujeme Hannovo oknoﬁ, které (jiz v diskrétni podobé, tedy jako vektor g) definujeme
podle [17] jako

—1
gn = sin® (n 7T) n=1,...,w, (2.17)
w

kde hodnotu w oznacujeme jako délku okna.

Poznamka 2.16. Mzeme se setkat i s alternativnimi definicemi Hannova okna. Napri-
klad v toolbooxu pro MATLAB LTFAT [31], ktery budeme hojné vyuzivat v implementaci,
je jako prvni prvek okna chapan jeho vrchol, coz pri definici dle rovnice odpovida
prvku prostrednimu.

Vizualizaci Hannova okna a pomoci néj definovanych atomti Gaborova framu zobrazuje

obrazek 211

1

0.8 -

0.6 -

0.4 -

0.2

0

-0.2 —
0.4 -
20.6 - Hannovo okno _

---------- translace okna

08 L translace a modulace okna: redlna cdst N

translace a modulace okna: imagindrni Cast

-1 | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Obr. 2.1: Priklad atomtu Gaborova framu. Zobrazeno je Hannovo okno g délky w (které
je samo jednim z atomil) a jeho vybrané translace a modulace. Pro prehlednost nejsou
v obrazku oznaceny délka okna w (1024 vzorkt) a posun sousednich oken a (256 vzorki).

Gaborovy framy ve zpracovani signalt

Vyznam Gaborovych frami pro zpracovani signalt je ten, ze prislusny analyzujici ope-
rator realizuje tzv. kratkodobou Fourierovu transformaci (short-time Fourier transform,
STFT, nékdy téz Gaborova transformace). Muzeme totiz tuto transformaci chapat jako
aplikaci Fourierovy transformace na ¢ast signalu ,vyriznutou® oknem g. Ziskavame tak

4Podle rakouského meteorologa Julia von Hanna. Setkat se mtizeme téZ s oznac¢enim Hanningovo okno.
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koeficienty, které vyjadiuji spektrum signalu v daném case, proto hovorime téz o ¢asoveé-
frekvenc¢ni analyze. Na rozdil od Fourierovy transformace pak samotny koeficient nese
jistym zptsobem lokalni informaci, neovliviiuje vsak podobu celého signalu, coz blize od-
povida lidskému vniméni zvuku [33].

Navic, jak jiz bylo feceno, se v pripadé Gaborovych frami jednd o nejednoznacnou
reprezentaci signalu, coz nam dale otevie moznost pro hledani ridkych reprezentaci.

Spektrogram

Pojem kratkodobé Fourierovy transformace ptirozené vybizi k zobrazeni fourierovského
spektra signalu, které vSsak pocitadme pouze pro urcity casovy usek, jak bylo popsano.
Pravé takovymto nastrojem je spektrogram, ktery zobrazuje vyvoj spektra v zavislosti
na Case. Ukdzka spektrogramu je na obrazku 2.2] na ném?z je zobrazen zédznam zvuku
housli. Na vodorovné ose vidime c¢as, na svislé frekvence a barva udava absolutni hodnotu
prislusného koeficientu po Gaborové transformaci ($kala pro tyto hodnoty je v dB).

16000
14000
12000
10000

8000

frekvence [Hz]

6000

4000

2000

0

Obr. 2.2: Ukéazka spektrogramu.

Poznamenejme, ze atomy Gaborova framu jsou komplexni (coz je vidét z rovnic (2.14b)
a ), tudiz i koeficienty jsou obecné komplexni. Obrazek je proto takzvanym am-
plitudovym spektrogramem, nebot zobrazuje amplitudu (absolutni hodnotu) koeficienti.
Obdobné bychom mohli vytvorit spektrogram fézovjﬂ Déle v textu vsak budeme pouzi-
vat jednotny termin spektrogram, pricemz nejcastéji budeme mit na mysli amplitudovy
spektrogram, vyjimecné pak primo matici komplexnich koeficientti.

2.3 Konvexni optimalizace

V této casti zavedeme pojmy z oblasti konvexni optimalizace, které budeme dale pouzivat,
a uvedeme nékterd uziteéna tvrzeni. Zacit prirozené musime definici konvexni funkce:

Definice 2.17. Necht f: X — R je redlnd funkce definovand na vektorovém prostoru X .
Funkci f nazgvame konvexni, jestliZe plati

Vi, xe € X, VE € (0,1): f (txy + (1 —t)xe) < tf(z1) + (1 —1t)f(xa). (2.18)

SFazi zde myslime argument (tihel) v kontextu goniometrického tvaru komplexniho é&isla.
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Jestlize predchozi nerovnost je splnéna ostre (vyjma hodnot t = 0 a t = 1), hovorime
o funkci striktne konvexni.

Nyni jiz mtizeme zavést zakladni ilohu konvexni optimalizace, kterou je minimalizace
konvexni funkce f (tzv. tcelové funkce) na konvexni mnoziné Y C X. V kontextu této
prace pro nas neni dilezitda hodnota tohoto minima, ale predevsim bod, ve kterém funkce
této hodnoty nabyva, tedy takzvany argument minima. Formalné tuto tilohu zapisujeme

& =arg min f(z) vzhledemk zeY CX. (2.19)

Poznamenejme, zZe jestlize tloha neobsahuje zadné omezeni (tedy ¥ = X)
a funkce f je konvexni, ale nikoliv striktné konvexni, pak reseni nemusi byt jediné. Dokonce
mame-li dva rtzné body 21, &2, v nichz funkce f nabyva svého minima, pak v disledku
nerovnosti nabyva této hodnoty i na vsech bodech tsecky s krajnimi body z; a Z».
Je-li vsak funkce f striktné konvexni, snadno bychom sporem ukazali, Ze minima miize
nabyvat v nejvyse jednom bodé.

V pripadé vice Teseni ziejmé zapis neni korektni, protoze fesenim tilohy je mno-
zina a ¥ je jejim prvkem. Jako zjednoduseni vSak uzivame jednotny zapis a v pripadé vice
feseni rozumime zapisem vybrani nékterého z nich.

Nasleduji definice nékterych pro aplikace stézejnich pojmu konvexni optimalizace.

Definice 2.18. Indikdtorovou funkci vy (x) obecné podmnoziny Y prostoru X definujeme
predpisem

wy=]" PO TED (2.20)
v 00 pro x € X\Y. '

Definice 2.19 (podle [13]). Redlnou funkci f na prostoru X nazgvame zdola polospojitou v
bodé xy € X, jestlize Ve € (—o0, f(xg)) existuje okoli Q bodu xq takové, ZeVx € Q: f(x) €
(g,00). Je-li funkce zdola polospojitd v kaZdém bodé prostoru X, hovorime o funkci zdola
polospojité.

Vyznam predchozi definice si mtizeme predstavit na prikladu funkce, ktera ma jediny
bod nespojitosti xg, coz vidime na obrazku Funkce na obrazku je v bodé x( zdola
polospojita — jestlize si predstavime ¢ jako hladinu nizsi nez f(z¢), pak zfejmé funkéni
hodnoty na dostatecné malém okoli zq lezi nad touto hladinou. To vSak neni pripad funkce
na obrazku [2.3b] kde si sta¢i predstavit ¢ lezici mezi limitou funkce zleva a zprava v bodé
xo. Poznamenejme také, ze spojita funkce f je vzdy téz polospojita.

A A

2\, 2\,
v v

(a) funkce, ktera je zdola polospojitd (b) funkce, kterd neni zdola polospojita

Obr. 2.3: Ilustrace k definici polospojitosti zdola. Prevzato z https://en.wikipedia.
org/wiki/Semi-continuity.
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Definice 2.20. Necht' Y je neprdazdnd uzavrend konvexni podmnoZina prostoru X, na
nemz je definovana norma. Projekci na mnoZinu Y rozumime zobrazeni Py: X — X
dané pro kazdé x € X predpisem

x +— arg min ||y — x| . (2.21)
yeyY

Je-li specidlne Y podprostorem X, hovorime o ortogonalni projekci.

Definice 2.21. Necht f: X — R je konvexni funkce na prostoru X, na némz je definovana
norma. Prozimdlnim operdtorem funkce f rozumime zobrazeni prox,: X — X dané pro
kazdé x € X predpisem

1
T > arg minf(y)+§Hy—xH2. (2.22)
yeX

Diky tomu, ze v predchozi definici uvazujeme konvexni funkci f v souctu s kvadra-
tem normy, coz je funkce striktné konvexni, feseni minimalizac¢ni tlohy je jediné.
Proximélni operator je tudiz dobre definovan.

V aplikacni ¢asti prace, zejména v kapitole[d, budeme hojné vyuzivat proximéaln{ opers-
tory dvou funkei — (vdhované) ¢; normy a indikatorové funkce konvexni mnoziny. Formou
lemmatu proto tyto operatory zavedeme.

Lemma 2.22. Prozimdlnim operdtorem vdhované €1 normy s vahami w je operdtor
Sw(x) = arg(x) ©® max(|x| — w,0), (2.23)

kde argument (komplezniho ¢isla), mazimum i absolutni hodnotu vnimdme jako operace
po slozkach. Tento operdtor nazyvame mekké prahovani.

Meékké prahovéni (v anglické literatute soft thresholding) jsme zde zavedli pro vek-
torovy parametr w. Pokud bychom uvazovali nevahovanou ¢; normu, ¢i presnéji jeji
T-nasobek, dostali bychom znaméjsi mékké prahovani s (konstantnim) prahem 7 [12].
Dikaz lemmatu vynechdvame, nalézt jej lze naptiklad v [27].

Lemma 2.23. Necht'Y je neprizdnd uzavrend konvexni podmmnozina prostoru X, na nemz
je definovdna norma. Proximdlnim operdtorem funkce vy pak je operdtor Py.

Diikaz. Zvolme x € X jako libovolny pevny bod a zavedme funkci g: X — R jako g(y) =
w(y)+3 |y — z||*. Ziejmé hledany proximaln{ operétor je zobrazeni x — arg min, ¢ x g(y).
Soucasné vsak po rozepsani indikatorové funkce plati

1 2
Ly — Y.
g(y) = {2 Hy 33“ pro y € ) (2'24>

00 pro y¢Y.

Protoze pozadujeme neprazdnou mnozinu Y, alespon pro néjakd y € X nastava prvni
moznost, proto druhou moznost viibec nemusime pfi minimalizaci uvazovat a plati

1
z — arg min g(y) = arg min = ||y — z||*. (2.25)
yey yey 2

Protoze vsak argument minima nezavisi na nasobeni kladnou konstantou a neméni jej ani
druhd mocnina normy, dostévame timto definici projekee 2.20] a diikaz je hotov. O
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Nésledujici definice existuje v mnohem obecnéjsim tvaru, ktery by vSak vyzadoval za-
vedeni dalsich pojmi, které bychom déle nevyuzili. Omezime se tedy na piipad Hilbertova
prostoru. Jako R zna¢ime mnozinu rozsifenych redlnych ¢isel, tj. R = R U {—o00, c0}.

Definice 2.24 (podle [2]). Necht H je Hilbertiv prostor se skaldrnim soucinem (-,-)
a f: H— R. Funkci konvexné sdruzvenoﬂ k funkci f znacime f* a definujeme

f(z) = sup (x,u) — f(u). (2.26)

ueH
Lemma 2.25. Necht f je konvexni funkce a o > 0. Pak plati

prox, ;«(z) = x — aprox;, (v/a). (2.27)

Predchozi tvrzeni zde nebudeme dokazovat, pouze zminime, Ze se jeho platnost opira
o tzv. Moreauovu identitu [22, [13].

Proximélni operatory jsou zdkladnim stavebnim prvkem (iterativnich) proximalnich al-
goritmii, které se ukazuji byt efektivnim nastrojem pro feseni tiloh konvexni optimalizace.
V této praci budeme vyuzivat dva takovéto algoritmy, konkrétné Douglastv-Rachfordiv
a Chambolluv-Pockuv algoritmus [12], [10]. Pro lepsi ndvaznost textu jsou konkrétni tvary
téchto algoritmi i oblast jejich mozného pouziti uvedeny az v kapitole [d], kde jsou vyuzity.

Mezi dalsi algoritmy pro konvexni optimalizaci patii tzv. Alternating Direction Method
of Multipliers (ADMM) [§]. I tento postup bude pfiblizen az déle v této praci, konkrétné
v kapitole [5}

6Kromé terminu konvexni sdruzeni se uziva téZ pojmu Fenchelova-Legendrova transformace.
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3 Ptehled metod pro audio inpainting

3.1 Definice problému

Doplnovani chybéjicich vzorkt audiosignalu je jednim z klasickych problému ¢islicového
zpracovani signali. Po vzoru anglické literatury jej budeme déle oznacovat jako (audio)
inpainting. Vychozim bodem je pro nas digitalizovany audiosignal, jehoz nékteré vzorky
chybi a pozice téchto vzorkl jsou predem znamy. Cilem konzistentniho zpracovani je do-
plnit tyto vzorky pri zachovani neporusenych c¢asti vstupniho signélu tak, aby doplnénd
mista v restaurovaném signalu nebyla sluchem rozpoznatelna. Nasim cilem vsSak neni
pouze zamaskovat vzniklé diry, ale mame ambice doplnit informaci co nejblizsi ptvod-
nimu (neposkozenému) signilu. Poznamenejme, ze pii experimentech budeme vychazet
z neporusenych signalii, ve kterych uméle vytvorime chybéjici tseky, proto bude mozné
splnéni téchto cili hodnotit.

Struktura chybéjicich dat mize byt riznd. My budeme predevsim uvazovat chybéjic
vzorky koncentrované do jednoho delsiho tseku, ktery budeme oznacovat jako diru. Tuto
situaci ilustruje obrazek [3.1] Dalsim obvykle pouzivanym modelem poruchy je ndhodn4
ztrata jednotlivych vzorkii s danou pravdépodobnosti, tomuto modelu vsak bude vénovana
mensi pozornost; mimo jiné proto, Ze se jednd o podstatné méné naroc¢nou tlohu.

(a) pozorovany signdl, chybéjici tsek je zob- (b) restaurovany signél, zvyraznény je do-
razen jako nulovy plnény usek

Obr. 3.1: Tlustrace audio inpaintingu pro zakladni model poruchy, kterym je jediny sou-
visly tsek chybéjicich vzorkl. Jedna se o zdznam zvuku housli a vidime, ze chybéjici tisek
ma délku jednotek period, coz odpovida radoveé desitkam milisekund. Zobrazeno je pouze
malé okoli diry.

Pro tplnost budeme zminovat také metody, které nejsou konzistentni, tedy dovoluji
odchylku feseni od pozorovanych dat. Jednotné vsak budeme znacit:

y  pozorovany (poskozeny) signal, y € CV,
My operator, ktery na pozice chybéjicich vzorkt dosadi nuly, My : C¥ — C¥,
neposkozend ¢ast pozorovaného signalu doplnéna nulami, yg = MRy,
feseni problému audio inpaintingu v ¢asové oblasti, £ € CV,
mnozina ptipustnych feSeni, I' = {x € CV | Myx = yg} C CV.

= %S

Poznamenejme, ze signaly budeme uvazovat komplexni, coz nam déle zjednodusi praci
s nékterymi operatory. V praxi se vsak omezujeme na signaly redlné, proto nepsanym, ale
prirozenym pozadavkem je nulovd imaginarni ¢ast X. Nejobecnéjsi formulaci konzistent-
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niho audio inpaintingu je pro nas tedy
najit vhodné x takové, ze x € I, tedy MrX = yg. (3.1)

Kdyz mluvime o formulaci nekonzistentni, rozumime tim nahrazeni rovnosti v definici
mnoziny [' pouze pribliznou rovnosti. Formulace zrejme neposkytuje informaci o tom,
co je vhodné Teseni, ani jak jej najit. Nize proto uvedeme piehled nékterych moznych
pristupu, které kladou na hledany signal X dodatecné pozadavky tak, aby se tloha ([3.1))
stala jednoznacné fesitelnou.

3.2 Modelovani signalu jako AR procesu

Modelovani signalu jako autoregresniho (AR) stochastického procesu je jedna z nejstarsich
metod pro audio inpainting. Vychazi z pozorovani, ze AR procesy zdarné modeluji har-
monické chovani hudebnich signéli ¢i lidsky hlas. Pravé harmonické slozky signélu v okoli
diry nam poskytuji informaci, kterou lze doplnit do chybéjictho tiseku, nebot je-li tento
dostatecné kratky, mizeme predpokladat, Zze jeho spektrum bude obdobné jako spektrum
sousednich (neposkozenych) tseki.

AR modelovani lze vyuzit vice zpusoby. V obecném pripadé modelujeme signdl x
pomoci koeficientii a, které dale uvazujeme radu p, tedy zjednodusené

Tp + G Tp1 + -+ QpTp_p = €p, (3.2)

kde e je vektor odchylek AR modelu od signdlu x. Poznamenejme, ze predchozi rovnice,
a¢ to z jejiho tvaru neni ihned patrné, predepisuje prvek z, jako linearni kombinaci p
predchozich prvki, a to az na chybovy ¢len e,,.

Nejstarsi vyuziti AR modelu pro audio inpainting publikovali autori Janssen, Veldhuis
a Vries v roce 1986 v ¢lanku [20]. Cilem jejich algoritmu je Tesit optimaliza¢ni ilohu

(a4,%x) = arg min Q(a, x), (3.3)
kde Q(a,x) = [l
Uloha (3.3) neni jednoduse fesitelnd, nebot ucelova funkce je polynomem ¢tvrtého

stupné — obsahuje ¢leny typu a?z?, kde a; i x; jsou nezndmé. Proto autori navrhuji p¥i-

[ Bl

blizné feseni, ve kterém dvojici (a1 x(*+1) definuji linedrni rovnice, jejichz matice
i pravé strany zavisi na (a®),x®). Jedna se tedy o iterativni algoritmus (dale budeme
hovorit zjednodusené o Janssenové algoritmu), u kterého neni sice zaruceno, ze konverguje
k Teseni ulohy , v [20] je vSak ukdzéno, Ze hodnota objektivni funkce @) se témito
iteracemi snizuje.

Popsana metoda se vyznacuje tim, ze v kazdé iteraci pracuje s AR koeficienty celého
signalu. Alternativni pristup lze nalézt naptiklad v [16], kde je prezentovan jednorazovy
(neiterativni) postup pro doplnéni kompaktniho tiseku chybéjicich vzorku, ktery miuzeme
stru¢né shrnout tremi kroky:

1. vypocitame AR koeficienty z levého a pravého okoli diry, pficemz na pravé strané
pracujeme s ¢asove invertovanym signalem,

2. pomoci téchto koeficienti predikujeme doplnéni vzorku zleva a zprava do diry,

3. provedeme kiizové prolnuti feseni zleva a zprava (komentar k tomuto obecnému

principu je v poznamce [3.1).
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Vyhodou této metody je, ze dokaze ¢astecné zachytit situaci, kdy se signal nalevo a na-
pravo od diry od sebe lisi. Nevyhodou pak je, ze chybéjici isek musi byt obklopen dosta-
teéné dlouhymi neporusenymi tseky signalu.

Mezi metody zalozené na AR modelovani mtizeme zaradit také restauraci dlouhych vy-
padki signalu pomoci sinusoidalniho modelovéani, ktera byla navrzena v [24] a zde ji pouze
okrajové zminime. PTi tomto pristupu syntetizujeme signal pomoci sinusoid zavislych na
tfech parametrech — amplitudé, frekvenci a fazi. Zakladni myslenka pristupu popsaného
v [24] je vyuziti AR modelu nikoliv k predikei chybéjicich vzorku v casové oblasti, jak
je tomu ve dvou vyse popsanych metodach, ale k predikci parametrii sinusoid v pritbéhu
chybéjiciho tseku.

Poznamka 3.1 (kfizové prolnuti). Kiizové prolnuti, v anglické literatute crossfade, je
obecny postup kombinace dvou signalii. Signédly v tuto chvili chdpejme jako spojité re-
alné ¢i komplexni funkce realné proménné. Vyuziva se v situaci, kdy na intervalu, ktery
pracovné oznacime (s, f), jako je tomu v obrazku chceme plynule prejit od signalu
k signalu x. Pfedpokladame tedy, ze mimo interval (s, f) je vysledny signal z(¢) definovan

o(t) = {xl(t) pro t<s, (3.4)

xo(t) pro t> f.

T

1 (1-9) -z - f
<1 1-¢ AL \‘M" 0 M}A M\ 1
T T AT TRk A ) |
\ |

2.01 2.015 2.02

1 1 1
2 2.005 2.01 2.015 2.02

t

(c¢) kombinace signali z obrazku a

kfizovym prolnutim

Obr. 3.2: llustrace kiizového prolnuti. Kombinovany jsou dva navrhy doplnéni iseku mezi
body s a f, zleva (signél z1) a zprava (signél ;).

Zbyva uréit, jak volit kombinaci z1 a xs na intervalu (s, f). Dulezité je povsimnout si,
ze kdybychom mezi z; a xo prepinali v konkrétni ¢asovy okamzik, nemusi byt vysledny
signal spojity, coz je nezddouci. Budeme tedy uvazovat, ze signal x(t) je dodefinovan jako

z(t) = (1) - a1(t) + (1 — o(t)) - a2(t), s<t<f, (3.5)
kde funkce ¢: (s, f) — (0, 1) mé nésledujici vlastnosti:
o(s) =1, o(f)=0, ¢ jespojitd a nerostouci. (3.6)
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Vsechny tii pozadavky jsou prirozené, nebot pozadujeme, aby prechod mezi x1 a x5 byl
plynuly. Navic zfejmé funkce, kterymi nasobime signaly x; a xs, jsou v souc¢tu konstantni
jednicka, tedy kiizovym prolnutim neptidavame ani neubirdame zadnou energii. Pro co
nejhladsi prechod jesté mizeme déle vyslovit podminku, aby byla funkce ¢ hladka (nebo
dokonce nekone¢né diferencovatelnd) na (s, f) a v bodech s a f méla nulové jednostranné
derivace. Pravé pouziti takovéto funkce ilustruje obrazek kde je v pozici ¢ pouzita
¢ast periody druhé mocniny funkce kosinus.

3.3 Metody zalozené na fidkosti

Modernéjsi tfidou metod pro restaurace audiosignali jsou metody zalozené na tidkosti.
Ridkost se zde objevuje ve chvili, kdy pomoci vhodného operatoru provedeme analyzu
audiosignélu a ziskame vektor koeficientu s velkym poctem nulovych (nebo mélo vyznam-
nych) slozek. Ukézkou této situace je obrazek ktery dva ruzné signély zobrazuje jako
spektrogramy, tedy zachycuje vyvoj jejich fourierovského spektra v ¢ase. Zejména na ob-
razku vidime, Ze spektru dominuje maly pocet vyraznych slozek — jedné se o tony
housli; v dolni c¢asti spektrogramu je zakladni frekvence ténu a dalsi vyrazné slozky spek-
tra jsou frekvence vyssich harmonickych. Obrézek [3.3D] jiz zachycuje komplexnéjsi signél,
konkrétné zéznam orchestru. Harmonickou strukturu (vyraznéjsi horizontélni linie) vi-
dime i v tomto signalu, ve srovnani se zaznamem housli se vSak jedna o signal podstatné
méné 1idky.
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o
=)
=]
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frekvence [Hz|
5
S

6000

w
S
]
S)

4000 2000

2000
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(a) housle (b) orchestr

Obr. 3.3: Spektrogramy dvou signali — zdznamu samotnych housli a orchestru.

S vyuzitim Fidkosti pro blizsi specifikaci zdkladniho problému (3.1]) prisel kolektiv au-
tort v Cele s Adlerem v c¢lanku [3]. Zde pouzitou formulaci ziskdme z (3.1)) tak, ze Teseni
hledame takové, jehoz koeficienty ve vhodné zvolené reprezentaci (jako je naptiklad Gabo-

.....

nasledovné:
% = arg min ||z]|, vzhledem k |yr — MgDz|; < e. (3.7)

Oproti dosud zavedenému znaceni zde navic vystupuje syntetizujici operator D, ktery
muze odpovidat napiiklad nasobeni matici obsahujici jako sloupce pravé Gabortv systém.
Poznamenejme, Ze fesenim formulace (3.7)) jsou koeficienty signalu, samotny restaurovany
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signal bychom tudiz ziskali jako X = Dz. Navic jesté dodejme, Ze oproti nasi formulaci
je zde rozdil v tom, Ze nepozadujeme rovnost feseni a neposkozené ¢asti vstupniho
signalu z, ale postacuje nam dostatecné mald norma rozdilu, limitovana v pripadé zapisu
kladnym parametrem e¢.

Ackoliv formulace neni jediny zpiisob, jak do tlohy audio inpaintingu integrovat
ridkost (jak uvidime v nasledujicich ¢astech), vénujme ji nyni vice pozornosti. Jedné se
o takzvany syntetizujici model, pravé proto, ze formulace obsahuje syntetizujici opera-
tor D. Alternativni analyzujici model bude predstaven nize v ¢asti [4.1} DileZitou vlast-
nosti je, ze tloha je NP-tézky problém, Fesitelny pouze priblizné — v [3] byl vyuzit
algoritmus Orthogonal Matching Pursuit (OMP), kterému se bude vice vénovat Cast .
zachycovat strukturu audiosignéalu, takzvana strukturovana ridkost. Tento aparat se snazi
zachytit napriklad jev pozorovany v obrazku [3.3] kdy signal po analyze obsahuje vyrazné
skupiny koeficientii s jasné patrnou strukturou, v tomto pripadé se po vizualizaci jedné
o horizontalni linie. Intuitivné tedy mtzeme formulovat tlohu tak, ze konkrétnimu ko-
eficientu prisuzujeme veétsi vahu, pokud odpovidajici v case predchazejici koeficient byl
vyznamny. Blizsi rozbor apardtu strukturované ridkosti lze nalézt naptiklad v ¢lanku [23],
vyuziti specidlné pro audio inpainting je pak naptiklad v [25].

Okrajové jesté zminme jiny zplsob vyuziti struktury audiosignalu, kterym je nelo-
kalni fidkost. Tento koncept, prezentovany teprve neddvno v [36], ma za cil v prvnim
kroku vyhledat podobné tseky signalu a nasledné nevyzadovat podobnost koeficientti ve
dvou bezprostredné nasledujicich tisecich, jak bylo vySe naznaceno, ale pravé u nalezenych
podobnych tsekt, které mohou byt z pohledu ¢asu v signalu vice vzdalené.

Audio inpainting zalozeny na tidkosti je hlavnim tématem této prace, budeme se mu
tedy vénovat podrobnéji v kapitoldch [ a [5] Konkrétné kapitola [4] je vénovéna tzv. ¢; re-
laxaci, kdy neni cilem minimalizovat pocet nenulovych slozek vektoru koeficienti (jak
je tomu naptiklad ve formulaci ), ale /1 normu vektoru koeficienti. Tim dostaneme
ulohu konvexni optimalizace, pro jejiz feSeni existuji efektivni numerické nastroje. Kapi-
tola je pak vénovana blizsimu rozboru dvou nekonvexnich metod, a to jiz zminéného
OMP a nového algoritmu SPAIN.

3.4 Dalsi metody

3.4.1 Metody zaloZzené na sobépodobnosti

V této casti predstavime zcela odlisny pristup k audio inpaintingu, nez bylo prezentovano
dosud. Nasledujici dvé metody totiz vyuzivaji k doplnéni informace do diry v signalu
neporusené useky téhoz signalu, které jsou poskozenému mistu v jistém smyslu podobné
a mohou tudiz byt (s pripadnymi drobnymi tpravami) pouzity namisto tiseku poskoze-
ného. Také se lisi primérni cil, kterym je spiSe diru zamaskovat, nezli co nejpresnéji doplnit
chybéjici informaci. Tento pristup vSak prinasi vyhodu v moznosti doplnovani dér délky
i v tadu sekund.

Prvni metoda, oznacend v origindlnim clanku [4] jako self-content-based audio inpain-
ting, pracuje se signalem rozdélenym na bloky stejné délky. Kazdy blok je transformovan
na vektor charakteristik (v puvodnim textu feature vector), ktery audiosignal vhodné re-
prezentuje — blizsi popis lze najit v dodatku élanku [4]. V pfipadé, Ze se v signalu objevi
blok s chybéjicimi vzorky, je k nému v neposkozené ¢asti signalu dohleddn blok podobny,
a to na zakladé dvou kritérii:
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1. blizkost v prostoru vektort charakteristik,
2. vysoka pravdépodobnost vzniklé sekvence audio bloki.

Druhé kritérium znamend, ze po nahrazeni bloku poskozeného blokem vybranym dosta-
neme sekvenci, ktera ma jako celek na zdkladé analyzy zbytku signalu vysokou pravdépo-
dobnost vyskytu. Vybérem bloku vsak autofi nekoné¢i — navrhuji dale zpracovani vybra-
ného bloku tak, aby se jesté vice priblizil novému kontextu (tedy okoli diry). Konkrétné
navrhuji upravu frekvence a faze, pokud se jedna o hudebni signal nebo samohlasku v feci,
upravu intenzity a v zavéru také volbu vhodného napojeni nového bloku na okoli diry.
Zde se jedna o skutecnost, ze bloky v optimalnim ptipadé volime delsi nez chybéjici tsek,
tudiz muzeme ovlivnit, jak velkou ¢ast vybraného bloku chceme vyuzit (poc¢inaje délkou
diry a konce délkou celého bloku).

Druhou metodou zalozenou na sobépodobnosti je audio inpainting s vyuzitim podob-
nostnich grafi, prezentovany v clanku [30]. Zasadnim rozdilem oproti pfedchozi metodé
je predem neurcena délka vybiraného tseku, nebot zde se nepracuje s audio bloky pevné
délky. Cilem je najit v neporusené ¢asti signdlu takovy tsek (ne nutné odpovidajici délce
diry), kterym nahradime tsek poruseny a pro ktery bude predevsim splnéna podminka,
ze po jeho zkopirovani na misto poruseného useku nebude rozpoznatelny ani zacatek, ani
konec doplnéné c¢asti. Pravé pro zajisténi prirozeného prechodu potrebujeme vyuzit po-
dobnost jednotlivych mist v signalu, kterou autori vyhodnocuji na zakladé spektra okoli
daného vzorku a s vyuzitim derivace faze. Takovato podobnost je pak reprezentovana
grafem, jehoz uzly jsou jednotlivé vzorky signalu a hrany jsou ohodnoceny prave bez-
rozmérnou podobnosti. Nésledné s pomoci grafu hledame takové dvojice vzorku (o, ko)
a (ly, k1) spliujici podminky:

ko < 11,

lp je pobliz zacatku chybéjiciho tseku, ky je pobliz jeho konce,
plati k; — lg =~ [y — ko,

ohodnoceni hran (ly, ko) a (I, k1) je vysoké.

=W =

Obr. 3.4: Schematicky zakres metody podobnostnich grafii. Obvodova linie zde symbo-
lizuje signal, Sedé tseky jsou blizké okoli diry (dira samotna je zobrazena pouze jako
preruseni ¢erné linie signdlu). Tétivy jsou vybrané hrany grafu, vyznacujici mista s vel-
kou podobnosti. Obrazek je prevzaty z [30].

Vyznam hodnot kg, k1, lg, l; ilustruje obrazek Poskozeny tsek, ktery se nachéazi
mezi body [y a k1, nahradime tak, ze v misté [y dojde k prechodu na misto kg, pokracujeme
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neporusenym signalem a poté z mista [; se vratime na misto ky. Zfejmé tedy prvni z vyse
formulovanych podminek udavé, ze prechody davaji smysl z hlediska sméru ¢asu, druhé
podminka nas omezuje na nahrazovani diry a jejiho blizkého okoli, treti podminka zajistuje
priblizné zachovani délky signalu a posledni podminka nas omezuje na vybér takovych
prechodii, které budou dostatecné prirozené.

Zavérem jesté poznamenejme, ze prace s uplnym podobnostnim grafem (tedy grafem
obsahujicim hrany mezi vSemi vzorky signalu) by byla neinosné pomald ¢ dokonce kvili
pamétové narocnosti nerealna. Graf je proto od pocatku konstruovan pouze castecny, kdy
se jednak omezujeme na hrany koncici v okoli diry a navic jsou vzdy ze svazku hran
vybirani jen reprezentanti s lokalné nejvyssi vahou.

Jiz z priblizné popsaného algoritmu vidime, Ze z popsanych metod je tato schopna
v dostatecné repetitivnim signalu doplnit nejdelsi diry, jak také na experimentech ukazali
autori [30]. Také je vsak nejméné konzistentni, nebot dovoluje ménit nejen jednotlivé
vzorky v okoli diry, které nebyly poskozené, ale dokonce miize dojit ke zméné délky celého
signalu.

3.4.2 Neuronové sité

Uspéchy neuronovych siti a hlubokého uéeni v rozmanitych oborech byly motivaci pro
jejich nasazeni i na problém audio inpaintingu. Prvni praci na toto téma je ¢lanek [20]
z roku 2018. Autori zde aplikuji neuronovou sit nikoliv na signdl v ¢asové oblasti, ale na
jeho spektrogram. Zakladnim principem popsané metody je pouziti dvou neuronovych siti
ve dvou krocich:

1. kodér — konvoluc¢ni neuronova sit — vytvori na zakladé spektrogramu z levého a pra-
vého okoli diry reprezentaci signalu,

2. dekodér — neformalné receno dekonvolu¢ni neuronova sit — na zakladé reprezentace
z prvniho kroku zpétné vytvori spektrogram restaurovaného tseku.

Znamou vlastnosti neuronovych siti je, Ze reprezentaci ziskanou v prvnim kroku nelze
snadno interpretovat, proto ji zde bliZze nepopisujeme. Z teoretického hlediska je vsak
vhodné zminit, ze autori [26] pracuji se dvéma variantami spektrogramu, realnym a kom-
plexnim. Redlny spektrogram zobrazuje pouze absolutni hodnoty casové-frekvencénich
koeficientt1, na rozdil od komplexniho, ktery obsahuje koeficienty neupravené. Proto je
ziejmé, ze postup pracujici s redlnym spektrogramem je zavisly jesté na zavérecném kroku
rekonstrukce faze, bez které neni moznd syntéza restaurovaného signalu. Pres tuto zdanli-
vou nevyhodu vSak autori [26] ukazuji, Ze pravé postup pracujici s redlnym spektrogramem
dosahuje v objektivnim hodnoceni| rekonstrukce lepsich vysledkii.

1O metod4ch hodnoceni rekonstrukce bude blizsi zminka v ivody kapitoly @
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4 Konvexni metody zalozené na ridkosti

V této kapitole se budeme vénovat konvexnimu pristupu k audio inpaintingu. Zakladni
myslenkou je tzv. {1 relazace, coz oznacuje nahrazeni fidkosti ve formulaci tlohy v jistém
smyslu nejblizsi konvexni funkci, kterou je ¢; norma.

V obecné matematické podobé muzeme vychozi (nerelaxovanou) ulohu psat jako

arg min ||z, vzhledem k F(x,z) =0,x€T,ze C". (4.1)

Jak bylo dfive zavedeno, x oznacuje hledany signal a z jsou casové-frekvenéni koefici-
enty. Abychom mohli tlohu formulovat v pozadované obecnosti, zavadime zde navic za-
tim nespecifikovanou funkci F', ktera dava do souvislosti pravé signal v c¢asové oblasti
a koeficienty:.

Poznamka 4.1. Znacenim v rovnici zavadime konvenci, kdy jako argument minima
vystupuje proménnd, kterd (ponékud netypicky) nevystupuje v ucelové funkei. Chceme
tim vyjadrit, ze nalezneme-li optimélni koeficienty z, pak fesenim celé tlohy je signal X,
ktery spliuje F'(%x,z) = 0, nikoliv tyto koeficienty.

Relaxovanou ulohu pak dostavame ve tvaru

arg min ||z||, vzhledem k F(x,2z)=0,x€ T, z¢c C". (4.2)

Protoze soucasné mnozina pripustnych feseni I' vystupujici v rovnici i v relaxované
varianté je konvexni (jednd se o podprostor prostoru viech signéltt CV), audio inpa-
inting s vyuzitim ¢; relaxace ziskal podobu tlohy konvexni optimalizace, na jejiz Teseni
jsou znamé algoritmy, které nize popiseme.

Déle se v této kapitole budeme zabyvat volbou funkce F' v rovnici a zejména
budeme Tesit problém, ktery vznika v ptripadé, kdy pomoci ¢; relaxace doplnujeme delsi
chybéjici usek. V takovém pripadé totiz dochazi v rekonstruovaném tseku k poklesu ener-
gie, ktery zpusobuje v signalu nezadouci slySitelné artefakty. Ackoliv jsme dosud nepopsali
presny tvar konvexni tlohy ani algoritmy slouzici k jejimu feseni, mizeme jiz na
tomto misté obrazkem ilustrovat tuto problematickou situaci.

Pokles energie v rekonstrukci na obrazku je zcela evidentni a nejedna se o ojedi-
nely pripad. V této kapitole proto budeme navrhovat metody, které vychazeji z konvexni
formulace , ale snazi se poklesu energie ve vysledném signdlu predchazet.

4.1 Analyzujici a syntetizujici model /; relaxace

V této ¢asti blize rozebereme dva rizné tvary relaxované tlohy (4.2)), a to tzv. analy-
zujici a syntetizujici model. Struéné feceno se jednd o volbu funkce F(x,z), kterda byla
v tuloze pouzita a kterda dava do souvislosti signal a casové-frekvencni koeficienty.
Nejjednodussi moznosti reprezentuji nasledujici funkce

Fi(x,z) = Ax — z, Fy(x,2z) =x — Daz. (4.3)

Pravé podle toho, zda vyuzivame analyzujici operator A (varianta F) nebo syntetizujici
operator D (varianta F) pak hovofime o analyzujicim, resp. syntetizujicim modelu.
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Obr. 4.1: Tlustrace poklesu energie v doplnéném tseku signalu. Doplnény tsek indikuje
Sed4 oblast. Sedé je té7 jako reference vykreslen ptivodni (neporuseny) signal, tedy signal,
ve kterém jsme diru uméle vytvorili, abychom mohli nasledné pozorovat zietelny pokles
energie v ¢erné zobrazené rekonstrukei.

Pro zietelnéjsi zapis vyuzijeme specifického tvaru podminky F'(x,z) = 0. Analyzujici
model ndm pak ziejmé udava podminku Ax = z, coz muzeme chapat jako substituci
a ulohu tak dostavame ve tvaru obsahujicim jiz pouze jednu (vektorovou) proménnou:

arg min || Ax||, vzhledemk  xeT. (4.4)

Obdobnou tpravou dostaneme syntetizujici model

arg min ||z||;, vzhledemk Dz eT. (4.5)

Hledany signal bychom v tomto modelu ziskali teprve aplikaci syntetizujiciho operatoru
na vysledek tlohy , ktery je v prostoru koeficienti. Také zduraznéme, ze v pripadé,
kdy operatory A a D = A* odpovidaji ortonormalni bazi, tedy AD = DA = Id, jsou
ulohy a ekvivalentni. Ovsem pak se také ztraci manévrovaci prostor ve smyslu
hledani fidkého Teseni, nebof reprezentace signalu je jednoznacna. V pripadé redundantni
reprezentace, coz je priklad frami, se vsak jedna o rtzné tlohy.

4.1.1 Algoritmus pro feseni analyzujiciho modelu

Pro feseni analyzujictho modelu vyuzijeme iterativni Chambolluv-Pockuv (CP) al-
goritmus. Jednd se o tzv. proximalni algoritmus, nebot je zalozen na opakovaném uziti
proximdlnich operdtori. Konkrétné CP algoritmus, prezentovany v [10], poskytuje po-
sloupnost {x™} konvergujici k feseni problému

arg min f(Kx) + g(x), (4.6)
kde na funkce f, g a operator K jsou kladeny nésledujici pozadavky:

f konvexni, zdola polospojita,
g konvexni, zdola polospojitd, nezaporna,
K spojity linearni operator.
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Obecny tvar Chambolla-Pockova algoritmu nalezneme v algoritmu

Algoritmus 1: Chambolliv-Pockiiv algoritmus v obecném tvaru
input: operatory K: X - Y a K*: Y — X, proximalni operatory funkci f* a g
nastav parametry o, 7 > 0 spliujici o7 || K[> <1 a 6 € (0,1)

[y

nastav hodnotu primarni proménné p(® € X a dudlni proménné q(» € Y/
nastav hodnotu vystupni proménné x(@ = p©
forn=20,1,2,... do

q"t = prox, ;. (@™ + o Kpt™)

x(th) = prong(x(") — 7K*q™tY)

(D) — x (1) 4 g(nt1) _ x(m))

end

© 00 g o ok wWoN

return xt1

Ulohu dame do souvislosti s analyzujicim modelem pro audio inpainting tak, Ze
tento model formulujeme v neomezeném tvaru s vyuzitim indikatorové funkce dle defi-
nice jako

arg min || Ax||; + or(x). (4.7)
X

V roli funkce f méme v rovnici ¢ normu, funkei g je indikatorova funkce mno-
ziny pripustnych feseni I' a linedrnim operatorem vystupujicim v kompozici s funkei f
je analyzujici operdtor A. Podle [10] nyni k sestaveni algoritmu potfebujeme znét proxi-
malni operatory funkeci of*(x) a 7g(x) (konstanty o a 7 bliZze uréime niZe). Pro funkci
Tg = Tir = (p je proximalnim operatorem ortogonalni projekce signalu na mnozinu I,
kterou jednoduse obdrzime tak, Zze vzorky signalu odpovidajici neposkozené ¢asti nahra-
dime vzorky ygr. K vyjadreni proximalniho operatoru funkce o f* vyuzijeme vzorce
uvedeného jiz v kapitole [2 ktery ndm poskytuje rovnost

Prox, ;«(X) = x — 0 - prox;,(x/o). (4.8)

Proximalnim operatorem funkce f(x) = ||x||, je také jiz dfive zavedené mékké prahovani,
zde s parametrem 1/0. Nésledujici lemma ndm umozni vyjadiit prox, . (x) v kompaktnim
tvaru:

Lemma 4.2. Necht a € R,a > 0 je prah mékkého prahovdni. Pak

Solax) = a - S1(x). (4.9)
Diikaz. Dukaz provedeme primymi ipravami, pricemz vychazime z definice mékkého pra-
hovani. Pfipomenme, ze arg(c) oznac¢uje argument komplexniho ¢isla ¢; je-li vstupem vek-
tor, vystupem je vektor argumentt jednotlivych jeho slozek. Symbolem ® pak rozumime

nasobeni vektoru po slozkach. Plati

S.(ax) = arg(ax) ©@ max(|ax| — «,0)
= arg(x) ® amax(|x| — 1,0)
= - Sl(X),

coz je tvar, ke kterému jsme meéli dojit. m
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Uvazujeme-li nyni misto obecného prahu a hodnotu 1/, jak je tomu v rovnici (4.8]),
dostaneme vyjadieni
prox, p«(x) = x — S1(x) = C1(x). (4.11)

Pouzili jsme nové definovany operator C,(x) = 1—8,(x), jehoz explicitni vyjadreni udava
nasledujici lemma:

Lemma 4.3. Operdtor C,(x) = x — S,(x) mize byt explicitné vyjddren jako
Co(x) = arg(x) © min(a, |x]). (4.12)
Dikaz. Opét s vyuzitim definice mékkého prahovani plati
Co(x) =x — S,(x)
= x — arg(x) © max(|x| — «,0)
= arg(x) © (x| — max(|x| — a,0))

= —arg(x) © max(—a, — [x])

— arg(x) © mina, |x]),
¢imz je tvrzeni dokazano. m

Dosavadni tvahy shrnuje algoritmus 2|

Algoritmus 2: Chambolltv-Pockiv algoritmus pro audio inpainting

input: operatory A a D = A*, mnozina I', neposkozena c¢ast signalu yr
c s 2
nastav parametry o, 7 > 0 splijici o7 ||A]|” < 1

1
2 nastav hodnotu primarn{ proménné p(® € CV a dudlni proménné q(© € C*
3 nastav hodnotu vystupni proménné x(© = p(©

4 forn=20,1,2,... do

s | gD = ¢y (q™ + o Ap™)

6 x("t) = Pp(x(™ — 7Dq )

2 | per) Z oxn) )

8 end

9 return X = x(**V)

Obecnéd forma CP algoritmu || obsahuje jesté navic parametr 6 € (0,1), ktery by
se uplatnil v sedmém kroku algoritmu |2, V [I0] vsak je uvedena postacujici podminka
konvergence algoritmu, jak ji mame nastinénou v kroku prvnim, a to pouze pro hodnotu
0 = 1. Algoritmus [2] jiz proto tuto volbu zahrnuje.

Zbyva urcit, kdy chod algoritmu ukoncit. Pouzivat budeme dvé varianty — bud omezime
maximalni pocet iteraci, nebo zvolime hodnotu relativni normy feseni, tedy podminku

HX("H) - X(”)H2 <e Hx(")‘ (4.14)

2 Y

kde € > 0 je zvolena konstanta.
4.1.2 Algoritmus pro fesSeni syntetizujiciho modelu

Pro feSeni syntetizujictho modelu (4.5) vyuzijeme Douglastuv-Rachfordiuv (DR) algorit-
mus, jehoz obecnou podobu lze najit napt. v [12]. Stejné jako CP algoritmus je i tento
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z kategorie proximalnich algoritmi, jedna se vSak o pristup jednodussi. Pro analyzujici
model jsme jej vyuzit nemohli, protoze proximalni operator ¢; normy v kompozici s line-
arnim analyzujicim operatorem nezname.

Je dokézano, ze DR algoritmus poskytuje posloupnost {x™} konvergujici k feseni
ulohy

arg min f(x) + g(x), (4.15)
kde funkce f, g jsou konvexni a zdola polospojité, vnitiky jejich defini¢nich oborti maji

neprazdny prunik a navic plati podminka f(x) + g(x) — oo pro ||x|| — oo. Obecny tvar
tohoto algoritmu shrnuje algoritmus

Algoritmus 3: Douglastv-Rachfordiv algoritmus v obecném tvaru

input: proximalni operatory funkci f a g
nastav parametry 7 > 0a d € (0,1)
nastav hodnotu pomocné proménné q(®
forn=20,1,2,... do

2" = prox, (q™)

zvol X € (6,2 —0)

qt) = q™ + ) (pl"OXTg<2Z(n) —q™) — Z(ﬂ))
7 end

[, SN VR R

(=]

s return Dz™

Aby byla zfejma souvislost obecného tvaru tlohy (4.15)) a syntetizujiciho modelu (4.5)),
vyjadiime nas problém v neomezeném tvaru s vyuzitim indikatorové funkce jako

arg min ||z||, + ¢«r(Dz). (4.16)

Vidime, ze zménou znaceni proménné a polozenim f(z) = ||z||, a g(z) = tr(Dz) dostavame
skute¢né syntetizujici model ve tvaru (4.15) a navic funkce f, g spliiuji podminky pro
pouziti DR algoritmu.

Pro sestaveni algoritmu jiz staci znat pouze proximélni operatory funkei 7 f(z) a 7g(z)
(kladna konstanta 7 znac¢i parametr DR algoritmu). Pro ¢; normu je proximalnim operéato-
rem mékké prahovani, pro kompozici syntetizujiciho operatoru D a indikatorové funkce ¢
se jednd o jistou formu projekce, kterou lze na zakladé [35] vypocitat jako

prox,, .p(z) =z — AMrDz + Ayr. (4.17)

Podminkou je, ze operatory A a D ptislusi Parsevalovu framu. Vysledny DR algoritmus
— jiz adaptovany pro feseni tlohy (4.16)) — nalezneme v algoritmu . Sesty krok algoritmu
jsme ponechali neupraveny, aby bylo zfetelné pouziti rovnice (4.17)).
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Algoritmus 4: Douglastv-Rachfordiiv algoritmus pro audio inpainting
input: operatory A a D = A*, mnozina I', neposkozena ¢ast signalu ygr
nastav parametry 7 > 0a d € (0,1)
nastav hodnotu pomocné proménné q(» € C*
forn=20,1,2,... do

zvol A € (6,2 — )

q") = g 4 X (220 — q) — AMRD(22%) — q) + Ayg — 2)
end

[y

® N o ok WN

return X = Dz™

Chod algoritmu mutzeme ukoncit obdobné, jako tomu bylo u analyzujictho modelu
v algoritmu CP. Pouzivat proto budeme opét omezeni maximélniho poctu iteraci, nebo
podminku pro relativni normu reseni

| =20, < e )

. (4.18)
kde € > 0 je zvolena konstanta.

Jak bylo nastinéno, dale se budeme vénovat ipravam analyzujiciho i syntetizujiciho
modelu s cilem zabranit poklesu energie v rekonstruovaném tseku.

4.2 Moadifikace modelu

V této Casti se zacneme vénovat modifikacim algoritmii pro audio inpainting s vyuzitim
(1 relaxace, které si kladou za cil zmirnit, nejlépe zcela eliminovat pokles energie v do-
plnéném tseku signalu. Takovou situaci ilustroval obrazek [£.1} kde byla dopliovand dira
tak dlouha, ze amplituda rekonstruovaného signalu lokalné klesla az k nule.

Pri¢inou zfejmé miize byt proces minimalizace ¢; normy vektoru koeficientit misto
fidkosti, nebot pritom kromé vynulovani nékterych slozek tohoto vektoru dochézi také
k nezadoucimu snizovani velikosti slozek ostatnich, které se uplatni v syntéze rekonstru-
ovaného signalu. Tento neziidka se objevujici problém je zejména v oblasti statistiky
nazyvan bias [18, 9, 32, 14].

Déle proto navrhneme dvé tpravy formulace modelu inpaintingu, které budou popsany
bias snizovat. Cést se pak bude vénovat alternativnimu pristupu, jimz jsou tpravy jiz
rekonstruovaného signalu v ¢asové oblasti.

4.2.1 Vahovani atomu

Vahovanim atomt rozumime ptitazeni vah jednotlivym casové-frekvenénim koeficientiim
signalu tak, Ze nejsou vsechny stejné penalizovany ¢; normou. Zavedeme-li vahy jako
vektor w € RY (odpovida délce vektoru koeficientit) s piirozenou podminkou w, > 0, n =
1,2,..., P, pak vdhovani znamena minimalizaci funkce ||w ® -||; namisto ||-||,. Analyzujici

model (4.4) pak nabude tvaru

arg min [|[w ® Ax||; vzhledem k xel. (4.19)

Obdobné je vahovany syntetizujici model tvaru

arg min |[w®z|, vzhledemk Dzel. (4.20)
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Podstatné je, ze popsané algoritmy CP a DR mohou byt opét pouzity. Minimalizujeme
totiz vahovanou ¢; normu, pro niz dle lemmatu [2.22| opét zndme proximalni operator, jimz
je Sw, tedy mékké prahovani s vektorovym parametrem, které jsme definovali vzorcem

Sw(x) = arg(x) ©® max(|x| — w,0). (2.23)

Obdobné mtzeme pro vektorovy parametr adaptovat funkei Cy,. Vzorec ([2.23) nam také
nabizi interpretaci vahovani — je-li n-tému atomu prifazena nizka hodnota w,, pak v kroku
algoritmu, ktery zajistuje snizovani ¢; normy koeficientii, snizujeme prislusny koeficient
pouze o nizkou hodnotu.

Nyni chceme navrhnout jednotlivé vahy tak, abychom dosahli mensiho ubytku ener-
gie v rekonstruovaném tuseku. Neékolik variant navrhneme pro specialni pripad Gaborova
systému. Situaci, kdy prvky Gaborova slovniku — atomy — zasahuji do diry v signalu, ilu-
struje obréazek [4.2] Schematicky je zvIast zobrazena ¢ast atomu v dife a éast odpovidajici
neporusenému signalu, kterou pro atom g", n =1,2,..., P, ozna¢ime jako gf = Mrg".

Uvazujme nasledovné — jestlize ma dany atom maly podil v neporusené c¢asti signélu,
muze byt tato ¢ast syntetizovana (diky redundanci systému) bez jeho vyuziti, prislusny
koeficient tedy bude v minimalizaci ¢; normy potlacen. Takovy atom ale pfitom vyznamné
ovlivnuje energii doplnéného tiseku. Proto odpovidajici vahu zvolime nizkou, ¢imz docilime
toho, ze koeficient bude pfi minimalizaci (vdhované) ¢; normy méné penalizovan.

S touto motivaci navrhujeme nasledujici varianty, jak jednotlivé vahy volit. Neva-
hovanou variantu jsme zaradili jako specialni pripad.

(a) w,=1, neboliw®z=Idz=2z (zdkladni varianta bez vahovani) (4.21a)

(b)  w,= m (dle nosice) (4.21b)

(©)  wn= ||||§§|I||1 (dle £, normy) (4.21¢)
1

(d)  w,= Hzg”j (dle ¢5 normy) (4.21d)

(e)  w,= Hig”g (dle energie) (4.21e)
2

Poznamka 4.4. V pripadé, kdy pracujeme s Gaborovym framem, nejsou v predchaze-
jicich vzorcich nutné jmenovatele, nebot se jedna o hodnoty pro vSechny atomy stejné;
mizeme je tedy chépat jako kladny skalarni nasobek funkce ||w - ®l|;, coz na hledany
argument minima nema vliv. Tuto skute¢nost snadno nahlédneme z podoby jednotlivych
atomu Gaborova framu — jednd se totiz vzdy o modulaci (a translaci, coZ nyni nemusime
uvazovat) okna g, tato modulace ovSem nemd vliv na absolutni hodnoty jednotlivych
vzorkil} Proto normy celych atomi pouzité v ([#21d), (#21d) a (£:21¢) jsou neménné.
Stejna situace je i ve varianté , nebot modulace okna g (jehoz nosi¢em je uzavieny
interval, coz je nas pripad) zrejmé nesnizi amplitudu vzorkd na 0.

Ve spojitém pifpadé je modulaci okna g(x) s parametrem b funkce M,g(r) = exp(27ibx) - g(z).
Ve vzorcich vsak pri rozepsani jednotlivych norem vystupuji moduly slozek vektort. Spoc¢teme-li
modul pro hodnotu Myg(x), dostdvame |Myg(x)| = |exp(2rmibx) - g(z)| = | exp(2wibz)| - |g(x)| = |g(z)|.
Stejna vlastnost prirozené plati i v diskrétnim pripadé, proto skutecné modulace nemé na absolutni
hodnotu vzorka vliv.
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Obr. 4.2: Tti priklady atomt Gaborova systému g”, které zasahuji do chybéjiciho tseku
(symbolizovan Sedou oblasti). Zobrazena je redlna ¢ast atomu. Casti atomu odpovidajici
neposkozenému signalu, tedy gg, jsou zobrazeny plnou ¢arou.

Jmenovatele vSsak ve vzorcich ponechavame, nebot ilustruji myslenku, ze méfime podil
atomu v neposkozené ¢asti. Navic vzorce (4.21)) jsou pouzitelné i pro jiné reprezentace,
nez jsou Gaborovy framy.

Poznamka 4.5. V pripadé, kdy délka chybéjiciho tiseku presahne délku nosic¢e okna g,
muze prirozené nastat situace, kdy by néktera z vah byla nulova. To by bylo v rozporu
s uvodnim predpokladem, Ze vSechny vahy jsou kladné. Tento patologicky pripad vsak
nebudeme déle uvazovat.

4.2.2 Offset

Pod pojmem offset rozumime nastaveni poc¢atecniho bodu transformace signalu — protoze
casoveé-frekvencni transformace vnimaji signaly jako periodické, mizeme zvolit, ktery bod
v ¢ase budeme povazovat pro tuto periodu za pocatecni. Uvazujeme-li specialné zpracovani
signalu s vyuzitim Gaborova framu konstruovaného s oknem g, muzeme si alternativné
predstavit, ze offsetem nastavujeme posunuti vsech translacﬂ okna g vuci signalu.

7 hlediska problému poklesu energie v doplnéném tseku signalu je pro nés dulezité
pozorovani, ze prubéh energie se fidi vzajemnou pozici oken a diry v signalu, jak ilustruje
obrézek [£.3] Predevsim vidime, Ze je-li posloupnost oken symetrickd vzhledem ke stfedu
diry (jako je tomu na obrazku , pak je stejné symetricky i pokles energie (a naopak,
coz je pripad obrazku |4.3al).

Cilem déle bude navrhnout pocatecni bod Gaborovy transformace tak, aby pokles
energie byl nejvétsi praveé ve sttedu doplnéného tseku. Timto nebude pokles energie kom-
penzovan, presto je vSak tento krok vyznamny, nebof v ¢asti navrhneme metody pro
kompenzaci poklesu energie v ¢asové oblasti (tedy na jiz rekonstruovaném signédlu), kde
predpoklad symetrie pribéhu energie s vyhodou vyuzijeme.

2Tyto translace budeme déle oznacovat jednoduse jako okna.
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Obr. 4.3: Tlustrace poklesu energie v doplnéném tseku pti pouziti offsetu. Vlevo je ptivodni
prubéh, vpravo varianta s offsetem, ktery presouvd misto minimalni energie ke stredu
doplnéné diry. Diru symbolizuje Seda oblast, jeji stied je zobrazen modre.

Zkraceni signalu

V implementaci audio inpaintingu s offsetem vyuzijeme algoritmus pro zkraceni nosice
signdlu na nutné minimum, ktery byl prezentovany v [34]. Zakladni myslenkou tohoto
algoritmu je, ze okna dostatecné vzdalena od poskozeného tiseku nejsou pti rekonstrukei
potiebnd; pro doplnéni jediné diry v signalu proto stac¢i zpracovavat pouze jeho kratky
usek. Tento pristup nam umoznuje vyznamné zrychlit vypocet audio inpaintingu, protoze
nevyzaduje vypocetné narocnou analyzu a syntézu c¢asti signalu, které k rekonstrukei dané
diry neprispivaji. Navic jednim ze vstupu algoritmu je pravé hodnota offset (ve vypoctu
budeme tuto hodnotu znacit off), kterd ovliviiuje urceni pocatecniho bodu zkréaceného
signalu, coz odpovida posunu pocatecniho bodu (Gaborovy) transformace.

Pro tplnost zde ¢ast odvozeni minimalniho nosic¢e nutného pro rekonstrukei jedné diry
uvedeme (znaceni a zkrdcené odvozeni piebirdme z [34]). Protoze signal zpracovavame jako
periodicky, musime brat v tvahu, aby okna s nenulovym prekryvem s dirou nepresahla
hranice zkraceného signalu. V opacném pripadé bychom po periodizaci mohli ¢ast diry
mylné povazovat za neposkozeny signal. Oznacme

prvni index diry,

posledni index diry,

prvni index zkraceného signalu,
posledni index zkraceného signélu,

O+ »

to vse vzhledem k indexovani ptivodniho signdlu pocinaje indexem 1 (situaci ilustruje

obrazek .

Déle budeme uvazovat, ze okno s indexem (k + 1) ma sviij centralni prvek na pozici
1+ k- a, prvoi prvek na pozici 1 +k-a — |w/2] a posledni prvek na pozici k-a + [w/2].
Centréalni prvky prvniho a posledniho okna potfebného pro rekonstrukei jsou g a (Q +1).
Popsané obecné podminky na zkraceny signal mizeme nyni formalizovat jako

<5 - [5]. @zr+|3] alw@+n-a). (4.22)

Posledni podminka, ze a déli ((Q+1) —¢), musi byt splnéna proto, ze v Gaborové systému
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Obr. 4.4: Vizualizace Gaborova systému a znaceni. Sed4 oblast pfedstavuje chybéjici tsek.
Modré oznaceni je vzhledem k piivodnimu signélu, ¢erné vzhledem k signélu zkracenému.
Indexy ¢ a (¢ernd) 1 oznacuji prvni vzorek zkraceného signdlu vzhledem k puvodnimu,
resp. zkracenému signalu. Pro doplnéni diry nam postaci tsek cerné zobrazenych oken.
Okna v obrazku, kterd jsou ve skutecnosti identickd s jinymi okny (vzhledem k tomu, ze
signal je zpracovavan jako periodicky), jsou vykreslena teckovanou ¢arou (napiiklad okna
la?2).

jsou centralni indexy oken vzdy vzdaleny o nasobek parametru a.
Pro integraci offsetu potfebujeme déle oznacit

p centralni index prvniho okna pottebného pro rekonstrukei,
S index tohoto okna; tedy plati vazba p =1+ (S —1) - q,

coz opét ilustruje obrazek Parametr off nyni chdpeme jako hodnotu, o kterou pri
vypoctu zkraceni signalu ménime p. Po prepoc¢tu hodnoty p bychom vsak méli ovérit, ze
okno s indexem S (tato hodnota je v algoritmu v [34] vypocitdna diive) je stale prvni
relevantni okno pro rekonstrukci diry — volbou pftilis vysoké hodnoty off bychom totiz
mohli dosdhnout toho, ze dira nyni zasdhne i do predchazejiciho okna. Navic miizeme bez
ujmy na obecnosti predpokladat 0 < off < a, nebot posunem oken o nasobek hodnoty
a dostavame ekvivalentni situaci.

Tyto tvahy zafadime do algoritmu prezentovaného v [34] bezprostiedné za vypocet
hodnoty p v podobné nasledujicich krokti:

Algoritmus 5: Doplnéni algoritmu pro zkraceni signalu prezentovaného v [34]

1 off < off mod a
p < p+off

[

3 if p—a + [w/2] —1> s then
// hodnota na levé strané pdminky je posledni index okna S —1
4 S+ S5S-1
5 p—p—a
6 end

Navrh variant offsetu

Cilem nyni je vypocitat hodnotu off z predchoziho odvozeni tak, abychom splnili pivodni
pozadavek, tedy ze posloupnost oken bude symetricka vzhledem k centralnimu indexu diry.
Obrézek ilustruje, ze tohoto l1ze dosdhnout dvéma zptisoby — bud centralni index diry
odpovida centralnimu indexu nékterého okna (coz budeme oznacovat jako full offset),
nebo je centrélni index diry na ose dvou sousednich oken (half offset).
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(a) offset varianty full (b) offset varianty half
Obr. 4.5: Navrh variant offsetu pro Gabortv systém. Pti varianté full centralni index diry

splyva s centralnim prvkem okna, pri varianté half pak s osou dvou sousednich oken.

Vypocet hodnoty off, o kterou posunujeme pocatecni bod zkraceného signalu, udava
pro obé varianty offsetu algoritmus [6]

Algoritmus 6: Vypocet offsetu
input: indexy s a f prvniho, resp. posledniho chybéjiciho vzorku, posun
sousednich oken a, varianta offsetu (full/half)

1 centrdlni index diry ¢ = [(s + f)/2]

2najdikeN:1+k-a <c<1l+(k+1)-a // tedy k= |(c—1)/a]
3 switch varianta offsetu do

4 case full

5 ‘ d=14+k-a

6 end

7 case half

8 | d=1+4k-a + [a/2]

9 end
10 end

-
[y

return off =c—d

Lze tusit, ze jednotlivé pristupy nepovedou ke stejnym vysledktim rekonstrukce. Sku-
tecné, obrazek [4.6/ na rekonstrukcei velice fidkého signalu ilustruje, ze obé varianty dosahuji
minima energie ve stfedu doplnéné diry, ovsem zretelné se lisi v tom, jak nizké drovné
energie ve stfedu diry dosahne.

(0

(a) offset varianty full (b) offset varianty half

Obr. 4.6: Ilustrace rozdilnosti jednotlivych variant offsetu na rekonstruovaném signélu.
Seda oblast vyznacuje doplnény tsek, ¢erné je rekonstrukce, sedé jako reference neposko-
zeny signal. Modfe jsou symbolicky znédzornéna okna framu.
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Déle bychom proto chtéli byt schopni predvidat, s kterym pristupem dosahneme lepsi
rekonstrukce. Zde navrhujeme predikci pomoci miry prekryvu oken framu s chybéjicim
tsekem. Oznacme g, 8s ..., g, vSechna okna pouzitd v analyze signilu (tedy jednotlivé
translace okna g). MiruE] 1 definujeme jako

L
2
n=">_llg — Mrgll;, (4.23)
=1
kde normu pocitame vzdy z ¢asti okna prislusejici chybéjicimu tseku a neuvazujeme zde
zadnou modulaci okna. Hodnota 4 je zavisla na tvaru okna g, délce okna w, posunu sou-
sednich oken a, délce diry h a kone¢né také varianté offsetu. V kapitole[6] otestujeme rizné
kombinace téchto vstupt pro rekonstrukei signalu a ukédzeme, nakolik rozdil hodnot p dle

vzorce (4.23) pocitanych pro full a half offset koreluje se SNR rekonstrukce.

4.3 Modifikace v casové oblasti

V této casti pokracujeme v navrzich moznosti kompenzace poklesu energie rekonstruo-
vaného signalu v misté doplnéné diry. Metody dosud uvedené se zamérovaly na tpravu
formulace tlohy a casové-frekvencni reprezentace signalu. Metody nize voli pristup opacny
— pracuji se signdlem v ¢asové oblasti. Konkrétné v ¢asti jiz doplnény tsek nasobime
vhodnou funkei tak, abychom zvysili jeho amplitudu. V ¢asti predstavujeme metodu,
pri niz jednu diru dopliujeme postupné od okraji, nikoliv celou naraz.

4.3.1 Vahovani doplnéného useku v case

Vahovanim doplnéného signdlu v ¢ase rozumime postup, kdy jiz mame k dispozici dopl-
nény usek, v némz vsak klesa energie — proto jej ndsobime vhodnou funkci tak, abychom
energii signalu podporili. Uvazujeme-li nyni signal jako spojitou funkci na (0,7") s do-
plnénym tsekem v intervalu (s, f) C (0,T), pak vhodna funkce ¢(t) spliiuje nasledujici
predpoklady:

q(t) je spojité a diferencovatelna na (0,7, (4.24a)
i;] =0 pro te{s,f}, (4.24b)
q(t)=1 pro t & (s, f), (4.24c)
q(t) je neklesajici na (s, (s + f)/2) a neroustouci na ((s+ f)/2, f). (4.244d)

Prvni t1i podminky zajistuji, ze prubéh amplitudy signalu upravujeme plynule. Posledni
podminka pak navic zajistuje, Zze energii doplnujeme dle predpoklddaného tvaru jejiho
poklesu; ten je s pouzitim diive popsaného offsetu nejvétsi ve stredu doplnéného tiseku.

V praxi pracujeme s diskrétnim signdlem, tedy funkci ¢ na tseku (s, f) diskretizujeme
tak, ze dostaneme vektor q délky odpovidajici délce ptivodni diry. Vyslednou rekonstrukci
ziskame tak, ze doplnény tsek nasobime po slozkach vektorem q.

Volba vahovaci funkce

Nyni se budeme vénovat volbé vdhovaci funkce ¢(t), ktera bude spliiovat podminky (|4.24))
a navic bude reflektovat konkrétni signdl a doplnovany tsek. Toho dosdhneme tak, ze

3Mirou zde rozumime obecny pojem, nikoliv funkei zavedenou korektné v souladu s teorif miry.
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vhodnou funkei ¢(t) ziskdme z blizkého okoli diry, které predpokladdme, Ze neni poru-
sené. V téchto blizkych tsecich uméle vytvorime dalsi diry, které doplnime, ¢imz ziskame
rekonstrukee i s referenénimi tseky neposkozeného signalu. Na téchto uméle vytvorenych
dirach tedy vime, jaky je pribéh poklesu energie, coz preneseme do mista diry, jejiz re-
konstrukce byla pivodnim cilem.

Obecnou tvahu zpresnuji nasledujici kroky, podle kterych algoritmus postupuje. Pred-
pokladame, ze ptuvodné chybéjici tsek jiz mame doplnény. Pro ilustraci je k dispozici téz
grafické zndzornéni na obrazku [4.7]

1. Vytvorime umeéle diry v okoli piivodné chybéjiciho useku.

2. Tyto diry doplnime.

3. V kazdé doplnéné dite a v prislusnych tsecich neporuseného signalu vypocteme
pribéh energie (energii pocitdme po segmentech zvolené délky se stredy v ¢asech
t1,ta, ..., ty, prubéhy energie jsou tedy vektory délky m).

4. Nalezneme vektor souciniteli m € R™, ktery bude minimalizovat rozdil energie
v origindlnich a doplnénych tsecich (presnéji viz rovnici )

5. Soucinitele m odmocnimdﬂ, ¢imz dostaneme vektor n.

6. Provedeme Symetrizacﬂ vektoru n jako

n; "J”;m“ 1<i<m. (4.25)

7. Funkci ¢(t) ziskdme jako kubicky splindﬂ prochézejici v bodech ty, s, ..., t,, hodno-
tami vektoru n a splinujici podminku nulové derivace a jednotkové funkéni hodnoty
v casech s a f.

8. Vektor q ziskame tak, Ze diskretizujeme funkci ¢(t) na intervalu (s, f) potfebnym
poctem bodu.

Blize nyni popiSme, jak je realizovan ¢tvrty krok popsaného postupu. Uvazujme, ze
vektory priibéhti energie pro jednotlivé diry usporadéame jako sloupce matice. Matici X
budou tvorit pribéhy z doplnénych tsekl, matici Y pak pribéhy z prislusnych tsekt
neporuseného signalu. Soucinitele m pak udava rovnice

m = arg min ||Y — diag(a) - X||5. (4.26)

Zde vidime, ze vektor m bude obsahovat takové koeficienty, Ze jimi vynasobeny pribéh
energie doplnéné diry bude v kontextu vSech doplnénych dér nejblizsi mozny energii ne-
poruseného signalu. Uloha je zapisem metody nejmensich ¢tverci, Teseni proto
ziskame po vzorcich pomoci jednotlivych prvkia matic X a Y jako

22 Yiiij
PR

Poznamka 4.6. Rovnice (4.26)) predstavuje zjednoduseny model, ktery neklade zadné
podminky na multiplikdtory m, napriklad Ze by mély byt nezaporné, ptripadné i shora

(4.27)

m;

4Vektor m reprezentuje pomér energii, my vsak hleddme pomér vzorkt signélu, coz rozmérové odpo-
vida druhé odmocniné z pomeéru energii.

5Zde vyuzivame vysledkti ¢asti kde jsme navrhli offset, diky kterému je pribéh poklesu energie
symetricky.

6Teoreticky rozbor interpolace splinem je nad rdmec této price, odkazujeme proto na pouZiti p¥i-
slusné funkce v MATLABu (https://www.mathworks.com/help/matlab/ref/spline.html), pfipadné
literaturu z oblasti numerickych metod [I5].
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nice (4.26]) vektor q jako spline

Obr. 4.7: Vizualizace postupu pro vahovani doplnéného tseku v case.

omezené vybranou hodnotou (bez tohoto omezeni muze byt problematicka situace, kdy je
energie doplnéného tiseku blizka nule). Reseni tilohy s omezenim by vSak bylo netimérné
narocnéjsi nez explicitni reseni pomoci vzorce a v experimentalni ¢asti ukazeme, ze
i se zjednodusenim je popsany koncept ucinny.

Poznamka 4.7. Misto popsaného adaptivniho zptusobu vypoc¢tu vahovaci kiivky q by
bylo mozné volit i univerzalnéjsi postup, kdy bychom se vhodnou ktivku predem ,naucili“
na databazi signali a tuto pak pouzivali. Takovy pristup by byl nepochybné rychlejsi
a nabizi prostor pro vyuziti metod hlubokého uéenﬂ Jedna se vsak o rozsireni, které jiz
je nad ramec tohoto textu.

4.3.2 Gradual inpainting

Pojmem gradual inpaz’ntmgﬂ rozumime zpracovani signala v jistych stupnich. Vychazime
z pozorovani, ze energie rekonstruovaného tseku a obecné také presnost rekonstrukce (ve
smyslu blizkosti neposkozenému originlu) je nejvyssi pii okrajich diry. Omezime-li se na

T zde se jedna o celé odvétvi, pro které v této praci neni prostor. Zékladni povédomi &étenaf jisté
ziska z encyklopedického ¢lanku na https://en.wikipedia.org/wiki/Machine_learning, pfipadné lze
odkazat na tam uvedené reference a dalsi odkazy.

8Ceskym ekvivalentem by bylo dopliiovdni chybéjiciho useku po stupnich, vzhledem k pouzivani ciziho
terminu inpainting vsak ponechdvame celé oznaceni metody neprelozené.
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jediny chybéjici tsek, zakladni myslenkou je v prvnim stupni rekonstruovat cely tento
usek, ovSsem jako Feseni prijmout pouze kratké ¢asti z jeho okraji, o kterych predpokla-
dame, ze se nejvice blizi piivodnimu signalu. Zbytek doplnéného tiseku pro nas zistava
neznamy (nalezené reseni neuvazujeme), coz je vychozi stav pro nasledujici stupen. Takto
pokracujeme, dokud nedoplnime cely ptivodné chybéjici tsek. Tim, ze v kazdém stupni
rekonstruujeme kratsi diru nez ve stupni predchazejicim, bychom méli dosahovat lepsi
rekonstrukce, nez pri jednorazovém zpracovani celé diry.
Popsany postup shrnuje algoritmus [7]

Algoritmus 7: Gradual inpainting

input: pozorovany signal y, indexy s a f prvniho, resp. posledniho chybéjiciho
vzorku

nastav index stupné k£ =0

nastav fesenf x© =y

while s < f do

najdi x*®) pomoci audio inpaintingu s daty x*=1) a dirou mezi indexy s a f
zvol parametr 0 < r € N

5§45 +r // zkréaceni diry zleva
f«f—r // zkréaceni diry zprava
k< k+1

end

© ®w N o Tk W N =

return x = x*)

=
o

Poznamka 4.8. V Sestém a sedmém kroku algoritmu [7] vidime, ze zkracovani diry pro-
bihé symetricky. Toto zjednoduseni miizeme vyuzit, nebof uvazujeme zpracovani jediné
diry a pouzivame offset navrzeny v casti . Resime tedy symetricky pokles energie
a smysluplné je proto zpracovavat diru také symetricky.

V algoritmu [7] jsme neuvazovali konkrétni zptisob feseni audio inpaintingu v jednotli-
vych stupnich. Presto vSak neni kazda volba zcela smysluplnd, coz ilustrujeme na vaho-
vaném syntetizujicim modelu, ktery je v k-tém stupni tvaru

x®) = Dz® z® = arg min Hw(k) ©) ZH1 vzhledem k Dz € T™, (4.28)

Mnozina piipustnych feseni I'®) (bez ohledu na pouzity model) je ddna pomoci Feseni
x(#=1 7 predchazejiciho stupné a aktudlnich hodnot s, f jako

r® = (x e C¥ | MPx = MPx*-11, (4.29)

S mnozinou I'®) se musi ménit i odpovidajici operator pro vibér neposkozenych vzorki
urceny indexy s a f, ktery jsme oznacili Mf(f). Protoze v disledku sestého a sedmého kroku
algoritmu [7| odpovida operator Mé’” uzsimu vybéru vzorkl nez operator MP({k_l) (klademe
), navic vsak jesté na 2r vzorkl noveé
povazovanych za rekonstruované), pro mnoziny pripustnych feseni po sobé nésledujicich
stupnu plati

totiz stejnou podminku na vzorky urcené Mlgk_l

r® c pk-b, (4.30)

Opacnd inkluze zfejmé nemuze platit, podstatna vsak pro nas je prislusnost

x=D ¢ Tk, (4.31)
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kterou snadno ovéfime dosazenim x*~1 do podminky v rovnici .

Uvazujme nyni, ze atomy v tloze nevahujeme, tedy w*) ® z = z Vk. Potom ve
dvou po sobé nasledujicich stupnich se prislusné ilohy ve tvaru lisi pouze v mno-
ziné pripustnych feseni, ovsem podle plati x*) = Dz®) ¢ I':+D Celkové tedy
dostévame, Ze vysledné feSeni gradual inpaintingu je rovno fedeni x(!) z prvniho stupné,
neboli nijak se nelisi od inpaintingu bez zavedeni stupnii.

Z praktického hlediska tedy predchozi ivaha implikuje, ze gradual inpainting vyuzi-
vajici £; minimalizaci musi ve ¢tvrtém kroku dle algoritmu [7] vyuzivat bud skutecné vaho-
vanou variantu (pak se v po sobé nésledujicich stupnich sice nelisi mnoziny piipustnych
feseni, ale lisi se vahovaci vektor w*) v ticelové funkei), nebo jinou tpravu pritbézného
FeSeni, kterou muze byt napiiklad vahovani signdlu v ¢asové oblasti dle ¢ésti [£.3.1]
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5 Nekonvexni metody zalozené na ridkosti

V této kapitole se budeme vénovat dvéma metodam pro audio inpainting zaloZzeny na
ridkosti, které vychéazeji z TreSeni nekonvexnich tloh. Jsou jimi algoritmus Orthogonal
Matching Pursuit (OMP) [29], coz byl viibec prvni piistup vyuzivajici fidkost v audio
inpaintingu [3], a novy algoritmus Sparse Audio Inpainter (SPAIN). Rozdilem oproti
konvexnim metodam je, ze se jedna o postupy heuristické, které nezarucuji konvergenci
k optimalnimu feseni problému. Vyhodou naopak je, ze pracuji prfimo s ridkosti, nikoliv
s /1 normou.

Pro blizsi pochopeni nekonvexnich metod pripomenme obecnou formulaci audio inpa-
intingu vyuzivajiciho fidkost, jak byla vyslovena v tivodu kapitoly [4}

arg min ||z, vzhledem k F(x,z) =0,x€T,ze C". (4.1)

Konvexni ptistup byl zalozen na relaxaci ticelové funkce v (4.1]). Nekonvexni naopak re-
laxuje podminku F'(x,z) = 0 na priblizny tvar F(x,z) &~ 0, coz nam otevird prostor pro
hledani tidkého Teseni. Detailni rozbor takto relaxované tlohy nésleduje u jednotlivych

algoritmu v ¢astech ap.2

5.1 Orthogonal Matching Pursuit

Audio inpainting pomoci OMP muzeme formulovat jako optimalizacni lohu

arg min ||z||, vzhledem k |[[MgrDz — yg|, <e. (5.1)

Rozebereme-li blize formulaci (5.1]), zjistime, Ze jsme nepouzili proménnou pro rekonstru-
ovany signal x, tudiz formulace zcela nezapada do obecného ramce . Zptusobeno je
to tim, ze vystupem OMP viibec nemusi byt pripustné reseni pro nasi puvodni formu-
laci audio inpaintingu E], tedy takové, aby platilo Dz € I'. Vysledné feseni x proto
ziskame jako vektor y, ve kterém pouze doplnime chybéjici tiseky vzorky z Dz. Potom
zjevné Mrx = yg, tudiZ by problém mohl byt alternativné formulovan i s pouzitim
takto definovaného x € T'.

Pro priblizeni tvaru algoritmu zavedeme nové oznaceni Dg = MgD. Cilem potom

Iterativni hladovy algoritmus OMP pracuje tak, ze postupné vybira jednotlivé atomy
slovniku Dg, pricemz v kazdé iteraci pribird takovy atom, ktery je nejvice korelovany
s aktualnim reziduem. Nasledné provedeme ortogonalni projekci yr na linedrni podprostor
generovany dosud vybranymi atomy, ¢imz ziskame tidkou aproximaci a nové reziduum
a pokracujeme dalsi iteraci.

Pro formélni zapis tohoto postupu zavedeme oznaceni Dg(2), Q C {1,2,..., P}, coz
reprezentuje syntézu pomoci takovych atomt Dg, jejichz indexy spadaji do mnoziny (2.
Déale pro n = 1,2,..., P ozna¢ime df; n-ty atom slovniku Dg. Algoritmus OMP pak
shrnuje algoritmus [§

1tj. konzistentni FeSeni
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Algoritmus 8: Orthogonal Matching Pursuit (OMP) pro audio inpainting

input: mnozina I', neposkozena c¢ast signalu yr, operatory syntézy s tiplnym
slovnikem D a s redukovanym slovnikem Dg, tolerance e, maximalni
pocet iteraci K < P
1 nastav citac iteraci k =1
2 nastav nosi¢ Q0 = ()
3 nastav reziduum r® = yp

4 while HMHQ >e A k<K do

5 m = arg max,, |(r*=1 dn)| // vybér nejvice korelovaného atomu
s | QB =D {m)
7 | P® = Dg(QW) (DR(Q(";)))Jr // operator ortogondlni projekce
r®) = (Id — P®)yg
k< k+1
10 end

11 Z = (DR(Q(k)))+yR
12 return x = Pr(Dz)

Do zavéru algoritmu [8| (kroky 11 a 12) bylo shrnuto i ziskani vysledné rekonstrukce
signalu — nalezenou fidkou reprezentaci Z zde pouzijeme k syntéze jiz pomoci celého
slovniku D a poté pridavame projekci na mnozinu pripustnych teseni I v ¢asové oblasti.

Pro OMP je podstatny osmy krok algoritmu [§ ve kterém vystupuje ortogonélni pro-
jekce na podprostor generovany vybranymi atomy Dg(Q2®). V disledku tohoto kroku je
reziduum vzdy kolmé ke vSem dosud vybranym atomtim, proto zadny atom neni v pritbé¢hu
algoritmu vybran podruhé. Dalsim dusledkem je, Ze v kazdém kroku roste o jedna dimenze
prostoru, ktery je generovan pomoci Dg(Q®). To plati proto, Ze reziduum (a tudiZ ani
nové vybrany atom) nespada do linedrniho obalu atomt dosud vybranych. Je-li tedy cilem
reprezentovat vektor yr € CV, pak algoritmus |8| skonéi nejpozdéji po N krocich, nebot
Dy (QW)) dle predchozi tivahy odpovid4 bézi prostoru (C

Ve vstupech algoritmu [§] jsme uvazovali podminku K < P, ktera je v pripadé redun-
dantniho slovniku méné prisnd nez pravé odvozend konvergence v nejvyse N krocich. Je
vSak opodstatnénd tim, ze slovnik Dg obsahuje pravé P atomu, tudiz vybirdni (P + 1)
atomi v ramci algoritmu [§] by nebylo pripustné.

7 divodu vypoctu projekce v sedmém kroku, ktery mtizeme rozepsat jako

PW = Dy(®) (D(QW) Dr () Dr(2¥)", (5.2)

je algoritmus OMP vypocetné velice naro¢ny. Naptiklad v toolboxu Sparsify [6] pro
MATLAB je vsak k dispozici efektivni implementace OMP, ktera misto pseudoinverze
vyuziva QR rozklad slovniku Dg(Q®*) a tento rozklad aktualizuje s ménicim se nosi¢em
Q).

Poznamka 5.1 (pseudoinverze). Moore-Penroseovu pseudoinverzi operatoru, kterou vy-
uziva sedmy krok algoritmu [8] jsme v této praci korektné nedefinovali, nebof pro pocho-
peni tématu neni stézejni. Jednd o zobecnéni inverze na operatory, které nejsou bijektivni

2Teoreticky mtize byt podet krokti i vyrazné mensi, pokud je mozné signal yr presné syntetizovat
pomoci malého poc¢tu atomu.

42



(v pripadé matic se jedna o matice singularni nebo obdélnikové). Definici a fadu vlastnosti
1ze nalézt napriklad v [5]. Na tomto misté je pro nas dilezitd vlastnost

M* = (M*M)™" M*, (5.3)

kterou jsme vyuzili v rovnici . Podstatné vsak je, ze tato vlastnost plati pouze pokud
M je injekce (v pripadé matic mé linedrné nezavislé sloupce). To ziejmé nemuze platit
v algoritmu |8 pro k > N, tudiz ackoliv jeho sedmy krok je formulovan dostatecné obecné,
vyjadieni je platné pouze pro N iteraci.

Poznamka 5.2 (vahovani atomu v OMP). V ¢lanku [3], kde byl algoritmus OMP pouzit
poprvé pro audio inpainting, bylo zavedeno podobné vahovani atomi jako v ¢asti [4.2.1]
Konkrétné byly atomy df; redukovaného slovniku Dy v ramci inicializace algoritmu OMP
normovany, coz odpovida nasemu vahovani podle ¢, normy.

5.2 Sparse Audio Inpainter

Sparse Audio Inpainter (SPAIN) je novy algoritmus pro audio inpainting. Vzorem pro néj
je Sparse Audio Declipper (SPADE) [21I], ktery, jak ndzev napovidd, je uzptsoben pro-
blému audio declippingu. Souvislost mezi SPAIN a SPADE je v obecné shodné formulaci
ulohy

arg min ||z||, vzhledemk xe€I a ||Ax—z|, <, (5.4a)

)

arg min||z||, vzhledemk xeTI a |[x— Dz, <e¢, (5.4Db)

X,z

kde ([5.4a}) nazyvame v souladu s metodami konvexnimi tzv. analyzujici variantou, zatimco
je varianta syntetizujici. Formulacemi také fikame, ze hledany signal x a ridké
koeficienty z si pfimo neodpovidaji. Rozdil mezi SPAIN a SPADE pak je v mnoziné
pripustnych signala I', ktera v je pripadé audio declippingu vice omezujici, tudiz je téz
declipping snézdﬂ fesitelnym problémem.

Déle popiSeme obecny princip algoritmu a v ¢astech a odvodime konkrétni
podoby analyzujici (A-SPAIN), resp. syntetizujici (S-SPAIN) varianty. Ackoliv A-SPAIN
je pfimou adaptaci A-SPADE, jak je prezentovano v [21], Gplné odvozeni algoritmu bylo
dosud publikovdno pouze v [41]. Syntetizujici varianta je pak odvozovdna nové v jiné
podobé, nez mél puvodni S-SPADE. Zde se budeme drzet mimo [41] také ¢lanka [40] 2§].

5.2.1 Princip algoritmu

Cilem bude vyuzit Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) [7]. Tato metoda
je primarné urcena k reseni konvexniho problému

arg min f(u) + g(Lu), (5.5)

kde f, g jsou konvexni funkce a L je lineadrni operator. Problém (/5.5) miizeme prepsat do
omezeného tvaru zavedenim pomocné proménné jako

arg min f(u) + g(v) vzhledem k v = Lu. (5.6)

3Snéze nikoliv z hlediska vypocetniho & implementac¢niho, ale protoze o hledaném signdlu mame
a priori vice informaci.
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Uloha (5.6)) je pak Fesitelna pomoci minimalizace tzv. rozsireného lagrangidnu s (kKladnym)
penaliza¢nim parametrem p:

L,(u,v,A) = f(u) + g(v) + AT(Lu—v) + g |Lu— v]?. (5.7)

Obecné schéma algoritmu ADMM pak sestava z nasledujicich krok:

ul ) — arg min £, (u, V(i), )\(i)) , (5.8a)
v = arg min £, (u(iﬂ), v, Am) , (5.8b)
AGHD = 2@ 4 ( Lulty) — V(iH)) . (5.8¢)

Alternativou je tzv. scaled form{] ve které definujeme reziduum r = Lu — v a novou
dudlni proménnou o = A/p. Posledni dva ¢leny rozsiteného lagrangianu pak prepiseme
jako
2

— 5 IP\HQ

ATr+—|\ r| = H + A
2

Dol -Llol}. (59

S takto zavedenou substituci dostavame novy tvar rozsiteného lagrangianu

P 2 P 2
Lo(w,v,0) = fu) +g(v) + 5 r+al, =Sl (5.10)
Ve schématu ADMM (5.8) pak vynechanim ¢lent, které jsou v jednotlivych krocich
konstantni, dostaneme konkrétnéjsi podobu

' v 12
u™ = arg min f(u) + g HLu — vl 4 gl . (5.11a)

v+ . (5.11b)

= arg min g(v) + g HLu(”l) —v+a®

o) — o) L [ u(+D) _ G+ (5.11c)

Poznamka 5.3. V komplexnim pripadé je tfeba rozsiteny lagrangian preformulovat tak,
aby zustal redlnou funkei. Misto rovnice (5.7 proto pouzivame novou definici

R(Lu R(Lu —v)
$(Lu Lu —v)
kde pro v € CF je dudlni proménna A € R?”. Rovnice (5.9) pak opét vede na rozsffeny

lagrangian ve tvaru (5.10), pouze s tim rozdilem, Ze r, o € R?*” namisto C”. V praxi nenf
tato iprava nutna a miizeme pracovat s komplexnimi vektory r a o, protoze pro libovolny

komplexni vektor c plati
et = |[F
218,

Podproblémy ((5.11a)) a (5.11b]) tudiz mohou ztstat v komplexnich proménnych beze zmény
a (5.11d)) je pouze souctem o ar, ktery je v CF ekvivalentn{ se s¢itdnim redlné a imagindrni
casti zvlast.

2

: (5.12)

L,(u,v,\) = f(u) +g(v)+ AT

(5.13)

4Miizeme hovofit napiiklad o skalované formé, v éeské literatuie viak uspokojivy pieklad nebyl nalezen.
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Nyni se muzeme vratit k souvislosti ADMM s formulaci (5.4)). Zavedeme-li neznamou
k pro fidkost vektoru z, mizeme ((5.4)) ekvivalentné prepsat nasledovné (jednim zépisem
sdruzujeme analyzujici i syntetizujici variantu):

[Ax —zfl, <e,

5.14
x-Dal, <e. O

arg min k£ vzhledemk xel', |z], <k a {

Tento tvar jesté ADMM neodpovida, ovsem pokud budeme uvazovat k pevné, muzeme
s vyuzitim indikatorovych funkei psat

Ax —z =0,

Dz —x =0,

(5.15)

X,z

arg min ¢p(X) + tg,<k(z) vzhledem k {

kde jako ¢y < k zkracené znacime mnozinu k-fidkych vektort {z, ||z||, < k}. Navic jsme
formulovali prisnéjsi podminku svazujici dohromady x a z. Tato Gprava nazorné ukazuje,
ze uloha ([5.15|) nabyva presné tvaru tlohy pro ADMM . Pristup algoritmu SPAIN je
vSak heuristicky v tom, ze Tesime jednotlivé kroky ADMM pro tlohu (5.15) (pro pevné
nizké k), ackoliv indikatorova funkce mnoziny k-tidkych vektora neni konvexni. Nasledné
v zavislosti na volbé jistych parametri zvysSujeme k a pokracujeme opét s kroky ADMM,
a to dokud neni splnéna podminka ||r||, < e, ¢imz se vracime k ptivodni podmince pro
vazbu X a z.

5.2.2 A-SPAIN

Pro odvozeni pfesného tvaru algoritmu se vratime k analyzujici formulaci ((5.15)), tedy

arg min tp(X) + tg,<k(z) vzhledem k' Ax —z =0, (5.16)

X,z

kde oznacime f(x) = itr(x) a g(z) = tg<k(z). Kroky ADMM (j5.11)) pak budou tvaru

2

x0T = arg min ip(x) + g HAX — 2z 4 o . (5.17a)
‘ , 112

2z = arg min Leg<k(z) + g HAX(H_I) —z+o® X (5.17Db)

o) — o) 4 Ax(+1) _ 5(+1) (5.17¢)

Reseni jednotlivych minimaliza¢nich podproblémi neni zcela ziejmé, proto formulu-
jeme jejich upravu pomoci nize nasledujicich lemmat. Podproblém (5.17al) uvazujeme
v ekvivalentnim omezeném tvaru
i+1)

x( vzhledem k x €T, (5.18)

= arg min HAX —z0 4+ o0 z

kde jsme vyuzili toho, ze pri minimalizaci indikatorové funkce nehraje zadnou roli kladny
skalar p/2.

Lemma 5.4. Predpoklidejme, Ze operdtory A a D prislusi Parsevalovu framu, tudiz DA =
Id. Pak optimalizacni dloha (5.18) je ekvivalentni iloze

' A L2
x4 = arg min||x — D(z¥ — oD)| | vahledem k x € T (5.19)

— P (D - o). (5.20)
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Diikaz (podle [£1)]). Oznaéme s = 2V — o a zavedme (jednoznaény) rozklad
s = A€ + ¢, (5.21)

kde A€ € R(A), e L R(A) a jako R(A) zna¢ime obor hodnot operdtoru A. S novym
oznacenim muzeme rovnici (5.18)) prepsat jako

XD = arg min || A(x — €) —¢|?  vzhledem k x €T (5.22)

Protoze ziejmé A(x — &) € R(A) a e L R(A), s pouzitim Pythagorovy véty mame

(D) = arg min | A(x — €)%+ [|e|?  vzhledem k x €T (5.23)

v 7’ . 3 v 2 e v u . ’
Protoze hleddme argument minima, ¢len ||e||; nemusime uvazovat, nebot je na x neza-
visly. Pokud déle vyuzijeme vlastnosti Parsevalova framu (2.11)), dostaneme pro ([5.23)

ekvivalentni vyjadreni

x+D) = arg min | DA(x — €)||2 vzhledem k x €T, (5.24)

kde DA = Id. Zavérem ukazeme, ze & = Ds. Protoze podle (5.21)) A = s — € a dle
predpokladu DA = Id, plati

§=D(s—¢e)=Ds— De. (5.25)

Vime, zee L R(A) & (e, Aw) = 0 Yw. Protoze operator syntézy D je adjungovanym ope-
ratorem k operdtoru analyzy A, plati (e, Aw) = (De,w) Ve Yw, tudiz (De,w) = 0 Vw <
De = 0, z ¢ehoz dosazenim do (5.25)) plyne & = Ds. Potom ||x — 5“; = |Ix— DsHi =

. L2
Hx — D(z" — o) ,» ¢imZ je tvrzeni dokézano. O

Obdobné prepiseme podproblém ([5.17bf) do omezeného tvaru jako

2zt = are min ||AxY —z + o ’ vzhledem k z|l, < k. 5.26
g 9 0

Regenim této tilohy je tvrdé prahovani Hy, které vynuluje vechny slozky argumentu mimo
k slozek s nejvétsi absolutni hodnotou, tedy

20D = U (AxETD 4 @), (5.27)
Tento vysledek plyne z nasledujiciho obecného lemmatu.

Lemma 5.5. Pro libovolné pevné zvolené s € C¥ a 0 < k < P plati

arg min ||z — s||3 = Hy(s). (5.28)

zeCP, ||z||,<k

Diikaz (podle [£1)]). Je ziejmé, Ze FeSeni tlohy Zopt je T1dkosti k (pfedpokladame, Ze
nenastéva trividlni pifpad, kdy [|s||, < k a tudiz zop, = s). Funkei ||z — s|3 = S5, [2—s:]?
rozdélime na dvé ¢asti — soucet ctvercu koeficientu s, kterym odpovidaji nulové koeficienty
z, jak vynucuje podminka ||z||, < k, a zbytek (tedy cast, kde slozky z jsou nenulové).
Prvni ¢ést zfejmé minimalizujeme tak, ze nulové koeficienty z.,, budou odpovidat (P —k)
v absolutni hodnoté nejmensim koeficientim s. Druhou ¢ast pak minimalizujeme tak,
ze zbyvajicich k koeficientii polozime rovnych prislusnym slozkam s. Vysledek je tudiz
z definice roven zqp, = Hy(s). O

46



VSechny dosavadni tipravy shrnuje algoritmus [0} ve kterém navic zavddime parametry
r, s, které idi zvySovani fidkosti k prubéhu iteraci ADMM. Kroky (5.17a)) a (5.17b|) zde
byly zaménény, coz slouzi k nazornému porovnani s déle odvozenym algoritmem S-SPAIN.
Podle [7] tato zdména v konvexnim piipadé neovliviiuje konvergenci algoritmu, predpo-
kladame tedy, ze nebude mit ani stézejni vliv na vysledek tohoto heuristického algoritmu.

Algoritmus 9: A-SPAIN
input: pozorovany signal y, operatory A, D, mnozina pripustnych feseni I,
parametry s,7 € N, > 0
1 x99 =y, 6@ =0,i=0, k=5

2 z(+) = 2, (Ax(i) + a—(i)) // odpovida
3 x(+) = Py (D(Z(Hl) — a(i))) // odpovida
4 if |Ax0FD — 2D, < ¢ then

5 terminate

6 else

7 | gt = () 4 Ax(i+1) _ 5+ // odpovida ({5.17c)
8 14— 1+1

9 if imodr = 0 then

10 ‘ k< k-+s

11 end

12 go to 2
13 end

14 return x = x(+1)

5.2.3 S-SPAIN

Jako v pripadé A-SPAIN se i nyni vratime k formulaci (5.15)), tentokrat vsak k jeji syn-
tetizujici varianté, tedy
arg min ip(X) + tgy<x(z) vzhledem k Dz —x =0, (5.29)
kde oznacime g(x) = ur(x) a f(z) = tg,<k(2z). Oznaceni funkel je opacné oproti odvozeni
A-SPAINu, protoze v tomto pripadé je z z pohledu ADMM ptivodni proménnou (tedy
prislusna funkce je f), zatimco x je proménnd pomocné definovana jako Dz.
Kroky ADMM (j5.11)) tentokrat maji tvar

2

. (5.30a)

Dz —x + o z

2t = arg min 1g, <1 (2) + g HDZ —xW 4 g

X7 = arg min i (x) + £ | (5.30b)
ot — g L pDglith) _ 5 (i+1) (5.30¢)

V rozboru jednotlivych krokt tentokrat zacneme problémem (|5.30b]), ktery prepiseme
do omezeného tvaru (opét mizeme zanedbat parametr p)

. . (12
x) = arg min HDZ(’H) —x+0o® ,

vzhledem k x € T. (5.31)

Tento podproblém je pouze jinym zapisem projekce na mnozinu I', konkrétné

x(+D) = P (DZ(iH) + O.(i)) . (5.32)
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Komplikovangjsi je podproblém ([5.30a)), ktery prepiseme jako

, . 12
z0Y) = arg min HDZ — x4 g® )

vzhledem k  ||z]|, < k. (5.33)

Zde se jedna o tzv. sparse synthesis problem, kde hledame k-fidkou linearni kombinaci
atomt D, kterd bude nejblizsi vektoru (x — o). Na rozdil od analyzujictho modelu
a obdobné vypadajici ulohy , kterou jsme vytesili tvrdym prahovanim, je tloha
NP-tézkym problémem. Pticinou je zde predpokldadand neortogonalita D. Uchylime

se tedy k dvéma riznym pribliznym feSenim, kterymi budou
zgﬂ) = Hy, (A(X(i) - a(i))> (5.34)

a zg\;ﬂg, které ziskame k iteracemi algoritmu OMP se slovnikem D a aproximovanym

signalem (x) — a®).

Poznamka 5.6. Konkrétn{ tvar takto pouzitého OMP dostaneme z algoritmu [, kde
namisto slovniku Dy vystupuje cely slovnik D a namisto yr dosadime (x? —a®). Navic
maximalnim poctem iteraci v této situaci je ¢islo k& a ukoncovaci kritérium na zédkladé
normy rezidua viibec neuvazujeme.

Opodstatnénost volby ((5.34]) ukazuji s vyuzitim (2.10) a (2.11)) nasledujici pravy [41]:

| D2+ — x4 6| = | Da*) — DAY — &) (5.358)
=D (269 — A — 5))[” (5.35h)
< Hz(”l) — Ax® — a(i))“2 : (5.35¢)

2

Za podminky |z0*V ||y < k je podle Lemmatu [5.5 norma minimalizovdna pravé
pro z(+ = zgﬂ) podle rovnice (5.34). Soucasné porovnanim (5.35a)) a (5.35) vidime, ze
objektivni funkce v ptivodnim problému bude nutné nabyvat nejvyse stejné hodnoty.
Piedpokladdme-li tedy, Ze z\i ™ je dostatetnd piesnou aproximaci A(x® — ¢®) (coz je
predpoklad s rostoucim k relevantni), pak se aproximaci pomoci zﬁﬂ) dopustime
prijatelné malé chyby.

Vv

Pouziti OMP je oproti tvrdému prahovani vypocetné znacné naro¢néjsi (vyuziva ana-
Iyzu i syntézu v kazdé iteraci). Jednoduchd ilustrace na obrazku vsak ukazuje, zZe
by aproximace pomoci zgﬁlp’ v neortogonalnim pripadé méla byt lepsi nez zgﬂ). V ex-
perimentech vSak ukazeme, ze tato lepsi aproximace obvykle nevede k lepsimu vysledku
celkové rekonstrukce signalu a zvysend vypocetni naroc¢nost pouzitim OMP tudiz neni
opodstatnéna.

Cely algoritmus S-SPAIN, opét jiz i s parametry r,s pro Tizeni fidkosti, je v algo-
ritmu (L0} Mezi variantou vyuzivajici tvrdé prahovani (S-SPAIN H) a variantou s vnorenym
OMP (S-SPAIN OMP) se rozhoduje ve druhém kroku algoritmu.
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Zy

Zy = ZoMP

ZOoMP

Obr. 5.1: Porovnéni tvrdého prahovani a OMP pro aproximaci s = A(x(i) — @) v pro-
storu R?. Pro ortogonalni slovnik D (vlevo) vidime, Ze jsou obé aproximace totozné. Pro
neortogondlni (vpravo) je vSak aproximace pomoci OMP k vektoru s blize.

Algoritmus 10: S-SPAINH / S-SPAIN OMP, dle volby aproximace v kroku 2
input: pozorovany signdl y, operatory A, D, mnozina pripustnych feseni T',
parametry s,r € N, > 0
1 x99 =Ay, 60 =0,i=0, k=s

2 20D = 2, (A(x(i) _ o-(l’))) nebo OMP // aproximace ([5.30a))
s x(T) = P (Dz(i+1) + a-(%’)) // odpovida ([5.30D)
a if HDZ(H-I) — X(HI)H2 < ¢ then

5 ‘ terminate

6 else

. o) = o) 4 Dglitl) _ x(i+1) // odpovida (5.30c)
8 11+ 1

9 if imodr = 0 then

10 ‘ k< k+s

11 end

12 go to 2
13 end

14 return % = x(+1)

Poznamka 5.7 (pripad invertibilnich operatori). Uvazujeme situaci, kdy pracujeme s ne-
redundantni transformaci signélu, tedy v pozici A a D mame invertibilni operatory a plati
A = D~!. Formulace problému pro A-SPAIN a S-SPAIN se lisi pouze v podmince
svazujici x a z; v analyzujici varianté Ax —z = 0, v syntetizujici x — Dz = 0. Jednu pod-
minku snadno preformulujeme ekvivalentné jako druhou aplikaci D = A~! (z analyzujict
varianty na syntetizujici) nebo A = D~ (ze syntetizujici varianty na analyzujici) na obé
strany podminky. Dostavame tudiz ekvivalenci formulaci tloh pro A-SPAIN a S-SPAIN,
tudiz i vysledné algoritmy jsou diky jednotnému postupu odvozeni v tomto pripadé ekvi-
valentni.
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6 Experimenty

6.1 Hodnoceni kvality rekonstrukce

Protoze budeme déle pracovat s a priori neposkozenymi signdly, které budeme uméle
degradovat, miizeme evaluaci vysledkil zalozit na porovnani rekonstrukce s ptvodnim
neposkozenym signalem.

Jak je v soucasné literature (napriklad [3]) obvyklé, bude prvni objektivni mirou re-
konstrukce signal-to-noise ratid| (SNR), definované vzorcem

SNR(s, %) = 201logy, & [dB], (6.1)

Is — Il
kde s je ptivodni neposkozeny signal a x je rekonstrukce degradovaného signalu. V nasi
konzistentni formulaci audio inpaintingu se mimo doplnény tsek signdly s a X rovnaji,
SNR proto pocitame pouze z c¢asti odpovidajicich chybéjicim tisekiim. Protoze ve vzorci
(6.1) vystupuje ve jmenovateli norma rozdilu origindlniho signdlu a doplnéného tseku,
ziejmé vyssi hodnoty SNR budou odpovidat presnéjsi rekonstrukei. Zde se vsak skryva
i slabina SNR, a to ze ne vzdy odpovidd tomu, jak audiosignal vnimé poslucha¢ — napii-
klad budeme-li uvazovat dvé sinusoidy o stejné frekvenci a amplitudé posunuté vzajemné
o polovinu periody, bude SNR velice nizké, presto clovék sluchem nepozné rozdil.

V zavéru proto srovnadme vybrané metody rekonstrukce i pomoci PEMO-Q [19], coz je
pokrocilejsi nastroj pro hodnoceni audiosignali, ktery uvazuje lidské vnimani zvuku. Mé-
renymi veli¢cinami budou perceptual similarity measure (konkrétné uvazujeme 5. percentil
hodnot pocitanych v zavislosti na ¢ase, PSM;) a objective difference grade (ODG). Obé
veli¢iny méri podobnost signalii, budou tedy opét aplikovany na s a X, tentokrat vsSak
simulujeme lidského posluchace, tudiz pracujeme s celymi signaly, nikoliv pouze s rekon-
struovanymi tseky. Hodnoty PSM; jsou v rozmezi od 0 do 1 (vy$s$i hodnota znaci vyssi
perceptudlni podobnost signdli), hodnoty ODG jsou od —4 do 0 a jejich vyznam udava
tabulka [6.1]

Tab. 6.1: Vyznam hodnot ODG. Artefaktem zde v nasem pripadé rozumime slysitelny
pozustatek diry v signdlu, kterym muze byt pokles energie, kratky vypadek ¢i , kliknuti®.

Hodnoceni artefaktu ODG
nepostiehnutelny (imperceptible) 0
slysitelny, ale nerusi (perceptible, but not annoying) | —1
prilis nerusi (slightly annoying) —2
rusivy (annoying) -3
velmi rusivy (very annoying) —4

6.2 Testovaci vzorky

K testovani popsanych algoritmi bylo vybrano 10 hudebnich vzorki z vefejné databaze
EBU SQAM [1]. Tato databaze obsahuje ukazky v bezeztratovém formatu urcené k sub-

1Zde se nejedna doslova o pomér signdl/Sum, dle konvence v literatuie viak nebudeme zavadét jiné
oznaceni.
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jektivnimu hodnoceni kvality audiosignalu. Pro tuto praci z ni bylo vybrano 10 realnych
nahravek, vsechny signaly maji vzorkovaci frekvenci 44,1kHz a maji primérnou délku
priblizné 7s. Vzorky byly vybrany tak, aby reprezentovaly rtizné stupné ridkosti STFT
koeficientt1, coz ilustruji spektrogramy na obrazku

Dle znaceni v databazi se jedné o tyto vzorky:

(a) a08_violin,
(b) al6_clarinet,
(c) al8_bassoon,
(d) a25_harp,

—~
@

a35_glockenspiel,
a4l celesta,

~—~
—
~— e e e N S

a42_accordion

(g — i J
aod_guitar_sarasate,

h) ab8_gui

1) a60_piano_schubert

(. _p. - Y
a66_wind_ensemble_stravinsky.

j) ab6_wind_ ble_ insky

Budeme-li se v rozboru experimentt vyjadrovat zvlast k vybranym nahravkam, pak bu-
deme spise vyuzivat pojmenovani podle hudebniho nastroje, nikoliv tyto ptvodni nazvy
signali.

6.3 Schéma experimentu

Za tcelem srovnani popsanych metod budeme pracovat s jednotnym modelem poruchy,
pro ktery byly jednotlivé postupy navrzeny, tedy s kompaktnim chybéjicim tsekem vét-
siho rozsahu (fadové desitky milisekund). Protoze vsak jedina dira nese riziko ptilis vel-
kého vlivu pozice v signalu na vysledek rekonstrukce, budeme pracovat u kazdého vzorku
s 8 dirami na ¢astecné nahodnych pozicich?l Protoze délka diry ma znacény vliv na vysle-
dek z hlediska hodnoceni rekonstrukce, jednotlivé délky diry v dané realizaci experimentu
nebudeme kombinovat a zvolime vzdy jednu délku mezi 5 a 50 ms.

Délce chybéjiciho tiseku musi odpovidat i dostatecné dlouhé okno transformace, jimz
bude obvykle Hannovo okno délky 2800 vzorku (pfiblizné 64 ms) s posunem sousednich
oken 700 vzorkia (pfiblizné 16 ms, tedy piekryv 75%). Pritom jsme si védomi, ze délka
okna ma stézejni vliv na uspésnost rekonstrukce, v této praci se vSak experimentovani
s timto parametrem vyhneme.

Konkrétni podoby pouzitych slovniki budeme komentovat u jednotlivych metod.

Poznamka 6.1 (vizualizace vysledki). V nasledujicich ¢astech budeme srovnavat jed-
notlivé algoritmy prevazné pomoci hodnot SNR, pozdéji téz pomoci pokrocilejsich ODG
a PSM;. Hodnoty SNR v decibelech budou vzdy primérovany pres vsech 10 signéli a 8 po-
zic diry (tj. pramérujeme jiz vypocitané hodnoty v dB) a budeme je zobrazovat v zévislosti
na délce chybéjiciho tseku.

6.4 Konvexni metody

V této casti budeme pracovat s analyzujicim a syntetizujicim modelem (vdhované) ¢; re-
laxace a jejich modifikacemi dle kapitoly [l Pro analyzujici model budeme vyhradné vy-
uzivat Chambolltiv-Pocktuv algoritmus [2| pro syntetizujici model Douglastv-Rachfordav

2Pozice jsou pouze ¢asteéné ndhodné, nebot respektujeme minimélni vzdélenost mezi dirami tak, aby
rekonstrukce jedné neovliviiovala sousedni, jak je popisovano v ¢asti
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Obr. 6.1: Testovaci vzorky, prvni ¢ast.

23



x10* x10*

frekvence [Hz|
frekvence [Hz]

0.5

cas [s]

(g) a42_accordion

% 10! x10*

-
o

frekvence [Hz|
frekvence [Hz|

0.5 P

cas [s] cas [s]

(i) 260_piano_schubert (j) a66_wind_ensemble_stravinsky

Obr. 6.1: Testovaci vzorky, druhé céast.

algoritmus [4 Jednotné také volime ukoncovaci kritérium pro oba algoritmy — bud do-
sazeni maximalniho poé¢tu 1000 iteraci, nebo relativni zména normy pribézného feSeni

mensi nez 10~%. Toto odpovida v nerovnicich (4.14]) a (4.18)) hodnoté € = 107,

6.4.1 Offset

Na rozdil od potradi metod v predchozich kapitolach za¢neme s vysledky experimentu pro
offset (dle ¢asti . Motivaci je to, ze offset chceme pouzivat i pro testovani ostatnich
metod, abychom omezili ndhodny vliv vzajemné pozice chybéjiciho tseku a pocatecniho
bodu signélu pro STFT.

Konkrétné zkoumame souvislost miry p dle vzorce a SNR. Bezrozmérnou hod-
notou Ay je pro nas rozdil p pro offset varianty full a varianty half (v tomto poradi). Ob-
dobné zavadime ASNR [dB]. Navic pouzivime dvé ruzné varianty transformace — v obou
pripadech je to STFT s Hannovym oknem délky 2800 vzorkii a prekryv sousednich oken
je bud 3/4 nebo 7/8 délky okna. Poslednim parametrem je pocet kmito¢tovych kanali,
ktery byl nastaven na 2800 (tedy odpovidé délce okna v poctu vzorki).

Vysledky experimentu ukazuje obrazek Pro vizualizaci byl pouzit tzv. box plot,
cesky nékdy téz krabicovy diagram, k némuz se vyjadiuje poznamka [6.2]
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Obr. 6.2: Experiment na offset. Vykresleno je rozlozeni ASNR v zavislosti na Ay pomoci
box plotu (pozndmka . Modré boxy odpovidaji framu s prekryvem sousednich oken
3/4, ¢erné boxy jsou pro prekryv 7/8. Cervené je navic vykreslena linearni regrese pro
medidny.

Poznamka 6.2 (box plot). Box plot zobrazuje rozdéleni tiidéného statistického souboru.
Pro kazdou t¥idu je vykreslen median (jako bod), box zachycuje rozmezi 25. a 75. kvantilu.
Svisla linie vyznacuje rozsah vsech zbyvajicich hodnot, které nejsou povazovany za odlehlé
hodnoty, tzn. jejich vzdalenost od boxu neni vétsi nez 150 % vysky boxu. Parametry, jako
jsou pravé hodnoty kvantili ¢i kritérium pro odlehlé hodnoty, prebirdme z vychoziho na-
staveni funkce boxplot pro MATLAB (https://www.mathworks.com/help/stats/box-
plots.html).

7 obrazku vidime, ze pomoci miry dle vzorce (4.23]) jsme nedosahli presvéd¢ivého
vysledku, ktery by nam poskytoval navod pro volbu varianty offsetu, nebot zadnou ztej-
mou zavislost ASNR na Ap nepozorujeme. Pouze v obrazku pro syntetizujici model
je slabé znatelny klesajici trend pro mediany hodnot ASNR, ktery ukazuje na zapornou
korelaci ASNR a Ap. U analyzujictho modelu na obrazku [6.2b|se vSak i tento mirny trend
vytraci.

Zavérem tedy je, ze jelikoz vysledky s hodnotou Ap nejsou presvédéivé, budeme v né-
sledujicich experimentech pouzivat jednotnou variantu offsetu (konkrétné volime variantu
full), ¢imz eliminujeme jeden parametr nastaveni algoritmu.

6.4.2 Vahovani atomu

Protoze jsme nevahovanou variantu ¢, relaxace tadili jako specidlni variantu vahovani
(s konstantnimi vdhami), nevénujeme ji zvlastni ¢éast, ale srovname zékladni analyzujici
a syntetizujici model zde.

Pro navrzené varianty vahovani atomu zavedeme pro prehlednost jednodussi znaceni,
pricemz se drzime zkratek v prilozenych kédech pro MATLAB. Varianty dle rovnic
oznac¢ime nasledovné:

(a) none: zékladni varianta bez vahovani (4.21al),
(b) supp: dle nosice (4.21b)),
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Obr. 6.3: Tlustrace variant vahovani atomu. Zobrazeny jsou vSechny navrhy kromé neva-
hované varianty, jiz by odpovidala konstantni hodnota 1. Atomy odpovidaji Gaborovu
framu dle konvenéniho nastaveni, délka diry byla 35 ms.

(c) abs: dle ¢; normy (4.21c]),
(d) norm: dle ¢; normy (4.21d)),

(e) energy: dle energie (4.21¢]).

Jako casove-frekvencni transformaci pouzivame v tomto experimentu STFT s para-
metry dle konvence zavedené v casti pricemz pocet kmitoctovych kanala je jako
v experimentu na offset roven délce okna, tedy 2800.

Pro toto nastaven{ a délku diry 35ms jsou nejprve v obrazku [6.3] zobrazeny jednotlivé
slozky vektoru vah w pro navrzené varianty vahovani. Ukazuje se zde nékolik vyznamnych
jevi

o+ Prubéhy vah jsou po ¢astech konstantni, coz koresponduje s pozndmkou [4.4], kterd
se vyjadrovala k tomu, ze vahy jsou zavislé pouze na modulu prvka jednotlivych
atomu (nikoliv na fazi), a dale je to disledkem potadi atomu (nejdiive radime podle
translace, poté podle modulace).

o Pozorujeme také vliv offsetu, nebot pribéhy vah jsou symetrické, coz potvrzuje
symetrii oken vzhledem ke stiedu diry.

o ZTejmé se od sebe hodnotami vah lisi znatelné jednotlivé pristupy, coz opodstatnuje
jejich testovani.

Vysledky rekonstrukef z hlediska SNR zobrazuje obrazek [6.4] Kromé vahovanych vari-
ant pro syntetizujici (obrazek a analyzujici (obrazek model je v obou grafech
pro srovnani znazornén i vysledek pro druhy model bez vahovani.

V obrazku [6.4] v prvé radé vidime, ze zakladni syntetizujici model ¢; relaxace dosahuje
z hlediska SNR mirné lepsich vysledki nez model analyzujici. Zcela odlisna je vsak situace
s vdhovanim atomt. U analyzujictho modelu na obrézku[6.4b|dosahujeme pomoci vahovani
soustavného zvyseni SNR, pricemz nejvyssi zlepSeni nastava pri vahovani podle energie.
Navic pokud bychom dle obrazku seradili varianty vahovani podle toho, jaké rozpéti
vah poskytuji, dostaneme pro vysledky v obrazku odpovidajici poradi hodnot SNR.
Jind situace je vSak u syntetizujiciho modelu na obrézku [6.4al Mezi ostatnimi vysledky je
pozoruhodné zejména vahovani podle energie, které v rozmezi délek diry od 30 do 45 ms
dokonce snizuje SNR rekonstrukce oproti nevahované varianté. Ostatni metody poskytuji
spise mirné, nicméné konzistentni zlepseni. Pro diry od délky 30 ms vSak z hlediska SNR
jednoznacné lepsi vysledky poskytuje vahovany analyzujici model.
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Obr. 6.4: Experiment na vahovani atomt. Kromé variant vahovani je vzdy pro srovnani
vykreslen i vysledek pro nevahovany alternativni model.

6.4.3 Vahovani doplnéného useku v Case

Pred veétsim testovanim této modifikace se strucné vyjadiime k parametriim algoritmu
dle ¢ésti [4.3.1} které jsou nasledujici (v zavorce je vzdy zkratkové oznaceni odpovidajici
implementaci v MATLABu):

o délka vektoru m, tzn. pocet segmenti, z nichz pocitdme energii (segs),
délka jednoho segmentu (lens),

 pocet navic doplnénych dér (gaps),

 posun mezi sousednimi navic vytvorenymi dirami (shift).

Pocet dér navic pritom volime vzdy sudy, tudiz vlevo a vpravo od piivodni diry jich je
stejny pocet. Pevny volime parametr shift = w/2, pri¢emz vSak k ptvodni dite nejblizsi
doplnkové diry jsou odsazeny o w vzorkt. Na modelové situaci proto zbyva analyzovat
vztah mezi parametry segs a lens, pocet dopliikovych dér bude poté soucasti experimentu
na celé pouzité databéazi signala.

7 obrazku ve kterém zobrazujeme pribéh energie pro jednu doplnénou diru, vi-
dime, Ze jak zvySovani poctu segmentu (segs), tak snizovani jejich délky (lens) ma za
disledek ,,méné hladky“ prubéh energie. Pti vysledné kombinaci takovychto pribéhi z
vice dér by vzniklé vykyvy mohly mit nezadouci vliv. Déle vidime, ze vsechny ktivky ener-
gie priblizné odpovidaji predstavé o vyvoji energie, kterou mame ze zobrazenych tsekt v
casové oblasti, a predevsim ze pouziti délky segmentu relativni viici délce diry neptinasi
pro rtzné dlouhé diry rozdilné vysledky. Pro nasledujici experiment je tudiz opodstat-
nénd jednotnd volba, kterou bude segs = 10 (nejvice vyhlazeny prubéh) a kompromisni
lens = h/4, kde h znadi jako obvykle délku chybéjictho tseku (v obrazku nejlépe
zachycuje pokles energie kolem stfedu tseku).

Vysledky experimentu vidime na obrazku [6.6] Testujeme zde dva ruzné scénéfe:

o vahovani v ¢ase vnimdme jako alternativu k vdhovani atomu (grafy a(6.6¢),
 véhovani atomt a signélu v ¢ase kombinujeme (grafy a .
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Obr. 6.5: Vliv délky a pocétu segmentti na krivku energie signdlu. Pro dvé zvolené délky
diry h je vzdy zobrazen rekonstruovany usek signalu (pouzivame zdkladni syntetizujici
model) a nasledné prubéhy energie ziskané ruznou volbou parametri segs a lens. Le-
genda vzdy popisuje zvlast barvu a typ ¢ary. Energii segment vykreslujeme pro lepsi
srovnani jednotné na intervalu (0, 1).

Vidime, ze mimo syntetizujictho modelu s vAhovanim atomi dosahujeme vahovanim v ¢ase
zlepseni SNR v fadu jednotek dB. Vysledek je pozoruhodny zejména v ptripadé analyzu-
jictho modelu — z obrazku sice vidime, ze vahovani v case nedosahuje presvedcive
lepsich vysledku nez vdhovani atomi (srovnejme s referencnimi hodnotami v obrazku
, v pripadé vahovaného analyzujictho modelu vsak vahovani v ¢ase prinasi dalsi vy-
znamné zlepseni. Jednotnym vysledkem ve vSech modelech pak je, ze pocet doplikovych
dér v ramci testovaného rozsahu neni pro vysledek stézejni, ackoliv vyssi pocet dér vy-
sledné SNR mirné zvysuje.

6.4.4 Gradual inpainting

V testovani gradual inpaintingu vychézime z jiz provedeného experimentu na vahovani
atomu. Jak bylo dokazano v ¢asti [4.3.2] zakladni ¢; minimalizace ve spojeni s pristupem
po stupnich nemtize prinést zadné zlepseni rekonstrukce, kombinujeme proto tento pristup
prave s vahovanim atomii. Protoze cilem ptistupu po stupnich je vysledky s vahovanou
/1 minimalizaci dale vylepsit, volime pfirozené zptisob vahovani, se kterym jsme v pred-
chozim experimentu dosahli nejlepsich vysledki. Pro syntetizujici model proto volime
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Obr. 6.6: Experiment na vahovani doplnéného tiseku v case. Vysledky jsou vykresleny pro
riizné volby parametru gaps, jako reference je vzdy pouzit odpovidajici model se stejnym
vdhovanim atomt, ovSem bez ndsledného vdhovani v ¢ase. Vahovani atomu pro grafy [6.6b]

a je voleno dle tispésnosti v experimentu vyse (obrazek [6.4).

variantu abs (ackoliv dle obrazku neni volba jednozna¢na), pro analyzujici model
variantu energy.

Dle algoritmu [7], ktery zde pouzijeme, mé gradual inpainting jeden stéZejni parametr,
kterym je pocet vzorki r, o ktery v kazdém stupni zkracujeme diru zleva a zprava. Hod-
noty r volime jako podily délky diry h (ve vzorcich). Diky tomu, Ze pomér r a h volime
sudy, je v kazdém stupni véetné posledniho doplnéno 2r vzorki.

Vysledky experimentu ukazuje obrazek ovsem pro lepsi ¢itelnost pouze v redu-
kované podobé — pro diry do 20 ms neni znatelny rozdil hodnot SNR, vysledky pro tyto
kratsi diry proto viibec nezobrazujeme.

Opét se vyrazneé lisi dopad metody po stupnich na analyzujici a syntetizujici model.
V obrazku vidime, Ze gradual inpainting v analyzujicim modelu nepiindsi Zadné
dalsi zlepseni oproti jednoduchému, dle energie vahovanému modelu, pricemz snizovani
hodnoty r zpusobuje i snizovani SNR rekonstrukce. Opacny trend vidime na obrazku
pro syntetizujici model. Postupny pristup zde rekonstrukci z hlediska SNR mirné, lec¢
stabilné vylepSuje. Vzajemnym srovnanim grafl a viak vidime, Ze ani s timto
pokrokem syntetizujici model nedosahuje hodnot SNR analyzujictho modelu.
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Obr. 6.7: Experiment na gradual inpainting. Pro lepsi ¢itelnost vykreslujeme hodnoty
pouze pro chybéjici tseky od délky 20 ms. Kromé variant s rtiznou hodnotou parame-
tru r je vykreslena jako reference i jednostupnova varianta s odpovidajicim vahovanim
atomi. Vahovani atomt je voleno dle tspésnosti v experimentu vyse a v obrazcich

a je vyznaceno v zavorce.

6.5 Nekonvexni metody

Na rozdil od predchozich metod, kde jsme pomoci STFT pocitali koeficienty celého sig-
nalu, u prezentovanych postupti vychazejicich z nekonvexni formulace preferujeme jiny
postup. Konkrétné pomoci zvoleného okna provadime segmentaci signalu, jednotlivé seg-
menty rekonstruujeme zvolenym algoritmem a néasledné opravené segmenty opét slozime
(inspirujeme se pouzitim tohoto postupu v [3] pro OMP).

Souvislost s STFT pouzitou pri ¢; relaxaci bude ta, ze pro jednotlivé segmenty pou-
zijeme jako analyzujici operator diskrétni Fourierovu transformaci (DFT). Protoze vsak
chceme porovnat algoritmy OMP a SPAIN i pro redundantni slovniky, budeme navic
pracovat s tzv. redundantni DFT, kterou ziskdme analyzou signdlu doplnéného nulami
na nasobek délky (dostaneme tedy také odpovidajici ndsobné vétsi pocet koeficienti).
Obdobné pouziti redundantni DFT lze najit v [38] pro audio decplipping a pitibuzny
algoritmus SPADE, ktery byl vzorem pro SPAIN.

Poznamka 6.3 (DFT pro realny signdl). Pokud aplikujeme DFT (i redundantni) na re-
alny signal, dostaneme koeficienty se specifickou strukturou, kdy ke kazdému koeficientu
existuje komplexné sdruzeny protéjsek. Zplisobeno je to tim, ze atomy pro frame, k né-
muz je DFT analyzujicim operatorem, jsou komplexni a také jsou po parech komplexné
sdruienéﬂ K syntéze realného signalu tedy vzdy potiebujeme oba sdruzené atomy, a to
se sdruzenymi koeficienty. K tomuto faktu ptihlizime v algoritmech OMP i SPAIN, nebot
vzdy pracujeme s koeficienty realného signalu. Pri OMP tedy vzdy pri vybéru jednoho
atomu automaticky vybereme i jemu komplexné sdruzeny. Stejné tak pii tvrdém praho-
véni v SPAIN nevybirdme k koeficientl1, jak bylo obecné popséno v ¢asti 5.2 a jak by
tomu bylo bud u komplexniho signalu, nebo u realné transformace realného signalu, ale
vybirame k komplexné sdruzenych part.

3Vyjma tzv. stejnosmérné slozky (a pti sudé délce signdlu N také slozky N/2), coz je vSak na tomto
misté nepodstatnym detailem.
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Pro algoritmy SPAIN a OMP bylo déle nastaveno obdobné ukoncovaci kritérium s ¢ =
1/10. Zbyvajici parametry algoritmu SPAIN byly nastaveny jako r = s = 1, tedy po kazdé
iteraci ADMM zvysujeme pocet atomt o jedna.

\N — — —S-SPAINH
N — — — A-SPAIN
OMP
redundance 1| 4

S-SPAIN H N\
— — —A-SPAIN 1 16 W\
— — —OMP W\
redundance 1| 4 14F \

redundance 2 \

redundance 4| | 12 1 \
redundance 8

— — —S-SPAIN H
A-SPAIN 1 16
— — —OMP
redundance 1| - 14 +

redundance 2 \ redundance 2
redundance 4| | 121

redundance 8

redundance 4 | |
redundance 8
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délka diry [ms] délka diry [ms] délka diry [ms]

Obr. 6.8: Experiment na nekonvexni metody. Vsechny tfi grafy zachycuji stejné vysledky
— prumeérné hodnoty SNR pro tii algoritmy (S-SPAIN H, A-SPAIN, OMP) a ¢tyfi rizné
redundance DFT (1, 2, 4, 8). Pouze v kazdém grafu je zvyraznén jeden z algoritmi.

Srovndn{ SPAIN a OMP z hlediska SNR ukazuji grafy na obrazku [6.8 Predevsim
vidime, Ze novy algoritmus SPAIN témér ve vsech pripadech prevysuje vysledky OMP,
vyjimkou jsou délky diry v rozmezi 15 az 25 ms a DFT bez redundance. Z hlediska redun-
dance také vidime, ze S-SPAINH a A-SPAIN pro neredundantni transformaci dosahuji
identickych vysledki, coz potvrzuje teoretickou ekvivalenci obou dvou algoritmt v tomto
ptipadé (poznamka . P1i zvysSovani redundance zfejmé u algoritmu SPAIN dochazi
ke zlepSovani (na rozdil od OMP), napiiklad mezi redundanci 4 a 8 jiz vsak nejsou prilis
vyrazné rozdily, zvlasté s uvazenim, ze vyznamné nartsta vypocetni narocnost.

7 diavodu extrémni vypocetni narocnosti se také samostatné vénujeme algoritmu
S-SPAIN OMPEL a to pouze pro DFT s redundanci 2 (vyssi redundance naroénost dale
zvysuje). Navic porovndni S-SPAINH a S-SPAIN OMP provadime na zmensené tloze,
kdy délky diry, okna a posun sousednich oken jsou vzhledem k predchozimu experimentu
¢tvrtinové.

Nejdrive v grafu ilustrujeme, ze predpoklad lepsi ridké aproximace pomoci OMP
oproti tvrdému prahovani je spravny. Poznamenejme, Ze vykreslovana hodnota || Dz —
x*=D 4 g1, kde z® je ziskané pomoci tvrdého prahovéani (dle rovnice (5-34)) nebo
pomoci OMP (poznamka [5.6), pro riznd k neni zcela srovnatelnd. V jednotlivych ite-
racich S-SPAIN se totiz méni signal (x*~1) — g*=1) jehoz ¥idkou aproximaci hledame.
Vyznamné pozorovani vsak je, ze pro vSechna k dosahujeme s pomoci OMP mirné lepsi
aproximace (hodnota chyby v grafu je mirné mensi).

Graf na obrazku vsak ukazuje prekvapivy vysledek, ze S-SPAIN H dosahuje neza-
nedbatelné lepsich hodnot SNR nez S-SPAIN OMP. Ziejmé tedy zlepseni v dil¢im kroku
, které algoritmus OMP poskytuje oproti tvrdému prahovani za cenu fadové vys-
stho vypocetniho ¢asu celého algoritmu, neni pro celkovy vysledek vyznamné.

4V{pocetni naro¢nost je zptisobena iteraénim algoritmem vloZenym do itera¢niho algoritmu. Napiiklad
v prubéhu prvnich 100 iteraci S-SPAIN OMP prii nastaveni parametri r = s = 1 musi celkem probéhnout
5050 iteraci OMP.
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Obr. 6.9: Porovnani S-SPAINH a S-SPAIN OMP. Chybou aproximace v levém obrazku
rozumime rozdil mezi vektorem a jeho hledanou fidkou aproximaci v tloze , tedy
normu ||Dz® — x*=1) gV, kde z*) hleddme jako argument minima této normy.
Hodnoty jsou ziskany z rekonstrukce prvni diry délky 7,5 ms v signdlu housli. V pravém
obrazku vidime srovnani z hlediska SNR.

6.6 Celkové porovnani

Dosud jsme srovnavali pouze varianty jednotlivych pristupti k audio inpaintingu, vza-
jemné porovnani nasleduje nyni. Metody zhodnotime mimo SNR také pomoci indikatort
motivovanych lidskym sluchem, coz jsou miry ODG a PSM; zavedené v tivodu kapitoly.
Protoze srovnéni vSech popsanych metod a variant by jiz bylo nadbytecné, vybirame pouze
nasledujici pristupy:

o syntetizujici a analyzujici model nevahované ¢; minimalizace,

o syntetizujici a analyzujici model ¢; minimalizace s vybranym vahovanim atomi,

o analyzujici model ¢; minimalizace s vybranym vadhovanim atomil a naslednym va-
hovanim v ¢asové oblasti,

o S-SPAINH,

o A-SPAIN,

« Janssenuv algoritmus.

Nastaveni algoritmii zalozenych na fidkosti je konvenéni, pouze bylo tfeba zvolit vahovani
atomu (abs pro syntetizujici model, energy pro analyzujici), parametry vahovani v ¢asové
oblasti (segs = 10, lens = h/4, gaps = 4) a slovnik pro SPAIN (redundance 4).

Zv1ast se musime vénovat parametrim Janssenova algoritmu, ktery dosud nebyl v na-
Sich experimentech pouzit. Pro ten jsme pouzili implementaci ptiloZzenou k ¢lanku [3],
v némz je algoritmus popsany v kapitole |3l aplikovany na segmentovany signal, stejné jako
nas SPAIN ¢i OMP. Parametry okna tudiz volime stejné jako u téchto nekonvexnich me-
tod. Navic je treba zvolit Tad p autoregresniho modelu, ktery je v prevzaté implementaci

ve vychozim nastaveni
p=min(3H + 2,w/3), (6.2)

kde H je pocet vzorku chybéjicich v daném okné a w je délka okna (hodnotu w/3 prirozené

bereme zaokrouhlenou). Poslednim parametrem je pocet iteraci cyklu, v jehoz pribéhu

zpresnujeme odhady autoregresnich koeficienti1; zde volime jednotné 50 iteraci.
Vysledky experimentu ukazuji t¥i grafy na obrazku [6.11] které postupné rozebereme.
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Porovnani z hlediska SNR

Hodnoty SNR obvyklym zptsobem ilustruje obrézek Mimo vysledki Janssenova al-
goritmu se nejedna o nové vysledky, pouze jsou dany do souvislosti hodnoty z predchozich
experimenti.

Pro diry kratsi nez 25ms vidime, ze A-SPAIN dosahl lepsich vysledki nez ostatni
metody zalozené na tidkosti a priblizil se Janssenovu algoritmu. Od délky 30 ms vsSak
z pohledu SNR dosahuje jednoznac¢ného prvenstvi analyzujici model ¢; minimalizace s vé-
hovanim atomt a naslednym vahovanim v ¢ase. Tento vysledek potvrzuje tspésnost metod
pro kompenzaci poklesu energie, nebot ziejmé pro kratsi diry, kde pokles energie neni vy-
znamny, nedosahuje ¢; minimalizace vysledki obou variant algoritmu SPAIN.

Porovnani z hlediska ODG

7, obrazku vidime, ze hodnoceni pomoci SNR nebylo ani z hlediska vnimané kva-
lity zvuku scestné, nebot vysledky si prevazné odpovidaji. Zasadni je vSak pohled na
modifikované varianty ¢; minimalizace. Rozevira se zde totiz rozdil mezi syntetizujicim
a analyzujicim modelem, pricemz napiiklad vahovany syntetizujici model se pro kratsi
diry priblizil vysledkim SPAIN. Také model s dodanym vahovanim v ¢ase jiz z hlediska
ODG nedosahuje pro delsi diry natolik pozoruhodného vysledku, jako je tomu z hlediska
SNR na obrazku [6.1Tal

Prirozenym vysvétlenim je, ze vahovani v Casové oblasti sice zvysSuje energii dopl-
néného useku, ovsem zpusobuje také pridani mnozstvi frekvenci, které se v ptvodnim
signalu nevyskytovaly — tento jev ukazuje obréazek [6.10] Ve srovnédni s neposkozenym sig-
nalem (spektrogram obsahuji spektrogramy rekonstrukce pomoci ¢; minimalizace
vertikalni skupiny koeficient, které zachycuji nedostatecnou ndvaznost doplnéného tseku
na neposkozené okoli. Vyznamny je vSak spektrogram [6.10d, v némz doplnénd dira ob-
sahuje ve svém stredu jesté tieti skupinu nenulovych koeficientti navic, coz je prave vliv
nasobeni vzorkl v ¢asové oblasti. Dusledkem ilustrované situace pak mohou byt slysitelné
artefakty, které hodnoceni z hlediska ODG zachyti.

Porovnani z hlediska PSM,

Miru PSM; v obrazku jiz. ukazujeme jenom pro uplnost, i pres odlisny zpisob vy-
poctu totiz poskytuje vysledky témér shodné s hodnocenim z hlediska ODG.
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Obr. 6.10: Ukazka vlivu vahovani v ¢asové oblasti. Zobrazena je doplnéna dira v zdznamu
piana s blizkym okolim.
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Obr. 6.11: Celkové porovnani metod.
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[ Zaveér

Cilem této diplomové préace bylo prostudovat metody pro doplnovani souvislého chybéji-
ciho tseku vzorku v digitdlnim audiosignalu, tedy problematiku tzv. audio inpaintingu.
Zvlastni pozornost byla vénovana modernim metodam zalozenym na tidkosti reprezentace
audiosignalu, a to zejména pri reprezentaci vyuzivajici kratkodobou Fourierovu transfor-
maci. Pravé predpoklad fidkosti poslouzil jako zdklad pro formulaci audio inpaintingu
jako optimalizac¢ni tlohy. Formulaci bylo sestaveno nékolik, zdkladni rozdéleni bylo na
formulaci konvexni (kapitola 4 a nekonvexni (kapitola [5).

Pro konvexni formulaci byl kromé obvyklého syntetizujictho modelu sestaven i model
analyzujici, ktery byl pro audio inpainting studovan dosud pouze v ¢lanku [25], ovSem pro
lehce odlisny tvar optimaliza¢ni tilohy. V kapitole 4| bylo navic navrzeno nékolik modifikaci
metody za ucelem kompenzace poklesu energie, jenz se pri aplikaci konvexni relaxace
zakonité projevuje v doplnéném useku signalu. Pod dpravu modelu byly zarazeny dva
navrhy tykajici se transformacniho operatoru, a to vahovani atom, které bylo studovano
jiz v bakalarské praci [27] a zde bylo nové zavedeno pro analyzujici model, a tzv. offset,
jehoz tucelem bylo dosahnout symetrického poklesu energie vzhledem ke stfedu doplnéné
diry. Offset byl dale vyuzit pro modifikace v ¢asové oblasti, konkrétné vihovani doplnéného
tseku v Case (opét v ndvaznosti na [27]) a tzv. gradual inpainting, tedy dopliiovani diry
po ¢astech smérem od okraji. Pro oba tyto postupy byl vyuzit pravé predpoklad symetrie
v priibéhu energie, jehoz splnéni offset zajistil.

V kapitole [5| bylo popsédno vyuziti algoritmu Orthogonal Matching Pursuit (OMP),
coz byl vibec prvni pristup pro audio inpainting zalozeny na Tidkosti, prezentovany
v ¢lanku [3]. Predevsim vsSak byl odvozen novy heuristicky algoritmus Sparse Audio Inpa-
inter (SPAIN), vychazejici z pfibuzného algoritmu SPADE pro audio declipping. Pfinosem
této prace bylo v této ¢asti zejména detailni odvozeni analyzujici i syntetizujici varianty
algoritmu (A-SPAIN, resp. S-SPAIN).

Experimentalni ¢ast prace (kapitola @ byla rozdélena na tii hlavni celky — analyza
navrzenych modifikaci konvexnich metod, srovnani nekonvexnich metod a nasledné cel-
kové porovnani vybranych reprezentantii obou tirid se state-of-the-art algoritmem pro
audio inpainting podle Janssena [20], zalozenym na autoregresnim modelovani. Funké-
nost algoritmu byla testovana na sadé 10 realnych hudebnich nahravek a pro rizné délky
chybéjiciho tseku. Hodnoceni rekonstrukce bylo provadéno mimo obvyklého odstupu sig-
nalu od Ssumu (signal-to-noise ratio, SNR) také pomoci algoritmu PEMO-Q, ktery rovnéz
poskytuje objektivni porovnani rekonstruovaného signalu se signdlem neposkozenym, na
rozdil od SNR vsak zahrnuje model lidského sluchu.

Vyznamnym vysledkem casti vénujici se konvexnim metodam bylo ukazani znac-
ného vlivu vahovani atomt i vahovani v c¢asové oblasti na analyzujici model ¢; relaxace
a také porovnani s modelem syntetizujicim, v némz bylo ve vétsiné pripadt prokazano zna-
telné mensi zlepseni vysledkii rekonstrukce. Obecné vsak byla potvrzena opodstatnénost
navrzenych metod a jejich modifikaci.

V casti pak bylo ukazano, ze mezi nekonvexnimi algoritmy SPAIN vyrazné prevy-
suje vysledky starstho OMP. Pozornost byla také vénovana ptibliznému vypoctu jednoho
z kroka v algoritmu S-SPAIN, kde bylo ukazano, ze blizsi aproximace v tomto kroku
prekvapivé nevede k lepsimu vysledku celého itera¢niho algoritmu, naopak vysledky re-
konstrukce z pohledu SNR soustavné zhorsuje.

Zavérecné srovnani metod v casti pak ukézalo, ze navrzeny algoritmus SPAIN
priblizné dosdhl trovné rekonstrukce Janssenova algoritmu a jednozna¢né presahl neu-
praveny model konvexni relaxace, a to v syntetizujicim i analyzujicim pripadé. Pozo-
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ruhodnym vysledkem vsak je, Zze i pres jednoduchost analyzujictho modelu ¢; relaxace
s vahovanim atomi (ve srovnani s mnohem sofistikovanéjsim Janssenovym algoritmem ¢&i
SPAIN) tento ptistup pro diry vétsi délky presahl z hlediska SNR vSechny ostatni metody.
S naslednym vahovanim v c¢asové oblasti pak je jeho prvenstvi z hlediska SNR pro delsi
diry jednoznacné, predevsim vsak dosahuje i z hlediska ostatnich kritérii vysledkt lepsich
nez ostatni testované algoritmy.

Popsané vysledky do budoucna vybizi k analyze, zda podobné vahovani atomu lze
zaradit do algoritmu SPAIN, pokud by se ukazalo, ze pokles energie je stézejnim problé-
mem i pri tomto heuristickém pristupu. Alternativni a slibnou moznosti je pak vahovani
atomi na zakladé psychoakustického modelu, jehoz cilem je podporovat koeficienty od-
povidajici perceptualné vyznamnym harmonickym slozkam rekonstrukce. Tento pristup
se v neddvné dobé ukazal jako efektivni pro audio declipping [39] a nabizi se proto jeho
testovani pro pribuzné ulohy restaurace audiosignali.

66



Literatura

1]

2]

[10]

[11]

[12]

[13]

EBU SQAM CD. Sound Quality Assessment Material recordings for subjective tests
[online]. Dostupné z: https://tech.ebu.ch/publications/sqamcd.

ABERGEL, R.: Legendre-Fenchel and Rockafellar Duality [online]. Dostupné z:

http://helios.mi.parisdescartes.fr/~rabergel/legendre-fenchel-
rockafellar-duality-4tv.html.

ADLER, A. et al.: Audio Inpainting. IFEE Transactions on Audio, Spe-
ech, and Language Processing. 2012, 20(3), 922-932. ISSN 1558-7916, DOI:
10.1109/TASL.2011.2168211.

BAHAT, Y., SCHECHNER, Y. Y. a ELAD, M.: Self-content-based audio inpainting.
Signal Processing. 2015, ¢islo 111, 61-72. ISSN 0165-1684. Dostupné z: http://www.
sciencedirect.com/science/article/pii/S0165168414005623.

BEN-ISRAEL, A. a GREVILLE, T. N.: Generalized Inverses: Theory and Applicati-
ons. Berlin: Springer, 2003. ISBN 0-387-00293-6.

BLUMENSATH, T.: Sparsify Toolbox [online]. Dostupné z: https://wuw.
southampton.ac.uk/engineering/about/staff/tb1m08.page#tsoftware.

BOYD, S. P. et al.: Distributed Optimization and Statistical Learning via the Alter-
nating Direction Method of Multipliers. Foundations and Trends in Machine Lear-
ning. 2011, 3(1), 1-122. Dostupné z: http://dblp.uni-trier.de/db/journals/
ftml/ftml3.html#BoydPCPE11.

BOYD, S. P. a VANDENBERGHE, L.: Convex Optimization. Cambridge University
Press, 2004. ISBN 0521833787.

CANDES, E. J., WAKIN, M. B. a BOYD, S. P.: Enhancing Sparsity by Reweighted
{1 Minimization. Journal of Fourier Analysis and Applications. 2008, 14, 877-905.

CHAMBOLLE, A. a POCK, T.: A First-Order Primal-Dual Algorithm for Convex
Problems with Applications to Imaging. Journal of Mathematical Imaging and Vi-
sion. 2011, 40(1), 120-145. ISSN 1573-7683, DOI: 10.1007/s10851-010-0251-1.

CHRISTENSEN, O.: A short introduction to frames, Gabor systems, and wavelet
systems. Azerbaijan Journal of Mathematics. 2014, 4(1), 25-39. ISSN 2218-6816.

COMBETTES, P. a PESQUET, J.: Proximal splitting methods in signal processing.
Fized-Point Algorithms for Inverse Problems in Science and Engineering. 2011. DOI:
10.1007/978-1-4419-9569-8__10.

CONDAT, L.: A Generic Proximal Algorithm for Convex Optimization—Application
to Total Variation Minimization. IEEE Signal Processing Letters. 2014, 21(8), 985
989. ISSN 1070-9908, DOI: 10.1109/LSP.2014.2322123.

DANKOVA, M. a RAJMIC, P.: Low-rank model for dynamic MRI: joint solving and
debiasing. In: ESMRMB 2016, 33rd Annual Scientific Meeting, Vienna. Magnetic
resonance materials in physics biology and medicine. Berlin: Springer, 2016.

67


https://tech.ebu.ch/publications/sqamcd
http://helios.mi.parisdescartes.fr/~rabergel/legendre-fenchel-rockafellar-duality-4tv.html
http://helios.mi.parisdescartes.fr/~rabergel/legendre-fenchel-rockafellar-duality-4tv.html
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0165168414005623
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0165168414005623
https://www.southampton.ac.uk/engineering/about/staff/tb1m08.page#software
https://www.southampton.ac.uk/engineering/about/staff/tb1m08.page#software
http://dblp.uni-trier.de/db/journals/ftml/ftml3.html#BoydPCPE11
http://dblp.uni-trier.de/db/journals/ftml/ftml3.html#BoydPCPE11

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

CERMAK, L. a HLAVICKA, R.: Numerické metody. Brno: Vysoké udeni technické
v Brné, 2006.

ETTER, W.: Restoration of a discrete-time signal segment by interpolation based
on the left-sided and right-sided autoregressive parameters. IEEE Transactions on
Signal Processing. 1996, 44(5), 1124-1135. ISSN 1053-587X, DOI: 10.1109/78.502326.

HARRIS, F.: On the use of windows for harmonic analysis with the dis-
crete Fourier transform. Proceedings of the IEEE. 1978, 66(1), 51-83. DOL:
10.1109/proc.1978.10837.

HASTIE, T., TIBSHIRANI, R. a WAINWRIGHT, M.: Statistical Learning with Spar-
sity. Boca Raton: CRC Press, 2015. ISBN 978-1-4987-1216-3.

HUBER, R. a KOLLMEIER, B.: PEMO-Q—A New Method for Objective Audio
Quality Assessment Using A Model of Auditory Perception. IEEE Trans. Audio Spe-
ech Language Proc. 2006, 14(6), 1902-1911. DOI: 10.1109/TASL.2006.883259.

JANSSEN, A. J. E. M., VELDHUIS, R. N. J. a VRIES, L. B.: Adaptive inter-
polation of discrete-time signals that can be modeled as autoregressive processes.
IEEE Trans. Acoustics, Speech and Signal Processing. 1986, 34(2), 317-330. DOI:
10.1109/TASSP.1986.1164824.

KITIC, S., BERTIN, N. a GRIBONVAL, R.: Sparsity and cosparsity for audio dec-
lipping: a flexible non-convex approach. In: LVA/ICA. 2015.

KOMODAKIS, N. a PESQUET, J.: Playing with Duality: An Overview of Re-
cent Primal-Dual Approaches for Solving Large-Scale Optimization Problems.
IEEE Signal Processing Magazine. 2015, 32(6), 31-54. ISSN 1053-5888, DOI:
10.1109/MSP.2014.2377273.

KOWALSKI, M., SIEDENBURG, K. a DORFLER, M.: Social Sparsity! Ne-
ighborhood Systems Enrich Structured Shrinkage Operators. IEEE Transacti-
ons on Signal Processing. 2013, 61(10), 2498-2511. ISSN 1053-587X, DOLI:
10.1109/TSP.2013.2250967.

LAGRANGE, M., MARCHAND, S. a RAULT, J.-B.: Long Interpolation of Au-
dio Signals Using Linear Prediction in Sinusoidal Modeling. J. Audio Eng. Soc.
2005, 53(10), 891-905. Dostupné z: http://www.aes.org/e-lib/browse.cfm?
elib=13390.

LIEB, F. a STARK, H.-G.: Audio inpainting: Evaluation of time-frequency repre-
sentations and structured sparsity approaches. Signal Processing. 2018, ¢islo 153,
291-299. DOI: 10.1016/j.sigpro.2018.07.012.

MARAFIOTI, A. et al.: A context encoder for audio inpainting. 2018. Dostupné z:
https://arxiv.org/abs/1810.12138.

MOKRY, O.: Restaurace poskozenych audiosignilti pomoci Hdkych reprezentaci.
Brno, 2017. Bakalarska prace. Vysoké uceni technické v Brné. Fakulta strojniho in-
zenyrstvi. Ustav matematiky. Dostupné z: https://www.vutbr.cz/studenti/zav-
prace/detail/100257.

68


http://www.aes.org/e-lib/browse.cfm?elib=13390
http://www.aes.org/e-lib/browse.cfm?elib=13390
https://arxiv.org/abs/1810.12138
https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/100257
https://www.vutbr.cz/studenti/zav-prace/detail/100257

28]

[29]

[30]

[31]

MOKRY, O., ZAVISKA, P., RAJMIC, P. a VESELY, V.: Introducing SPAIN (SParse
Audio INpainter). 2018. Dostupné z: https://arxiv.org/abs/1810.13137.

PATI, Y., REZAITFAR, R. a KRISHNAPRASAD, P.: Orthogonal matching pursuit:
recursive function approximation with applications to wavelet decomposition. In:

Conference Record of The Twenty-Seventh Asilomar Conference on Signals, Systems
and Computers. 1993. ISSN 1058-6393.

PERRAUDIN, N. et al.: Inpainting of long audio segments with similarity graphs.
IEEE/ACM Transactions on Audio, Speech, and Language Processing. 2018. DOL:
10.1109/taslp.2018.2809864.

PRUSA, Z. et al.: The Large Time-Frequency Analysis Toolbox 2.0. In: Sound, Music,
and Motion. Berlin: Springer, 2014. ISBN 978-3-319-12975-4. Dostupné z: http://
dx.doi.org/10.1007/978-3-319-12976-1 25

RAJMIC, P.: Exact risk analysis of wavelet spectrum thresholding rules. In: Proce-
edings of the 2003 10th IEEFE International Conference on Electronics, Circuits and
Systems.. 2003, 2, 455-458. DOI: 10.1109/ICECS.2003.1301820.

RAJMIC, P.: Ridké a nizkohodnostni reprezentace signdli s aplikacemi. Brno, 2014.
Habilita¢ni prace. Vysoké uceni technické v Brné. Fakulta elektrotechniky a komuni-
kacnich technologii. Ustav telekomunikaci.

RAJMIC, P. et al.: Acceleration of Audio Inpainting by Support Restriction. In:
7th International Congress on Ultra Modern Telecommunications and Control Sys-
tems. 2015. Dostupné z: http://www.utko.feec.vutbr.cz/~rajmic/papers/p325-
rajmic-ICUMT2015.pdf

RAJMIC, P., ZAVISKA, P., VESELY, V. a MOKRY, O.: New Generalized Pro-
jection Speeds Up Audio Declipping. 2019. Dostupné z: https://www.preprints.
org/manuscript/201903.0093/v1.

TOUMI, I. a EMIYA, V.: Sparse Non-Local Similarity Modeling for Audio Inpainting.
In: 2018 IEEFE International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing
(ICASSP). IEEE, 2018. DOI: 10.1109/icassp.2018.8462187.

VESELY, V. a RAJMIC, P.: Funkciondlni analyza s aplikacemi ve zpracovdnd signdli.
Brno: Vysoké uceni technické v Brné, 2014. ISBN 978-80-214-5186-5.

ZAVISKA, P. et al.: Revisiting Synthesis Model in Sparse Audio Declipper. LVA JICA.
Berlin: Springer, 2018. ISBN 978-3-319-93764-9.

ZAVISKA, P., RAJMIC, P. a SCHIMMEL, J.: Psychoacoustically motivated audio
declipping based on weighted 11 minimization. 2019. Dostupné z: https://arxiv.
org/abs/1905.00628.

ZAVISKA, P., MOKRY, O. a RAJMIC, P.: A Proper Version of Synthesis-based
Sparse Audio Declipper. 2018. Dostupné z: https://arxiv.org/abs/1810.12204.

ZAVISKA, P., MOKRY, O. a RAJMIC, P.: S-SPADE Done Right: Detailed Study of
the Sparse Audio Declipper Algorithms. Brno: Vysoké uceni technické v Brné, 2018.
Dostupné z: https://arxiv.org/abs/1809.09847.

69


https://arxiv.org/abs/1810.13137
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-12976-1_25
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-12976-1_25
http://www.utko.feec.vutbr.cz/~rajmic/papers/p325-rajmic-ICUMT2015.pdf
http://www.utko.feec.vutbr.cz/~rajmic/papers/p325-rajmic-ICUMT2015.pdf
https://www.preprints.org/manuscript/201903.0093/v1
https://www.preprints.org/manuscript/201903.0093/v1
https://arxiv.org/abs/1905.00628
https://arxiv.org/abs/1905.00628
https://arxiv.org/abs/1810.12204
https://arxiv.org/abs/1809.09847




Seznam symboli, velicin a zkratek
Ciselné mnoziny

N,Z,R,C po fadé mnoziny vsech prirozenych, celych, redlnych a komplexnich
¢isel; prirozena ¢isla uvazujeme véetné nuly

mnozina rozsitenych redlnych ¢isel, R U {—o0, 00}

mohutnost mnoziny

otevieny interval dany éisly a,b € R,a < b

) uzavieny interval dany Cisly a,b € R,a < b

5=
SR
S~—
-

Unarni operace s Cisly (pfipadné s vektory po slozkach)

[a], |a] horni a dolni celd ¢dst realného ¢isla a

R(2), 3(2) realnd a imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z
zZ komplexné sdruzené ¢islo k ¢islu z

arg(z) argument komplexniho ¢isla z

|| modul komplexniho ¢isla z

Vektorové prostory

u, v,... vektory

X,Y,. matice

x', X7 transpozice vektoru & matice

x*, X* hermitovska transpozice vektoru ¢i matice

Il norma na prostoru dle kontextu (norma vektoru, operatoru)

-1l ¢, norma (definice [2.1] a [2.2| a poznamka
)

ridkost, nebo téz ¢y pseudonorma (definice
supp(x) nosi¢ vektoru x € CV, supp(x) = {n=1,2,...,N | x, # 0}
(u,v) skalarni soucin vektori u a v

Operatory a funkce

F, F~ operator a prislusny adjungovany operator (mezi libovolnymi
prostory)

f, 9, ... realné funkce redlné ¢ komplexni proménné (pfipadné vice
proménnych)

fr konvexné sdruzend funkce k funkei f (definice

sup,ex f(2) suprémum funkc¢nich hodnot funkce f na mnoziné X

exp(x) exponencialni funkce, téz e”

vy () indikdtorova funkce mnoZiny Y (definice

R(A) obor hodnot operatoru A

Id operator identity

prox proximalni operator funkce f (definice [2.21])

Py operator projekce na mnozinu Y (definice [2.20)

Hi tvrdé prahovani s prahem k

S, mekké prahovani s prahem 7

C- sklipovaci® operator s prahem 7 (definovany v ramci lemmatu
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Zkratky

STET short-time Fourier transform (kratkodoba Fourierova transformace,
téz Gaborova transformace)

DFT discrete Fourier transform (diskrétni Fourierova transformace)

OMP orthogonal matching pursuit

SPADE sparse audio declipper

SPAIN sparse audio inpainter

A-SPAIN analyzujici varianta SPAIN

S-SPAIN H syntetizujici varianta SPAIN s tvrdym prahovanim

S-SPAIN OMP  syntetizujici varianta SPAIN s vlozenym OMP

SNR signal-to-noise ratio, jednotkou je decibel (dB)

PSM; perceptual similarity measure

ODG objective difference grade

Konvence znaceni pro tlohy audio inpaintingu

y pozorovany (poskozeny) signdl, y € CV
Mg operator, ktery na pozice chybéjicich vzorkt dosadi nuly,
Mg : CcN sV
YR neposkozend ¢ast pozorovaného signalu doplnéna nulami, yg = MRy
X feseni problému audio inpaintingu v ¢asové oblasti, x € CV
r mnozina ptipustnych fefeni, I' = {x € CV | Mgx = yg} C CV
A, D operatory analyzy a syntézy (definice

Znaceni parametrii Gaborovych framia

w délka okna, v této praci 2800 vzorku (pfiblizné 64 ms)
a posun mezi sousednimi okny, v této praci nejéastéji w/4
M pocet kmitoctovych kandli, v této praci 2800

Zkratky pouzité v experimentech pro vahovani atomi v /; minimalizaci
a vahovani doplnéného useku v case

none vahovéni konstantou (4.21al)

supp ...dle nosice (4.21h))

abs ...dle ¢; normy (4.21c)

norm ...dle 5 normy (4.21d))

energy ...dle energie (4.21¢])

segs pocet segmentil, z nichz poc¢itame energii

lens délka jednoho segmentu

gaps pocet navic doplnénych dér

shift posun mezi sousednimi navic vytvorenymi dirami
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A Obsah prilozeného CD

Prilozené CD obsahuje kédy pro MATLAB potiebné k realizaci vsech popsanych metod.
Soubory jsou organizovany nasledovné:

P korenovy adresar prilozeného CD
| JANSSeN ottt funkce pro realizaci Janssenova algoritmu
t inpaintFrame_janssenlnterpolation.m
janssen.m
L OM P e funkce pro realizaci algoritmu OMP

tgreed_omp_qr.m
omp_segmentation.m

| PemoQ................. kompletni bali¢ek pro perceptualné motivované hodnoceni
| reweighted 11 relaxation.............. funkce pro realizaci konvexnich metod
DouglasRachford.m
ChambollePock.m
reweighted.m
tdc.m
L P ATN e funkce pro realizaci algoritmu SPAIN
aspain.m
franamp.m
hard_thresholding.m
spain_segmentation.m
sspain.m
| EBU_SQAM.mat
| _inpainting_comparison_multigap.m......... hlavni skript urc¢eny ke spusténi
| min_sig supp_2.m
| offset.m
| _proj_time.m
| _snr_n.m
, _syn_atoms.m
| weights.m

Neékteré funkce byly prevzaty z externich zdroju, konkrétné:

o funkce inpaintFrame_janssenInterpolation.m byla prevzata z [3], ke stazeni
v ramci Audio Inpainting Toolbox na http://www.small-project.eu/software-
data.html,

o funkce greed_omp_qr.m byla ptevzata ze Sparsify Toolbox [6],

o funkce franamp.m byla prevzata z LTFAT [31] a byla upravena pro potfeby této
prace, zejména byla zajiSténa kompatibilita s redundantni DFT,

o funkce min_sig_supp_2.m byla prevzata z [34] a byla upravena podle algoritmu

Vsechny kédy byly testovany v prostiedi MATLAB R2017b. Pro jejich funkcénost je navic
nutné mit spustény toolbox LTFAT (ke stazeni na http://1tfat.github.io/).

75


http://www.small-project.eu/software-data.html
http://www.small-project.eu/software-data.html
http://ltfat.github.io/

	Úvod
	Teoretické základy
	Potřebná teorie vektorových prostorů
	(Ne)ortogonální reprezentace
	Framy
	Gaborovy systémy a framy

	Konvexní optimalizace

	Přehled metod pro audio inpainting
	Definice problému
	Modelování signálu jako AR procesu
	Metody založené na řídkosti
	Další metody
	Metody založené na soběpodobnosti
	Neuronové sítě


	Konvexní metody založené na řídkosti
	Analyzující a syntetizující model 1 relaxace
	Algoritmus pro řešení analyzujícího modelu
	Algoritmus pro řešení syntetizujícího modelu

	Modifikace modelu
	Váhování atomů
	Offset

	Modifikace v časové oblasti
	Váhování doplněného úseku v čase
	Gradual inpainting


	Nekonvexní metody založené na řídkosti
	Orthogonal Matching Pursuit
	Sparse Audio Inpainter
	Princip algoritmu
	A-SPAIN
	S-SPAIN


	Experimenty
	Hodnocení kvality rekonstrukce
	Testovací vzorky
	Schéma experimentu
	Konvexní metody
	Offset
	Váhování atomů
	Váhování doplněného úseku v čase
	Gradual inpainting

	Nekonvexní metody
	Celkové porovnání

	Závěr
	Literatura
	Seznam symbolů, veličin a zkratek
	Seznam příloh
	Obsah přiloženého CD 

