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ABSTRAKT
Ćılem této práce je zjǐstěńı vlivu kmitáńı trubice na tlakové pulsace v kapalině.

Matematický popis soustavy trubice-kapalina je složen z patřičných okrajových

podmı́nek a z vlnových rovnic odvozených ze základńıch fyzikálńıch vztah̊u. V práci

je nejprve řešen zjednodušený model kmitáńı kapaliny bez uvažováńı trubice, který

je následně porovnán s výsledky analýzy vzájemné interakce.

KLÍČOVÁ SLOVA

Tlakové pulsace, rezonance, kmitáńı trubice, vlastńı frekvence

ABSTRACT
The aim of this thesis is to find out the effects of pipe vibrations on pressure pul-

sations in liquids. The pipe-liquid system is mathematically described by proper

boundary conditions and wave equations, which are derived from basic physical

laws. Firstly, simplified model of only liquid is considered, which is then compared

to the results obtained from analysis of pipe-liquid mutual interaction.
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ÚVOD

V této práci se věnujeme vzájemné interakci tlakových pulsaćı kapaliny a kmitáńı

trubice. Motivaćı pro řešeńı této problematiky je fakt, že tyto dva jevy spolu úzce

souviśı, avšak v technické praxi se řeš́ı odděleně. V práci nejprve odvod́ıme fyzikálńı

rovnice zvlášt’ pro trubici a kapalinu, pomoćı kterých sestav́ıme matematický model

soustavy trubice-kapalina, který následně propoj́ıme pomoćı okrajových podmı́nek

na konćıch trubice. Tento model se běžně vytvář́ı pomoćı přenosových matic, nebo se

úloha řeš́ı numericky pomoćı metody konečných prvk̊u či kontrolńıch objemů. V této

práci je však použit jiný, poněkud ryze matematický analytický pohled ve formě vl-

nových rovnic. Tyto rovnice jsou odvozeny právě ze zmiňovaných základńıch fy-

zikálńıch rovnic. Vlnové rovnice jsou pak řešeny pomoćı separace proměnných,

z čehož dostáváme obecná řešeńı všech proměnných soustavy - tlak v kapalině,

rychlost kapaliny, śıla v trubici (napět́ı) a posunut́ı trubice.

Řešeńı jsou závislá na tzv. vlastńı frekvenci. Tyto frekvence nejprve odvod́ıme

pro jednoduchý model, ve kterém nebudeme uvažovat vliv vzájemné interakce. Poté

zjist́ıme tyto vlastńı (rezonančńı) frekvence pro plnohodnotný model vzájemné in-

terakce a výsledky v závěru porovnáme. Práce se zabývá také problematikou vy-

nuceného kmitáńı, na které jsou ilustrovány jednotlivé rezonančńı frekvence. Text

je doprovázen mnoha grafy znázorňuj́ıćımi tvary pr̊uběh̊u jednotlivých proměnných

v závislosti na poloze v trubici, frekvenci či čase.
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1 FYZIKÁLNÍ ROVNICE

Abychom se mohli zabývat tlakovými pulsacemi či kmitáńım trubice, muśıme nejdř́ıv

definovat rovnice, podle kterých se trubice a kapalina chovaj́ı. Jsou to základńı

fyzikálńı rovnice popisuj́ıćı danou část soustavy pevné látky a kapaliny. Nejprve

tyto rovnice odvod́ıme odděleně.

1.1 Rovnice pro kapalinu

1.1.1 Rovnice kontinuity

Rovnice kontinuity vycháźı ze zákona zachováńı hmoty v daném objemu ∆V, tedy

dm

dt
= 0. (1.1)

Jelikož dm = ρ∆V, můžeme psát

(ρ∆V)
d

dt
= 0, (1.2)

derivujeme součin
dρ

dt
∆V + ρ

d

dt
∆V = 0, (1.3)

použijeme Gauss-Ostrogradského větu ve tvaru

d

dt

∫
V (t)

dV =
d

dt
V (t) =

∫
V (t)

divvidV =

∫
S

vinidS = Q, (1.4)

kterou aplikujeme na rovnici (1.3), č́ımž dostaneme

dρ

dt
∆V + ρ

∫
S

vinidS = 0, (1.5)

kde S je povrch elementu trubice vymezuj́ıćı objem ∆V. Pokud nyńı uvažujeme, že

∆V = S(x)dx, (1.6)

rovnice přejde do tvaru
dρ

dt
∆V + ρ

∫
∆V

∂vi
∂xi

dV = 0. (1.7)

Pokud uvažujeme pohyb kapaliny jen v jedné ose a tuto rovnici zintegrujeme a vykrát́ıme

∆V, dostaneme
dρ

dt
+ ρ

∂v(x, t)

∂x
= 0. (1.8)
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Člen dρ
dt

vyjádř́ıme z praktických d̊uvod̊u z lokálńı rovnováhy mezi tlakem a hustotou

dρ

dt
=

1

c2K

∂p(x, t)

∂t
. (1.9)

Po zpětném dosazeńı do rovnice (1.8) dostáváme rovnici kontinuity pro kapalinu

v trubici
1

c2K

∂p(x, t)

∂t
+ ρ

∂v(x, t)

∂x
= 0. (1.10)

1.1.2 Eulerova rovnice hydrodynamiky

Eulerova rovnice hydrodynamiky (v daľśım jen ERHD) vyjadřuje rovnováhu mezi

silami setrvačnými od vlastńıho pohybu částic ideálńı kapaliny, silami tlakovými

a silami objemovými. Můžeme tedy napsat rovnováhu sil ve tvaru

Fs + Fo + Fp = 0. (1.11)

Objemové śıly jsou např. t́ıha kapaliny a odstředivá śıla. V daľśım tyto śıly nebudeme

uvažovat, tedy pro Fo = 0 rovnice (1.11) přejde do tvaru

Fs + Fp = 0. (1.12)

Setrvačnou śılu hmotnostńıho elementu uvažujeme jako

Fs =
∂v(x, t)

∂t
, (1.13)

tlakovou śılu hmotnostńıho elementu uvažujeme jako

Fp = −1

ρ
· ∂p(x, t)

∂x
. (1.14)

Po dosazeńı (1.14) a (1.13) do (1.12) a upraveńı dostáváme ERHD ve tvaru

ρ
∂v(x, t)

∂t
+
∂p(x, t)

∂x
= 0. (1.15)

1.2 Rovnice pro trubici

1.2.1 Hook̊uv zákon

Hook̊uv zákon popisuje deformaci v závislosti na tahovém či tlakovém zat́ıžeńı.

Uvažujme nyńı, že je relativńı prodloužeńı ε př́ımo úměrné normálovému napět́ı

σ, tedy

σ = Eε, (1.16)
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kde E je konstanta úměrnosti - Young̊uv model pružnosti v tahu/tlaku. Pro napět́ı

v trubici s obsahem pr̊uřezu ST plat́ı

σ =
F (x, t)

ST
. (1.17)

Relativńı prodloužeńı ε můžeme vyjádřit z posunut́ı trubice

ε =
∂u(x, t)

∂x
. (1.18)

Po dosazeńı (1.18) a (1.17) do (1.16) a následovném upraveńı dostáváme Hook̊uv

zákon pro trubici ve tvaru
∂u(x, t)

∂x
=
F (x, t)

EST
. (1.19)

1.2.2 Pohybová rovnice

Mějme nyńı pružnou tyč, jej́ıž délka je mnohokrát větš́ı, než jej́ı pr̊uměr. Tyč má

konstantńı pr̊uřez a napět́ı na ni p̊usob́ıćı je rovnoměrně rozloženo po pr̊uřezu -

tyč uvažujeme bez koncentrátor̊u napět́ı. Pro element této tyče plat́ı v mechanice

kontinua pohybová rovnice ve tvaru

STρT
∂2u(x, t)

∂t2
dx = ST

∂σ(x, t)

∂x
dx. (1.20)

Vykráceńım ST a dx dostáváme upravenou rovnici

ρT
∂2u(x, t)

∂t2
=
∂σ(x, t)

∂x
. (1.21)

Napět́ı σ je však ve tvaru

σ =
F (x, t)

ST
. (1.22)

Jelikož se v rovnici (1.21) vyskytuje člen ∂σ(x,t)
∂x

, derivujeme (1.22) a dosad́ıme (1.18),

č́ımž źıskáváme
∂σ(x, t)

∂x
= E

∂ε(x, t)

∂x
= E

∂2u(x, t)

∂x2
. (1.23)

Pokud se nyńı vrát́ıme k rovnici (1.21) a dosad́ıme do ńı (1.23), rovnice přejde na tvar

ρT
E

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
. (1.24)

Člen ∂2u(x,t)
∂x2

vyjádř́ıme z rovnice (1.19) t́ımto zp̊usobem

∂2u(x, t)

∂x2
=
∂ ∂u(x,t)

∂x

∂x
=
∂ F (x,t)
EST

∂x
. (1.25)
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Pokud dosad́ıme zpět do rovnice (1.24), dostáváme

ρT
E

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂ F (x,t)
EST

∂x
. (1.26)

Rychlost zvuku v trubici je definována vztahem

cT =

√
E

ρT
, (1.27)

což pokud dosad́ıme do (1.26), źıskáme finálńı rovnici pro podélné kmity trubice

∂2u(x, t)

∂t2
− c2T
EST

∂F (x, t)

∂x
= 0. (1.28)
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2 MATEMATICKÝ MODEL

Z podrobně odvozených fyzikálńıch rovnic pro kapalinu a trubici v kapitole 1 nyńı

sestav́ıme matematický model soustavy tvořené těmito dvěma složkami. Tyto čtyři

rovnice (dvě pro pevnou a dvě pro kapalnou část soustavy) vhodně transformu-

jeme na dvě parciálně diferenciálńı rovnice popisuj́ıćı trubici a kapalinu odděleně.

Následně rovnice provážeme a vyjádř́ıme zbylé proměnné.

2.1 Soustava rovnic a jej́ı obecné řešeńı

Připomeňme si nyńı soustavu fyzikálńıch rovnic z kapitoly 1:

1

c2K
· ∂p(x, t)

∂t
+ ρ

∂v(x, t)

∂x
= 0 (2.1)

ρ
∂v(x, t)

∂t
+
∂p(x, t)

∂x
= 0 (2.2)

∂u(x, t)

∂x
− F (x, t)

EST
= 0 (2.3)

∂2u(x, t)

∂t2
− c2T
EST

· ∂F (x, t)

∂x
= 0 (2.4)

Pokud zderivujeme rovnici (2.3) podle proměnné x a uprav́ıme, dostaneme

∂2u(x, t)

∂x2
− 1

E · ST
· ∂F (x, t)

∂x
= 0. (2.5)

Všimněme si, že člen

− 1

E · ST
· ∂F (x, t)

∂x
(2.6)

se vyskytuje v rovnici (2.3) i (2.4). Pokud členy z obou rovnic vyjádř́ıme a po-

rovnáme, dostaneme rovnici

∂2u(x, t)

∂t2
= c2T ·

∂2u(x, t)

∂x2
, (2.7)

což je vlnová rovnice pro trubici. Podobně, pokud zderivujeme rovnici (2.1) podle

proměnné x a rovnici (2.2) podle proměnné t, dostaneme rovnice

1

c2K
· ∂

2p(x, t)

∂t∂x
+ ρ · ∂

2v(x, t)

∂x2
= 0, (2.8)

ρ · ∂
2v(x, t)

∂t2
+
∂2p(x, t)

∂x∂t
= 0. (2.9)

Opět si můžeme všimnout, že člen

∂2p(x, t)

∂t∂x
(2.10)
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se vyskytuje v (2.8) i (2.9), vyjádř́ıme ho tedy a uprav́ıme. Dostaneme

∂2v(x, t)

∂t2
= c2K ·

∂2v(x, t)

∂x2
, (2.11)

což je vlnová rovnice pro kapalinu. Źıskali jsme tedy dvě vlnové rovnice popisuj́ıćı

zvlášt’ pevnou a kapalnou složku. Matematický model soustavy se tedy zjednodušil

na dvě parciálně diferenciálńı rovnice

utt = c2T · uxx, (2.12)

vtt = c2K · vxx. (2.13)

Tyto lineárńı parciálně diferenciálńı rovnice řeš́ıme metodou separace proměnných,

hledáme tedy řešeńı ve tvaru

u(x, t) = Xu(x)Tu(t), (2.14)

v(x, t) = Xv(x)Tv(t). (2.15)

Tato řešeńı muśı splňovat danou vlnovou rovnici, dosad́ıme je tedy a derivujeme

Xu(x)T ′′u (t) = c2TX
′′
u(x)Tu(t), (2.16)

Xv(x)T ′′v (t) = c2KX
′′
v (x)Tv(t). (2.17)

Po vhodné úpravě dostáváme

T ′′u (t)

Tu(t)
= c2T

X ′′u(x)

Xu(x)
= λ, (2.18)

T ′′v (t)

Tv(t)
= c2K

X ′′v (x)

Xv(x)
= λ. (2.19)

Jelikož je levá strana rovnice závislá jen na proměnné t a pravá jen na proměnné

x a navzájem se rovnaj́ı, výrazy na levé i pravé části rovnice se muśı rovnat nějaké

konstantě - označme λ. Každá z těchto dvou rovnic nám vlastně dává daľśı dvě

rovnice vzhledem k λ, jednu obsahuj́ıćı
T ′′i (t)

Ti(t)
a jednu obsahuj́ıćı c2i

X′′i (x)

Xi(x)
. Dostaneme

tedy čtyři rovnice ve tvarech

T ′′u (t) = λTu(t), (2.20)

X ′′u(x) =
λ

c2T
Xu(x), (2.21)

T ′′v (t) = λTv(t), (2.22)

X ′′v (x) =
λ

c2K
Xv(x). (2.23)

Problém naj́ıt řešeńı parciálně diferenciálńıch rovnic jsme tedy převedli na problém

řešeńı soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic. Tyto rovnice jsou typu LODR 2
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- lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice druhého řádu, pokud nyńı vhodně zvoĺıme

separačńı konstantu λ = (iω)2, jejich obecné řešeńı je ve tvaru

Xu(x) = a1e
±i ω

cT
x
, (2.24)

Tu(t) = a2e
±iωt, (2.25)

Xv(x) = b1e
±i ω

cK
x
, (2.26)

Tv(t) = b2e
±iωt. (2.27)

Obecné řešeńı vlnových rovnic Xi(x)Ti(t) je tedy tvaru

u(x, t) = c1e
iωte

i ω
cT
x

+ c2e
iωte

−i ω
cT
x

+ c3e
−iωte

i ω
cT
x

+ c4e
−iωte

−i ω
cT
x
, (2.28)

v(x, t) = k1e
iωte

i ω
cK

x
+ k2e

iωte
−i ω

cK
x

+ k3e
−iωte

i ω
cK

x
+ k4e

−iωte
−i ω

cK
x
. (2.29)

Členy obsahuj́ıćı e−iωt nyńı vynecháme, protože řešeńı daných vlnových rovnic lze

rozdělit na dvě řešeńı zvlášt’ se členy eiωt a e−iωt, která jsou identická, konstanty

c3, c4, k3, k4 tedy uvažujme nulové. Výsledné obecné řešeńı vlnových rovnic je tedy

ve tvaru

u(x, t) = c1e
iωte

i ω
cT
x

+ c2e
iωte

−i ω
cT
x
, (2.30)

v(x, t) = k1e
iωte

i ω
cK

x
+ k2e

iωte
−i ω

cK
x
, (2.31)

kde ω jsou vlastńı frekvence soustavy trubice-kapalina. Nyńı vzniká několik problémů.

Zat́ım neznáme obecná řešeńı zbylých proměnných - tlaku a śıly. Abychom mohli

určovat tvary řešeńı těchto vlnových rovnic, potřebujeme znát ω a okrajové podmı́n-

ky. Nav́ıc jsou rovnice zat́ım pořád nezávislé - řešeńı u(x, t) nijak nezáviśı na řešeńı

v(x, t) a naopak. V daľśım zjist́ıme vztahy mezi zbylými proměnnými a proměnnými

vyjádřenými vlnovými rovnicemi, odvod́ıme okrajové podmı́nky a zaruč́ıme prováza-

nost u(x, t) a v(x, t) právě pomoćı nich.

2.2 Okrajové podmı́nky

Soustava kapaliny a trubice muśı jako každá jiná fyzikálńı soustava splňovat rov-

nováhu sil a kinematické podmı́nky. V daľśım se na tyto podmı́nky pod́ıváme po-

drobněji a odvod́ıme z nich nutné okrajové podmı́nky pro náš matematický model.

2.2.1 Rovnováha sil

Jelikož posuvy a rychlosti uvažujeme jenom v jedné ose (osa x), můžeme tedy psát

rovnováhu sil ve tvaru ∑
Fx = 0. (2.32)
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pSK

σST

x; u; v

Obr. 2.1: Znázorněńı orientace proměnných na konci trubice x = L.

V ose x p̊usob́ı dvě śıly - śıla od kapaliny a śıla od trubice. Śıla od kapaliny je

ve tvaru

FK = p(x, t)SK , (2.33)

śıla od trubice je ve tvaru

FT = σ(x, t)ST . (2.34)

Naṕı̌seme tedy rovnováhu sil (s orientaćı podle Obr. 2.1) na konćıch trubice

SKp(x, t)− STσ(x, t) = 0, (2.35)

kde SK a ST jsou obsahy pr̊uřez̊u kapaliny a trubice. Výraz σ(x, t) vyjádř́ıme z Ho-

okova zákona, dosad́ıme a uprav́ıme, tedy

SKp(x, t) = EST
∂u(x, t)

∂x
. (2.36)

Vzhledem k vlnovým rovnićım v matematickém modelu je vhodné vyjádřit ∂u(x,t)
∂x

,

tedy
∂u(x, t)

∂x
=

SK
EST

p(x, t), (2.37)

což bude prvńı okrajová podmı́nka pro vlnové rovnice. Okraje uvažujeme pro x = 0

a x = L, dostáváme podmı́nky

∂u(0, t)

∂x
=

SK
EST

p(0, t), (2.38)

∂u(L, t)

∂x
=

SK
EST

p(L, t). (2.39)
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Můžeme si všimnout, že tyto Neumannovy okrajové podmı́nky dávaj́ı do spojitosti

tlak kapaliny a posuv trubice na konćıch x = 0 a x = L, z čehož plyne, že jsou

vlnové rovnice (2.12) a (2.13) přes tyto okrajové podmı́nky provázány.

2.2.2 Kinematická podmı́nka soustavy

Kinematická podmı́nka nám udává rovnost rychlost́ı na konćıch soustavy - rychlost

posuvu trubice muśı být stejná, jako rychlost kapaliny. Tento fakt matematicky

zaṕı̌seme pro konce x = 0 a x = L ve tvaru

∂u(0, t)

∂t
= v(0, t), (2.40)

∂u(L, t)

∂t
= v(L, t). (2.41)

Tyto Neumannovy okrajové podmı́nky dávaj́ı př́ımo do spojitosti posuv trubice

a rychlost kapaliny, vlnové rovnice jsou jimi tedy také provázány.

2.3 Vyjádřeńı zbylých proměnných

V odstavci 2.1 jsme odvodili vlnové rovnice pro u(x, t), v(x, t) a tvrdili jsme, že zbylé

dvě proměnné (F (x, t) a p(x, t)) jsme schopni dopoč́ıtat. Ukažme si nyńı, jak.

2.3.1 Vyjádřeńı tlaku

V okrajové podmı́nce (2.37) je derivace posuvu trubice u(x, t) vyjádřena pomoćı

tlaku p(x, t). Vlnové rovnice však máme odvozeny pro rychlost kapaliny v(x, t).

Abychom mohli okrajovou podmı́nku (2.37) použ́ıt, muśıme naj́ıt vztah mezi tlakem

p(x, t) a rychlost́ı v(x, t). Tento vztah odvod́ıme pomoćı dosazeńı źıskaného obecného

řešeńı vlnových rovnic do rovnice kontinuity. Připomeňme si jej́ı finálńı tvar

1

c2K
· ∂p(x, t)

∂t
+ ρ

∂v(x, t)

∂x
= 0. (2.42)

Vyjádř́ıme nyńı tlak p(x, t) pomoćı integrace podle času

p(x, t) =

∫
−c2Kρ

∂v(x, t)

∂x
dt. (2.43)

Rychlost v(x, t) je však dána obecným řešeńım ve tvaru

v(x, t) = k1e
iωte

i ω
cK

x
+ k2e

iωte
−i ω

cK
x
, (2.44)

které když dosad́ıme do (2.43) a konstanty vytkneme před integrál, dostaneme

p(x, t) = −c2Kρ
∫
∂(k1e

iωte
i ω
cK

x
+ k2e

iωte
−i ω

cK
x
)

∂x
dt, (2.45)
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tedy po derivaci

p(x, t) = −c2Kρ
∫

(k1e
iωte

i ω
cK

x iω

cK
− k2eiωte

−i ω
cK

x iω

cK
)dt. (2.46)

Po integraci a upraveńı dostaneme rovnici

p(x, t) = −cKρe
iω(cKt−x)

cK (−k2 + k1e
2iωx
cK ). (2.47)

Integračńı konstantu p0 můžeme zanedbat, protože nemá vliv na tvar kmit̊u. Vı́me-

li tedy konstanty k1, k2 a vlastńı frekvenci ω v obecném řešeńı rychlosti kapaliny,

dokážeme dopoč́ıtat řešeńı tlaku. Toto vyjádřeńı tlaku nám také již umožňuje do-

sadit do okrajové podmı́nky (2.37).

2.3.2 Vyjádřeńı śıly

Śılu lze vyjádřit z Hookova zákona (rovnice (1.19)), po vyjádřeńı dostáváme

F (x, t) =
∂u(x, t)

∂x
EST . (2.48)

Obecné řešeńı u(x, t) je však ve tvaru

u(x, t) = c1e
iωte

i ω
cT
x

+ c2e
iωte

−i ω
cT
x
. (2.49)

Dosad́ıme tedy toto obecné řešeńı do (2.48) a dostaneme

F (x, t) =
∂(c1e

iωte
i ω
cT
x

+ c2e
iωte

−i ω
cT
x
)

∂x
EST . (2.50)

Derivujeme a dostaneme výsledný tvar śıly

F (x, t) = (c1e
iωte

i ω
cT
x − c2eiωte

−i ω
cT
x
)EST

iω

cT
. (2.51)

Vlnové rovnice pro posuv trubice a rychlost kapaliny tedy plně popisuj́ı systém

trubice-kapalina, jelikož ostatńı proměnné (tlak, śıla) podle nich můžeme vyjádřit.

12



3 KMITÁNÍ KAPALINY BEZ INTERAKCE S

TRUBICÍ

V kapitole 2 jsme odvodili matematický model pro soustavu trubice-kapalina, který

se skládal z vlnových rovnic a vhodně vyjádřených okrajových podmı́nek. V této

kapitole se omeźıme pouze na kmitáńı kapaliny. Výsledky z analýzy tohoto problému

v závěru porovnáme s kmitáńım celé soustavy.

3.1 Zjednodušený matematický model

3.1.1 Vlnová rovnice kapaliny a okrajové podmı́nky

Jelikož se v této kapitole omezujeme jen na kmitáńı kapaliny, tak se model bude

skládat z jedné vlnové rovnice (pro rychlost kapaliny) a jednoduchých okrajových

podmı́nek. Vlnová rovnice je ve tvaru

vtt = c2K · vxx. (3.1)

Pro tuto vlnovou rovnici jsme odvodili obecné řešeńı ve tvaru

v(x, t) = k1e
iωte

i ω
cK

x
+ k2e

iωte
−i ω

cK
x
. (3.2)

Okrajové podmı́nky na konćıch jsou nulové, jelikož trubici v této kapitole uvažujeme

absolutně tuhou. Pro konce x = 0 a x = L tedy můžeme napsat

v(0, t) = 0, (3.3)

v(L, t) = 0. (3.4)

3.1.2 Splněńı okrajových podmı́nek

Pokud do těchto okrajových podmı́nek dosad́ıme obecné řešeńı, dostaneme rovnice

v(0, t) = k1e
iωt + k2e

iωt = 0, (3.5)

v(L, t) = k1e
iωte

i ω
cK

L
+ k2e

iωte
−i ω

cK
L

= 0. (3.6)

Vytknut́ım členu eiωt dostáváme vztahy pro koeficienty k1 a k2

k1 + k2 = 0, (3.7)

k1e
i ω
cK

L
+ k2e

−i ω
cK

L
= 0. (3.8)
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Koeficient k2 tedy vyjádř́ıme pomoćı k1 z rovnice (3.7) a dosad́ıme do (3.8), č́ımž

dostaneme

k1e
i ω
cK

L − k1e
−i ω

cK
L

= 0. (3.9)

Koeficienty k1 můžeme vynechat a dostáváme rovnici

e
i ω
cK

L
= e

−i ω
cK

L
, (3.10)

která je ekvivalentńı rovnici

e
2iLω
cK = 1. (3.11)

Z Eulerovy identity v́ıme, že:

eix = cosx+ i sinx. (3.12)

Pokud se vrát́ıme zpět k (3.11), tak hledáme takové ω, pro které plat́ı

cos
2Lω

cK
= 1. (3.13)

Jelikož funkce cosx je periodická, řešeńı je nekonečně mnoho, naṕı̌seme je ve tvaru

ωn =
πcKn

L
, n ∈ Z. (3.14)

Známe tedy vztah mezi koeficienty k1 a k2 a hodnoty vlastńı frekvence ω. Pro zvolené

k2 tedy dopoč́ıtáme k1, dosad́ıme danou ωn i s těmito koeficienty a konstantami cha-

rakterizuj́ıćımi soustavu (E,L, cK , cT , SK , ST , ρ, ) do obecného řešeńı, č́ımž źıskáme

pr̊uběhy v(x) a p(x) ve zvoleném čase t.

3.2 Tvary tlaku a rychlosti kapaliny - vzorový př́ıklad

Výsledky analýzy kmitáńı samotné kapaliny urč́ıme pro prvńı tři vlastńı frekvence

ω1 = πcK
L

, ω2 = 2πcK
L

, ω3 = 3πcK
L

v závislosti na proměnné x, kde x ∈ [0, L]. Hodnoty

těchto vlastńıch frekvenćı vycházej́ı:

n 1 2 3

ωn 4712, 389 9424, 778 14137, 167
(3.15)

Pokud chceme tlak či rychlost kapaliny vykreslovat, potřebujeme znát konkrétńı

hodnoty konstant popisuj́ıćıch soustavu. Následuj́ıćı hodnoty konstant použijeme

i v nadcházej́ıćı kapitole při vzájemné interakci trubice a kapaliny, abychom mohli

výsledky porovnat.
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Konstanta Hodnota

E 2, 1 · 1011

ST 0, 00596903

SK 0, 0254469

cK 1500

cT 5188

ρ 1000

L 1

Obsahy pr̊uřez̊u ST a SK zhruba odpov́ıdaj́ı trubici o vněǰśım pr̊uměru 20 cm,

která je 1 cm tlustá. Zvolme nyńı ještě např́ıklad k2 = 1 + i a pro daný čas, např.

t = 0 a určité ωn máme dány pr̊uběhy tlaku a rychlosti, ze kterých vykresĺıme

reálnou část v závislosti na x.

x [m]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p 
[P

a]

×106

-3

-2

-1

0

1

2

3

Obr. 3.1: Pr̊uběh tlaku v kapalině pro ω1
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[m

s-1
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0
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0.4

0.6

0.8

1
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2
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Obr. 3.2: Pr̊uběh rychlosti kapaliny pro ω1

x [m]
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Obr. 3.3: Pr̊uběh tlaku v kapalině pro ω2
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Obr. 3.4: Pr̊uběh rychlosti kapaliny pro ω2
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Obr. 3.5: Pr̊uběh tlaku v kapalině pro ω3
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Obr. 3.6: Pr̊uběh rychlosti kapaliny pro ω3
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4 VZÁJEMNÁ INTERAKCE KMITÁNÍ TRU-

BICE A TLAKOVÝCH PULSACÍ

V této kapitole budeme uvažovat vzájemnou interakci trubice a kapaliny - zjed-

nodušený matematický model jen pro kapalinu z kapitoly 3.1 doplńıme o vlno-

vou rovnici pro trubici a také budeme brát v úvahu provázanost vlnových rovnic

zajǐstěnou okrajovými podmı́nkami.

4.1 Matematický model vzájemné interakce

4.1.1 Vlnové rovnice a okrajové podmı́nky

Soustava trubice-kapalina je popsána vlnovými rovnicemi z kapitoly 2, tedy rovni-

cemi

utt = c2T · uxx, (4.1)

vtt = c2K · vxx, (4.2)

ke kterým přidáme okrajové podmı́nky odvozené v odstavci 2.2, tedy

∂u(0, t)

∂t
= v(0, t), (4.3)

∂u(L, t)

∂t
= v(L, t). (4.4)

∂u(0, t)

∂x
=
p(0, t)SK
EST

, (4.5)

∂u(L, t)

∂x
=
p(L, t)SK
EST

, (4.6)

Připomeňme si obecná řešeńı vlnových rovnic (4.1) a (4.2), které jsou tvaru

u(x, t) = c1e
iωte

i ω
cT
x

+ c2e
iωte

−i ω
cT
x
, (4.7)

v(x, t) = k1e
iωte

i ω
cK

x
+ k2e

iωte
−i ω

cK
x
. (4.8)

V okrajových podmı́nkách (4.5) a (4.6) se vyskytuje tlak p(x, t), který neńı součást́ı

vlnových rovnic. To však nevytvář́ı žádný problém, jelikož jsme dř́ıve tlak vyjádřili

právě pomoćı obecného řešeńı. Vyjádřený tlak je tvaru

p(x, t) = −cKρe
iω(cKt−x)

cK (−k2 + k1e
2iωx
cK ). (4.9)
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4.1.2 Splněńı okrajových podmı́nek

Vlnové rovnice muśı splňovat okrajové podmı́nky, dosad́ıme do nich tedy obecná

řešeńı př́ıslušných proměnných a dostaneme čtyři rovnice ve tvaru

k1e
iωt + k2e

iωt = c1e
iωt(iω) + c2e

iωt(iω), (4.10)

k1e
iωte

i ω
cK

L
+ k2e

iωte
−i ω

cK
L

= c1e
iωte

i ω
cT
L
(iω) + c2e

iωte
−i ω

cT
L
(iω), (4.11)

c1e
iωt

(
i
ω

cT

)
− c2eiωt

(
i
ω

cT

)
=
−SK
EST

(
cKρe

iωt(−k2 + k1)
)
, (4.12)

c1e
iωte

i ω
cT
L

(
i
ω

cT

)
+c2e

iωte
−i ω

cT
L

(
−i ω
cT

)
=
−SK
EST

(
−cKρe

iω(cKt−L)

cK

(
−k2+k1e

2iωL
cK

))
.

(4.13)

Ze všech těchto rovnic lze vytknout člen eiωt, to provedeme a dále zjednoduš́ıme

na tvary

k1 + k2 = c1iω + c2iω, (4.14)

k1e
i ω
cK

L
+ k2e

−i ω
cK

L
= c1e

i ω
cT
L
(iω) + c2e

−i ω
cT
L
(iω), (4.15)

c1

(
i
ω

cT

)
− c2

(
i
ω

cT

)
= k2

SK
EST

cKρ− k1
SK
EST

cKρ, (4.16)

c1e
i ω
cT
L

(
i
ω

cT

)
− c2e

−i ω
cT
L

(
i
ω

cT

)
= k2

SK
EST

cKρe
−iLω
cK − k1

SK
EST

cKρe
iLω
cK , (4.17)

což jsou rovnice pro koeficienty c1, c2, k1 a k2. Napǐsme nyńı tyto rovnice maticově

ve tvaru A · ci = 0. 
a1,1 a1,2 a1,3 a1,4

a2,1 a2,2 a2,3 a2,4

a3,1 a3,2 a3,3 a3,4

a4,1 a4,2 a4,3 a4,4



c1

c2

k1

k2

 =


0

0

0

0

 . (4.18)

Po dosazeńı z (4.14), (4.15), (4.16) a (4.17) tedy dostaneme rovnici
iω iω −1 −1

iωe
i ω
cT
L

iωe
−i ω

cT
L −ei

ω
cK

L −e−i
ω
cK

L

i ω
cT

−i ω
cT

SK

EST
cKρ − SK

EST
cKρ

i ω
cT
e
i ω
cT
L −i ω

cT
e
−i ω

cT
L SK

EST
cKρe

iLω
cK

−SK

EST
cKρe

−iLω
cK



c1

c2

k1

k2

 =


0

0

0

0

 . (4.19)

Pro netriviálńı řešeńı c1, c2, k1, k2 muśı platit

det


iω iω −1 −1

iωe
i ω
cT
L

iωe
−i ω

cT
L −ei

ω
cK

L −e−i
ω
cK

L

i ω
cT

−i ω
cT

SK

EST
cKρ − SK

EST
cKρ

i ω
cT
e
i ω
cT
L −i ω

cT
e
−i ω

cT
L SK

EST
cKρe

iLω
cK

−SK

EST
cKρe

−iLω
cK

 = 0. (4.20)

20



Vypoč́ıtat determinant z takovéto matice obecně znamená řešit komplexńı nelineárńı

rovnici. Muśıme tedy použ́ıt software - např́ıklad v matematickém softwaru MATLAB

lze vykreslit reálná a komplexńı část determinantu v závislosti na ω.

ω [rad s-1]
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

de
t(

A
)

-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10
Závislost determinantu na ω

Re(det A)
Im(det A)

Obr. 4.1: Závislost det(A) na ω

Z grafu lze vidět, že má determinant stále nulovou komplexńı složku, stač́ı tedy

řešit rovnici

Re
(

det(A)
)

= 0. (4.21)

Pro dané konstanty charakterizuj́ıćı soustavu z předchoźı kapitoly (E,L, cK , cT , SK , ST , ρ)

numericky zjist́ıme prvńı tři vlastńı frekvence ωINTn:

n 1 2 3

ωINTn 5502, 023 8884, 358 14233, 536
(4.22)

Pokud jakoukoliv z těchto vlastńıch frekvenćı ωINTn dosad́ıme zpět do matice A,

matice se stane singulárńı (z definice singulárńı matice det(A) = 0), jej́ı hodnost je

tedy menš́ı, než jej́ı rozměr. Pokud na matici použijeme Gaussovu eliminaci, jeden

jej́ı řádek se vynuluje a źıskáme tři rovnice pro čtyři koeficienty. Např́ıklad pro prvńı
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vlastńı frekvenci ωINT1 = 5502, 023 přejde matice A eliminaćı na tvar

Ared(ωINT1) =


1 0 0 −3, 844 · 10−5 + 3, 907 · 10−5i

0 1 0 −5, 287 · 10−5 − 1, 446 · 10−5i

0 0 1 0, 864− 0, 502i

0 0 0 0

 . (4.23)

Pokud známe koeficient k2, můžeme podle rovnic z eliminované singulárńı matice

dopoč́ıtat zbylé koeficienty k1, c2 a c1. Jelikož jsou v eliminované matici Ared nenu-

lové kromě prvk̊u na diagonále jen prvky ve čtvrtém sloupci, jsme schopni explicitně

vyjádřit koeficienty k1, c2 a c1 pro všechny ωINTnve tvaru

c1 = −k2 · ared(1,4), (4.24)

c2 = −k2 · ared(2,4), (4.25)

k1 = −k2 · ared(3,4). (4.26)

4.2 Pr̊uběhy proměnných - vzorový př́ıklad

Pokud např́ıklad zvoĺıme k2 = 1 + i, dopoč́ıtáme koeficienty k1, c2 a c1, které do-

sad́ıme do obecného řešeńı a pro dané ωINTn, t a konstanty charakterizuj́ıćı sou-

stavu (E,L, cK , cT , SK , ST , ρ), které uvažujme stejné, jako v kapitole 3, zjist́ıme

pr̊uběhy všech proměnných (u, F, v, p). Pro názornost nyńı vykresĺıme jen pr̊uběh

rychlost́ı kapaliny a trubice (vK , vT ) a pr̊uběh sil od kapaliny a tlakových sil v tru-

bici (FK , FT ) jako reálnou část komplexńıch funkćı podobně jako v kapitole 3. Tvar

pr̊uběhu śıly od kapaliny je stejný, jako tvar pr̊uběhu tlaku v kapalině - podle vzorce

FK(x, t) = p(x, t)SK vid́ıme, že śılu dostaneme pouze vynásobeńım pr̊uběhu p(x, t)

konstantou SK . Jelikož grafy vykreslujeme pro śıly a rychlosti, můžeme si všimnout,

že na okraj́ıch muśı podle okrajových podmı́nek platit rovnováha sil a rovnost rych-

lost́ı, tedy FK(x, t) = FT (x, t) a vK(x, t) = vT (x, t) pro x = 0 a x = L. Pr̊uběhy

sil a rychlost́ı se tedy muśı na kraj́ıch setkat ve stejném bodě. Rychlost posunut́ı

trubice vT (x, t) lze jednoduše vyjádřit jako derivaci posunut́ı u(x, t) podle času, tedy

vT (x, t) =
∂u(x, t)

∂t
. (4.27)

Vykresĺıme dva grafy (pro śıly a rychlosti) pro každou z prvńıch tř́ı vlastńıch

frekvenćı z tabulky (4.22).
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Obr. 4.2: Pr̊uběh vK , vT v závislosti na x pro ωINT1.
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Obr. 4.3: Pr̊uběh FK , FT v závislosti na x pro ωINT1.
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Obr. 4.4: Pr̊uběh vK , vT v závislosti na x pro ωINT2.
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Obr. 4.5: Pr̊uběh FK , FT v závislosti na x pro ωINT2.
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Obr. 4.6: Pr̊uběh vK , vT v závislosti na x pro ωINT3.
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Obr. 4.7: Pr̊uběh FK , FT v závislosti na x pro ωINT3.

Dále se věnujme pr̊uběhu rychlosti v kapalině. Tvary kmit̊u jsou pro dané ωINTn

v čase neměnné, tedy uzly a kmitny se v čase nepohybuj́ı (stojaté vlněńı). S časem

se v daném bodě měńı pouze fáze vlny, uvažujme tedy amplitudu rychlosti kapaliny
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ve tvaru

vamp(x) = |v(x)|eiϕv , (4.28)

kde |v(x)| je absolutńı hodnota z komplexńıho č́ısla a pro fázi ϕv plat́ı

ϕv =

ϕ0 pro Re
(
v(x, t)

)
≥ 0

ϕ0 + π pro Re
(
v(x, t)

)
< 0.

(4.29)

Vykresleme tedy amplitudu rychlosti dohromady s jej́ı fáźı ϕv pro prvńı tři ωINTn

v závislosti na x např́ıklad pro t = 0.
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Obr. 4.8: Pr̊uběh vamp, ϕv v závislosti na x pro ωINT1.
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Obr. 4.9: Pr̊uběh vamp, ϕv v závislosti na x pro ωINT2.
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Obr. 4.10: Pr̊uběh vamp, ϕv v závislosti na x pro ωINT3.

Nyńı zvolme konkrétńı bod, např́ıklad x1 = 0, 3 a vykresleme pr̊uběhy všech

proměnných, tedy p, v, F, u a ϕv, tentokrát však v závislosti na t pro nějaký malý
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časový interval, např́ıklad t ∈ [0, 2 · 10−3]. Pro názornost vykresĺıme veličiny cha-

rakterizuj́ıćı chováńı kapaliny
(
p(x1, t), v(x1, t)

)
a veličiny charakterizuj́ıćı chováńı

trubice
(
F (x1, t), u(x1, t)

)
po dvou zvlášt’ do grafu pro ωINT1.
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Obr. 4.11: Pr̊uběh v, p v závislosti na t pro x1 = 0, 3, ωINT1.
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Obr. 4.12: Pr̊uběh ϕv v závislosti na t pro x1 = 0, 3, ωINT1.
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Obr. 4.13: Pr̊uběh F , u v závislosti na t pro x1 = 0, 3, ωINT1.

Můžeme si všimnout, že rychlost kapaliny je zpožděna za tlakem o π
2

(čtvrtperiodu),

zat́ımco śıla v trubici a jej́ı prodloužeńı jsou vždy ve fázi. Tyto výsledky zpožděńı

plat́ı pro jakoukoliv volbu x.
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5 VYNUCENÉ KMITÁNÍ

5.1 Matematický model

V předešlých kapitolách jsme uvažovali jen
”
přirozené“ kmitáńı trubice a kapaliny,

tedy kmitáńı soustavy s danými spočtenými vlastńımi frekvencemi ωINTn. Uvažujme

nyńı kmitáńı vynucené s obecnou frekvenćı ωV Y N . Soustava takto
”
uměle“ kmitá,

např́ıklad pokud na jednom kraji trubice p̊usob́ı časově proměnlivá exterńı śıla s frek-

venćı ωV Y N . Tuto śılu tedy můžeme uvažovat např́ıklad pro konec x = 0 ve tvaru

FV Y N(t) = |F0|eitωV Y N ,

kde |F0| je konstanta udávaj́ıćı velikost śıly.

x = 0

FV Y N (t)

pSK

σST

Obr. 5.1: Zavedeńı śıly FV Y N(t) na konci x = 0.

Tato śıla p̊usob́ı na konci x = 0, upravme tedy př́ıslušné okrajové podmı́nky.

Na každém konci je předepsána podmı́nka rovnosti rychlost́ı a rovnováhy sil. Z těchto

dvou podmı́nek uprav́ıme podmı́nku rovnováhy sil. Podmı́nka, kterou jsme odvodili

ze silové rovnováhy pro x = 0 je tvaru

∂u(0, t)

∂x
=
p(0, t)SK
EST

.

Abychom mohli přidat exterńı śılu, převedeme rovnici do silového tvaru, tedy

∂u(0, t)

∂x
EST = p(0, t)SK .

Do rovnice přidáme exterńı śılu, č́ımž rovnice přejde do tvaru

∂u(0, t)

∂x
EST − p(0, t)SK = −FV Y N(t).
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Do této rovnice dosad́ıme obecná řešeńı posunut́ı u a tlaku p, vykrát́ıme člen eitω a

dostáváme

c1

(
iESTω

cT

)
− c2

(
iESTω

cT

)
− k2SKcKρ+ k1SKcKρ = −F0.

Tuto rovnici zařad́ıme mezi ostatńı nezměněné rovnice a po přepsáńı do maticového

tvaru dostáváme
iω iω −1 −1

iωe
i ω
cT
L

iωe
−i ω

cT
L −ei

ω
cK

L −e−i
ω
cK

L

iωEST

cT
− iωEST

cT
SKcKρ −SKcKρ

i ω
cT
e
i ω
cT
L −i ω

cT
e
−i ω

cT
L SK

EST
cKρe

iLω
cK

−SK

EST
cKρe

−iLω
cK



c1

c2

k1

k2

 =


0

0

−F0

0

 .

Tato matice obecně neńı singulárńı, můžeme tedy snadno dostat Gaussovou eliminaćı

řešeńı c1, c2, k1 a k2.

5.2 Tvary tlaku a rychlosti kapaliny - vzorový př́ıklad

Pro danou vynucenou frekvenci ωV Y N , exterńı śılu F0 a dané konstanty charakte-

rizuj́ıćı soustavu, které zvoĺıme stejné, jako v předchoźıch př́ıkladech, vykresĺıme

pr̊uběh tlaku a rychlosti kapaliny. Zvolme např. ωV Y N = 7000 a F0 = 8000. V gra-

fech vykresĺıme reálnou složku p a v pro čas např. t = 1.
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Obr. 5.2: Pr̊uběh tlaku v kapalině pro ωV Y N = 7000, F0 = 8000, t = 1.
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Obr. 5.3: Pr̊uběh rychlosti kapaliny pro ωV Y N = 7000, F0 = 8000, t = 1.

Zvolme nyńı opět konkrétńı bod, např. x1 = 0, 3 a vykresleme závislosti abso-

lutńıch hodnot v a p na frekvenci vynuceného kmitáńı ωV Y N .
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Obr. 5.4: Závislost tlaku v kapalině na ωV Y N pro x1 = 0, 3, F0 = 8000.
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Obr. 5.5: Závislost rychlosti kapaliny na ωV Y N pro x1 = 0, 3, F0 = 8000.

Z graf̊u jde jasně vidět, že pokud exterńı proměnná śıla p̊usob́ı na trubici s

frekvenćı bĺızkou vlastńı frekvenci, tedy pokud ωV Y N ≈ ωINTn, tak dojde k mno-

honásobnému ześıleńı, takzvané
”
rezonanci.“ Tento jev nastává také u proměnných

charakterizuj́ıćıch chováńı trubice (u, F ).
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Obr. 5.6: Závislost posunut́ı trubice na ωV Y N pro x1 = 0, 3, F0 = 8000.
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Obr. 5.7: Závislost śıly v trubici na ωV Y N pro x1 = 0, 3, F0 = 8000.

Tyto grafy pr̊uběh̊u posunut́ı a śıly potvrzuj́ı, že jev rezonance nastává také pro

trubici. Při vynuceném kmitáńı o rezonančńıch frekvenćıch je tedy kmitáńı trubice

několikanásobně intenzivněǰśı, což je doprovázeno velkým napět́ım σ v materiálu.
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6 POROVNÁNÍ MODELŮ

Porovnejme nyńı výsledky kmitáńı samotné kapaliny s výsledky kmitáńı soustavy při

vzájemné interakci trubice-kapalina. Pro dané konstanty charakterizuj́ıćı soustavu

(E,L, cK , cT , SK , ST , ρ), které jsme zvolili v kapitole 3, zaṕı̌seme prvńı tři vlastńı

frekvence zaokrouhleny na jednotky pro přehlednost do tabulky.

n 1 2 3

ωn 4712 9425 14137

ωINTn 5502 8884 14234

(6.1)

Z tabulky můžeme vidět, že s uvažováńım vzájemné interakce trubice a kapa-

liny se výrazněji změńı jen prvńı a druhá vlastńı frekvence, třet́ı vlastńı frekvence

jsou v obou modelech téměř totožné. Relativńı rozd́ıl těchto frekvenćı vyjádřený

v procentech pro n = 1, 2, 3 čińı 17%, −6% a 0, 7%.

6.1 Porovnáńı pr̊uběh̊u proměnných v kapalině

Rozd́ılné výsledky pr̊uběhu rychlosti a tlaku v kapalině nyńı pro jednotlivé modely

vykresleme za uvažováńı stejných konstant charakterizuj́ıćıch soustavu ve stejném

čase t = 0 pro x ∈ [0, L].
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Obr. 6.1: Porovnáńı pr̊uběhu tlak̊u v kapalině se vzájemnou interakćı trubice-

kapalina a bez jej́ıho uvažováńı pro n = 1.
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Obr. 6.2: Porovnáńı pr̊uběhu rychlost́ı v kapalině se vzájemnou interakćı trubice-

kapalina a bez jej́ıho uvažováńı pro n = 1.
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Obr. 6.3: Porovnáńı pr̊uběhu tlak̊u v kapalině se vzájemnou interakćı trubice-

kapalina a bez jej́ıho uvažováńı pro n = 2.
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Obr. 6.4: Porovnáńı pr̊uběhu rychlost́ı v kapalině se vzájemnou interakćı trubice-

kapalina a bez jej́ıho uvažováńı pro n = 2.
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Obr. 6.5: Porovnáńı pr̊uběhu tlak̊u v kapalině se vzájemnou interakćı trubice-

kapalina a bez jej́ıho uvažováńı pro n = 3.
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Obr. 6.6: Porovnáńı pr̊uběhu rychlost́ı v kapalině se vzájemnou interakćı trubice-

kapalina a bez jej́ıho uvažováńı pro n = 3.

Pro n = 1 můžeme z tabulky vlastńıch frekvenćı (5.1) vidět, že ωINT1 > ω1,

což souhlaśı s Obr. 5.1 - pozorujeme, že tlak pINT při vzájemné interakci trubice

a kapaliny u okraj̊u překmitne, jinými slovy se do intervalu x ∈ [0, L] vejde v́ıce, než

jedna p̊ulvlna, jak tomu je u pr̊uběhu tlaku p uvažovaného bez interakce. Naopak

pro n = 2 je ωINT2 < ω2, což ilustruje Obr. 5.3 - zat́ımco tlak bez uvažováńı inter-

akce vykoná v intervalu [0, L] přesně jednu celou vlnu, tlak při interakci ji v tomto

intervalu celou vykonat
”
nestihne.“ V Obr. 5.5 vid́ıme, že pro n = 3 maj́ı pINT a p

uzly a kmitny skoro na stejných mı́stech, z čehož vyplývá ωINT3 ≈ ω3, což odpov́ıdá

tab. (5.1). Nemůžeme však ř́ıct, že pro n > 3 je rozd́ıl ωINTn−ωn zanedbatelný. Pro

prvńı tři vlastńı frekvence se sice relativńı i absolutńı chyba pro rostoućı n bĺıž́ı k 0,

hned pro čtvrtou frekvenci je to však jinak. Skoro identická hodnota ωINT3 ≈ ω3 je

tedy náhodou - tvrzeńı, že limn→∞(ωINTn − ωn) = 0 je nepravdivé.

6.2 Porovnáńı rezonančńıch frekvenćı

Pokud ještě jednou vykresĺıme graf závislosti det(A) na ω pro větš́ı interval ω,

zjist́ıme, že rozd́ıl mezi sousedńımi vlastńımi frekvencemi ωINTn se výrazně měńı.
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Obr. 6.7: Závislost det(A) na ω.
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Obr. 6.8: Porovnáńı vlastńıch frekvenćı ωn a ωINTn.

Pro prvńıch deset vlastńıch frekvenćı ilustrujme také absolutńı a relativńı od-

chylku n-té frekvence v procentech.
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Obr. 6.9: Absolutńı odchylka ωINTn a ωn.
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Obr. 6.10: Relativńı odchylka ωINTn a ωn.
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7 ZÁVĚR

V práci jsme řešili problematiku vzájemné interakce tlakových pulsaćı a kmitáńı tru-

bice. Zjistili jsme, že vzdálenosti mezi sousedńımi ωINTn se při vzájemné interakci

trubice a kapaliny výrazně měńı s rostoućım ω, na rozd́ıl od konstantńıch vzdálenost́ı

sousedńıch ωn při kmitáńı bez vzájemné interakce. Jelikož jsou pr̊uběhy tlaku a rych-

losti kapaliny př́ımo spojeny s hodnotami vlastńıch frekvenćı, tak můžeme konsta-

tovat, že je vliv trubice na chováńı kapaliny významný.
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SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZKRATEK

symbol význam jednotka

ωn vlastńı frekvence [rad · s−1]
ωINTn vlastńı frekvence při vzájemné interakci [rad · s−1]
ωV Y N frekvence vynuceného kmitáńı [rad · s−1]
cK rychlost zvuku v kapalině [m · s−1]
cT rychlost zvuku v trubici [m · s−1]
E modul pružnosti v tahu [Pa]

SK pr̊uřez kapaliny [m2]

ST pr̊uřez trubice [m2]

ϕv fáze amplitudy rychlosti kapaliny [rad]

ϕ0 počátečńı fáze [rad]

vamp amplituda rychlosti kapaliny [m · s−1]
V objem kapaliny [m3]

x x-ová souřadnice [m]

n index vlastńı frekvence [−]

m hmotnost [kg]

v rychlost kapaliny [m · s−1]
p tlak v kapalině [Pa]

vINT rychlost v kapalině při interakci tubice a kapaliny [m · s−1]
pINT tlak kapaliny při interakci tubice a kapaliny [Pa]

F śıla v trubici [N ]

λ separačńı konstanta [−]

u posunut́ı trubice [m]

FK śıla od kapaliny [N ]

FT śıla od trubice [N ]

L délka trubice [m]

ε poměrné prodloužeńı trubice [−]

ρ hustota kapaliny [kg ·m−3]
ρT hustota materiálu trubice [kg ·m−3]
vK rychlost kapaliny [m · s−1]
vT rychlost posunut́ı trubice [m · s−1]
σ napět́ı v trubici [Pa]

Fs setrvačná śıla [N ]

Fp tlaková śıla [N ]

FV Y N exterńı śıla pro vynuceńı kmitáńı [N ]

F0 velikost exterńı śıly [N ]
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