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ABSTRAKT

Cilem této prace je zjisténi vlivu kmitani trubice na tlakové pulsace v kapaliné.
Matematicky popis soustavy trubice-kapalina je slozen z patficnych okrajovych
podminek a z vlnovych rovnic odvozenych ze zakladnich fyzikalnich vztahu. V praci
je nejprve fesen zjednoduseny model kmitani kapaliny bez uvazovani trubice, ktery

je nasledné porovnan s vysledky analyzy vzajemné interakce.

KLICOVA SLOVA
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ABSTRACT

The aim of this thesis is to find out the effects of pipe vibrations on pressure pul-
sations in liquids. The pipe-liquid system is mathematically described by proper
boundary conditions and wave equations, which are derived from basic physical
laws. Firstly, simplified model of only liquid is considered, which is then compared

to the results obtained from analysis of pipe-liquid mutual interaction.
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UVOD

V této praci se vénujeme vzajemné interakci tlakovych pulsaci kapaliny a kmitani
trubice. Motivaci pro feseni této problematiky je fakt, ze tyto dva jevy spolu tzce
souvisi, avSak v technické praxi se fesi oddélené. V praci nejprve odvodime fyzikalni
rovnice zvlast pro trubici a kapalinu, pomoci kterych sestavime matematicky model
soustavy trubice-kapalina, ktery nasledné propojime pomoci okrajovych podminek
na koncich trubice. Tento model se bézné vytvaii pomoci prenosovych matic, nebo se
tloha fesi numericky pomoci metody konecnych prvku ¢i kontrolnich objemt. V této
praci je vSsak pouzit jiny, ponékud ryze matematicky analyticky pohled ve formeé vl-
novych rovnic. Tyto rovnice jsou odvozeny pravé ze zminovanych zékladnich fy-
zikalnich rovnic. VInové rovnice jsou pak feSeny pomoci separace proménnych,
z Ccehoz dostavame obecna feSeni vSech proménnych soustavy - tlak v kapaliné,
rychlost kapaliny, sila v trubici (napéti) a posunuti trubice.

Resen{ jsou zavisld na tzv. vlastni frekvenci. Tyto frekvence nejprve odvodime
pro jednoduchy model, ve kterém nebudeme uvazovat vliv vzajemné interakce. Poté
zjistime tyto vlastni (rezonanéni) frekvence pro plnohodnotny model vzdjemné in-
terakce a vysledky v zavéru porovname. Prace se zabyva také problematikou vy-
nuceného kmitani, na které jsou ilustrovany jednotlivé rezonanc¢ni frekvence. Text
je doprovazen mnoha grafy znazornujicimi tvary prubéhu jednotlivych proménnych

v zavislosti na poloze v trubici, frekvenci ¢i case.






1 FYZIKALNI ROVNICE

Abychom se mohli zabyvat tlakovymi pulsacemi ¢i kmitanim trubice, musime nejdiiv
definovat rovnice, podle kterych se trubice a kapalina chovaji. Jsou to zakladni
fyzikalni rovnice popisujici danou c¢ast soustavy pevné latky a kapaliny. Nejprve

tyto rovnice odvodime oddélené.

1.1 Rovnice pro kapalinu

1.1.1 Rovnice kontinuity
Rovnice kontinuity vychazi ze zakona zachovani hmoty v daném objemu AV, tedy

dm_

— =0. 1.1
& (1.1)
Jelikoz dm = pAV, muzeme psét
( AV)i =0 (1.2)
p dt - .
derivujeme soucin
dp d
— AV 4+ p—AV =0 1.3
pouzijeme Gauss-Ostrogradského vétu ve tvaru
4 dV = iV(t) = / divv,dV = /vndS =Q (1.4)
dt - dt - (2 - 1 - Y N
V(t) V(t) s

kterou aplikujeme na rovnici (1.3), ¢imz dostaneme

d

S

kde S je povrch elementu trubice vymezujici objem AV. Pokud nyni uvazujeme, ze

AV = S(z)dx, (1.6)
rovnice prejde do tvaru
dp ov;
—A dV = 0. 1.
I V+p oz, V=0 (1.7)
AV

Pokud uvazujeme pohyb kapaliny jen v jedné ose a tuto rovnici zintegrujeme a vykratime
AV, dostaneme

d 0 t
dp | Ou(a,)

p— . 1-
d¢ p ox 0 (1.8)



Clen % vyjadiime z praktickych duvodu z lokalni rovnovahy mezi tlakem a hustotou

dp 1 Op(,t)

dt ¢ ot (1.9)

Po zpétném dosazeni do rovnice (1.8) dostdvame rovnici kontinuity pro kapalinu

v trubici 1 ople.) Dol 1)
n(z, v(z,t)
c%( 0 +p e 0. (1.10)

1.1.2 Eulerova rovnice hydrodynamiky

Eulerova rovnice hydrodynamiky (v dalsim jen ERHD) vyjadiuje rovnovdhu mezi
silami setrvaénymi od vlastnitho pohybu ¢éstic idealni kapaliny, silami tlakovymi

a silami objemovymi. Muzeme tedy napsat rovnovahu sil ve tvaru
Fs+F,+F,=0. (1.11)

Objemové sily jsou napt. tiha kapaliny a odsttediva sila. V dalsim tyto sily nebudeme

uvazovat, tedy pro F, = 0 rovnice (1.11) ptejde do tvaru
F,+F,=0. (1.12)

Setrvacnou silu hmotnostniho elementu uvazujeme jako

ov(x,t)
F, = , 1.13
5 (1.13)
tlakovou silu hmotnostniho elementu uvazujeme jako
1 9Op(zx,t)
F=—=. ) 1.14
Po dosazeni (1.14) a (1.13) do (1.12) a upraveni dostdvame ERHD ve tvaru
0 t) 0 t
vio.t) | oplat) _ (1.15)

P51 oz

1.2 Rovnice pro trubici

1.2.1 Hookuv zakon

Hookuv zakon popisuje deformaci v zavislosti na tahovém ¢&i tlakovém zatizeni.
Uvazujme nyni, ze je relativni prodlouzeni € pfimo tumérné normaélovému napéti
o, tedy

o = Fk, (1.16)



kde E je konstanta imérnosti - Younguv model pruznosti v tahu/tlaku. Pro napéti

v trubici s obsahem prufezu Sy plati

F(z,t)
= 1.17
. (1.17)
Relativni prodlouzeni € muzeme vyjadiit z posunuti trubice
ou(z,t)
= . 1.18
€= —0 (1.18)

Po dosazeni (1.18) a (1.17) do (1.16) a nésledovném upraveni dostavame Hookuv

zakon pro trubici ve tvaru
ou(z,t)  F(x,t)
= ) 1.19

1.2.2 Pohybova rovnice

Méjme nyni pruznou tyc¢, jejiz délka je mnohokrat vétsi, nez jeji prumeér. Ty¢ ma
konstantni prufez a napéti na ni pusobici je rovnomeérné rozlozeno po prufezu -
ty¢ uvazujeme bez koncentratoru napéti. Pro element této tyce plati v mechanice

kontinua pohybova rovnice ve tvaru

0*u(z, 1) Jo(z,t)
— 2 tdr = ~—dz. 1.2
STPT 81&2 i ST ax i ( 0)
Vykracenim St a dz dostavame upravenou rovnici
O*u(x,t)  Oo(x,t)
= . 1.21
T2 oz (1.21)
Napéti o je vsak ve tvaru
F(z,t)
= 1.22
s (122
Jelikoz se v rovnici (1.21) vyskytuje élen 220 derivujeme (1.22) a dosadime (1.18),
¢imz ziskdvame )
do(z,t Oe(x,t 0 t

ox oz 0x?

Pokud se nyni vratime k rovnici (1.21) a dosadime do nf (1.23), rovnice piejde na tvar

pr Pu(z,t)  O*u(x,t)

7t = 1.24

E  ot? 0x? (1.24)
Clen 24 “) vyjadifme z rovnice (1.19) timto zpusobem
52 + a@u(x,t) 8F(z t)

wet) 9o Thsr (1.25)

or2 Oz ox



Pokud dosadime zpét do rovnice (1.24), dostdvame

F(z,t)
prd*u(e,t) _ 9 (1.26)
E 0t? or '
Rychlost zvuku v trubici je definovana vztahem
E
Cr = -, (127)

Pr
coz pokud dosadime do (1.26), ziskdme findlni rovnici pro podélné kmity trubice

Pu(x,t) ¢ OF(a,t)
ot? ESr  Ox

= 0. (1.28)



2 MATEMATICKY MODEL

7 podrobné odvozenych fyzikalnich rovnic pro kapalinu a trubici v kapitole 1 nyni
sestavime matematicky model soustavy tvorené témito dvéma slozkami. Tyto ctyti
rovnice (dvé pro pevnou a dvé pro kapalnou ¢ast soustavy) vhodné transformu-
jeme na dvé parcidlné diferencialni rovnice popisujici trubici a kapalinu oddélené.

Nésledné rovnice provazeme a vyjadiime zbylé proménné.

2.1 Soustava rovnic a jeji obecné reseni

Pfipomenme si nyni soustavu fyzikalnich rovnic z kapitoly 1:

1 9p(z,t) N ov(z,t)

2 ot Pox 0 (2.1)
Ov(x,t) | Opla,t) _
Gt =0 (2.2)
ou(x,t)  F(x,t)
or  ESy (2:3)
2 2
0*u(x,t) cp  OF(z,t) _0 (2.4)

o2 ESp  Ox

Pokud zderivujeme rovnici (2.3) podle proménné = a upravime, dostaneme

O?u(x,t) 1 0F(x?)

o E-Sr oz " (2:5)
Vsimnéme si, ze ¢len
1 OF(x,t)
_ . 2.

se vyskytuje v rovnici (2.3) i (2.4). Pokud ¢leny z obou rovnic vyjadiime a po-

rovname, dostaneme rovnici

Pu(x,t) 5 O*u(w,t)
Tor T o 27)
coz je vlnova rovnice pro trubici. Podobné, pokud zderivujeme rovnici (2.1) podle

proménné z a rovnici (2.2) podle proménné ¢, dostaneme rovnice

1 0?p(z, 1) L. 0?v(z,t)

- =0 2.8
. Otor P a2 ’ (2:8)
O*v(z,t)  0?*p(z,t)
. = 0. 2.
P "o T owor " (2.9)
Opét si muzeme vSimnout, ze ¢len
0%p(z, t)
2.10
Jtox ( )



se vyskytuje v (2.8) i (2.9), vyjddiime ho tedy a upravime. Dostaneme

=cC - ' 7
ot? K ox? '

coz je vlnova rovnice pro kapalinu. Ziskali jsme tedy dvé vinové rovnice popisujici

Pu(x,t) ' 0*v(x,t) (2.11)

zv14st pevnou a kapalnou slozku. Matematicky model soustavy se tedy zjednodusil

na dvé parcialné diferencialni rovnice
2
Ut = Cpr + Ugy, (2.12)

Vit = Ce * Vg (2.13)

Tyto linearni parcidlné diferencidlni rovnice fesime metodou separace proménnych,

hleddame tedy feseni ve tvaru
u(z,t) = Xy ()T, (t), (2.14)

v(x,t) = X, (x)T,(t). (2.15)

Tato feseni musi spliiovat danou vlnovou rovnici, dosadime je tedy a derivujeme

Xu(@)TL (1) = SXU(0)T(t), (2.16)
X (2) T () = G XU(@)T (). (2.17)

Po vhodné tpravé dostavame

T _ 2 Xi(@) _
0 TXu(x) A, (2.18)
(), X'(z) ) (2.19)

= CK
T,(t) Xy(z)
Jelikoz je levé strana rovnice zavisla jen na proménné ¢ a prava jen na proménné
2 a navzajem se rovnaji, vyrazy na levé i pravé ¢asti rovnice se musi rovnat néjaké

konstanté - oznacme M. Kazdd z téchto dvou rovnic nam vlastné dava dalsi dvé

rovnice vzhledem k A, jednu obsahujici 7;3;/(%) a jednu obsahujici ¢? ))2/((5)) . Dostaneme
tedy ¢tyTi rovnice ve tvarech
T (t) = ATu(t), (2.20)
A
X!(2) = 5 X (@), (2.21)
Cr
T (t) = \T,(¢), (2.22)
A
X (z) = 5 X, (). (2.23)
Ck

Problém najit feseni parcialné diferencialnich rovnic jsme tedy prevedli na problém

reSeni soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. Tyto rovnice jsou typu LODR 2



- linedrni obycejné diferencialni rovnice druhého fadu, pokud nyni vhodné zvolime

separacni konstantu A\ = (iw)?, jejich obecné feseni je ve tvaru

Xo(z) = areer”, (2.24)
T, (t) = aze™", (2.25)
X,(z) = be™ex”, (2.26)
T,(t) = bye™™". (2.27)

Obecné teseni vinovych rovnic X;(x)7T;(t) je tedy tvaru
i i~ i —i-“x —iwt 1 —i —i%x
u(z,t) = cre™'e’er” + coe™te or " 4 cze e r T + cpe e e (2.28)

iwt 1= iwt —1x —jwt 1= —jwt_ —ix
v(z,t) = k1e™e k" + kpe™te k" + kze e ok " + kye e ek, (2.29)

Cleny obsahujici e™™' nyni vynechdme, protoze feSeni danych vlnovych rovnic lze

ta e kterd jsou identickd, konstanty

rozdélit na dvé feseni zvlast se cleny e™
c3, C4, k3, kg tedy uvazujme nulové. Vysledné obecné feseni vlnovych rovnic je tedy
ve tvaru

u(z,t) = creie’ i 4 cpete e, (2.30)
v(x,t) = ket i 4 kyete ok, (2.31)

kde w jsou vlastni frekvence soustavy trubice-kapalina. Nyni vznika nékolik problému.
Zatim nezname obecnd teseni zbylych proménnych - tlaku a sily. Abychom mohli
urcovat tvary feseni téchto vlnovych rovnic, potiebujeme znat w a okrajové podmin-
ky. Navic jsou rovnice zatim potrdd nezavislé - Feseni u(z, t) nijak nezavisi na Feseni
v(x,t) a naopak. V dalsim zjistime vztahy mezi zbylymi proménnymi a proménnymi
vyjadienymi vlnovymi rovnicemi, odvodime okrajové podminky a zaruc¢ime provaza-

nost u(z,t) a v(x,t) pravé pomoci nich.

2.2 Okrajové podminky

Soustava kapaliny a trubice musi jako kazda jina fyzikalni soustava spliovat rov-
novahu sil a kinematické podminky. V dalsim se na tyto podminky podivame po-

drobnéji a odvodime z nich nutné okrajové podminky pro nas matematicky model.

2.2.1 Rovnovaha sil

Jelikoz posuvy a rychlosti uvazujeme jenom v jedné ose (osa z), muzeme tedy psét

rovnovahu sil ve tvaru

Y F. =0 (2.32)



PSK

T, U,V

Obr. 2.1: Znazornéni orientace proménnych na konci trubice x = L.

V ose x pusobi dvé sily - sila od kapaliny a sila od trubice. Sila od kapaliny je

ve tvaru

FK :p(l‘,t)SK, (233)

sila od trubice je ve tvaru
FT = O'(l',t)ST. (234)

Napiseme tedy rovnovéhu sil (s orientaci podle Obr. 2.1) na koncich trubice
Skp(x,t) — Sro(x,t) =0, (2.35)

kde Sk a St jsou obsahy prufezu kapaliny a trubice. Vyraz o(x,t) vyjadiime z Ho-

okova zakona, dosadime a upravime, tedy

ou(z,t)

=F
SKP(Q% t) St o

(2.36)

Vzhledem k vInovym rovnicim v matematickém modelu je vhodné vyjadrit %,
tedy

Ou(x,t) Sk
9r B P@t) (2.37)

coz bude prvni okrajova podminka pro vinové rovnice. Okraje uvazujeme pro z = 0

a xr = L, dostavame podminky

e = e (0.0, (2.38)
8U(L,t) . SK
o = me ) (2.39)

10



Muzeme si vS§imnout, Ze tyto Neumannovy okrajové podminky davaji do spojitosti
tlak kapaliny a posuv trubice na koncich x = 0 a x = L, z ¢ehoz plyne, Ze jsou

vlnové rovnice (2.12) a (2.13) pfes tyto okrajové podminky provézany.

2.2.2 Kinematicka podminka soustavy

Kinematickd podminka nam udava rovnost rychlosti na koncich soustavy - rychlost
posuvu trubice musi byt stejnd, jako rychlost kapaliny. Tento fakt matematicky

zapiseme pro konce x = 0 a x = L ve tvaru

0u(0,t)

a5 = v(0,1), (2.40)
ou(L,t)
5 = v(L,t). (2.41)

Tyto Neumannovy okrajové podminky davaji pfimo do spojitosti posuv trubice

a rychlost kapaliny, vilnové rovnice jsou jimi tedy také provazany.

2.3 Vyjadreni zbylych proménnych

V odstavei 2.1 jsme odvodili vinové rovnice pro u(z, t), v(z,t) a tvrdili jsme, ze zbylé

dvé proménné (F(x,t) a p(z,t)) jsme schopni dopoéitat. Ukazme si nyni, jak.

2.3.1 Vyjadreni tlaku

V okrajové podmince (2.37) je derivace posuvu trubice u(zx,t) vyjadiena pomoci
tlaku p(z,t). Vlnové rovnice vSsak méame odvozeny pro rychlost kapaliny v(x,t).
Abychom mohli okrajovou podminku (2.37) pouzit, musime najit vztah mezi tlakem
p(z,t) arychlosti v(x, t). Tento vztah odvodime pomoci dosazeni ziskaného obecného
feSeni vlnovych rovnic do rovnice kontinuity. Pfipomenme si jeji findlni tvar
1 Op(z,t ov(x,t
RN VE BRIEY)
Ck ot Ox

= 0. (2.42)
Vyjadiime nyni tlak p(z,¢) pomoci integrace podle casu

p(z,t) :/—c%p%dt. (2.43)

Rychlost v(z,t) je vSak ddna obecnym FeSenim ve tvaru
vz, t) = ket ek T 4 kpele ek, (2.44)

které kdyz dosadime do (2.43) a konstanty vytkneme pied integral, dostaneme

a k iwt zcix k iwt *icix
plat) = ~chp [ AR a (2.45)
X
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tedy po derivaci

p(x,t) = —cﬁ(,o/(klei“”teici"FcE - kgei‘“te_iixﬁ)dt. (2.46)
CK CK
Po integraci a upraveni dostaneme rovnici
iw(cgt—x) 2iwx
p(x,t) = —cxpe & (—ky+ ke °x ). (2.47)

Integracéni konstantu py muzeme zanedbat, protoze nema vliv na tvar kmitu. Vime-
li tedy konstanty ki, ko a vlastni frekvenci w v obecném feSeni rychlosti kapaliny,
dokazeme dopocitat feseni tlaku. Toto vyjadreni tlaku ndam také jiz umoznuje do-

sadit do okrajové podminky (2.37).

2.3.2 Vyjadreni sily

Silu lze vyjadrit z Hookova zdkona (rovnice (1.19)), po vyjddieni dostavame

ou(z,t)
F(x,t) = ———=ESr. 2.48
(2.0 = 242D g, (2.48)
Obecné feseni u(x,t) je vsak ve tvaru
u(z,t) = N (2.49)

Dosadime tedy toto obecné feseni do (2.48) a dostaneme

Icre™te’sr” + coete " or”)

Fl(x,t) = ESt. 2.50
(@,1) — r (250)
Derivujeme a dostaneme vysledny tvar sily
iwt o= T iwt —i- w
F(z,t) = (qe™'eer” — cpee o )ESp—. (2.51)
cr

VInové rovnice pro posuv trubice a rychlost kapaliny tedy plné popisuji systém

trubice-kapalina, jelikoz ostatni proménné (tlak, sila) podle nich muzeme vyjadrit.
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3 KMITANI KAPALINY BEZ INTERAKCE S
TRUBICI

V kapitole 2 jsme odvodili matematicky model pro soustavu trubice-kapalina, ktery
se sklddal z vInovych rovnic a vhodné vyjadienych okrajovych podminek. V této
kapitole se omezime pouze na kmitani kapaliny. Vysledky z analyzy tohoto problému

v zavéru porovname s kmitanim celé soustavy.

3.1 Zjednoduseny matematicky model

3.1.1 Vlnova rovnice kapaliny a okrajové podminky

Jelikoz se v této kapitole omezujeme jen na kmitani kapaliny, tak se model bude
sklddat z jedné vlnové rovnice (pro rychlost kapaliny) a jednoduchych okrajovych

podminek. VInova rovnice je ve tvaru
= 3.1
Vg = Cj¢ * Vg (3.1)
Pro tuto vlnovou rovnici jsme odvodili obecné feseni ve tvaru
iwt iz iwt —igew
v(z,t) = kre™e x4 kge™te ex . (3.2)

Okrajové podminky na koncich jsou nulové, jelikoz trubici v této kapitole uvazujeme

absolutné tuhou. Pro konce x = 0 a x = L tedy muzeme napsat
v(0,t) =0, (3.3)

(L, t) = 0. (3.4)

3.1.2 Splnéni okrajovych podminek
Pokud do téchto okrajovych podminek dosadime obecné fesSeni, dostaneme rovnice
v(0,t) = k1e™ + kpe™' = 0, (3.5)
v(L,t) = krete’ e 4 kpe™le e = 0. (3.6)
Vytknutim ¢élenu e™* dostavame vztahy pro koeficienty ki a ks

ko + ks = 0, (3.7)

s W

ke’ e 4 ke e = 0, (3.8)
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Koeficient ko tedy vyjadiime pomoci k; z rovnice (3.7) a dosadime do (3.8), ¢imz
dostaneme

e

Je e — ke et = 0, (3.9)

Koeficienty k; muzeme vynechat a dostdavame rovnici

et = et (3.10)
kterd je ekvivalentni rovnici
e =1. (3.11)
7 Eulerovy identity vime, ze:
e = cosx +isinz. (3.12)

Pokud se vratime zpét k (3.11), tak hleddme takové w, pro které plati

2L
cos 2~ 1. (3.13)

Ck
Jelikoz funkce cos x je periodicka, feseni je nekoneéné mnoho, napiSeme je ve tvaru

Wy = mg”,n €z (3.14)

Zname tedy vztah mezi koeficienty k; a ko a hodnoty vlastni frekvence w. Pro zvolené
ko tedy dopocitame kq, dosadime danou w, i s témito koeficienty a konstantami cha-
rakterizujicimi soustavu (E, L, ¢k, cr, Sk, St, p,) do obecného teseni, ¢imz ziskdme

prubéhy v(z) a p(z) ve zvoleném case t.

3.2 Twvary tlaku a rychlosti kapaliny - vzorovy priklad

Vysledky analyzy kmitani samotné kapaliny uréime pro prvni tii vlastni frekvence

TCK 2mck 3mck
L L L

téchto vlastnich frekvenci vychézeji:

wp = Wy = , W3 = v zavislosti na proménné z, kde x € [0, L]. Hodnoty

n ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
wn | 4712,389 | 9424, 778 | 14137, 167

(3.15)

Pokud chceme tlak ¢i rychlost kapaliny vykreslovat, potfebujeme znat konkrétni
hodnoty konstant popisujicich soustavu. Nasledujici hodnoty konstant pouzijeme
i v nadchazejici kapitole pfi vzajemné interakci trubice a kapaliny, abychom mohli

vysledky porovnat.
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Konstanta | Hodnota
E 2,1-10%
St 0,00596903
Sk 0, 0254469
Cx 1500
cr 5188
P 1000
L 1

Obsahy prutezu Sy a Sk zhruba odpovidaji trubici o vnéjsim prumeéru 20 cm,
kterd je 1 cm tlusta. Zvolme nyni jesté napiiklad ky = 1 4+ ¢ a pro dany cas, napf.
t = 0 a urc¢ité w, mame dény prubéhy tlaku a rychlosti, ze kterych vykreslime

realnou ¢ast v zavislosti na x.

Tlak v kapaliné

p [Pa]

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

X [m]

Obr. 3.1: Prubéh tlaku v kapaliné pro w;
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Rychlost kapaliny
2 T T T T T T

18r

16

12|

v [ms™

0.8

0.6

0.2

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X [m]

Obr. 3.2: Prubéh rychlosti kapaliny pro w;

%108 Tlak v kapaliné

p [Pa]

2 F

_3 1 1 1 1 L 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X [m]

Obr. 3.3: Prubéh tlaku v kapaliné pro wo
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v [ms?

p [Pa]

Rychlost kapaliny

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X [m]

Obr. 3.4: Prubeh rychlosti kapaliny pro ws

<108 Tlak v kapaliné

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X [m]

Obr. 3.5: Prubéh tlaku v kapaliné pro ws

17




Rychlost kapaliny

2 T

v [ms'l]

_2 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X [m]

Obr. 3.6: Prubeh rychlosti kapaliny pro ws
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4 VZAJEMNA INTERAKCE KMITANI TRU-
BICE A TLAKOVYCH PULSACI

V této kapitole budeme uvazovat vzdjemnou interakci trubice a kapaliny - zjed-
noduseny matematicky model jen pro kapalinu z kapitoly 3.1 doplnime o vIno-
vou rovnici pro trubici a také budeme brat v ivahu provazanost vinovych rovnic

zajisténou okrajovymi podminkami.

4.1 Matematicky model vzajemné interakce

4.1.1 VlInové rovnice a okrajové podminky

Soustava trubice-kapalina je popsana vinovymi rovnicemi z kapitoly 2, tedy rovni-

cemi

U = C%“ *Ugy, (41)
Vit = C%{ U (42)
ke kterym pridame okrajové podminky odvozené v odstavci 2.2, tedy

0u(0,t)

5 = v(0.1), (4.3)
w = o(L,1). (4.4)
8u(§(;, t) _ p(% g)fK (4.5)
au(ai, t) _ p<% ZSK’ (4.6)

Pripomenme si obecnd feseni vlnovych rovnic (4.1) a (4.2), které jsou tvaru

u(z,t) = crete e 4 pete e (4.7)

v(x,t) = ket i 4 koge™te ok " (4.8)
V okrajovych podminkach (4.5) a (4.6) se vyskytuje tlak p(x,t), ktery neni soucésti
vlnovych rovnic. To vSak nevytvaii zadny problém, jelikoz jsme diive tlak vyjadrili
pravé pomoci obecného teseni. Vyjadieny tlak je tvaru

iw(ctha:) 2iwx

p(x,t) = —cxgpe  °x  (—kay+ ke °x ). (4.9)
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4.1.2 Splnéni okrajovych podminek

VlInové rovnice musi spliovat okrajové podminky, dosadime do nich tedy obecna

feseni piislusnych proménnych a dostaneme ¢tyfi rovnice ve tvaru

Fre ! 4 kae™! = 16 (iw) + coe™!(iw), (4.10)
kleiwteiélz 4 k26iwt6*i£L _ Cleiwtei%L(iw) n C2€iwte*iﬁL(iw>7 (4'11)
iwt [ W iwt [+ W _SK iwt
- ) = i —ky + k 4.12
c1e (ZCT) co€ (lcT> ES, (cK,Oe (—k2 + 1)), ( )
) o ) ) i ] _S iw(cgt—L) jwl
cre“te el zi +coe™le el —Zi = K —Cgpe i —k‘2+1€1€2”< .
cr Cr EST
(4.13)
Ze vsech téchto rovnic lze vytknout ¢len e™?, to provedeme a dale zjednodusime
na tvary
k1 + ko = criw + coiw, (4.14)
k‘lei%L + kze_iill = C16i%L(iw) + CZG_iﬁL(iw% (4'15)
w W Sk Sk
Z ) = )=k k 4.16
C1 (ZCT) &) (ZCT) QES CKp — 1ESTcKp’ ( )
ivwr . W v w Sk —ilw Sk iLw
cie et [i1— | —coe T i— | =k cgpe °x —k CK PE °K | 4.17
1 ( CT) 2 ( CT) >E5, KpP 'ES, Kp ( )

coz jsou rovnice pro koeficienty ¢y, co, k1 a ko. NapiSme nyni tyto rovnice maticove

ve tvaru A - ¢; = 0.

Q11 Q12 A13 Ai4 C1
Q21 Q22 A23 A24 Co (4 18)
asz1 az2 a3z3 G34 kq

o O O O

Qg1 Qa2 A43 A44 ko
Po dosazeni z (4.14), (4.15), (4.16) a (4.17) tedy dostaneme rovnici

w w -1 -1 c1
e e el i
iwe °r we  °r e °K TS c
? (4.19)
i —i SK . SK k '
ESr CKP “Esp CKP 1
w P2y W i@ SK iLw —iLw

; =Sk
—_ C _ = C: c
e er iZe vt plcrpecx LK

|
o o o o

=K cgpe °k ko

W W -1 -1
N L i L 2L
iwe °r iwe T —e °K —e °K
det 2_ _2_ SK Sk . SK Sk . - O (420)
ESy CKP ~Esp CKP

- W ) iLw

W lCTL _w i Sk R r
1—e 1—e ESy o . Cixpe ES —a,. CKkpE
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Vypocitat determinant z takovéto matice obecné znamena resit komplexni nelinedrni
rovnici. Musime tedy pouzit software - naptriklad v matematickém softwaru MATLAB

lze vykreslit redlna a komplexni ¢ast determinantu v zavislosti na w.

Zavislost determinantu na w

10 T T T T T T T
Re(det A)
Im(det A)
5 - -
i /\
~ -5 i
<
@
©
-10 7
-15 7
20 .
_25 1 1 1 1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

w [rad s

Obr. 4.1: Zavislost det(A) na w

7 grafu lze vidét, ze ma determinant stale nulovou komplexni slozku, staci tedy
fesit rovnici

Re(det(A)) = 0. (4.21)

Pro dané konstanty charakterizujici soustavu z predchozi kapitoly (E, L, ¢k, cr, Sk, St, p)

numericky zjistime prvni tfi vlastni frekvence wynry,:

n | 1 | 2 |3
winta | 5502,023 | 8884, 358 | 14233, 536

(4.22)

Pokud jakoukoliv z téchto vlastnich frekvenci w;yr, dosadime zpét do matice A,
matice se stane singularni (z definice singuldrni matice det(A) = 0), jeji hodnost je
tedy mensi, nez jeji rozmér. Pokud na matici pouzijeme Gaussovu eliminaci, jeden

jeji fadek se vynuluje a ziskame tii rovnice pro ¢tyti koeficienty. Napiiklad pro prvni
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vlastni frekvenci wyyr1 = 5502, 023 prejde matice A eliminaci na tvar

10 0 —3,844-107° 43,907 - 1075
0 1 0 —5,287-10~5 — 1,446 - 10~5
Ao o) = ’ ’ 423
dwrvt) =1 g g 0,864 — 0, 502 (4.23)
00 0 0

Pokud zname koeficient ks, muzeme podle rovnic z eliminované singuldrni matice
dopocitat zbylé koeficienty ki, cs a c¢;1. Jelikoz jsou v eliminované matici A,.q4 nenu-
lové kromeé prvki na diagonale jen prvky ve ¢tvrtém sloupci, jsme schopni explicitné

vyjadrit koeficienty ki, co a ¢; pro vSechny w;yr,ve tvaru

= _k2 * Qred(1,4) (424>
cy = —ky- Qred(2,4)) (425>
ki = —ky - Qred(3,4) - (4'26)

4.2 Prubéhy proménnych - vzorovy priklad

Pokud napiiklad zvolime ky = 1 + ¢, dopocitame koeficienty ky, co a ¢y, které do-
sadime do obecného feseni a pro dané w;yry,, t a konstanty charakterizujici sou-
stavu (F, L, ck,cr, Sk, St, p), které uvazujme stejné, jako v kapitole 3, zjistime
prubéhy vsech proménnych (u, F,v,p). Pro ndzornost nyni vykreslime jen prubéh
rychlosti kapaliny a trubice (v, vr) a prubéh sil od kapaliny a tlakovych sil v tru-
bici (F, Fr) jako redlnou ¢ast komplexnich funkci podobné jako v kapitole 3. Tvar
prubéhu sily od kapaliny je stejny, jako tvar prubéhu tlaku v kapaliné - podle vzorce
Fy(x,t) = p(x,t)Sk vidime, ze silu dostaneme pouze vynasobenim prubéhu p(z,t)
konstantou Sk . Jelikoz grafy vykreslujeme pro sily a rychlosti, mizeme si vSimnout,
ze na okrajich musi podle okrajovych podminek platit rovnovaha sil a rovnost rych-
losti, tedy Fk(x,t) = Fr(z,t) a vg(z,t) = vp(z,t) pro x = 0 a x = L. Prubéhy
sil a rychlosti se tedy musi na krajich setkat ve stejném bodé. Rychlost posunuti

trubice vr(x,t) 1ze jednoduse vyjadrit jako derivaci posunuti u(z, t) podle ¢asu, tedy

Ou(x,t)
ot

vp(w,t) = (4.27)

Vykreslime dva grafy (pro sily a rychlosti) pro kazdou z prvnich ti{ vlastnich
frekvenci z tabulky (4.22).
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FIN]

Porovnani rychlosti v ravy
15 T T T T T T T T T
_VK

l - -
05F .
O - -

_0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

x [m]

Obr. 4.2: Prubéh vy, vy v zavislosti na x pro w;yr1.

Porovnani sil F ;a F

K

_l 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

x[m]

0.6

0.7

0.8

0.9

Obr. 4.3: Prubéh Fy, Fr v zavislosti na x pro wynri.
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Porovnani rychlosti v Tav,
25 T T T

_2.5 1 1 1 1 1 1 1 1
O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x[m]

Obr. 4.4: Prubéh vy, vy v zavislosti na x pro wyyrs.

Porovnani sil F ;a F

FIN]

_8 1 1 1 1 1 1 1 1
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x[m]

Obr. 4.5: Prubéh Fy, Fr v zavislosti na x pro wynra.
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15

Obr. 4.6: Prubéh vy, vy v zavislosti na x pro w;yrs.

FIN]

-2

-4

x10% :

Porovnani sil F ra FK

Porovnani rychlosti v Tav,
T T T T T T T T T
_VT
- —\/
1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
x [m]

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
X [m]

0.6

0.7

0.8

0.9

Obr. 4.7: Prubéh Fy, Fr v zavislosti na x pro wyyrs.

Daéle se vénujme prubéhu rychlosti v kapaliné. Tvary kmitu jsou pro dané wynr,

v Case neménné, tedy uzly a kmitny se v ¢ase nepohybuji (stojaté vlnéni). S casem

se v daném bodé méni pouze faze viny, uvazujme tedy amplitudu rychlosti kapaliny
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ve tvaru

Vamp(T) = |0()]€"", (4.28)
kde |v(z)| je absolutni hodnota z komplexniho ¢isla a pro fazi ¢, plati

©o pro Re(v(z,t)) >

0
(4.29)
Qo+ pro Re(v(z,t)) < 0.

Po =

Vykresleme tedy amplitudu rychlosti dohromady s jeji fazi ¢, pro prvni tii winr,

v zavislosti na x naptiklad pro t = 0.

Priabéhv__ a¢
amp v
3r 12
15
25F
q1
2 -
H05
R
215t 10 &
>
4-05
1 -
4-1
05
q1-15
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Y _2
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X [m]

Obr. 4.8: Prubéh vy, ¢, v zavislosti na x pro wyyr;.
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Prabéh v ag
amp \

O 1 1 1 1 ¥ 1 1 1 1 _2
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X [m]

Obr. 4.9: Prubéh vy, ¢y v zdvislosti na x pro wrnrs.

Pribéhv__ a¢
amp v

3r 12
115
25}
1
2 L
{os
o
215 0 <
>
05
l L
1
05
-1.5
O 1 1 I’ 1 1 1 ’I 1 1 _2
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x [m]

Obr. 4.10: Prubéh vgp,, ¢, v zdvislosti na x pro wyyrs.

Nyni zvolme konkrétni bod, napiiklad z; = 0,3 a vykresleme prubéhy vsech

proménnych, tedy p,v, F,u a ¢,, tentokrat vsak v zavislosti na ¢ pro néjaky maly
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¢asovy interval, napiiklad ¢ € [0,2 - 1073]. Pro nézornost vykreslime veli¢iny cha-
rakterizujici chovani kapaliny (p(a:l,t), v(asl,t)) a veli¢iny charakterizujici chovéni

trubice (F(:cl, t), u(x, t)) po dvou zvlast do grafu pro wrnr1.

0 Pribéhy tlaku a rychlosti kapaliny pro x,=0,3

X

p [Pa]
v [ms?

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _25
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

t[s] %1073

Obr. 4.11: Prubéh v, p v zavislosti na t pro 1 = 0,3, wrn71-

Prubéh faze rychlosti kapaliny pro x,=0,3
2 T T T T T T T T T

_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6 1.8 2

1
t[s] %1073

Obr. 4.12: Prubéh ¢, v zavislosti na t pro 1 = 0,3, winT1-
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«10% Pribéhy sily a posunuti trubice prox,=03 10

F NI
u[m]

1 1 _2
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t[s] %1073

Obr. 4.13: Prubéh F, u v zavislosti na t pro x; = 0,3, wyn71-
Muzeme si vsimnout, ze rychlost kapaliny je zpozdéna za tlakem o 7 (Ctvrtperiodu),

zatimco sila v trubici a jeji prodlouzeni jsou vzdy ve fazi. Tyto vysledky zpozdéni

plati pro jakoukoliv volbu .
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5 VYNUCENE KMITANI

5.1 Matematicky model

V predeslych kapitolach jsme uvazovali jen ,ptirozené” kmitani trubice a kapaliny,
tedy kmitani soustavy s danymi spoctenymi vlastnimi frekvencemi w;n7,. Uvazujme
nyni kmitani vynucené s obecnou frekvenci wyy . Soustava takto ,uméle” kmita,
napfiiklad pokud na jednom kraji trubice pusobi ¢asové proménliva externi sila s frek-

venci wyy . Tuto silu tedy muzeme uvazovat napiiklad pro konec x = 0 ve tvaru

Fyyn(t) = |Fole™v™,
kde | Fo| je konstanta udavajici velikost sily.

z=0

oSt

PSK

Fyyn(t)

Obr. 5.1: Zavedent sily Fyyn(t) na konci z = 0.

Tato sila pusobi na konci z = 0, upravme tedy prislusné okrajové podminky.
Na kazdém konci je predepsana podminka rovnosti rychlosti a rovnovahy sil. Z téchto
dvou podminek upravime podminku rovnovahy sil. Podminka, kterou jsme odvodili
ze silové rovnovahy pro z = 0 je tvaru

ou(0,t)  p(0,t)Sk

ox ESr
Abychom mohli pridat externi silu, prevedeme rovnici do silového tvaru, tedy
ou(0,t)
ox
Do rovnice pridame externi silu, ¢imz rovnice piejde do tvaru
ou(0,1)
ox

EST = p(O, t)SK

ESr — p(O, t)SK = _FVYN(t)'
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Do této rovnice dosadime obecné feseni posunuti v a tlaku p, vykratime ¢clen e a

dostavame

1ESTw 1ESTw
Cl( T ) —CQ< r ) - k?QSKCKp—f—kZlSKCK,O: —Fo.

Cr cr

Tuto rovnici zafadime mezi ostatni nezménéné rovnice a po prepsani do maticového
tvaru dostavame

w w -1 —1 c1 0
g et/ i L —i L
we °T we ‘T —e °K —e °K Co 0
iwES iwES =
cT - - cT . SKCKP _SKCKp kl _FO
. . i Lw —iLw
W zCiL w —zCiL Sk Zc —Sk -
1o €T 1€ T Fe CKPEK  Fg CKpe °K ko 0

Tato matice obecné neni singularni, muzeme tedy snadno dostat Gaussovou eliminaci

reseni C1, Co, kﬁl a k’g.

5.2 Tvary tlaku a rychlosti kapaliny - vzorovy priklad

Pro danou vynucenou frekvenci wyyy, externi silu Fy a dané konstanty charakte-
rizujici soustavu, které zvolime stejné, jako v ptredchozich piikladech, vykreslime
prubéh tlaku a rychlosti kapaliny. Zvolme napt. wyyy = 7000 a Fy = 8000. V gra-
fech vykreslime redlnou slozku p a v pro cas napt. t = 1.

6 T

«10% Tlak v kapaliné pro frekvenci 7000 rads™

p [Pa]

_6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X [m]

Obr. 5.2: Prubéh tlaku v kapaliné pro wyyy = 7000, Fy = 8000,¢ = 1.
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0.02 Rychlost kapaliny pro frekvenci 7000 rads™
. 5 T T T T T T T T

0.02

0.015

0.01

0.005

v[ms?

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

_0.025 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X [m]

Obr. 5.3: Prubéh rychlosti kapaliny pro wyyy = 7000, Fy = 8000, = 1.

Zvolme nyni opét konkrétni bod, napi. z; = 0,3 a vykresleme zavislosti abso-

lutnich hodnot v a p na frekvenci vynuceného kmitani wyy y.

105 Tlak v kapaliné pro x,=0,3

0 5000 10000 15000

Wy [rads™]

Obr. 5.4: Zavislost tlaku v kapaliné na wyyy pro x; = 0,3, Fy = 8000.
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Rychlost kapaliny pro X1:O'3
0.3 I I T T

0.25

0.2

0.1

0.05

v[ms?
o
2
ol
T

0 5000 10000 15000

Obr. 5.5: Zavislost rychlosti kapaliny na wyyy pro x; = 0,3, Fy = 8000.

7 grafu jde jasné vidét, ze pokud externi proménna sila pusobi na trubici s
frekvenci blizkou vlastni frekvenci, tedy pokud wyyny = winTn, tak dojde k mno-
honasobnému zesileni, takzvané ,rezonanci.“ Tento jev nastava také u proménnych

charakterizujicich chovéni trubice (u, F').

5 Posunuti trubice prox . =0,3
x 10

3 | T

1

O 1 1
0 5000 10000 15000

Wy lrads™]

Obr. 5.6: Zavislost posunuti trubice na wyyy pro z; = 0,3, £y = 8000.
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Sila v trubici pro x ,=0,3
8 X 104 T p 111 ! T

0 5000 10000 15000

Obr. 5.7: Zavislost sily v trubici na wyyy pro x; = 0,3, Fy = 8000.

Tyto grafy prubéhu posunuti a sily potvrzuji, Ze jev rezonance nastava také pro
trubici. PTi vynuceném kmitani o rezonancnich frekvencich je tedy kmitani trubice

nékolikandsobné intenzivnéjsi, coz je doprovazeno velkym napétim o v materialu.
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6 POROVNANI MODELU

Porovnejme nyni vysledky kmitani samotné kapaliny s vysledky kmitani soustavy pti
vzajemné interakci trubice-kapalina. Pro dané konstanty charakterizujici soustavu
(B, L,ck,cr, Sk, St, p), které jsme zvolili v kapitole 3, zapiSeme prvni tfi vlastni

frekvence zaokrouhleny na jednotky pro prehlednost do tabulky.

n 1 2 3
wyp | 4712 | 9425 | 14137 (6.1)

7 tabulky muzeme vidét, ze s uvazovanim vzajemné interakce trubice a kapa-
liny se vyraznéji zméni jen prvni a druha vlastni frekvence, tieti vlastni frekvence
jsou v obou modelech téméi totozné. Relativni rozdil téchto frekvenci vyjadieny
v procentech pro n = 1,2,3 ¢ini 17%, —6% a 0, 7%.

6.1 Porovnani pribéhti proménnych v kapaliné

Rozdilné vysledky prubéhu rychlosti a tlaku v kapaliné nyni pro jednotlivé modely
vykresleme za uvazovani stejnych konstant charakterizujicich soustavu ve stejném
case t = 0 pro z € [0, L.

. %106 . . Porovnani modellu - tlall( v ka;TaIine

p [Pa]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x [m]

Obr. 6.1: Porovnani prubéhu tlaku v kapaliné se vzajemnou interakci trubice-

kapalina a bez jejiho uvazovani pro n = 1.
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Porovnani modelu - rychlost kapaliny
2 T T T T T

v [ms™]

_0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X [m]

Obr. 6.2: Porovnani prubéhu rychlosti v kapaliné se vzajemnou interakci trubice-

kapalina a bez jejiho uvazovani pro n = 1.

Porovnani modelti - tlak v kapaliné
T T T T

6
3xlO :

=P

p [Pa]

_3 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x[m]

Obr. 6.3: Porovnani prubéhu tlaku v kapaliné se vzajemnou interakci trubice-

kapalina a bez jejiho uvazovani pro n = 2.
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Porovnani modelt - rychlost kapaliny

25 T T T T T

_2.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X [m]

Obr. 6.4: Porovnani prubéhu rychlosti v kapaliné se vzajemnou interakci trubice-

kapalina a bez jejiho uvazovani pro n = 2.

. %106 . . Porovnani modellu - tlall( v ka;TaIine

=Py

p [Pa]

_4 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x [m]

Obr. 6.5: Porovnani prubéhu tlaku v kapaliné se vzajemnou interakci trubice-

kapalina a bez jejitho uvazovani pro n = 3.
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Porovnani modelu - rychlost kapaliny
2 T T T T T T

v [ms™]

_2 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X [m]

Obr. 6.6: Porovnani prubéhu rychlosti v kapaliné se vzajemnou interakci trubice-

kapalina a bez jejiho uvazovani pro n = 3.

Pro n = 1 muzeme z tabulky vlastnich frekvenci (5.1) videét, ze w1 > wy,
coz souhlasi s Obr. 5.1 - pozorujeme, ze tlak p;yr pii vzajemné interakci trubice
a kapaliny u okraju prekmitne, jinymi slovy se do intervalu € [0, L] vejde vice, nez
jedna pulvlna, jak tomu je u prubéhu tlaku p uvazovaného bez interakce. Naopak
pron = 2 je winte < wsy, coz ilustruje Obr. 5.3 - zatimco tlak bez uvazovani inter-
akce vykond v intervalu [0, L] presné jednu celou vlnu, tlak pii interakei ji v tomto
intervalu celou vykonat ,nestihne.“ V Obr. 5.5 vidime, Zze pro n = 3 maji p;yr a p
uzly a kmitny skoro na stejnych mistech, z ¢ehoz vyplyva wrnrs ~ w3, coz odpovida
tab. (5.1). Nemuzeme vsak fict, Ze pro n > 3 je rozdil w;y7, —w, zanedbatelny. Pro
prvni tii vlastni frekvence se sice relativni i absolutni chyba pro rostouci n blizi k 0,
hned pro ¢tvrtou frekvenci je to vSak jinak. Skoro identickd hodnota wjyrs =~ w3 je

tedy ndhodou - tvrzeni, ze lim,,_, o (WrNTn — Wy) = 0 je nepravdivé.

6.2 Porovnani rezonanc¢nich frekvenci

Pokud jesté jednou vykreslime graf zavislosti det(A) na w pro vétsi interval w,

zjistime, ze rozdil mezi sousednimi vlastnimi frekvencemi wyy7, se vyrazné meéni.

40



Zavislost determinantu na  w
400 T T T T T T

Re(det A)
Im(det A)

200 b

NV
T

-600 U

_800 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

w[rad s x10%

det(A)

Obr. 6.7: Zavislost det(A) na w.

Hodnoty Wit @ W,

Obr. 6.8: Porovnani vlastnich frekvenci w,, a winty.

Pro prvnich deset vlastnich frekvenci ilustrujme také absolutni a relativni od-

chylku n-té frekvence v procentech.
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2000

-2000

-4000

-6000

-8000

-10000

%

Absolutni rozdil vlastnich frekvenci

Obr. 6.9: Absolutni odchylka w;n1, a w,.

Relativni rozdil vlastnich frekvenci

10

15

10

Obr. 6.10: Relativni odchylka winr, a wy,.
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7 ZAVER

V préci jsme tesili problematiku vzéjemné interakce tlakovych pulsaci a kmitani tru-
bice. Zjistili jsme, ze vzdalenosti mezi sousednimi w;yr, se pii vzajemné interakci
trubice a kapaliny vyrazné méni s rostoucim w, na rozdil od konstantnich vzdalenosti
sousednich w,, pri kmitani bez vzajemné interakce. Jelikoz jsou prubéhy tlaku a rych-
losti kapaliny piimo spojeny s hodnotami vlastnich frekvenci, tak muzeme konsta-

tovat, ze je vliv trubice na chovani kapaliny vyznamny.
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SEZNAM POUZITYCH SYMBOLU A ZKRATEK

symbol vyznam jednotka
W vlastni frekvence [rad - s71]
WINTn vlastn{ frekvence pii vzdjemné interakci [rad - s71]
Wyy N frekvence vynuceného kmitdni [rad - s71]

Ck rychlost zvuku v kapaliné [m - s 1]
cr rychlost zvuku v trubici [m - s71]
E modul pruznosti v tahu [Pal
Sk prufez kapaliny [m?]
Sr prufez trubice [m?]
Do faze amplitudy rychlosti kapaliny [rad]
©o pocétecni faze [rad)

Vamp amplituda rychlosti kapaliny [m - s 1]

1% objem kapaliny [m?]

x x-ova soufadnice [m]

n index vlastn{ frekvence [—]

m hmotnost [kg]

v rychlost kapaliny [m - s71]

P tlak v kapaliné [Pal

vrnr | rychlost v kapaliné pii interakci tubice a kapaliny | [m - s71]
DINT tlak kapaliny pii interakeci tubice a kapaliny [Pal

F sila v trubici [N]

A separacni konstanta -]

u posunuti trubice [m]
Fk sila od kapaliny [N]
Fr sila od trubice [N]

L délka trubice [m]

€ pomérné prodlouzeni trubice -]

p hustota kapaliny (kg - m™3]
oT hustota materidlu trubice kg - m™3]
VK rychlost kapaliny [m - s 1]
vr rychlost posunuti trubice [m - s 1]

o napéti v trubici [Pal
F setrvacna sila [N]

F, tlakova sila [N]

Fyyn externi sila pro vynuceni kmitani [N]

Fy velikost externi sily [N]
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