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ABSTRAKT

Ciel'om bakalarskej prace je vytvorenie vypoctového ndstroja pre analyzu deformacno-
napatovej odozvy mechanicky zatazenej valcovej momentovej Skrupiny. K tomuto
ucelu bol vyuzity program MATLAB R2021b a jeho virtualny nastroj App Designer.
Vytvoreny nastroj bude obsahovat’ zakladné grafické rozhranie pre jednoduchsie
zadavanie vstupnych parametrov rieSenej ulohy. V praci budu tiez porovnané vystupy
analytického modelu s numerickym rieSenim pouzivajucim metédu konecnych prvkov a
budu definované pripadné obmedzenia analytického modelu.

Klucové slova

Momentova tedria Skrupin, valcovd momentova Skrupina, deformacno-napitova
analyza, MATLAB R2021b, ANSYS Mechanical

ABSTRACT

The aim of the bachelor’s thesis is to create a computational tool for a stress-strain
analysis of the mechanically loaded cylindrical moment shell. MATLAB R2021b and
its virtual tool App Designer were used for this purpose. The created tool will contain a
basic graphical interface for easier entry of the input parameters of the solved task. The
thesis will also compare the outputs of the analytical model with the numerical solution
using the finite element method and will define possible limitations of the analytical
model.

Keywords

The moment theory of shells, cylindrical moment shell, stress-strain analysis, MATLAB
R2021b, ANSY'S Mechanical
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1 Uvod

Hlavnym cielom bakalarskej prace je navrhnit’ a vytvorit’ vypoctovy nastroj (aplikaciu)
pre rieSenie deformacno-napitovej analyzy mechanicky zataZenej momentovej
valcovej Skrupiny. Nastroj vyuziva analyticky pristup, ktory sa nasledne porovnava
s numerickym rieSenim zaloZenym na metoéde kone¢nych prvkov.

Na vytvorenie aplikacie je pouzity program MATLAB R2021b ana jeho interaktivne
grafické uzivatel'ské rozhranie je vyuzity vizualny nastroj App Designer. Numerické
rieSenie je realizované pomocou programu ANSYS Mechanical asluzi na ziskanie
pripadnych obmedzeni analytického modelu. Vypoctovy nastroj pre vytvorenie
analytického modelu vychadza zo znalosti pruznosti a pevnosti.

V prvej Casti sa praca venuje oboznameniu sa so $krupinou ako telesom a definuje
zakladné znalosti nutné pre porozumenie spravaniu sa takéhoto telesa pod
mechanickym zat'azenim. K tomuto ucelu st odvodené zakladné rovnice popisujice
napitost’ a deformaciu. Nasledne sa rozoberie momentova tedria Skrupin, ktora bude
vysvetlena na valcovej Skrupine. Analytické rieSenic bude obohatené aj o gulovu
Skrupinu. Praca bude sluzit' ako vyukova pomodcka pre Studentov bakalarskeho Studia
v predmete Pruznost’ a Pevnost’ II, vyu¢ovaného na Fakulte strojného inZinierstva Vv
Brne.

V zavere praci je vysvetleny princip vypoctového nastroja ako aj porovnanie vystupov
analytického a numerického modelu.
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2 Skrupiny, suc¢asny stav poznania

Ak sa pozrieme na mnoho inzinierskych konstrukcii, zistime, ze v nich ¢asto najdeme
Skrupiny. Tieto konstrukéné prvky maju dva vel'ké rozmery v porovnani s tretim a st
schopné niest’ zatazenie najmé prostrednictvom ohybovych a membranovych napiti v
rovine. [2]

V stavebnictve a architekture sa Casto vyskytuja Skrupinové konstrukcie, ako napriklad
strechy s velkym rozpétim, konStrukcie zadrziavajuce kvapaliny a vodné nadrze,
ochranné plaste jadrovych elektrarni a betonové obltkové kupoly. [1]

V oblasti strojarstva nachadzaji Skrupinové formy uplatnenie v potrubnych systémoch,
turbinovych diskoch a pri vyrobe tlakovych nadob.

Analyza Skrupin je ovel'a naro¢nejSia ako analyza tenkych dosiek, pretoze Skrupiny sa
musia vyrovnat’ s d’al§imi deforma¢nymi reZimami. Okrem ohybovej deformacie musia
rieSit’ aj membranovu a Smykovu deformaciu. NavysSe, Skrupiny Casto Celia zlozitym
podmienkam zat'azenia, ako je nerovnomerné rozlozenie tlaku alebo teploty, ktoré moézu
viest k eSte zlozitejSim deformacidm. Aj napriek tymto tazkostiam su Skrupiny
nevyhnutné v mnohych inzinierskych aplikaciach vdaka svojej vysokorychlostnej
pevnosti a schopnosti odolavat’ zatazeniu s relativne malym mnoZstvom pouzitého
materialu. Preto je dolezité porozumiet’ spravaniu sa Skrupin, aby sme mohli navrhnut a
analyzovat’ mnohé konstrukéné prvky. Vyskum Skrupin je preto stale velmi aktivny a
zaujimavy v oblasti inZinierskej mechaniky. [2, 3]

./ frames

Obrazok 1: Skrupiny v leteckych truktirach. Prevzaté z [19]

12
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— S — _, = — *‘\
Obrazok 2: Skrupiny v architektire. Prevzaté z [20]

2.1 VSeobecna teoria tenkych Skrupin

Skrupina predstavuje teleso, ktoré je vymedzené dvomi zakrivenymi plochami, kde
vzdialenost’ medzi jednotlivymi povrchmi je omnoho mensSia, ako ostatné rozmery v
telese. Body, ktoré leZia v rovnakej vzdialenosti od tychto dvoch zakrivenych ploch
uréuju takzvani strednicova plochu $krupiny a dizka tse¢ky medzi strednicovou
plochou a zakrivenou plochou sa nazyva hribka $krupiny h (Obrazok 3.) Hlavnym
parametrom Skrupiny je zakrivenie, pretoze sa nim riadi spravanie Skrupiny pri
posobeni vonkajsiecho mechanického zatazenia. [2, 4]

', strednicovd plocha

Obrazok 3: Skrupina. Prevzaté z [2]

Existuju dve kategorie Skrupin: hrubé a tenké. Toto rozdelenie je zavedené na zaklade
pozadovanej urovne rozliSiteI'nosti pri analytickom rieSeni, to znamend, aké hodnoty
liniovych zat'azeni a deformaénych charakteristik ide povazovat’ za nepodstatné. [2]

13
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S ohladom na inziniersku presnost mdze byt Skrupina povazovana za tenku, ak je
splnend podmienka:

max (ﬁ) < 1 (2.1)

Skrupiny, pre ktoré je tato nerovnost’ porusend, sa oznaduju ako hrubé. Pre velky podet
praktickych aplikacii sa hrabka Skrupiny nachadza prave v rozsahu tenkych Skrupin :
1 h 1
——<-<— (2.2)
1000 — r — 20
Uvedeny rozsah (2.2) je len priblizny a zavisi aj od d’alSich parametrov $krupin, ako
napriklad od charakteru okrajovych podmienok alebo plynulosti zmeny vonkajSicho
zataZenia na povrchu Skrupiny a podobne. [2]

2.2 Typy povrchov Skrupin

Klasifikacia povrchov Skrupin z hladiska mechaniky telies zahriiuje triedenie
Skrupinovych povrchov na zéklade ich geometrie a schopnosti rozvinutia do roviny bez
deformacie.

Klasifikacia zaloZena na geometrickom tvare povrchu $krupin:
Rotaény povrch:

Povrchy rota¢nej symetrie su vytvorené rotaciou rovinnych kriviek, ktoré sa nazyvaju
merididny, okolo osy roticie (osa roticie moze ale aj nemusi merididn pretinat),
(Obrazok 4.). Prikladmi takto vzniknutej rotacnej symetrie su valce, sférické alebo
eliptické kupoly, kuzele, hyperboloidy a toroidy. [2, 3, 5]

e

e

-

-
U

Obrazok 4: Valec a kuzel
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Pre okrahly valec a kuzelova plochu (Obrazok 4.) mdézeme vidiet, Ze meridian je
priamka. Tieto tvary predstavuju Skrupiny s nulovym Gaussovym zakrivenim. Pre
elipsoidy a paraboloidy st krivosti meridianu a druhej krivosti v rovnakych smeroch, to
znamena, ze su s kladnym Gaussovym zakrivenim (Obrazok 5. 1;2.). Pre hyperboloid st
tieto krivosti v opa¢nych smeroch, jedna sa o plochu so zapornym Gaussovym
zakrivenim (Obrazok 5. 3.). Pre toroid sa Gaussove zakrivenie meni z kladného na
zaporné, ako sa pohybujeme po povrchu (Obrazok 5 4.). [2, 6]

Obrazok 5: 1. elipsoid, 2. paraboloid, 3. hyperboloid, 4. toroid.
Prevzaté z [2]

Plochy translacie:

Plocha translacie sa vytvara pohybom roviny krivky pozdiz inej roviny krivky, kde obe
roviny st na seba kolmé. Tento pohyb vytvara novi plochu, ktora sa nazyva plocha
translacie. V priklade eliptického paraboloidu sa parabola prekladd na inu parabolu,
pri¢om obidve maji rovnaku orientdciu krivosti. Vysledna plocha mé kladné Gaussove
zakrivenie. [2, 6]

Klasifikacia zaloZena na zakriveni Skrupiny:
Jednoducho zakrivené Skrupiny:

Tieto Skrupiny maju nulové Gaussovo zakrivenie, ¢o znamend, ze ich zakrivenie je
jednorozmerné. Medzi priklady tychto Skrupin patria niektoré Skrupiny rotacie ako
valce a kuZele, Skrupiny translacie a tiez rovinné plochy s riadiacimi priamkami, ako

15
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napriklad valce a kuzele s kruhovym alebo nekruhovym prierezom. Tieto jednoducho
zakrivené Skrupiny maji aplikdcie v mnohych oblastiach vratane architektiry,
inzinierstva a prirodnych vied. [7]

Dvojito zakrivené Skrupiny s kladnym a zapornym Gaussovym zakrivenim:

Su plosné prvky, ktoré sa vyznacuju zakrivenim v dvoch dimenzidch kolmych na seba.
Ak je ich Gaussovo zakrivenie kladné, matematicky ich to priblizuje ku gulovému
tvaru. Medzi zéastupcov tohto typu Skrupin patri viacero foriem Skrupin rotacie, ako st
kruhové kupoly, elipsoidy ¢i paraboloidy. [2, 5]

Klasifikacia zaloZzena na geometrickej rozvinutel’nosti $krupin:

Rozvinutel'né plochy Skrupin s definované tak, Ze sa daju rozvinat’ do rovinného tvaru
bez toho, aby sa ich strednicova plocha prerusila alebo natiahla. VSetky jednoducho
zakrivené plochy spadaju do tejto kategorie.

Nerozvinutel'né plochy Skrupin sa nedaju rozvinut’ do rovinného tvaru bez toho, aby sa
deformovala alebo prerusila ich strednicova plocha. Do tejto skupiny sa radia dvojito
zakrivené plochy.

Z fyzikalneho hladiska vyZaduji nerozvinutelné povrchy viac vonkajSej energie na
deformdciu nez rozvinutel'né, teda energiu potrebnu pre prechod do rovinného tvaru. To
znamena, ze Skrupiny, ktoré sa nedaji rozvinat, si vSeobecne pevnejsie a stabilnejsie,
ako prislusné rozvinutel'né Skrupiny s rovnakymi rozmermi. Na druhej strane
rozvinutel'né Skrupiny majt svoje vyhody, ked’Ze su technologicky efektivnejsie. [2, 5]

2.3 Zakladna formulacia

RieSenie zékladnej Ulohy pruznosti je urcit deformaciu a napdtost’ telesa, ktoré je
definované geometriou, materidlom a mechanickym zataZenim, pripadne vizbami. To
znamend, prist’ na rieSenie 15 neznamych parametrov (3 zlozky vektoru posuvu, 6
zloziek tenzoru pretvorenia, 6 zloziek tenzoru napétia). [8]

Ktomu, vSak potrebujeme znalost' zékladnych pojmov a vztahov, ktorym sa tato
podkapitola venuje.

2.3.1 Napitost’

V elementdrnom okoli bodu A, ktory je bodom telesa, pdsobi vektor obecného napitia f
na ploche dS snormalou é,. Obecné napitie v 'ubovolnom reze vedenom bodom

16
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A mozeme urcit’ na zaklade znalosti hodnot obecnych napiti v troch vzajomne na seba
kolmych rezoch (vedenim bodom A). Zavedieme, ze osy kartézského suradnicového
systému x, y a z st priesecnice tychto rezov. [8-10]

S
Nasledne mozeme obecné napitie f rozlozit’ do jednotlivych osi pomocou normalového
napéitia o a Smykového napitia oznacovaného t:

fx = Oul + Tyyj + TXZE (2.3)

-

f) =Tyl +0,] + 1,k (2.4)

-

L .. 25
fz = Taxl + Tk + 0,k (2:5)

Napitost’ v bode A je mnozina obecnych napiti f, ktoré pdsobia vo vsetkych rezoch,
ktoré bodom A prechadzaju. [8]

Veta o0 zdruZenych Smykovych napitiach:

Smykové napitia su rovnako velké, pokial posobia v rovinach (rezoch), ktoré st na
seba vzajomne kolmé. Ich orientacia je smerom ku priese¢niku tychto rovin alebo od
neho. [8]

Tay = Tyxs  Taz = Taxs  Tyz = Tzy (2.6)
Napitost’ v bode A je Gplne uréend tenzorom napitia:
p jeup p
Ox Txy Txz
T, =|Txy Oy Tyz 2.7
Txz Tyz Oy

Tenzor (2.7) je symetricky, druhého radu so Siestimi nezavislymi zlozkami.

Napitost’ telesa je mnozina napdtosti vo vSetkych jeho bodoch. Pokial’ je tenzor
napitosti vo vSetkych bodoch rovnaky, hovorime o homogénnej napitosti telesa. Ak sa
tenzory napdtosti v réznych bodoch liSia, napdtost’ je nehomogénna (mdze byt po
Castiach homogénna). [8, 9]

2.3.2 Rovnice rovnovahy

Ststava rovnic rovnovahy popisuje podmienky na dosiahnutie statickej rovnovahy v
kazdej elementarnej Casti telesa v konkrétnom bode. Na takyto bod moze posobit
povrchové zatazenie (Obrazok 6. reprezentujuce o a 7) a objemové zatazenie posobiace
Vv tazisku (tiazové, elektromagnetické) znacené O. [8, 9]
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a, + *g—:z—dz
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XZ 9z YZ 2z
/ T,
192 xz Yyztay Y
7, : (72 23 dx
Xy v, 20y
e ar, | Ldy+3, Oy
'y T L y
! ] XY 9x Tyy|
| 1 T =
v G+ %8 xy* oy Y
Tyz B _x 3 8y
I e i o e ] R =
f" o ryz'_“‘// Xz
>

Obrazok 6: Elementarna Cast’ telesa pod zatazenim. Prevzaté
z [11]

Odvodenie rovnice rovnovahy v 0Sy x:

-0, dydz + (ax + % dx) dydz — Ty, dxdz +
0Ty

(Txy + ayy dy) dxdz — 1., dxdy + (sz +
% dz) dxdy + 0, dxdydz =0

Nésledne po matematickej Giprave dostaneme rovnicu rovnovahy v smere 0sy x:

do, N 0Tyy N 0Ty,
d0x dy dz

+0,=0

Rovnakym sposobom sa vyjadria rovnice aj v ostatnym osiach:

0Ty, 0d0y, 0Ty,
ox + oy 0z +0y =0
ot Jt do.

xz vz z +0,=0

0x dy 0z

2.3.3 Geometrické vzt’ahy

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Geometrické rovnice vyjadruju vztah medzi deformaénymi posuvmi a pretvoreniami.
Teda popisuju vizbu medzi vektorovymi zlozkami deforma¢ného posuvu a zlozkami

tenzoru pretvorenia telesa. [8, 11]

Ked’ na teleso pdsobime mechanickym zat'azenim a celé teleso sa nepohybuje, takmer
vSetky jeho body sa posuvaji. Niektoré body moézu ostat’ v pokoji kvoli pdsobeniu
vonkajsich vizieb, alebo mézu byt sucastou osy symetrie. Premiestnenie jedného
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takého bodu je definované ako deformacny posuv a mnozina vSetkych deformacnych
posuvov bodov sa nazyva deformacia telesa ako celku. [8, 10]

u=(uvw) (2.12)

Vrovnici (2.12) u, va w predstavuju saradnice deforma¢ného posuvu (vektor
deformacného posuvu).

V pripade bez porusenia sudrznosti telesa ako celku, deformacné posuvy su spojité. To
znamena, ze vSetky body v telese sa premiestiiuju plynulo a bez prerusenia, a tym sa
vytvara spojity proces deformaénych posunov. [8]

Na Obrazku 7. mozeme vidiet deformaciu elementdrneho prvku, pre nazorné
zobrazenie problematiky uvazujme elementarny prvok ako Stvorec.

Yy
ov .
v+ @dy dy '¥

dy

dx’ x

dx

Jrc’)ud
ut o dx

Obrazok 7: Deformacia nazorného elementarneho prvku.
Namet z prednasok Pruznost’ a Pevnost’ II (Fakulta strojného
inZinierstva v Brne)

Pomerné dizkové pretvorenia su jednou z foriem pretvorenia, ktoré sa pouZivajii na
vyjadrenie zmeny diZky materialu vzhl’'adom na jeho povodnu dizku. Su definované ako
rozdiel kone¢ného a pociato¢ného pretvorenia, podeleny pociato¢nym pretvorenim.
Odvodenie dizkové pretvorenia v smere osy x (Obrazok 7.). [8, 10]:

. Jdu
:dx—dx:dx+u+%dx—u—dx:a_u (2.13)
dx dx 0x

Ex

Podobnym spdsobom vyjadrime diZkové pretvorenia aj v ostatnym osiach:

= v 2.14
ow

= — 2.15

& == (215)
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Uhlové pretvorenie je v tenzoru kladné, ked’ sa meni pravy uhol na ostry a zdporné, ked’
sa meni na tupy. Odvodenie uhloveho pretvorenia yy,,:

ox %X (2.16)

V rovnici (2.16) vyuzivame znalost,, Ze sa jedna o malé deformacie (mala hodnota uhlu
¥x)-

dv ov dv
== 0x —dx =
_ 0x d0x d0x
Yx = U = B = Em (2.17)
dx+u+adx—u (1+W)dx 1+W
Clen Z—Z je omnoho mensi ako 1, preto ho zanedbavame.
ov
= — 2.18
yx ax ( )
Podobnym sp6sobom vyjadrime aj uhol y,:
_ou (2.19)
Vysledny skos ¥, je potom definovany ako:
=Y+ Vy = ov + ou (2.20)
Vzt'ahy pre zvy$né uhlové pretvorenia:
du Jdw
_ou ow 2.21
V.X'Z aZ + ax ( )
_0v N ow (2.22)
vz =75, dy '
Vyssie uvedené pretvorenia tvoria vysledny tenzor pretvorenia:
Yxy  Vxz
72
_ Vxy Vyz
Tg = 7 Sy 7 (223)
Yxz V.
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2.3.4 Konstitutivne vzt’ahy

Konstitutivne vztahy st matematické rovnice alebo vztahy, ktoré opisuju vztah medzi
tenzorom pretvorenia (2.23) a tenzorom napétosti (2.7) v materiali alebo Struktare, a
tym urcuji jej mechanické vlastnosti. Tento vztah medzi pretvorenim a napdtim je
urceny pre kazdy material experimentalne. [8]

Hookov zakon pre jednoosovu napitost’:

Hookov zakon moéze byt pouzity na opis linearne elastického spravania materialov, ¢o
znamena, ze material sa deformuje linearne vzhladom na napitie a to az do urcitého
limitu, ktory sa nazyva limit elastickej deformacie. Tento limit je charakteristicky pre
kazdy material a je dolezitym parametrom pri analyze pevnosti a deformacii materidlov.

[10]

Pre jednoosovu napitost’ si ho mozeme definovat’ na skuske materidlu tahom, resp.
tlakom. Na material posobi napétie len v jednej osi, napriklad v osi x, ostatné zlozky
tenzoru napétosti su nulové.

o, =E & (2.24)

V pripade jednoosej napitosti, vSak nedochédza ku jednoosovému stavu deformacie. Pri
skuske tahom v ostatnych osiach sice nepdsobia napétia, ale pretvorenia tam budu, tieto
pretvorenia ziskame pomocou Poissonovho zakona:

Ox

y =& = —UEx = —U— (2.25)

€ E

Kde p je Poissonova konstanta, ktora popisuje vlastnosti deformacie materialu v
mechanike pevnych latok. lde o pomer relativnych zmien rozmerov materidlu v

dosledku napétia vo smeroch kolmych na pdsobiace napdtie, uruje sa experimentalne.

[8-10]
Obecny Hookov zakon pre trojosovu napitost’:

Obecny Hookov zdkon ide odvodit’ na zéklade superpozicie troch jednoosovych
napitosti. Pre toto odvodenie materidl musi byt homogénny, izotropny a linedrne
elasticky. Princip superpozicie je znazorneny pomocou elementarnej kocky (Obrazok
8.), kde vysledné pretvorenie je dané suctom jednoosovych pretvoreni [8, 9]:

e=e t+e +e, (2.26)
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Q
S

Lx ——)-. — + o &+

Obrazok 8: Princip superpozicie pre trojosova napétost’.
Néamet z prednasok Pruznost’” a Pevnost’ II (Fakulta strojného
inZinierstva v Brne)

Vzt'ah pre celkové pretvorenie v ose x bude dany ako sucet jednoosovych pretvoreni
Vv 0se x podl'a vztahov (2.24;2.25):

Oy ay oy

=g THp THE (2.27)

Jedna sa o hlavny sdradnicovy systém, napitia oy, 0, a o, su hlavné napatia.
Pretvorenie ¢, bude po Uprave:

& = %[O‘x —u(oy + 0,)] (2.28)

Rovnakym spdsobom vyjadrime pretvorenia v ostatnym osiach:

1

&y = = [0y —u(ox + ;)] (2.29)
1
&z = E [O-Z - ,U(O'x + UY)] (2.30)

Pre obecny sturadnicovy systém sa doplnia vztahy pre uhlové pretvorenia, kde plati:

Vay = - (2.31)
Tyz
=2 2.32
T
Yoz = % (2.33)

Kde G je modul pruznosti v Smyku, ktory vyjadruje zavislost medzi materialovymi
parametrami obecného Hookovho zékona:
E

“=2a

(2.34)
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Pomocou Laméovej konStanty a prvého invariantu tenzoru pretvorenia mézeme obecny
Hookov zakon v inverznej podobe vyjadrit’ ako:

oy = 2Ge, + Ae (2.35)
g, =2Ge, + e (2.36)
0, =2Ge, + e (2.37)

Kde A predstavuje Laméovu konStantu:
p uE
T (@-2w+

(2.38)
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3 Momentova tedria Skrupin

Momentova tedria Skrupin je jednou z teorii, ktoré sa zaoberaju spravanim Skrupiny pod
vplyvom vonkajSiecho mechanického zatazenia. Této tedria vznikla ako vylepSenie a
roz$irenie klasickej teérie membranovych skrupin.

Membranova teoria poskytuje vysoku presnost’ analyzy pre bezne sa vyskytujuce
zatazovacie podmienky. AvSak v oblastiach, kde st deflexie, vychylenie materialu z
jeho pdvodnej polohy pod vplyvom vonkajSich zatazovacich sil, obmedzené alebo kde
dochadza ku zmene geometrie, napriklad pri spojeni valcovej a gulovej Skrupiny,
membranova tedria nestaci na zabezpecenie zachovania deflexie a kompatibility rotacie
Skrupin. V tychto miestach vznikaju nespojité¢ sily a momenty, ktoré vyvolavaju
ohybové a Smykové napétia v Skrupine. V dosledku malych hrabok $krupiny mozu aj
malé ohybové momenty sposobit’ vysoké napétia v Skrupine. [2, 3]

Momentova tedria umoznuje riesit vysSie uvedené problémy, ale jej matematicky
model je velmi zlozity a umoziuje analytické rieSenie len pre niektoré konkrétne
pripady. Pri analyze tenkych Skrupin sa najcastejSie pouzivaji numerické metody, kde
sa uplatiuje najmi metdda konecnych prvkov. Tieto metdody umoznuju riesit’ zlozité
geometrie a zatazovacie podmienky, ktoré by bolo tazké alebo nemozné analyticky
riesit’. [2]

Z tohto dovodu tato teéria bude vysvetlena na geometricky rotatnom valci.

3.1 Valcova momentova Skrupina

Takato momentova Skrupina je tenkostenné teleso, ktoré¢ho strednicova plocha je
rotaéne symetricky valec. Pod tenkostennym telesom rozumieme, Ze hrubka tohto telesa
je omnoho mensia, ako jeho velkost’ (polomer). Skrupina musi byt podla vietkych
svojich osi rotatne symetrickd, vkazdom smere rotacnej symetrie ma rovnakeé
vlastnosti.[8]

p—

Obrazok 9: Geometricky rotatna momentova $krupina
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Pre tenkostennii momentovu Skrupinu (Obrazku 9.) plati nerovnost’ (2.2).

Typickym saradnicovym systémom, ktory sa pouziva U geometricky valcovej
momentovej Skrupiny, je valcovy stradnicovy systém (z,7,¢@). Osa z je stotoznena
S 0sou rotacie telesa. [2, 3, 8]

3.1.1 Elementarny prvok momentovej Skrupiny

Typicky elementarny prvok je vysek z valcovej medzikruhovej oblasti. Vznikne dvomi
meridianovymi a dvomi rovnobezkovymi rezmi (Obrazok 10;11.). Obidva tieto rezy su
na seba vzajomne kolmé. Polomer r sa viaze k strednicovej ploche. [8]

s . adialni fe:
rovnobezkové rezy roqigim res

merididnové rezy

~

—ape
Sts
L/\\\ “m ) merididnovy Fez
t

Obrizok 10: Rezy vedené cez skrupinu Obrazok 11: Elementarny prvok. Prevzaté z [8]

3.1.2 Deformacia elementarneho prvku

K deformadcii elementarneho prvku momentovej Skrupiny (Obrazok 13. ) dochadza po
mechanickom zat'azeni (Obrazok 12.). Pri mechanickom zatazeni plati Kirchhoffova
teoria, ktora predpoklada malé deformacie v porovnani ku hrabke Skrupiny. [8]
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z|
Ng
I T N
i rd
TN d s
| 1 < meridian
dz , rz - -
| Fz — |
’ - M1
M1 -
| Fr a“:
L -~ t
B X .
Jﬁ:;/ Trz o2
rd¥ e
- M
Nz z

Obrazok 12: Mechanické zat'azenie
elementarneho prvku. Prevzaté z [8]

Pdsobenim liniovej sily v smere 0sy z sa elementarny prvok natiahne, bod R, leziaci na
strednicovej ploche, sa posunie do novej hodnoty R". V dosledku posobenia radialneho
tlaku na vnitorni hranu $krupiny, dochadza k posuvu bodu R™ v smere osy r do bodu
R". Zatazenie momentovej $krupiny momentom 7, spdsobi vyhnutie skrupiny, bod Q~
sa presunie do polohy Q. Bod na strednicovej ploche sa posuva na jednej linii
(Obrazok 13.).

Uhol 9 predstavuje natoCenie strednicovej plochy, wy vyjadruje posuv bodu na
strednicovej ploche R v ose z, wy, je posuv bodu Q leziaceho na hrane Skrupiny v 0se z
a jeho hodnotu ziskame po dosadeni do vzorca:

Wo, = —x'0 (3.2)
du
9 = — 3.2
= 3.2
,"" UR u r :

] '
|
|
zdeformovany * LL_,.]

meridian

nevbraini
plocha

Obriazok 13: Deformacia elementarneho prvku.
Prevzaté z [8]
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Uhlové pretvorenia y,;, ¥+ su nulové v dosledku rotacnej symetrie, uhlové pretvorenie
V. je taktiez nulové, pretoZze u tenkostennych telies zanedbavame borenie radidlnych
rezov. Jedinymi nenulovymi pretvoreniami su &, &, a &,, ¢im sa stavaju hlavnymi
pretvoreniami. Deformacia v bode momentovej Skrupiny je teda trojosa. [3, 8]

Tenzor pretvorenia momentovej Skrupiny:

& 0 0
TE = 0 SZ 0 (33)
0 0 &

U geometricky valcovej momentovej Skrupiny st dva nezavislé posuvy. Radialny posuv
u, predstavujuci roztiahnutie $krupiny a z — osovy posuv w. Skrupina sa da riesit’ pre
obidva druhy posuvov. Jedinou nezavislou premenou je z (vyjadruje dizku momentovej
Skrupiny), polomerom r je urena strednicova plocha. [8]

3.1.3 UvoPnenie elementiarneho prvku

Uvolnenie je myslienkovy proces, kedy nahradzame silové posobenie, popripade
posobenie mechanickych vézieb silami a momentmi, aby bola zachovana mechanika
prvku ako celku. [12]

N z
do
dz
n,+dn, o R
t,, + dt,,
- - -
m, + dm .’
. Z ) z ” -
[ ] w
.
[ ] - -
-
— »”
m;, -
t A ' @

! I,
_}‘—\\ 1 *f =
Mg P Jt:

~ - ﬁt
EZ."
m,
n,

Obrazok 14: Uvolnenie elementarneho prvku
momentovej Skrupiny. Namet z prednaSok Pruznost’
a Pevnost’ II (Fakulta strojného inzinierstva v Brne)
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Na Obrazku 14. je naznaCené uvolnenie elementarneho prvku pomocou 3D modelu.
Vsetky sily a momenty vyskytujuce sa na Obrazku 14. su liniové a su vztiahnuté na
jednotku dizky strednice z, osovy tlak p, predstavuje silu, ktora vznika napriklad
posobenim pradenia velmi hustej kvapaliny vnatri momentovej Skrupiny, v praxi sa
moc Casto nevyskytuje.

Takyto elementarny prvok musi byt’ v statickej rovnovéahe, na zdklade coho dostaneme
rovnice rovnovahy. Obrazok 15. znazorfuje napidtovi odozvu na vysSie uvedeny
uvol'neny elementérny prvok.

¥

Obrazok 15: Napitova odozva pdsobiacich sil
a momentov. Prevzaté [8]

0,, 0, predstavuji hlavné napitia a po celej vyske rezu st rozloZené linearne. Radidlne
napdtie g, je vel'mi malé, preto sa zanedbava. Napidtost momentovej Skrupiny je
dvojosova. [8]

Tenzor napétosti momentovej Skrupiny:

o 0 O
T, =10 o, O (3.4)
0O 0 O

3.2 Vizby a charakteristika zat’aZenia momentovej Skrupiny

Zakladnou charakteristikou momentovej Skrupiny je rotacna symetria, ako bolo uvedené
v kapitole 2.2. To znamena, ze ak na skrupinu posobi radidlny tlak, tak potom pdsobi na
celom vnutornom povrchu tejto Skrupiny.
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Radialny tlak patri medzi charakteristické silové zatazenie, jedna sa teda o plosné
zatazenie pdsobiace na strednicova plochu, vratane z — osového tlaku, ten sa vSak
zanedbava, ako bolo uvedené vyssie v kapitole 3.1.3. Dalsim charakteristickym silovym

v ’ . [ s ’ . rd roe ’ — ;. , Ie .
zatazenim je radidlna liniova sila t,, liniovy moment 71, aliniova osova sila 7,
posobiace na strednicovt plochu (Obrazok 16.). [8]

Medzi deformacné zat'azenia momentovej Skrupiny chapeme predpisané (dané) osové
alebo radidlne posuvy, popripade uhly natoCenia strednicovej plochy. Je nutné tieto
deformacné zat'azenia zohl'adnit’ pri navrhu a naslednej analyze Skrupiny. [2, 3]

posuvna vizba

obecna vidzba

« i )

.y

~

-

pevna vizba
(votknutie)

L T

zt

Obrazok 16: Zatazenie momentovej Skrupiny
a vizby. Namet z prednasok Pruznost' a Pevnost' II
(Fakulta strojného inzinierstva v Brne)

Ak je pouzita vdzba, musi byt aplikovana po celom obvode danej momentovej Skrupiny
v dosledku rota¢nej symetrie (Obrazok 16.). Mozné typy vézieb, ktoré sa pouzivaji su:

Obecna vdzba — mdzeme si ju predstavit’ ako 2D podporu, ktorti orotujeme okolo
Skrupiny. Je typickd malym stykovym miestom so Skrupinou
(bodom). Obmedzuje pohyb Skrupiny v smere normaly v mieste
styku. [12]
Pevna vizba — votknutie, je charakterizovand vysokou pevnostou a minimalnou
flexibilitou, ziadnou pohyblivostou medzi Skrupinou a spojenym
prvkom. [12]
Posuvna vézba — umoziuje relativny pohyb medzi spojenymi prvkami v jednom
smere, zatial’ ¢o zabranuje pohybu v inych smeroch. [12]
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4 RieSenie deformacne napiat'ovej odozvy momentovej
Skrupiny

V tejto kapitole si rozoberieme analyzu deformacne napitovej odozvy na mechanické
zat'azenie momentovej Skrupiny. Tato analyza sa oznacuje ako priama uloha pruznosti
a predstavuje urCenie deformacie anapétosti momentovej Skrupiny so znadmou
geometriou, materidlom, zatazenim a vizbami ku okoliu.

Na zéklade matematickej formulacie st dva pristupy k rieSeniu priamej tlohy, ato
diferencidlny a varia¢ny. Diferencialny pristup, tiez nazyvany aj analyticky, spociva
V zostrojeni a rieSeni diferencidlnej rovnice popisujucej chovanie momentovej Skrupiny
pod zatazenim. Variaény pristup rieSenia problému je hladanie stavu, v ktorom
dosahuje energia analyzovaného telesa extrémne alebo stacionarne hodnoty. [2—4]

4.1 Analytické rieSenie priamej ulohy
4.1.1 Valcova momentova Skrupina

Existuje moznost’ analytického rieSenia v uzavretom tvare v zavislosti od typu plosného
zat'azenia. Tento pristup sa povazuje za najjednoduchsi pripad momentovej teorie, ktory
nam poskytuje zakladntl predstavu o rieSeni problémov tykajucich sa momentove;j teorie
Skrupin. Tato podkapitola vyuziva znalosti zo skript Pruznost’ a Pevnost’ II. [8]

Aby uloha pruznosti momentovej Skrupiny bola rieSitelnd, musi platit, Ze pouzity
materidl je Hookovsky. Takyto material musi byt

e Homogénny — je material, v ktorom su vlastnosti a zloZenie rovnaké vo vetkych
jeho castiach. To znamend, ze vlastnosti ako hustota, pevnost,
pruznost, tepelnd vodivost, elektricka vodivost’ apodobne, st
konzistentné a nemenné v celej Struktiire materialu. [10]

e Izotropny — je material, ktory ma rovnaké fyzikalne vlastnosti vo vSetkych smeroch.

Jeho mechanické, tepelné, elektrické, optické a d’alSie vlastnosti su
konzistentné a nemenné vo vSetkych smeroch. [10]

e Elasticky (linearne pruzny) — deformacia linearne pruzného materialu je priamo
umernd aplikovanej sile, priom tdto umernost je
nazyvand pruznost materidlu. Po odstraneni sily sa
tento material vrati do svojej pdvodnej tvarovej a
rozmerove] podoby bez trvalych zmien. Inymi
slovami, linedrne pruzny materidl sa sprava
predvidatel'ne a konzistentne v ramci svojej elastickej
oblasti. [10]
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Rovnice rovnovahy:

Na zaklade uvolneného elementarneho prvku v kapitole 3.1.3 (Obrazok 14.), sme
schopni zostrojit’ rovnice rovnovahy. Rovnica rovnovahy znamena sucet vsetkych sil
poOsobiacich v jednej ose rovny nule.

Prvli rovnicu rovnovahy zostrojime pomocou 0sy z. Sily poOsobiace v tejto ose su
liniové a kvoli transformacii na obecné sily ich musime vynasobit dizkou linie, na
ktorej pdsobia rdg. V ose z pdsobi aj tlak p,, ktory musime previezt na silu
vynasobenim plochy, na ktorej posobi, r dg dz.

—n,(rde) + (n, + dn,)(rde) + p,(rdpdz) =0 (4.1)

Nasledne po matematickej uprave dostaneme prvu vyslednu rovnicu rovnovahy:

dn, B
ay TP-=0 (4.2)

Druhd rovnica rovnovéhy je vsmere radialnej osy r. Postvacie sily &, opét
vynasobime dizkou linie, r de. Radialny tlak p, prevedieme na silu rovnako ako aj
V prvej rovnice rovnovahy tlak p,. Liniovi silu 7, rozdelime do dvoch os a vynasobime
dizkou linie dz.

_tzr (T‘ d(p) + (tzr + gtzr)(r d(p) + Pr (T d(p dZ)
~2n, 7(pdz =0 (43)

Druhé rovnica rovnovéahy po upravach ma findlny tvar:

dt,, n;
iy =0 4.4
7 + p, (4.4)

Tretiu rovnicu rovnovahy ziskame ako sucet jednotlivych momentov v tangencialnom
smere. Moment 71, je liniovy, preto ho vynasobime dizkou linie  d¢. Posavajuca sila
t,. vytvori tieZ moment pdsobiaci v tangencidlnom smere, preto ju vynasobime
ramenom dz a dizkou linie r de.

m,(rde) — (m, + dm,)(rde) + t,.dz(rdp) =0 (4.5)

Po matematickej iprave ma tretia rovni