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Abstrakt

Tato prace se zabyva analyzou Rosslerova dynamického systému, specidlné diskuzi stability
a typu singularnich boda. Teoretické vypocty doprovazi i vizualiza¢ni ¢ast ilustrujici pojmy
bifurkace a chaotické chovéni. Posledni ¢ést této prace je vénovana stabilizaci chaotického
Rosslerova dynamického systému pomoci zpétné-vazebniho fizeni.

Summary

In this bachelor thesis, there is analysed Rossler dynamical system, especially stability and type
of its fixed points. Theoretical calculations are supported with visualizations illustrating notions
of bifurcation and chaotic behaviour. In the last part, stabilization of chaotic Rossler dynamic
system by delayed feedback control is discussed.
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1 Uvod

Rossleriiv dynamicky systém je tvofen soustavou tii obycejnych diferencidlnich rovnic, z nichz
jedna je nelinearni. Tento systém byl piedstaven roku 1976 Ottou Rosslerem, ¢imz navazal
na predchozi studie chaosu (napt. znamy Lorenztiv model).

Systém byl prezentovan jako nejjednodussi chaoticky systém a tim dodnes je. Splnuje totiz
minimalisticky podminky pro vznik chaotického chovani. Prvni podminka je, Ze rovnice
popisujici systém musi byt minimaln¢ tii, protoze nedokdZzeme vytvofit chaos
ve dvourozmérném prostoru. Druha podminka je, ze systém musi obsahovat aspon jeden
nelinearni ¢len a nas systém obsahuje pravé jeden. Pak pro urcité volby vstupnich parametri
skute¢né vznika chaotické chovani.

Chaos lze popsat tak, Ze pfi malé zméné parametri miize vzniknout neptedvidatelnd zména
Vv trajektorii systému, tedy nedokdzeme ani ptiblizn€ odhadnout, jak bude systém reagovat. Toto
téma se v prabéhu let pokouseli odbornici popularizovat a uvedli jednoduché ptiklady
vysvétlujici, co chaos znamena. Znamy je napiiklad efekt motylich kiidel, kdy jen prosté
mavnuti kiidly motyla (vstupni parametr) mize vychylit systém natolik, Zze na druhé stran¢
svéta zpusobi hurikan. Dalsi popularni priklad se tyka cestovani casem, kdy mald zména, kterou
vV minulosti udélame, mtze vyvolat velké zmény v soucasnosti. V dnes$ni dobé nachazi chaos
Siroké uplatnéni ve fyzice, chemii, teorii Sifrovani apod.

V prvni kapitole se zabyvame zavedenim pojmi a vztahi, které vyuzijeme v pritbéhu prace.
Dalsi ¢ast této prace se zabyva singuldrnimi body, jejich stabilitou a typem. V nésledujici
kapitole je Rosslerdv systém graficky interpretovan a jsou zde nazorné ilustrovany pojmy
bifurkace a chaosu. Obsahem dalsi kapitoly je problém stabilizace nestabilnich singularnich
bodi v chaotickém systému pomoci zpétné-vazebniho tizeni. V posledni ¢asti kratce shrneme
vysledky prace.
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2 Pripravna Cast

2.1 Dynamicky systém

Pro pochopeni vyznamu dynamického systému nejdiive vysvétlime pojem stavovy prostor, coz
je prostor, jehoZ soufadnice reprezentuji jednotlivé fyzikalni veli¢iny napt. polohu, rychlost,
teplotu, tlak a podobné.

Dynamicky systém popisuje dynamické chovani soustavy probihajici v ¢ase pomoci
matematického modelu, ktery vytvari pravidla pro pohyb trajektorii ve stavovém prostoru
Vv zavislosti na dané veli¢iné. Nejcastéji se jako tato veliCina vyuziva Cas a tak tomu bude
i v tomto piipad¢, z toho divodu budu tuto veli¢inu v nasledujicich textech oznacovat jiz pouze
jako cas.

Z hlediska matematického popisu jsou dynamické systémy reprezentovany soustavou
diferencialnich nebo diferen¢nich rovnic 1. fadu, neobsahujici explicitni zavislost na ¢asové
proménné. Tim je vyjadiena skutecnost, ze podminky déje se v ¢ase neméni.

2.2 Autonomni systém

Autonomni diferencialni systémy jsou nejvyznamnéj$im piipadem dynamickych systému. Lze
je zachytit ve tvaru:

Yy =f,

kde y = (y1, ¥2, ..., ¥n ) je stavovy vektor a f = (f1, f3, ..., fn,) je vektor pravych stran, kde
fir > R;Q c R

2.3 Singularni body

Singularni bod je konstantnim feSenim soustavy diferencialnich rovnic y' = f(y). Toto feSeni
ziskame feSenim soustavy rovnic 0 = f(y), kde 0 je nulovy vektor.

2.4 Jacobiho matice

Pro uréeni chovani trajektorii v okoli singularnich bodt pouzijeme Jacobiho matici:

2L 2% Ok

dy: 0y, Oyn
(0 0F 7 0f |
J=|oy, o0y, 9 Yn I
0fn O0fn 0&/
dy; dy, 0 yn

kterou vycislime v jednotlivych singularnich bodech. Z vlastnich Cisel této matice mizeme
zjistit typ €i stabilitu pfislusnych singularnich bodl. Vlastni ¢isla vypocteme jako koteny A
charakteristické rovnice matice J, tedy

det(J — AI) = 0,

kde matice I je jednotkova matice.
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2.5 Typy singularnich bodii

Singularni body délime na hyperbolické a nehyperbolické, coz jednoduse ur¢ime pomoci
vlastnich Cisel Jacobiho matice.

Pokud jsou vSechny realné ¢asti vlastnich ¢isel Jacobiho matice nenulové, jedna se o singularni
bod hyperbolicky, v opa¢né piipadé (pokud aspon jedno vlastni Cislo Jacobiho matice ma
nulovou redlnou ¢ast) mluvime o nehyperbolickém singularnim bodu.

Déle mtzeme hyperbolické singularni body rozdé¢lit na typy podle chovani trajektorii v okoli
téchto boda, a to opét s vyuzitim vlastnich ¢isel Jacobiho matice. Zamétime se zde na body
V tiirozmérném prostoru, protoZze i Rdssleriv systém je vyjadien tfemi diferencialnimi
rovnicemi.

e V prvni ¢asti uvedeme typy singularnich bodd, pro které jsou vlastni ¢isla Jacobiho
matice redlna
o Pro prvni typ jsou vSechna vlastni ¢isla zdpornd, nebo vSechna kladn4, tento typ
se nazyva uzel.
o U dalSiho typu existuje asponi jedno kladné a aspoii jedno zaporné vlastni ¢islo,
tento typ se nazyva sedlo.
e V druhé¢ ¢asti se budeme vénovat typu singuldrnich boda, které nemaji v§echna vlastni
¢isla Jacobiho matice redlnd, tedy mluvime o piipadu, kdy je jedno vlastni ¢islo realné
a zbyvajici dvé redlna ¢isla jsou imaginarné sdruzena.
o Typ, pro ktery ma realnou ¢ast imagindrnich ¢isel stejné znaménko jako redlné
vlastni ¢islo, se nazyva ohnisko.
o Posledni typ, ktery se pro hyperbolické body ve tiech rozmérech Klasifikuje, ma
U redlné ¢asti imagindrnich ¢isel opacné znaménko nez redlné vlastni ¢islo, tento
typ se nazyva sedlo-ohnisko.

stable node unstable node
W
saddle saddle

stable focus-node unstable focus-node

saddle-focus saddle-focus

Obrazek 2-1Typy singuldrnich bod( v tfirozmérném prostoru
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2.6 Stabilita

Definice Necht y* € R" je singularni bod soustavy diferencialnich rovnic y' = f(y).
Singularni bod y* nazveme stabilni, jestlize ke kazdému okoli ¢ bodu y* existuje okoli o4y € ¢
bodu y* takové, ze kazdé feSeni y(t) této rovnice, pro které plati y(0) € ¢, existuje pro
vSechna t > 0 a splituje y(t) € ¢ pro vSechna t > 0.
Pokud navic plati, ze

lim y(t) =y,
nazyvame singularni bod y* asymptoticky stabilnim. Neni-li y* stabilni, nazyvame ho
nestabilni.

Urcovani stability singuldrnich bodii u nelinedrnich systémia by bylo velmi naro¢né nebyt
lineariza¢ni véty, kterou Ize volné interpretovat takto:

Pokud méme hyperbolicky singularni bod, fazovy portrét daného systému v okoli tohoto
bodu je kvalitativné ekvivalentni s jeho linearizovanym portrétem. Linearizace
v nehyperbolickych bodech nedavd zadnou informaci o chovani nelinearnich systému
v okoli singuladrnich bodd, pouze v pfipadé, kdy existuje asponn jeden koten
charakteristické rovnice piislusné Jacobiho matice s kladnou realnou ¢asti, miizeme fict,
ze je bod nestabilni.

Z linearizacni véty nam vyplyva, ze pokud vSechna ¢isla Jacobiho matice maji zdpornou
realnou ¢ast, jedna se o asymptoticky stabilni singularni bod. Pokud existuje aspon jedno vlastni
¢islo s kladnou realnou ¢asti, jedna se o nestabilni singularni bod.

U konkrétnich typt bodl Vv tfirozmérném prostoru posuzujeme stabilitu nasledovné.

o Uzel
o Zafnéme s variantou, kdy jsou tato vlastni ¢isla kladna, v tomto ptipadé je uzel
nestabilni.
o Druha moznost je, ze jsou vSechna vlastni ¢isla zaporna, potom hovoiime o uzlu
stabilnim.
e Sedlo
o Typ singularniho bodu sedlo je vzdy nestabilni.
e Ohnisko

o Pokud jsou vsechny realné casti vlastnich ¢isel kladné, mtizeme hovofit
0 ohnisku nestabilnim.
o V piipadé, Ze jsou vSechny realné ¢asti vlastnich ¢isel naopak zaporné, ohnisko
je stabilni.
e Sedlo-ohnisko
o Typ singularniho bodu sedlo-ohnisko je vZdy nestabilni.

Nekdy se body déli na propad a zdroj, kdy zdrojem muZzeme oznacit nestabilni uzel nebo
nestabilni ohnisko a propadem pak nazyvame stabilni uzel nebo stabilni ohnisko.

2.7 Routh-Hurwitzovo kritérium

K urceni stability singularnich bodi nam pomuize i Ruth-Hurwitzovo kritérium, podle kterého
dokazeme posoudit, zda vSechny kotfeny daného polynomu maji zaporné realné casti. Pravidla
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aplikujeme na charakteristickou rovnici Jacobiho matice, abychom zjistili povahu vlastnich
Cisel této matice.

Prosetiujeme polynom S konstantnimi koeficienty
P(x) =x"+ a;x" 1+ -+ ay_1x + ay.
Nyni vytvofime Hurwitzovy matice, které vypadaji nasledovné:

Hy = (ay),

(a1
HZ_(as az)'

aa 1 0
H3 =4z dp; 4aq|,
as a, as

a, 1 0 -0
as a, a w0

H=| as a, as w0 prol =4,5,...,n.
\a21—1 dz1-2 Qdz1-3 - @

V maticich plati, ze a, = 0, jestlize k > [, kde [ zna¢i pocet fadkti matice. Vypocteme
determinanty vSech téchto matic. Pokud plati

detH; >0 prol=1,2..,n,

jsou vSechny kofeny polynomu zaporné nebo maji zaporné realné ¢asti.

2.8 Chaos a hifurkace

Chaos je vSeobecné vniman jako zmatek, projev neuspofadanosti ¢i absolutni ndhody. My
ovsem diky fyzikalnim védam vime, Ze nahody Se v pfirod¢ téméf nevyskytuji, protoze témef
vSe dnes dokazeme popsat matematickymi rovnicemi, jejichz vlastnosti je vSak tfeba
analyzovat.

V matematicky popsanych systémech lze chaos zavést korektné, jedna se vSak o matematicky
naro¢nou zalezitost, kterou uvadét nebudeme. Blizsi informace l1ze ziskat naptiklad v [11].

Z vypocetniho hlediska chaos nastava tehdy, kdyZ sledovany parametr dan¢ho systému (tzv.
bifurkacni parametr) dosdhne urcité kritické hodnoty. V obecném smyslu pojmem bifurkace
rozumime ty specidlni hodnoty sledovaného parametru, pii jejichz dosazeni dochézi
ke kvalitativnim zménam fazového portrétu.

2.9 Diferencialni rovnice se zpoZdénim

Objevuji se pii modelovani nejruznéjsich jevi, kde zalezi na hodnoté stavové proménné nejen
V soucasném, ale i predchazejicim Case. V této praci se tyto rovnice objevuji v problému
stabilizace Rosslerova systému pomoci zpétné-vazebniho fizeni. Z matematického hlediska Ize
popsat ptisluSny autonomni systém se zpozdénim popsat ve tvaru

13



y'(®) =f®,yt-0),

kde y = (¥1, ¥2, ..., Yn ) je stavovy vektor, f = (fy f2, ..., fn) je vektor pravych stran, kde
fi: AxQ - R; Q c R"a 7 je kladna realna konstanta.

Pojem singularniho bodu pro tento systém zavadime analogicky jako v ptipad¢ ptislusného
systému bez zpozdéni. Na podobném principu funguje i linearizacni véta. (Princip uziti bude
vysvétlen v kapitole 5.)

2.10 Eulerova metoda

Z dtivodu jednoduchosti pro vykresleni Rosslerova dynamického systému uzijeme dopiednou
Eulerovu metodu. Metodu aplikujeme na soustavu diferencialnich rovnic

y=f»
S pocate¢nimi podminkami, které si oznacime jako x¢. Pfislusna formule je tvaru:
Xpni1 =X, + hf(x,),n=0,1, ..,
kde x,, je pfiblizna hodnota feSeni y v ¢ase t = nh. Symbolem h znac¢ime délku kroku metody.

Na podobném principu funguje Eulerova metoda i pro zpozdéné autonomni systémy. Jistym
omezenim je, Ze volend délka kroku h musi respektovat velikost casového zpozdéni t (volime
h = i, kde m je pocet dilkt intervalu délky 7). V opacném piipadé bychom museli uzit
interpolace. Podrobnéji viz [1].
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3 Analyza Rosslerova dynamického systému

V této kapitole se budeme zabyvat analyzou Rdsslerova dynamického systému, ktery je popsan
soustavou nasledujicich diferencialnich rovnic:

X' = —-y—z,

y' = x+ay, 1)
z’=b+z(x—c).

3.1 Singularni body

Pro analyzu dynamického systému je dulezité nejprve urcit singularni body. Ty zjistime
polozenim derivaci rovno nule:

0= -y—2z
0= x+ay,
0=b+z(x—c).

Z prvni rovnice soustavy dokdzeme urcit

Z druhé rovnice zjistime, Ze
X =—-ay
a dosazenim X do rovnice tieti ziskame kvadratickou rovnici
0= ay?+cy+b.

Diky povaze kvadratické rovnice vime, Ze dostaneme dva singularni body, které jsou

c—Vc2—4ab —c+Vc2—4ab c—Vc2—4ab

Sl = ( 2 ) 2a ) 2a )a (2)
c+Vc2—4ab —c—Vc2—4ab c+Vc2—4ab
S2=( 2 ’ 2a ’ 2a ). C)

Existence téchto dvou bodil je ovSem podminéna vztahy mezi parametry a to nasledovné:

e Proc? < 4ab neexistuji singularni body.
e Proc? = 4ab body S1a S; splyvaji, tedy mame pravé jeden singularni bod.
e Proc? > 4ab existuji dva singularni body.

3.2 Typ a stabilita singularnich bodi

Pro urceni toku v okoli singuldrnich bodi (2), (3) dany systém linearizujeme, coZ znamena, Ze
potifebujeme urcit Jacobiho matici. Tu ziskdme vypoctem parcidlnich derivaci jednotlivych
funkci z ptivodniho systému rovnic (1). Za proménné X, Y, z (které se v Jacobiho matici objevi
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prave kviili nelinearité v systému) dosadime soutadnice toho singularniho bodu, jehoz stabilitu
prosetifujeme. Obecné tyto soufadnice oznacime jako x*, y*, z*. Jacobiho matice ma tedy tvar:

0 -1 -1
]=<1 a 0 >
z¥ 0 x'—c

Pro zjisténi stability singularnich bodt ur¢ime vlastni Cisla této matice, cehoz dosdhneme
sestavenim charakteristické rovnice det(J — AI) = 0, tedy:

| -1
det| 1 a-2 0 =
z* 0 x*—c—21
Tuto charakteristickou rovnici mizeme upravit:
Brc—x"—a)l®+(ax* —ac+z*+ 1)1+ (c—x*—az*) =0. (4)

Nyni za x* a z* dosadime soutfadnice bodii S1 nebo S a vyfesime tuto rovnici. P¥imé zjistovani
kofent této rovnice pii nevycisleni konstant je velmi slozité (1ze vyuZit napt. Cardanovy vzorce)
a komplikovanost vysledku znemozniuje dalsi analyzu. Stabilitu proto budeme fesit pomoci
Routh-Hurwitzova kritéria.

Nejdiive upozornéme na specificky ptiklad c? = 4ab, o kterém jiz z vypoctl vyse vime, Ze u
takovéhoto systému vznika pouze jeden singularni bod Sa u kterého je uréovani kofend
jednodussi.

3.2.1 Pripad jednoho singularniho bodu

Do rovnice (4) dosadime soutradnice bodu S:

c —C ¢
S =G5
Poté dostaneme nasledujici rovnici:
3 _t_ 2 4 (% _ £ 8=
Bt(c-t-a) 2+ (S-ac+=+1) a+(c-S-)=0.
Po upraveni na tvar

c

A3+(§—a) /12+(—E

+ot 1) 1=0
2 2a B
vidime, ze jednim z kotfenti rovnice bude A = 0, tedy se vzdy jedna o nehyperbolicky singularni
bod. Pokud plati podminka

a—%+ (%+a)2—%—4>0,

je bod nestabilni, jinak stabilitu bodu nedokazeme posoudit dle lineariza¢ni véty.

3.2.2 Routh-Hurwitzovo Kkritérium

Nyni se vratime KurCovani stability Routh-Hurwitzovym kritériem, nejdiive si vypiSeme
Hurtwitzovy matice pro nas ptipad:
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a 1 aa 1 0
Hy=(a;) H;= (a; az) H; = |a;3 %2 ap |
0 as

Pfed dosazenim naSich hodnot nejdiive upravime piislusné podminky na determinanty do tvaru
nerovnosti:

a, > 0,
a,a, — az > 0,
a,a,a; — az? > 0.
Tteti nerovnost mizeme upravit:
a,a, — az > 0 pro a; > 0,
aa, —az3 < 0 pro a; < 0.

Prvni nerovnost odpovida podminkam uvedenym vyse a druha si s nimi odporuje, z ¢ehoz
ziskame podminku az > 0.

Nyni tedy mame nasledujici podminky: a1, az jsou kladna reélna ¢isla a zaroven musi platit
a1 az - a3 > O

Po dosazeni nasich hodnot do téchto podminek ziskame nasledujici vztahy:

c—x"—a >0, (5)
c—x"—az" >0, (6)
(c—x"—a)(ax*—ac+z"+1)—(c—x"—az") > 0. @)
3.2.3Bod S
Nejdiive se zamétime na nerovnici (6), do které dosadime bod S»:
c+VeZ—4ab  c+ VcZ—4ab
c— > —a 2a >0

Po tprave ziskdme nerovnici:

V2 —4ab<O.

Tato podminka je nesplnéna v pfipade, kdy existuji singularni body, coz znamena, ze bod Sz je
nestabilni (kdykoliv existuje).

3.2.4 Bod S:
Nyni dosadime do (6) bod Si:




Tato podminka plati vzdy, pokud mame 2 singularni body a neplati pfi jednom singularnim
bodu.

Nyni bod S: dosadime do zbyvajicich dvou podminek (5), (7). Po tpravach dostaneme
podminky stability ve tvaru:

c+ VcZ—4ab—2a >0, (8)
ac(a—c)+2(a?bh—a+b) +aVc? — 4ab (a—§)>0. 9)

Stabilitu v pfipadé dvou nesplyvajicich singularnich bodi posoudime pro piipad, kdy a =
b = 0,2, coz jsou originalni hodnoty uvazované v ¢lanku [10]. Po dosazeni a upraveni
ziskame nasledujici podminky:

c—04++(c—04)(c+04) >0,

—50c? 4+ 10c + 4 + (10 — 25¢)+/(c — 0,4)(c + 0,4) > 0.
Prvni nerovnici dokazeme splnit pro ¢ > 0,4, ale druha nemé zadné reélné feSeni.

Miuzeme tedy fict, ze Rossleruv systém pii volbé parametri kdy a = b = 0,2 nema zadny
stabilni singularni bod pfi libovolném ¢ € (—o0; —0,4) U (0,4; ).
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4 Vizualizace Rosslerova dynamického systému

Soucasti této bakalarské prace je rovnéz graficka interpretace vysledkt Ve chvili, kdy jde
0 vykresleni feSeni, se nemtzeme spoléhat pouze na obecné hodnoty a, b, ¢, proto zvolime stalé
hodnoty za a a b a budeme ménit c. Pevné hodnoty zvolime a = 0,2 a b = 0,2. Podle podminky
pro ¢ musime zacit u hodnoty 0,4 a dale pak budeme parametr zvySovat.

K vykresleni grafii byla zvolena Eulerova metoda, ktera se snadno aplikuje a zaroven vyhovuje
na$i problematice. Z moznych pocate¢nich podminek byl vybran bod Py = (xo; Vo; Zo) =
(0,5; —2,93;0,101), protoze tento trajektoric vychazejici z tohoto bodu vcelku rychle
,konverguji* k vyslednému grafu a grafické vysledky jsou tak dobie Citelné.

Pro vykreslovani grafii jsem zvolila jak 3D model, tak i dvourozmérny pohled xy, ktery nam
mize ¢asto pomoc s predstavou, v jaké chvili vznika v naSem modelu bifurkace.

v v

bod. Mizeme v§imnout, ze trajektorie se vzdaluje od naseho singularniho bodu ve spirale, ktera

~r o

tvoti ttvar podobny paraboloidu.

’ —
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450 ——

50 B ——
400 e
350 P—
300 00 — —
250, ‘?7 R—
200 1501 I
150 —_—— .
i 200} — —
50 —_— —_—
vog > 250} jﬁ e — —

10 e ——————— -
i T -
w g f 360y 5 I 2 0 7 s 5 B 10
Obrdzek 4-1 Graf Résslerova systému c=0,4 3D Obrdzek 4-2 Graf Résslerova systému c=0,4 2D

vvvvv

Zvolime ¢ = 2. Zde jiz miZeme vidét, Ze ptisluSné trajektorie Rdsslerova systému mayji tvar
uzaviené smycky. Trajektorie obiha pravidelné po smycce.

Obradzek 4-3 Graf Résslerova systému c=2 3D Obradzek 4-4 Graf Résslerova systému c=2 2D

Pfi zvySovani parametru ¢ se dostaneme K hodnoté 2,7, kdy se nam ze smycky stane dvojita
smycka, tento stav nazyvame, Ze nastala prvni bifurkace. Na§ graf je vykresleny pro ¢ = 2,8,
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kdy uz je dvojitd smycka znatelnéji viditelna. Trajektorie pravidelné stifida prvni a druhou
smycku.

Obradzek 4-5 Graf Résslerova systému c=2,8 3D Obrdzek 4-6 Graf Résslerova systému c=2,8 2D

Pti hodnoté piiblizné ¢ = 3,7, se smycka opét zdvojndsobi, nastane druhd bifurkace.
Vykresleny graf je pro hodnotu ¢ = 4. Trajektorie stale pravideln¢ stfida vzniklé smycky.

E ®
2 T T T T T T
o —

T —
e
o~

~—

Obradzek 4-7 Graf Résslerova systému c=4 3D Obradzek 4-8 Graf Résslerova systému c=4 2D

Po hodnoté¢ asi 4,3 graf neustale znasobuje svou periodu a stava se stale neptehlednéjsim. Zadit
hovofit o chaotickém chovdni mizeme zacit v moment¢, kdy Cc nabyva ptiblizné hodnoty 5,7,
kdy trajektorie jiZ nedodrzuje fad ve stfidani smycek. Zobrazené grafy jsou pro hodnotu
c= 5.7.

Obradzek 4-9 Graf Résslerova systému c=5,7 3D Obrdzek 4-10 Graf Résslerova systému c=5,7 2D

Chaotické chovani se projevuje tim, Ze jiz nedokaZzeme ani ptiblizné odhadnout trajektorii
pohybu.
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5 Zpétné-vazebni Fizeni

V pribéhu let probéhlo nékolik pokusi fidit deterministicky chaos tak, aby se z chaotického
chovani stalo stabilni (at’ uz periodické ¢i neperiodické) a taktéz i ze stabilnich systému vytvofit
chaotické. Popiseme fizeni pomoci zpétné vazby, které nam pomuze stabilizovat singularni bod
chaotického Rdsslerova systému.

Tato metoda fizeni byla piedstavena K. Pyragasem ([9]) a je stale jednou z nejtéinnéjSich
metod fizeni v nelinearnich systémech. Myslenka fizeni je vcelku jednoduchd, systém je
ovliviiovan silou ptimo timérné rozdilu x(t) a x(t — 7). Do prvni rovnice systému (1) nam tim
pribude tidici ¢len

u(t) =K (x(t) —x(t — 1)).

Volbou vhodnych hodnot Ka 7 mizeme dosahnout stability singuldrnich bodid Rosslerova
systému, a to i v ptipadé, kdy jsou tyto body systému (1) nestabilni.

Systém nyni vypada nasledovné:
X'() = —y(®) —z(t) + K (x(t = 1) — x(8)),
y' () = x(&) + ay(0), (10)
z'(t) = b+ z(t) (x(t) — ).

Vsimnéme si, ze zavedeni fidiciho ¢lenu nema vliv na pocet a soufadnice singularnich bodi.
My se zde budeme vénovat stabilité¢ v bodé

c—Vc2—4ab —c+Vc2—4ab c—\/cz—4ab)
2 2a 2a )

V dalsi ¢asti této kapitoly symboly x*, y*, z* (na rozdil od ptedchéazejici ¢asti) predstavuji pfimo
soufadnice bodu S.

Slz(x*’y*FZ*):( ) )

Jacobiho matice vznik4 podobné jako v plivodnim systému, ale nyni nam vzniknou dvé matice
J1 aJ,. Matice J; vznikne derivovanim pravé strany (10) podle proménnych x(t), y(t), z(t) a
matice J, vznikne derivaci podle proménnych x(t — t), y(t — 1), z(t — 7). Tak zistavame

-K -1 -1 K 0 0
Ji=| 1 a 0o | ]2=<0 0 0)-

z¢ 0 x*—c 0 0 O
Vlastni Cisla nyni zjistime jako kotfeny charakteristické rovnice, kterd v ptipad¢ zahrnuti
zpozdéni je tvaru

det(Jy + Joe™* — AI) = 0.
Po dosazeni nasich hodnot ziskame rovnici:
B+E+c—x"—a)2+((c— x* —a)K+ax" —ac+ z" + 1)1+

(ax* —ac)k —az*+c— x*—KA*+ (c—a— x)A+ax* —ac)e™ = 0. (11)
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Je-li T > 0 pak rovnice (11) neni algebraicka a ma nekone¢né (spocetné¢) mnoho komplexnich
koten.

Dosadime-li T = 0, ziskame charakteristickou rovnici
B+e—x"—a)P+(ax* —ac+z"+ 1A+ (c—x*—az*) =0,

kterd ziistava stejnd jako u naSeho ptivodniho systému (4), ¢imz jsme si ovéfili univerzalni
platnost rovnice i pro piipad, kdy je zpozdéni nulové. Pro dalsi pouziti si z dfive urcenych
podminek stability (8), (9) ur¢ime naopak podminky nestability singuldrniho bodu.

Singularni bod je nestabilni, pokud plati

c+Vc2—4ab
2

nebo (12)

—a <0

ac(a—c)+2(a?bh—a+b)+avc?—4ab (a— %)SO.

Pro urceni, v kterych bodech je systém stabilni, zjistime nejdfive hranici stability. Na hranici
stability se nachazime ve chvili, kdy aspoii jedno vlastni ¢islo ma nulovou realnou ¢ast.

Hledejme koten rovnice (11) ve tvaru A = iw, kde o je kladné redlné ¢islo, do (11). Rozdélenim
této rovnice na realnou a imaginarni ¢ast ziskame dvé rovnice

—w}+K(c—x"—a)+ax* —ac+z"+Dw =

(Kw? — K(ax* — ac)) sin(wt) + K(c — a — x")wcos(w7), (13)

—(K+c—x"—a)w?+ (ax* —ac)Kk —az* +c—x* =
(K(ax* — ac) — Kw?) cos(wt) + K(c — a — x*)wsin(wT). (14)
Obé rovnice umocnime a seéteme. Zavedenim substituce z = w? dostdvame
z3 4z + iz + ¢y =0, (15)
kde
c;=(c—x"—a)’-2(ax*—ac+z+1),

¢ =2K(cz*+c—x*z"—a—c)+a*x*? —a%cx* +az* +a*c* —ac+z%+z+
14+ acz* —ax*z* —2a%z* — 2¢? + 2cx* + 2ac + 2cx* — 2x*% — 2ax*,

co = 2K(2acx* — a’x*z* — ax*?* — ac? + a®cz*) + (¢ — az* — x*)%.

Nyni budeme chtit urcit, kdy ma tento polynom dva kladné kofeny (tento pfedpoklad je
podminkou dal$ich Givah). Pro ur€enich téchto podminek si nejdiive najdeme lokalni minimum
a maximum funkce

h(z) = z3 + c,2% + ¢,z + ¢,.
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Stacionarni body urc¢ime jako kotfeny
h'(z) =3z%+42cz+¢;, =0

Tato rovnice ma dva realné koteny jestlize c,2 > 3¢, tvaru

., —Cpt4/c2 =3¢

21: 3 )

., —Cp—4/C%2 =3¢

3

Ptredpoklady pro existenci dvou kladnych realnych kotent rovnice (15) jsou nasledujici:
z; >0, (16)
h(z}) <0, a7
co > 0. (18)

Podminky (16), (17) tykajici se lokalniho minima z; jsou dostate¢né pro urceni existence
jednoho realného kladného kotenu (toto si Ize jednoduse predstavit vykreslenim v§eobecného
grafu kubické funkce). Nerovnost (18) podmifiuje existenci dvou takovychto kotent.

Nyni mizeme urcit koteny kubického polynomu (15). Kladné kofeny budeme oznacovat z;a
Z,, pfi¢emz z; < z,. Kofeny pievedeme zpét na wy, = /z.

Ve chvili, kdy mame vypocteno w, budeme chtit ur¢it i hodnotu 7. Tu mizZeme urcit z rovnic
(13), (14), kde se T vyskytuje pouze v goniometrickych ¢lenech, které z rovnic vyjadiime
nasledovné:

—w5+ (c?+x*+a’+2cx+z+ 1D +Uw
K((c—a—x")?w? + (ax* — ac — w?)?) '’

sin(wt) =

Kw*+ Vw? + (ax* — ac)?K + (¢ — az* — x*)(ax* — ac)
K(w*+ ((x* — ¢)? + a®)w? + (ax* — ac)?) '

cos(wt) =

kde
U=(c—x"—a)(c—x"—az") — (ax* —ac)(ax* —ac+z*+ 1),
V=K((x*—c)?+a®)+cz*—x*z"—a).
Vyjéadfenim 7 z téchto rovnic dostaneme:

T,(cj) = ka (arccos(P) + 2jm) proQ =0, (19)
T]((J) = (‘_)ik (27‘[ — arCCOS(P) + 2]77:) pro Q < O’ (20)

prok=1,2;j=0,1,2..,
kde

23



_ Ko*+Vo? + (ax* — ac)’K + (¢ —az" — x*)(ax* — ac)
K(w*+ ((x* —c)? + a®)w? + (ax* — ac)?)

)

0 it (Pt xttai +2ex+z+ Do’ +Uw
 K((c—a—-x")2w?+ (ax* — ac — w?)?)

Potom muzeme vidét, Zze pro T = T,((j ) (k=12;j=0,1,2..) ma rovnice (11) dva ryze
imaginarni kofeny +iw a vSechny zbyvajici kofeny maji nenulovou redlnou cast.

Polozme nyni A(7) = a(t) + iw(7). KofenyA rovnice (11) tedy budeme vysetiovat v zavislosti
na ménicim se 7. Pro ryze imaginarni kofeny této rovnice plati a (T,((j )) =0 w (T,(cj )) = Wy
prok=12;=0,1,2...

6))
k

Zasadni otazkou je uréeni, zda ptit =1,7° (k=1,2;j =0,1,2...) se skutecné¢ méni forma

stability a to v jakém smyslu.
Véta 4.1 Pokud plati podminky (16), (17), (18), potom @' (t{) <0 a a' (1) > 0 pro
j=1012..
Diikaz: Nejdiive pro zjednoduseni zavedeme substituci

a, =K+c+x"

ag=(—-x"—a)K+ax*—ac+z"+1,
a, = (ax* —ac)K —az* +c—x",

b;=c—a—x",

by = ax™ —ac.
Rovnice (11) je pak tvaru

B+ ayA% + a;d +ag — K(A? + byA + by)e ™ = 0. (21)

Potirebujeme ziskat znaménko a'(t), coz je redlna cast A(t) = a(t) + iw(t). Postupujeme dle
nasledujici uvahy: Pokusime se urcit znaménko derivace a podle t, tedy

) (d@c) . (R d/l)
sign|——) = sign|Re—— ).
Vztah (21) chapeme jako funkci danou implicitné, tedy uzitim prislusnych vztahii ziskavame:

i _ AK(A? 4+ byA + by)e™**
dr 3224+ 2a,A+a; + TK(A2 + byA + by)e AT —K(Q2A + by)’

B +a 2 +ad+ag
~ K(A2 4+ byA+ by)

e —At

Protoze
o120 = )
sign|Re—| = sign|Re(— ,
g dt g dr
Staci urcit znaménko Re (Z—i)_l. Po tipravich a dosazeni et dostavime:
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322 + 2a,1 + a4 N 21+ by T
AR+ a2+ a;d+ag) AA2+bA+by) A

da
N1
dr)

Dosadime A = wi, coz odpovida nasim zvolenym ryze imaginarnim bodum na hranici stability. Ze
vzniklého vzZorce urcime redlnou cast a ziskame

_ (da) _ < —2w?% + 2by — by ”
sign|\—— | = Sign
9"\ ar I\ ot + (by? — 2bg)w? + by”

—3w* +22a; — a,?)w? — a;? + 2a4a,
w® + (a% — 2a)w* + (a,? — 2apaz)w? + ay? )

Po upravach zjistime

, (da> , Z )
sign|—| = sign z) |,
9"\ dr g K2b,*w* + K2(byw — w3)

kde derivaci vycislujeme v hodnotach T = T ,((j ).

Nyni vidime, ze pro z;, > 0 mad o' (T,Ej )) stejné znaménko jako h'(zy). Z této zavislosti iz jednoduse

odvodime vétu 4.1.

Véta 4.2 Jsou-li spInény podminky (12), (16), (17), (18), potom pro singularni bod §; systému
(8) uzitim vztahu (19), (20) plati:

1) Pokud Tgo) < Tio), potom je zminény singularni bod nestabilni pro v§echna t > 0.

2) Pokud Tgo) > Tio), potom existuje m € N takové, ze Tio) < Tgo) < Til) < Tgl) ...Tim) <
Tgm) < T§m+1) < T§m+1), a zkoumany singularni bod je nestabilni pro 7 € (0'T£0)) U

U{Zl(rgl_l), Tf)) U (Tgm), 00) a asymptoticky stabilni pro Uﬁo(rfl),r(l)).

Pokud si piedstavime feSeni v komplexni rovin€ ve vychozi situaci, kde T = 0, mame jedno
realné Cislo v levé ¢asti komplexni roviny a dvé komplexné sdruZena cisla v pravé Casti. Pfi
nenulovém T mé rovnice (11) nekoneén€ mnoho kotfenti. VSechny tyto koteni se ,,zrodi* v levé
¢asti komplexni roviny z uvedeného realného kotene. Dva ptivodni komplexné sdruzené kofeny

se pii zvySovani T za¢inaji pribliZovat k imaginarni ose, které dosdhnou pro t = Tio). Pti dal$im
zvySovani T maji vSechny kofeny rovnice (11) zapornou redlnou ¢ast, a to az dosdhneme
hodnoty TEO), kdy se opét dva komplexné sdruzené kotfeny objevi na imaginarni ose (nemusi to
byt stejné body jako na zacatku) a prekroci ji smérem vpravo. Toto chovani se miize dle Véty4.2
jesté n€kolikrat opakovat.

Zaklad vyse uvedenych vypocti je pievzat z ¢lanku [3]. V této praci jsme ho rozsifili o dalsi
argumentaci a vysvétleni, bez kterych nebyl pfili§ srozumitelny.

Zkusime nyni najit takové K a z, které by dokazaly stabilizovat singularni bod §; chaotického
Rosslerova systému s parametry a = b = 0,2; ¢ = 5,7, tedy

x' = —-y—z+ K (x(t - T) —X(t)),
y, = x+0;2y1
Z’ = 0,2 + z (x - 5;7)
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Z ptedchozi kapitoly vime, ze je singularni bod §; pro 7 = 0 nestabilni. Budeme se snazit
doséhnout stability pro tento singularni bod

S, = (0,0070; —0,0351;0,0351).
Nejdiive zjistime interval, ve kterém se nachazi hodnota K z podminek (16), (17), (18):

z: >0, tj. z; = 0,9814, ti. K € R
h(z}) < 0, tj. 2% + 2% 4 12f + ¢ < 0, tj. K > 0,095

co >0, tj.2KQacx* —a*x*z* —ax** —ac® + a*cz*) + (c —az* — x*)* > 0,
. K < 2,4969.
Interval pro K je tedy nasledujici:
K € (0,0959; 2,4969).

Z tohoto intervalu si pro dal§i vypocty zvolime hodnotu K = 0,2. Dle vzorctu (19), (20)
vypocteme hodnoty w a

w, = 0,8825,

¥ =1,9981 +7,1201j proj=0,1,2, ..,

w, = 1,0867,
1) = 45318 +5,7819] proj =0,1,2,...

Vydislime nejprve hodnoty 7 (k = 1,2) abychom dokazali urcit, zda dle véty 4.2 nastane
varianta 1) nebo 2):

79 = 1,9981,

{9 = 45318,

(0) (0)

Vzhledem K tomu, Ze T, > 7, ~ vime, Ze existuje T takové, aby singularni bod §; fizené¢ho
Rosslerova systému byl stabilni. Pro urCeni konkrétnich intervali musime nejdiive urcit

hodnotu m z véty 4.2: k tomu potfebujeme vycislit dalsi hodnoty T(]) prok=12aj=1,..az

k takové nejmensi pfirozené hodnoté m, kdy plati T(m+ ) < (m+1):

™ =9,1182,
Y = 10,3136,

t® = 16,2383,
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7% = 16,0955.

Z té€chto hodnot vidime, Ze plati

®

<1 2 2

0 L 7O <t¥ <1?,

789 < 70 < D

<7
tedy naSe hodnota m = 1. Nyni jiz miZeme urcit konkrétni intervaly pro z.
Singularni bod S; je stabilni pro K = 0,2 a

T € (1,9981;4,5318) U (9,1182;10,3136).

Na nasledujicim obrazku vidime graf fizeného Rosslerova systému pro hodnoty a =b =
0,2,c=57,K=0,2 a t =2,5. MiZzeme si vSimnout, Ze singularni bod §; je skutecné
asymptoticky stabilni.

0.1

0.1
0.09.
0.08
0.07 -
0.06-
0.05-
0.04
0.03

0.02.)
4

Obrdzek 5-1 Stabilizovany Résslertiv systém K=0,2; t=2,5

Nakonec jesté proved'me tvahu, zda je ke stabilizaci nutna podminka (18), tj. ¢, > 0. Nestacil
by ke stabilizaci jen jeden kladny realny kofen rovnice (15)? Dle véty 4.1 dokazeme urcit, ze
Vv tomto piipadé srostoucim 7 dojde K jediné bifurkaci, a to ze stability do nestability.
Singularni bod §; je pfitom nestabilni pro T = 0, coz je s uvedenou vlastnosti v rozporu.
Hypotéza tedy je, Ze v daném piipadé dany singularni bod nelze stabilizovat uvedenym zpétné-
vazebnim fizenim. Tato hypotéza byla ovéfena vykreslenim ptisluSnych grafi v MATLABuU
pro K > 2,4969 a rizna 7. Nize je piilozen pfipad pro K = 4; t = 2.
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Obrdzek 5- Nestabilni RGssleriv systéem K=4; t=2
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6 Zavér
Obsahem této prace bylo provedeni analyzu Rosslerova dynamického systému a zjisténi jeho

chovani pii riznych parametrech. Vysledky jsme ovéfili vykreslenim grafi a pokusili se
stabilizovat nestabilni singularni bod vhodnym zpétné-vazebnim tizenim.

V teoretické Casti byly zavedeny pouzivané pojmy a jsou zde uvedeny tvrzeni potiebné
K provétovani vlastnosti dynamického systému. Tyto védomosti pak byly vyuzity v nasledujici
kapitole, kde jsme nejdiive urcili singularni body Roésslerova dynamického systému a poté
provéiovali jejich stabilitu. Vytvofili jsem podminky, za kterych je systém stabilni a ty pak
vyuzili pfi analyze s dvéma pevnymi parametry a =b = 0,2 a zkoumali jsem stabilitu
V zavislosti pouze na parametru c. V naSem konkrétnim piipadé jsme zjistili, Ze neexistuje ¢
takové, aby byl aspon jeden singularni bod asymptoticky stabilni.

Pti vizualizaci vysledkii jsme kromé ovéteni vypocti predchozi kapitoly zkoumali chovani
systtmu pro pevné parametry a = b = 0,2 a ménici se c. Ilustrovali jsme zde, ze graf
chaotického Rosslerova dynamického systému pripomind systém spiral, které se na jedné strané
zvedaji. Tento graf je lokalizovan v uzavieném prostoru, ze kterého nevychazi (tzv. Rosslertiv
atraktor). Pokud si piestavime tento graf jako souvislou plochu, miZzeme ji piirovnat
k Moebiové pasce, protoze tato plocha ma také jen jednu stranu.

Tato kapitola nam dale pfiblizila, co si lze pfedstavit pod slovy bifurkace a chaos. Nas systém
mél pro nizké hodnoty parametru ¢ za trajektorii smycku, po které obihala stdle dokola.
Pfi zvySovani tohoto parametru doslo k prvni bifurkaci (kvalitativni zmén¢), kdyz se tato
smyCka zdvojnasobila a trajektoric pravideln¢ stiidala ob& casti. Nasledujici bifurkace
odpovidaly dalsimu znasobovani smycek, avsak trajektorie stale dodrzovala tad pfi stiidani
téchto smycek. V posledni ¢asti kapitoly by vykreslen ptipad, kdy se Rosslertiv systém stane
chaotickym, coZ se projevuje nepravidelnosti trajektorie, kterd dale nenasleduje zadny rad
pii stiidani smycek.

Vyznamnou soucasti této prace byla stabilizace singuldarni bodu chaotického Rdsslerova
systému pomoci zpétné-vazebniho fizeni (vyuzili jsme Fizeni u(t) = K (x(t) — x(t — 1))).
Nejdiive jsme rozvinuli teoretické tivahy o tom, jak stability dosahnout, poté jsme pro hodnoty
a=b =0,2ac =5,7 ur¢ili konkrétni interval pro fidici parametr K € (0,0959; 2,4969), ve
kterém je mozné dosahnout stabilizace. Z tohoto intervalu jsme zvolili konkrétni hodnotu K =
0,2, pro kterou jsme wurcili intervaly pro c¢asové zpozdéni T € (1,9981;4,5318) U
(9,1182;10,3136), ve kterych se stabilizace podatilo dosdhnout.

Problém stabilizace chaotickych systému je aktudlné feSen v odborné literatufe, a proto 1ze na
tuto praci navazat v fad¢ smért, naptiklad uvazovanim jinych chaotickych systému, jiného typu
zpétné-vazebniho fizeni apod.
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