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Abstrakt

Tato prace se zabyva riznymi verzemi Priiferovy transformace a jejich vyuzitim v teo-
rii vybranych linearnich i nelinedarnich diferencidlnich a diferen¢nich rovnic. Pro kazdou
z téchto rovnic je uvedena Priiferova transformace, jeji vlastnosti a aplikace.

Summary

This thesis analyses various versions of Priifer transformation and their use in the theory
of selected linear and nonlinear differential and difference equations. For each of this
equations we introduce the Priifer transformation, its properties and its applications.
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1 Uvod

Cilem této diplomové prace je shromazdit informace o rtiznych verzich Priiferovy trans-
formace, usporadat je, porovnat je mezi sebou a nalézt nové aplikace, pripadné nové di-
kazy znamych tvrzeni. Cilem je také doplnit detailni vypocty a argumenty casto chybéjici
v literature. Nasledné pak ukézat uzitecnost transformaci v kvalitativni teorii diferenci-
alnich rovnic ¢i systému a diferencnich rovnic.

Priiferova transformace je pojmenovana po Heinzovi Priiferovi, ktery tuto transfor-
maci pouzil ve svém ¢lanku z roku 1926, viz [11], a to sice jako metodu transformace
Sturmova-Liouvilleova problému pro linearni diferencialni rovnici druhého fadu na dvé
nelinearni diferencidlni rovnice prvniho radu. Ve své zakladni podobé jde o zavedeni po-
larnich soutadnic v prislusném fazovém prostoru.

Samotna prace je rozdélena na pét kapitol. V prvni kapitole se vénujeme Priiferove
transformaci linearni diferencidlni rovnice druhého fadu. Ve druhé kapitole rozebirame
transformaci pololinearni diferencialni rovnice druhého radu, u niz je zajimavé hlavné po-
rovnani jejich vlastnosti a aplikaci s transformaci z prvni kapitoly (tzn. linedrni verzi),
nebof ta je specidlnim pripadem pravé této pololinedarni. Nasleduje kapitola vénujici se
transformaci linearni diferencidlni rovnice vyssiho radu, konkrétné ¢tvrtého, ktera mode-
luje kmitani nosniku, a obecného linedrniho Hamiltonovského systému. V predposledni
kapitole rozebirame transformaci diferencéni rovnice druhého radu a na zavér se vénujeme
transformaci dynamické rovnice na casové skale, opét druhého radu.

Kazda z kapitol ma podobnou strukturu. Nejprve jsou uvedeny tvodni poznamky
(samotny tvar rovnice ¢i systému, jeho aplikace). Nasleduje ¢ast vénujici se Priferové
transformaci a prislusnému Priiferovu systému, ktery je obvykle uveden véetné jeho od-
vozeni. Zde bylo nutné zavést rtzné varianty trigonometrickych funkci, v pololinearnim
pripadé zobecnéné trigonometrické funkce a pro linearni systémy maticové trigonomet-
rické funkce. Nasledné jsou uvedeny vlastnosti Priiferovy transformace a na zavér pak jeji
aplikace, které ve vétsiné pripadi zahrnuji existenci a jednoznacnost teseni, Sturmovy
véty, ohraniCenost a diskonjugovanost feseni, oscilacni kritéria ¢i Sturmovu-Liouvilleovu
teorii.
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2 Linearni diferencialni rovnice

Zakladni informace v této kapitole jsou cerpany z [4], [6], [9] a [10]. Navic jsou prezentovany
detailni vypocty, které se v literature neuvadi. Na nékterych mistech jsou dokonce vypocty
z literatury zkorigovany. Vlastnim vysledkem je pak dikaz Véty 2.21, ktera je v literature
dokazana jinou technikou.

2.1 Uvodni poznamky
Budeme uvazovat homogenni linedrni diferencidlni rovnici druhého rddu tvaru
(r(t)z'(t)) + c(t)x(t) = 0, tel, (2.1)

kde na daném intervalu je r(t) > 0 a r, ¢ jsou zde spojité. Nebude-li fe¢eno jinak, budeme
po celou kapitolu predpokladat, ze tyto podminky pro koeficienty jsou splnény. Tato
rovnice je ¢asto nazyvana Sturmovou-Liouvilleovou linedrni diferencidlni rovnici.

Funkci z € C(I) nazveme resenim rovnice (2.1), jestlize na daném intervalu vyhovuje
rovnici (2.1) a rz’ € C*(I). Pokud je x = 0, nazveme ho trividlnim resenim rovnice (2.1).
V opacném pripadé se feseni nazyva netrividlni.

Poznamka 2.1 Vétsina tvrzeni a uvah, které zde formulujeme, by platila i za slabsiho
predpokladu. Stacilo by, kdyby byly 1/r a ¢ lokalné integrovatelné.

Poznamka 2.2 Homogenni linearni diferencialni rovnici druhého radu také c¢asto uva-
Zujeme ve tvaru

2"(t) + a(t)x'(t) + b(t)x(t) = 0, tel, (2.2)

kde a, b jsou na daném intervalu spojité. Tuto rovnici lze vzdy prevést na rovnici tvaru

t
(2.1). Pokud rovnici (2.2) vyndsobfme virazem el “®% 4 ¢ € I, a budeme upravovat,
dostavame

t t t
0 = el ®O1 27 (1) 1 elio D% ()2 (£) + elo “O% b(1)a (1)
t / t
= (efo @ 2(@)) + o O p1)a(e).
Staci tedy polozit
r(t) = el ™y = b(e)r(t),  to, tel.

Plati, Ze rovnice tvaru (2.1) je obecnéjsi. Rovnici (2.1) uz na rovnici (2.2), kde na da-
ném intervalu predpokladame spojitost a i b, nelze prevést vzdy. Plati to jen za predpo-
kladu, ze r € C*(I).

Poznamka 2.3 Miuzeme se setkat i s homogenni linearni diferencialni rovnici druhého
radu v Jacobiho tvaru

z"(t) + q(t)z(t) = 0, tel=/la,00), (2.3)

14



kde funkce ¢ je na daném intervalu spojita. Plati, Ze rovnici tvaru (2.1) lze vzdy prevést
na rovnici tvaru (2.3) a to dokonce pii zachovani typu intervalu, na kterém je rovnice
uvazovana (tzn., ze interval [a, 00) se transformuje na interval [A, 00)).

Necht z je feSenim (2.1). Transformujme nezévislou proménnou a polozme

s=y(t), $eC\), W#£0, tel
y(s) = z(t),

tim rovnici (2.1) prevedeme na

(F(s)y'(s)) +els)y(s) =0, s ey,

kde

F=(roy ") (W oy,
coqp~!

= ——

¢/ o w—l :
Predpokladame-li

/awTZ)ds:oo, (2.4)

pak zvolime-li ¢ konkrétné jako

w(t):/tr(l—s)ds, el (2.5)

dostavame

r=1,

tedy rovnici Jacobiho tvaru. Diky (2.4) je zachovan typ intervalu.
V piipads, e

>~ 1
/ —ds < o0, tel,
. r(s)

by transformace (2.5) nezavislé proménné prevedla interval [a,00) na omezeny interval.
Transformujme proto zavislou proménnou a polozme

x(t) = h(t)u(t), W rh' € CY(I), h # 0, tel.

Rovnici (2.1) takto prevedeme na

kde

T =rh?,

c=h[(rh) +ch].

15



Polozime-li

dostéavame

Jelikoz plati

celkem obdrzime

/f 1 1 1
—ds = = 1 — T 1
4 T(S) /; o ds [ s ds

tedy

Nyni by stacilo provést transformaci nezavislé proménné a stejné jako vyse bychom opét
dostali rovnici Jacobiho tvaru, pticemz by byl zachovan typ intervalu.

Ukézali jsme tedy, Ze vzdy lze rovnici (2.1) transformovat na rovnici Jacobiho tvaru
(2.3), pricemz je zachovan typ intervalu.

Poznamka 2.4 Priddme-li k rovnici (2.1) pocatecni podminky, dostaneme pocateéni
problém, ktery ma jednoznacné urcené reSeni na celém intervalu /.

Skutecné, rovnici (2.1) mizeme piepsat na systém dvou linedrnich diferencidlnich rov-
nic prvniho radu

Existence a jednoznacnost feSeni pocatecéni tlohy tohoto systému na celém intervalu [/
plyne ze standardnich vysledki pro linearni diferencialni systémy.

Definice 2.5 Rekneme, Ze netrividlni feseni x rovnice (2.1), kde I = [a, 00), je oscilujici,
jestlize ma na daném intervalu I nekonec¢né mnoho nulovych bodi, tzn. ze ke kazdému
T € I existuje t > T takové, ze plati z(t) = 0.

Netrivialni feSeni se nazyva neoscilujici v opac¢ném pripadé, tzn. kdyz existuje T € 1
takové, ze pro vSechna t > T plati x(t) # 0.

Pokud jsou vsechna feSeni rovnice (2.1) oscilujici, rovnice se nazyva oscilatorickd,
pokud jsou vSechna neoscilujici, nazyva se neoscilatorickad.
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Poznamka 2.6 Pozdéji uvidime, ze diky Sturmové oddélovaci vété (Véta 2.12) plati, ze
néjaké reseni rovnice (2.1) osciluje pravé tehdy, kdyz osciluji vsechna feseni této rovnice.

Rovnice (2.1) je jednou z nejvice studovanych diferencidlnich rovnic. Je dulezita jak
z praktického tak z teoretického hlediska. Je zakladnim prototypem diferencialnich rovnic
vyssiho fadu a ma mnoho aplikaci, za vSechny zminme napt. harmonické kmitani. Také ma
navaznost na dalsi matematické oblasti, napr. je Eulerovou-Lagrangeovou rovnici jistého
dilezitého typu kvadratického funkcionalu.

2.2 Priferova transformace

Necht z je netrividlnim feSenim (2.1). Transformace

z(t) = p(t) sin (1),
2 (t) = @ cos ¢(t) (2.6)

r(t)
rovnice (2.1) se nazyva Priferova transformace.

Poznamka 2.7 Jak jsme jiz uvedli, transformace je pojmenovana po Heinzovi Priiferovi,
ktery tuto transformaci pouzil ve svém ¢lanku z roku 1926, viz [11]. Byl to némecky
matematik, ktery se béhem svého kratkého zivota zabyval abelovskymi grupami, teorii
grafii, algebraickymi ¢isly, teorii uzli, Sturmovou-Liouvilleovou teorii a dalsim oblastem,
viz [8]. Zemfel predc¢asné v roce 1934 na rakovinu plic, bylo mu pouhych 37 let.

Zderivujeme-li prvni vyraz v (2.6) a porovname ho s druhym, dostaneme

(1) sin p(t) + () (1) cos o(t) = % cos o(t). (2.7)

Dosazenim vyjadreni (2.6) do rovnice (2.1) a naslednou tpravou dostaneme

p'(t) cosp(t) — p(t)¢'(t) sinp(t) + c(t)p(t) sinp(t) = 0. (2.8)
Vyjadiime-li nyni z (2.7) a (2.8) p’ a ¢’ pomoci proménnych p a ¢, po tpravé dostavame
1 .
10 = (0 (s = elt)) sinp(0) o) 29)
1
¢ (t) = —— cos® p(t) + c(t) sin® p(t), (2.10)

r(t)

coz nazveme Priferovym systémem, jehoz fesenim jsou pravé funkce p a .
Priiferova transformace tedy prevede linearni diferencialni rovnici druhého fadu (2.1)
na dvé diferencidlni rovnice prvniho fadu tvaru (2.9) a (2.10).

2.3 Vlastnosti

V této casti si uvedeme vlastnosti Priiferovy transformace. Ukazeme, Ze nejenom ze lze
pomoci Priiferovy transformace rovnici (2.1) prevést na systém (2.9) a (2.10), ale dokonce
plati, Ze rovnice je tomuto systému ekvivalentni.
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Véta 2.8 KazZdé netrividalni reseni (2.1) definuje jediné teseni (2.9) a (2.10). Plati
1 opacné turzend.

Diikaz. Jiz jsme ukézali, ze mame-li netrivialni feseni rovnice (2.1), pak p a ¢ vystupujic
v transformaci (2.6) jsou jedinym fesenim systému (2.9) a (2.10). Konkrétni vyjadieni
téchto funkei pomoci proménnych x a 2’ uvedeme v nésledujici Vété 2.9.

Nyni budeme chtit ukdzat opacnou implikaci. Mame-li tedy Teseni p a ¢ systému (2.9)
a (2.10), pak jsme schopni pomoci vztaht v (2.6) najit jediné reseni x. Kdyz dosadime
(2.6) do levé strany rovnice (2.1) a budeme upravovat, dostavame

(mw%cw >) (t)p(t)
(

= (p(t) cos p(t)) + c(t)p(t) sin o(t)
= p/(t) cosp(t) — p(t)'(t) sinp(t) + c(t)p(t) sin p(1).

sin p(t)

Do tohoto vyjadfeni mizeme dosadit z (2.9) a (2.10) a déle budeme upravovat
(t) R (t) ) sing(t) cos® p(t)
sin (&) cos”
p =0 c 1

= l0) (g 0080 + el 90(75)) sin () + c(t)p(#) sin (1)

— —c(t)p(t) sinp(t) cos? p(t) — c{t)p(t) sin® p(t) + c()p(t) sin (1)
— c(t)p(t) sinp(t) (— cos® p(t) — sin® p(t) + 1) = c(t)p(t) sin p(t) (=1 + 1) = 0.

Tim je diikaz hotov. O

Véta 2.9 Necht x je netrividlni reseni rovnice (2.1), které md na intervalu (a,b|, a,b € R,
praveé n nulovych bodi

a<t<ty<---<t, <bh, n > 1.

Ddle necht p je funkce definovand jako

p(t) = \/562(?5) + (r(t)a'(t))’ (2.11)
a ¢ je funkce definovand jako

o(ty) = k, kE=1,.
arccotg T(t)(ﬂ, t € la,ty), o(a) =0, je-li z(a) =0,
rOr k€ (b i), =2.....n—1,

arccotg T(tx)(t)(t) +nm, te€ (t,,0].

@(t) = { arccotg

Potom je funkce ¢ je spojitd na daném intervalu a

o(t) > km, Vit e (tg, b, k=1,2,...,n. (2.12)

18



Diikaz. Funkce ¢(t) = arccotg% je zfejmé spojita pro vSechna t € I, v nichz je

z(t) # 0. Pokud je z(t*) = 0, musi byt 2/(¢*) # 0, jinak bychom méli trividlni feSeni. Je-li
' (t*) > 0 a t* # a, pak je x v tomto bodé rostouci, tedy zdpornd na levém okoli bodu
a plati

2'(1)

Jm T

= —0OQ.

Je-li 2/(t*) < 0 a t* # a, pak je x v tomto bodeé klesajici, tedy kladna na levém okoli bodu
a opét plati

/
lim () = —00.
t—t*— :E(t)
Podobné, je-li z(t*) = 0 a t* # b, pak plati
/
lim v(t) = 0.
t—t+ x(t)

Dostavame tedy

/
t
lim ¢(t) = lim arccotg - (t) +k—-1)r=n+(k— 1)1 =kn,

t—t— t—tp— I‘( )
lim arccotg % + kr =0+ km = km, je-lity < b,
lim o(t) = 7t -
=yt thrri o(t) =0 = p(a), je-li z(a) = 0.
—a

Protoze 0 < p(a) < 7 a

1
ty) =k "(ty) = —— k=1,2,...
(p( k) 7T7 (p ( k) 'r‘(tk)’ Y 9 7”7
funkce ¢ nabyva kazdé hodnoty km pravé jednou a ¢(t) > km pro vSechna t € (ty,b].
Pro n = 3 je funkce ¢ znazornéna na Obréazku 2.1. [

Poznamka 2.10 Pro funkce p a ¢ z Véty 2.9 lze odvodit jesté dalsi skutecnosti. Funkce
p a p maji na daném intervalu spojité derivace

, (2.13)

o(t) = ) (2.14)

a jsou Tesenim systému (2.9) a (2.10).
Nejprve uvedeme dikaz (2.13). Pokud do rovnice Priiferova systému (2.9) dosadime p
vyjadifené z prvni rovnice Priiferovy transformace (2.6), dostavame

910 = ot (g = el0)) sinplt) cosi(t) = a(0) (5 = t0)) coniet)

~ singp(t) \r(t) r(t)
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Obrézek 2.1: Znazornéni funkce ¢ pro n = 3 dle Véty 2.9.

Dosadime cos vyjadieny z druhé rovnice Priiferovy transformace (2.6), tedy

710 =(0) (g - <0) "0

r(t

A na zavér dosadime za p z (2.11)

Va2 () + (r(He (1))

Podobné budeme postupovat pii dikazu (2.14). Pokud do rovnice Priiferova systému
(2.10) dosadime sin a cos vyjadiené z rovnic Priiferovy transformace (2.6), dostavame

1 (r) @)\’ \* ()2 + c(b)a?()
w (n) o (;) O

Nakonec opét dosadime za p z (2.11)

¢'(t) =

r(t)z(t) + c(t)z*(t) |
22(t) + (r(t)a'(1))?

¢'(t) =

Spojitost derivaci p a ¢ plyne z faktu, Ze z je YeSenim rovnice (2.1), tzn. z € C(I)
arx € CHI).
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2.4 Aplikace

V této casti uvedeme nékteré aplikace Priiferovy transformace.

2.4.1 Existence a jednoznacnost

Jak jsme jiz uvedli v Poznadmce 2.4, pro rovnici (2.1) s pocateénimi podminkami exis-
tuje jednoznacné urcené teseni, coz vyplyva ze standardnich vysledkt. Nyni ukazeme
alternativni pristup k dikazu tohoto tvrzeni, a to pravé pomoci Priiferovy transformace
a Priiferova systému.

Véta 2.11 Necht to € 1 a A, B € R. Pak existuje jediné reseni rovnice (2.1), které
vyhovuje podminkdm x(ty) = A, 2'(ty) = B a které je prodlouZitelné na cely interval I.
Toto reseni spojité zdvisi na pocatecnich hodnotdch A, B.

Diikaz. Vidime, Ze pravé strany (2.9) a (2.10) jsou spojité vzhledem k p a t (resp. ¢ a t)
a Lipschitzovské vzhledem k p (resp. ¢), na celém intervalu I proto existuje jediné feseni
p a . Dle Véty 2.8 je pak zarucena jednoznacnost a existence feseni pocatecni tulohy
na intervalu [ i pro rovnici (2.1). O

2.4.2 Sturmovy véty

Nasledujici Sturmova oddélovaci véta nam tika, ze nulové body kazdych dvou linedrné
nezavislych reseni rovnice (2.1) se vzajemné oddéluji. Dukaz lze provést vice zpusoby,
my uvedeme ten, kde se vyuziva praveé Priiferovy transformace. Dalsi moznosti dikazu je
pouziti Sturmovy srovnavaci véty (Véta 2.16 — plati totiz, ze Sturmova oddélovaci véta je
specidlnim piipadem Sturmovy srovnévaci véty), ¢i Riccatiho transformace, nebo dikaz
postavit na jednoznacnosti feseni.

Jak jsme jiz uvedli v Poznamce 2.6, disledkem nasledujici véty je, ze feseni rovnice
(2.1) osciluje pravé tehdy, kdyz osciluji vSsechna Teseni rovnice.

Véta 2.12 (Sturmova oddélovaci véta) Necht je x netrividlnim resenim rovnice (2.1)
aty <tg, t1,to € I, jsou dva jeho po sobé jdouci nulové body. Pak libovolné dalsi netrivialni
resent (2.1), které neni ndsobkem x, md na intervalu (t1,t) pravée jeden nulovy bod.

Diikaz. Bez tjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, ze
z(t) > 0, t € (ty,ta).
Pak, dle Priiferovy transformace (2.6), plati, ze
o(t) € (0,7) (mod 7), t € (t1,ta).

Dle Véty 2.9 vime, Ze ¢ je rostouci funkce. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat,
ze
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Nyni budeme uvazovat libovolné dalsi feseni y, které ale neni nasobkem xz. Nejprve
ukazeme, Ze tato dvé netrivialni feseni nemohou mit spoleény bod. Pokud bychom uva-
zovali, ze

(to) = y(to) =0,
pak
d'(to) =A#0 a  Y(t)=B#0.
Uvazujeme-li dalsi feseni z, pro které plati
2(tg) =0 a  2(t) =1,
pak Az a Bz jsou také fesenim a splnuji
Az(tg) = Bz(tg) =0 a  AZ(ty) = A, B2 (ty) = B.
Diky Véte 2.11 musi platit
x = Az, y = Bz,
z ¢ehoz dostavame

T = =Y.

B

To znamena, ze x je nasobkem vy, coz je ale spor.
Musi tedy platit, ze y(t;) # 0, mizeme predpokladat y(t;) > 0. Pak, dle Pruferovy
transformace (2.6), plati, ze

0=p(t1) <p(t1) <,

kde ¢ prislusi feseni x a @ prislusi y. Z (2.10) vidime, ze ¢ je funkci pouze ¢. Je proto
urcena jednoznacné. Z toho plyne, ze je-li

p(t1) <@(t),
pak také
o(t) < (1), Vit € [t ts].
Konkrétné
T = p(t2) <P(t2).

Spojité funkce P — 7 méni na intervalu [t1, 5] znaménko. Musi tedy existovat bod
t € (t1,t2) takovy, Ze

o) =,
dle (2.6) tedy y(t) = 0. Cely diikaz je shrnut na Obrézku 2.2. O
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Obréazek 2.2: Oddéleni nulovych bodl dvou feseni z Véty 2.12.

Nyni budeme chtit porovnavat feSeni dvou ruznych rovnic tvaru (2.1). Uvazujme proto
pro t € [a,b], a,b € R, rovnice

(r ()2 () + e (t) (2.15)
(ra(t)2' (1)) + ca(t)z(t) = 0, (2.16)

=
—~

~
SN—

|
=

kde na daném intervalu plati, ze r;(t) >0, i = 1,2, a 1y, ¢;, © = 1,2, jsou zde spojité.
Nejprve uvedeme pomocné lemma, které budeme potiebovat k dikazu Véty 2.14.

Lemma 2.13 (o diferenciilni nerovnosti) Necht [ je spojitd funkce na [a,b) xR a je
lokdlné Lipschitzovskd vzhledem k proménné u (resp. v). Ddle necht

(i) u je jednoznacné urcené reseni pocdtecniho problému
u(t) = ftu),  ula) = uo,
(ii) v je Tesend pocdtecniho problému
V'(t) < f(tv), v(a) < ug.

Pak (pokud obé teseni existuji) plati

Diikaz. Dikaz nebudeme uvadét, da se nalézt napt. v [10], str. 209. O
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Véta 2.14 Uvazujme rovnice (2.15) a (2.16) a necht pro jejich koeficienty plati
Cl(t) S CZ(t)v 701<t> Z Tg(t) > 07 le [aa b) :

(i) Pokud x, je resenim (2.15), xo je resenim (2.16) a ¢1,ps jsou prislusnd reseni
(2.10) takovd, Ze

pi(a) < pafa),

pak
p1(t) < @oft),  Vieab).
(ii) Pokud navic plati, Ze existuje d € [a,b) takové, Ze budto
c1(d) < ea(d), (2.17)
nebo
ri(d) > ro(d) a ca(d) # 0, (2.18)
pak
01(t) < pa(t), Vte(db).
Diikaz. Diikaz rozdélime na dveé casti.

(i) Dle (2.10), oznacime pro t € [a,b)

——cos® p(t) + c1(t) sin® p(t) =: Fi(t, p), (2.19)
——cos® p(t) + ca(t) sin® p(t) =: Fy(t, p). (2.20)
Pak zirejmé plati

F1<t7 90) < F2<t7 ()0)

Je-li tedy ¢ Tesenim (2.19) a @9 Tesenim (2.20) spolu s poc¢dteénimi podminkami,
které splnuji

p1(a) < @2(a),

pak dle Lemmatu 2.13, dostavame
©1(t) < pa(t), t €la,b).

(ii) Dukaz budeme provadét sporem, tzn. predpokladame, ze existuje e € (d, b) , pro které
plati

p1(e) = pale).
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Pak musi platit, ze
01(t) = pa(t), Vtela,el.
Kdyby to neplatilo, pak by existovalo ¢ € (a, €| takové, ze
p1(t) < p2(1)
a z (i) by pak plynulo, ze
01(t) < @a(t), Vite [f,b),
coz je ale spor s
e1(d) = a(d).
Pro t € [a, €] proto polozme
p(t) = i(t) = pa(t).
Pak pro t € [a, d] plati
0= (pu(t) — p2(t))

o, L, 1
— ) cos” p(t) + c1(t) sin” p(t) — 0

- (Tll(t) N 7”22)) cos” p(t) + (c1(t) — ea(t)) sin® o (t).

cos? @(t) — co(t) sin® (1)

(2.21)

Protoze plati (2.17) nebo (2.18), na pravém okoli O*(d) bodu d na intervalu [a, €]
plati budto

c1(t) < eaft), Vte Ot (d)Na,el, (2.22)
nebo
ri(t) > ra(t) a co(t) #0, Vte Ot (d)N]a,el, (2.23)
Pokud plati (2.22), pak z (2.21) dostavame, ze
sinp(t) = 0, Vie Ot (d)Nla,el,
tedy
0i(t) =0 (mod ), Vie O (d)Nla,el, i=1,2,

COZ je spor.
Pokud plati (2.23), pak z (2.21) dostavame, ze

cos p(t) =0, Vie O (d)Nla,el,
tedy
0ilt) = g (mod 7), Vte O (d)N[ae], i=1,2,
coz je opét spor.
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Poznamka 2.15 7 dikazu Véty 2.14 je vidét, ze uvazujeme-li r;, ¢;, i = 1,2, spojité
na I = [a,b], pak zévéry véty plati i v bodé b.

Véta 2.16 (Sturmova srovnavaci véta) Necht z je resenim (2.15) aty < to, ty,ts € I,
jsou dva jeho po sobé jdouci nulové body. Jestlize plati, Ze koeficienty rovnic (2.15) a (2.16)
splnugji

c(t) < eo(t), ri(t) > ra(t) >0, t € [ti,ta],
pak md reseni xo rovnice (2.16) na intervalu (t1,t2) nulovy bod nebo je nasobkem resent

x1. Druhda moznost je vyloucena, pokud je jedna z merovnosti ostrd na mnozine kladné
miry.

Diikaz. Dukaz uvadét nebudeme, prezentujeme jej totiz dale u pololinearni verze této véty

(Véta 3.13). Jak uvidime, linedrni piipad je specidlnim pripadem pololinearniho. O

Poznamka 2.17 Pokud plati predpoklady Véty 2.16, pak se rovnice (2.16) nazyva

Sturmova majoranta rovnice (2.15) a rovnice (2.15) se nazyva Sturmova minoranta rovnice
(2.16).

2.4.3 Ohranicenost

Jelikoz nyni budeme rozebirat ohranicenost feseni, budeme uvazovat rovnici (2.1), kde je
interval I konkrétniho tvaru a to sice I = [a, 00). Jesté diive, nez se k této vété dostaneme,
uvedeme zndmé lemma, které budeme potiebovat k jejimu dikazu.

Lemma 2.18 (Gronwallovo lemma) Necht u, v jsou spojité neziporné funkce intervalu

J C R, ty € J. Ddle predpoklidejme, Ze M > 0 je redlnd konstanta. Jestlize

u(t) < M+ /tu(s)v(s) ds, YVt > to,

to

pak
t
u(t) < M exp (/ v(s) ds) , Vit >t
to
Diikaz. Dikaz nebudeme uvadét, lze ho nalézt napt. v [9], str. 19. ]

Véta 2.19 Kazdé reseni rovnice (2.1) na intervalu I = [a,00) vyhovuje nerovnosti

2(t)] < K exp E/ e ds]  te(a0o)
kde K = \/xQ(a) + (r(a)z'(a))® = p(a).
Pokud navic plati, Ze
<11
/a 0 c(t)‘ dt < oo, (2.24)

pak je toto reseni ohranicené.
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Diikaz. Nejprve budeme dokazovat prvni ¢ast tvrzeni. Protoze z(t) = p(t) sin ¢(t), vidime,
ze

[z <[p®)],  tel (2.25)

Z (2.9) dostavame

o(0) = pla) = [ ot (5= to) ) simpts) cospts) s

— /at p(s) (Tls) _ c(s)) %sianp(s) ds,  té€(a,)

a protoze |sin2p(s)| < 1, dostdvame

ds.

001 < o)+ 5 [ 1000|159

PouZitim Lemmatu 2.18 mame

o0l < plaeso (5 [ t

Protoze plati (2.25), celkem dostédvame
— —<(s)

(0] < pl@yexp 5 | t - fas)

Nyni budeme dokazovat druhou ¢ast. Predpokladejme tedy navic, ze plati (2.24). Pak
1
— — c(t)’ dt> eR.

o (é/m 0

% - C(t)‘ dt) , pak plati, ze L € R. Jelikoz |z(t)] < L,

feseni x je ohranicené. O

1

Oznac¢ime L = p(a)exp (% [

2.4.4 Diskonjugovanost

Nésledujici véta nam popisuje, za jakych podminek je rovnice (2.1) tzv. diskonjugovand
— tzn. Ze vSechna netrivialni feseni rovnice maji na daném intervalu nejvyse jeden nulovy

bod.

Véta 2.20 Uvazujme rovnici (2.1), kde I = [a,00), a TeSeni x, které spliuje x(a) = 0.
Bez ijmy na obecnosti miZeme navic predpokladat, Ze x’'(a) > 0. Pokud

[ (s +eton)ae <

pak kazdé netrividlni reseni rovnice (2.1) mda na daném intervalu nejvyse jeden nulovy

bod.
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Diikaz. Integraci rovnice (2.10), kde ¢(a) = 0, dostavame

o) = [ (i eostots) +elspsint o) s < [ (s +leto) s

o)< [ (g et ) s

Tedy
a dle predpokladu

Protoze ¢'(a) > 0, plati

o(t) < /OO (% + |c(t)|) dt <, t € [a,o0). (2.26)

Jiz vime, ze Teseni bude mit nulovy bod, kdyz ¢(t) = km, k € Z (viz Véta 2.9). Dle (2.26)
tedy plati, ze Zddné netrividlni feseni nemuze mit na intervalu [a, 00) dva nulové body. [

2.4.5 Oscila¢éni kritéria

Vlastnim prinosem je novy diikaz nasledujiciho oscila¢niho kritéria Leightonova-Wintne-
rova typu.

Véta 2.21 Necht r(t) > 0 a c(t) > 0 pro vSechna t € I, kde I = [a,0), a

/aoo%dt:/:oc(t)dt:oo. (2.27)

Pak je rovnice (2.1) oscilatorickd.

Diikaz. Dtkaz uvadét nebudeme, dale jej totiz prezentujeme v obecnéjsi pololinearni verzi

(Véta 3.17). O

2.4.6 Sturmova-Liouvilleova teorie

Budeme studovat okrajovy problém

Z"(t) + Ad(t)z(t) = 0, t € la,b], A eR,
z(a) =0, (2.28)
z(b) =0,

kde na daném intervalu je d(t) > 0 a d # 0. Tuto ulohu nazveme Sturmovgm-Liou-
villeovym problémem. Muzeme na ni také pouzit Priiferovu transformaci. Dale budeme
piedpokladat, ze A > 0. Resime okrajovy problém, kde na obou koncich mame predepsa-
nou nulovou hodnotu, tzn. Ze FeSeni ma na intervalu [a,b] minimalné dva nulové body.
Kdybychom uvazovali A < 0, pak Ad(t) < 0. To by ale znamenalo, dle Sturmovy srov-
navaci véty (Véta 2.16) srovnanim s rovnici z”(t) = 0, kterd neméa zadny nulovy bod, ze
reseni bude mit na uvazovaném intervalu maximalné jeden nulovy bod.
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Véta 2.22 FEuxistuje neohranicend rostouct posloupnost kladnych cisel A, A, > 0, n € N,
takovd, Ze problém (2.28) md nenulové resent pravé tehdy, kdyz X = \,. Odpovidajici reseni
zn(t) = z(t, \,) je urceno jednoznacné az na multiplikativni konstantu a md na intervalu
(a,b) praveé n — 1 nulovych boduii.

Navic, pokud je d kladné na celém intervalu (a,b), vlastni ¢isla vyhovuji vztahu

VA T

lim = — :

n—oo M [ A/d(t) dt

Diikaz. Dikaz je specialnim piipadem dikazu pololinedrni verze této véty (Véta 3.18).

Jeho prvni ¢ast vSak lze v linedrnim pripadé provést jednoduseji, proto ji zde uvedeme.
Necht x je feSenim rovnice z (2.28) dané pocatecnimi podminkami

z(a,\) =0, ' (a,\) = 1. (2.29)

Déle necht p a ¢ jsou funkce definované jako ve Vété 2.9, dle (2.29) tedy plati

p(a, >‘) = \/x2(a7 /\) + 1”2<a, /\) =1,
x'(a, \)
x(a, \)

¢(a, \) = arccotg = 0.

Budeme hledat takova A = \,,, pro ktera plati z(b, \,,) = 0, dle Véty 2.9 tedy

(b, A
@(b, \,) = arccotg % + nmw = nm, n € Z.
Na Obrazku 2.1 vidime, ze
e(t,\) =0 (mod ) prave tehdy, kdyz z(t,\) = 0. (2.30)

Dle Véty 2.14 vime, Ze ¢ je vzhledem k X\ neklesajici, tzn.

lim o(t, \) = oo, t € la,b],

A—00

a dle Véty 2.9, zZe ¢ je vzdy nezdporné, tzn.

lim ¢(t,\) =0, t € (a,b].

A——00
Funkce ¢ mé spojitou derivaci, kterou dostaneme ze vztahu (2.10) a to sice jako
@ (t,\) = cos® (t, \) + Ad(t) sin? p(t, \).
V okoli p(t,A) =0 (mod m) pak plati
¢ (t,\) = cos® 0+ \d(t)sin?0 =1 > 0,

tzn. ze funkce ¢ je v okoli nulovych bodt feseni x dokonce rostouci.
V bodé t = b taktéz plati

lim ¢(b,A\) =0.
A——00
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Protoze ¢ je v bodé b rostouci vzhledem k A, musi existovat A = \; takové, ze
o(b,\1) = .
Podminka x(b, A1) = 0 je dle (2.30) splnéna. Protoze déle plati ¢(a, A1) = 0, dostavame
0<p(t,\)<m, t € (a,b),

coz znamena, ze r1 nema na intervalu (a, b) zadny nulovy bod.
Pokud X nechame dale rust, musi existovat A = Ay takové, ze

QO(ZL )\2) = 2m.
Podminka x(b, As) = 0 je dle (2.30) splnéna. Protoze dale plati p(a, A2) = 0, dostavame
0 < p(t, A\2) < 2m, t € (a,b),

coZ znamena, ze ro ma na intervalu (a,b) pravé jeden nulovy bod.
Budeme-li dale pokracovat, v n-tém kroku dostavame A = \,, takové, ze

o(b, \,) = nm.
Podminka x(b, \,,) = 0 je dle (2.30) splnéna. Protoze déle plati ¢(a, A,) = 0, dostavame
0<@(t,\,) <m, t € (a,b),
coZ znamena, ze ,, ma na intervalu (a,b) pravé n — 1 nulovych bodu.

Pokud je x,, feSenim (2.28), pak je také ziejmé i px,, p € R, fesenim tohoto problému.
Kromé toho plati také, ze kazdd dvé feseni (2.28) musi byt linedrné zavisld. Reseni z,, je

tedy urceno jednoznac¢né az na multiplikativni konstantu. O
Cisla A\, Ao, ..., A\, ..., pro které ma systém (2.28) netrividlni feseni, budeme nazy-
vat vlastnimi hodnotami a jim odpovidajici TeSeni x1, o, ..., xn,... viastnimi funkcemi

okrajového problému (2.28).

Poznamka 2.23 Plati, ze dvé feSeni x,,x,,, n # m okrajového problému (2.28), které
odpovidaji vlastnim hodnotam \,, A,,, jsou ortogonalni, tzn. ze plati

b
/ ()2 (£ (£) dt = 0.
Skutecné, funkce x,, a x,, jsou reSenimi

z(t) + A\pd(t)z, () = 0, (2.31)
zi (t) + Apd(t) 2 (t) = 0.

Vynasobime-li (2.31) z,, a (2.32) x,, odeCteme a zintegrujeme, dostavame

/ (2 (e (t) — 27 ()za(t)) dt = / O — M) d(t)zn (B (£) I
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Jelikoz plati o ()2, (t) — 2 ()2, (t) = (2 ()2 (t) — z,(t)2, (), dostavame

n m

b b
2, (O (t) = 2a (D () = (A — An) / A(t)2a () (t) dt

dle okrajovych podminek

O — A) / Az (B () dt = 0.

Protoze n # m, tedy A\, # A\, celkové dostavame

/ bd(t)xn(t)xm(t) dt = 0.
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3 Pololinearni diferencialni rovnice

Zakladni informace v této kapitole jsou ¢erpany z [7], jsou pripadné doplnény o detail-
néjsi vypocty a komentéte (zejména v ¢asti 3.2). Vlastnimi vysledky jsou pak Véta 3.15,
Véta 3.16 a novy dikaz Véty 3.17.

3.1 Uvodni poznimky

Budeme uvazovat pololinedrni diferencidlni rovnici druhého rddu tvaru
(r(t)®(z")" + c(t)®(z) = 0, ®(z) = |z|Ptsgnu, p>1, tel, (3.1)

kde na daném intervalu je r(t) > 0 a r, ¢ jsou zde spojité. Nebude-li feceno jinak, budeme
po celou kapitolu predpokladat, ze tyto podminky pro koeficienty jsou splnény.
Cislo ¢ > 1 nazveme konjugovangm k &slu p, pokud plati

T
p q
Funkci # € C*(I) nazveme resenim rovnice (3.1), jestlize na daném intervalu vyhovuje
rovnici (3.1) a r®(z’) € C'(I). Pokud je z = 0, nazveme ho trividlnim resenim rovnice
(3.1). V opa¢ném piipadé se reSeni nazyva netrividlni.

Poznamka 3.1 V pripadé, kdy je p = 2 prejde pololinedrni rovnice (3.1) na linearni
rovnici (2.1), kterou jsme rozebirali v predchozi kapitole. Funkce ® je pak identita.

Poznamka 3.2 Vétsina tvrzeni, kterd zde formulujeme, by (podobné jako v linedrnim
pifpadé) platila i za slabstho predpokladu. Stacilo by, aby byly r177 a ¢ lokdlné integro-
vatelné.

Poznamka 3.3 Rovnice (3.1) se nazyva pololinedrni, protoze prostor jejich feseni je
homogenni, ale uz neni aditivni. Netvorti tedy linearni prostor, nebot sdili pouze polovinu
vlastnosti linearniho prostoru. Ztrata aditivity je pak pri¢inou absence nékterych néastroji
znamych z linearni teorie, coz ma za nasledek potrebu nalezeni novych postupii.

Zasadni rozdil se tyka Wronskidnu, ktery je (v linearni teorii) pro dvé spojité diferen-
covatelné funkce 1, x5 definovan jako

Wy, m2)(t) = a1 (t)25(t) — 2 (£)2a(t).
Pro dvé feseni xy, 25 linedrni rovnice (2.1) vzdy plati Wronského identita
r(t)W(xy, 22)(t) = w, Vtel,

kde w je redlna konstanta. K této identité vSak neexistuje pololinedrni analogie.

Dale nemame k dispozici pololinedrni analogii formule pro urceni linedrné nezavislého
reseni na zakladé znalosti jednoho Teseni. Bohuzel selhava i linearni transformace zavislé
proménné, viz Pozndmka 3.4.

Vyznamné rozdily mezi pololinearnim a linedrnim piipadem byly déle vypozorovany
u okrajovych tloh (Fredholmova alternativa), ¢i ve struktufe prostoru reseni, které bere
v tvahu limitni chovani feseni a jeho prvnich derivaci. Problémy jsou i u poc¢atecni ulohy
pro nehomogenni rovnici, viz Poznamka 3.11.
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Poznamka 3.4 V linedrnim pripadé existuje transformace prevadéjici homogenni li-
nearni diferencialni rovnici druhého radu na Jacobiho tvar, viz Poznamka 2.3. K této
transformaci existuje ¢astecna pololinedrni analogie.

Uvazujme tedy rovnici (3.1), kde I = [a, 0c0) . Plati-li

/ r174(s) ds = oo,

pak postupujeme analogicky jako v linearnim pripadé, pricemz je opét zachovan typ in-
tervalu. Tedy pro netrividlni feSeni = rovnice (3.1) transformujeme nezavislou proménnou
a polozime

s=t), pelC(l), Y'#0, tel,
y(s) = z(),

tim rovnici (3.1) pfevedeme na

(F(5)@(y) +e(s)@(y) =0, s e€v(l),

kde
P (rov )@ (W oy ),
s Co;b_l
Er

Nésledné zvolime v konkrétné jako

a dostavame

Avsak plati-li

/ r79(s) ds < oo,

nelze postupovat jako v linearnim pripadé, nebof kvuli ztraté aditivity prostoru reseni
(3.1) neexistuje pouzitelnd analogie linedrni transformace z(t) = h(t)u(t).

Definice 3.5 Rekneme, Ze netrivialni fegeni x rovnice (3.1), kde I = [a, 00), je oscilujict,
jestlize ma na daném intervalu I nekonec¢né mnoho nulovych bodi, tzn. ze ke kazdému
T € I existuje t > T takové, ze plati xz(t) = 0.

Netrivialni feSeni se nazyva neoscilujici v opacném pripadé, tzn. kdyz existuje T' € [
takové, ze pro vSechna t > T plati x(t) # 0.

Pokud jsou vsechna feseni rovnice (3.1) oscilujici, rovnice se nazyva oscilatorickd,
pokud jsou vSechna neoscilujici, nazyva se neoscilatorickad.
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Poznamka 3.6 Pozdéji uvidime, ze (stejné jako v linedrnim pripadé) diky Sturmove
oddélovaci vété (Véta 3.12) plati, ze néjaké feseni rovnice (3.1) osciluje pravé tehdy, kdyz
osciluji vsechna reseni této rovnice.

Rovnice tvaru (3.1) popisuji napiiklad proudéni nenewtonovskych kapalin ¢i rizné
modely v glaciologii (popis pohybu ledovet). Hraji také dilezitou roli v eliptickych par-
cidlnich diferencialnich rovnicich s p-Laplacidnem, které se za danych predpoklada daji
zredukovat pravé na rovnice tvaru (3.1). Puvodné se p-Laplacidn objevil v souvislosti s ne-
linearnim Darcyho zakonem a proudénim poréznimi materidly, ma vSak i dalsi interpretace
a také se uvazuji rizna jeho zobecnéni.

3.2 Priferova transformace

V této ¢asti zavedeme pololinedrni Priiferovu transformaci rovnice (3.1). Ukédze se, ze
bude velmi podobného tvaru jako v linedrnim piipadé, viz (2.6), jen misto klasickych
trigonometrickych funkci zde budou vystupovat zobecnéné trigonometrické funkce. Proto,
diive nez se dostaneme k samotné transformaci, musime tyto zobecnéné trigonometrické
funkce zavést.

3.2.1 Zobecnéné trigonometrické funkce

Cilem nyni bude zavést zobecnéné trigonometrické funkce, zejména sin, a cos,, které se
pro p = 2 zredukuji na klasicky sin a cos.
Budeme uvazovat nasledujici pololinearni diferencialni rovnici druhého fadu

(@(z)) + (p— P () =0 (3.2)
a oznacime jako S Teseni této rovnice dané pocatecnimi podminkami

S(0) = 0,
S'(0) = 1.

Nyni budeme s rovnici (3.2) pracovat. Nahradime-li v této rovnici z za S a vynaso-
bime-li vyrazem S’ dostavame

(®(5)S" + (p—1)®(S)S" =0.
Daéle budeme upravovat

0= (B(S)'S"+ (p— NO(S)S" = (|57 sgn §')'S" + (p— 1)S'|S[* sgn S
= (p— 1|78 (sgn S')" + (p— 1)S'|S|” " sgn S,

podélime vyrazem p — 1
|S7|P~1S" sgn S" + |S[P71S sgn S = 0,
vynasobime vyrazem p a znovu budeme upravovat

0=nplS'|P1S"sgnS" + p|S|P1S" sgn S = [|S']P + |S|P)
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a tedy

0= [ S +IsPY dt = (157 + 5P,
— ISP + ISP — (SO + ISO)F) = [SOF + [SOF -~ (1+0).
odtud
L= S0P + IS
Pak
ISP+ ISP =1 (3.3)

nazveme zobecnenou Pythagorovou identitou.
Protoze S’(0) = 1, funkce S je kladnd na néjakém pravém okoli bodu ¢ = 0. Z (3.3)
tedy dostavame

S’ =1 — Sp.
Tuto rovnici budeme déle upravovat
s = YT,
e
ds
— =dt
V1 — 5P

Celkem tedy dostavame, ze na néjakém pravém okoli bodu ¢ = 0 plati

S(t) .
t:/ (1—sP)rds. (3.4)
0

Funkce S bude vystupovat pravé v zobecnénych funkcich sin, a cos,. Abychom ale
mohli tyto zobecnéné funkce sestrojit, musime jesté zavést zobecnéni Ludolfova ¢isla .

Pii zavedeni zobecnéného Ludolfova ¢isla 7, se budeme inspirovat vztahem, ktery
plati v pripadé, kdy p = 2, tedy v linearnim pripadé. Zde ms = 7 vyjadiuje polovinu
délky jednotkové kruznice, kterd je ddna vztahem 2 + 3% = 1, tzn.

[ o=
= —dz,
-1 1—.732

tedy

T 1 _1
52/0 (1—1;2) 2dx.

Zavedeme proto zobecnénou kruznici |z|P + |y|P = 1, viz Obrézek 3.1, a podobné jako
v linedrnim ptipadé definujeme zobecnéné Ludolfovo cislo m, jako

1
ﬁ:/ (1—Sp>_%d8.
2 Jo
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o]z +Jyl> = 1
jzf* + [y* =1
ot 4y = 1
2|t + [y|* =1

Obrézek 3.1: Zndzornéni zobecnéné kruznice |z[P + |y[P =1 prop € {3,2,3,4} .

Tento vztah budeme dale upravovat a to sice pomoci substituce u = sP, pak dostavame

1 1 1
&:/ (1—sp)_117ds:—/ (1—u)_%u_%du.
2 0 0

p

Za pouziti Eulerovy beta funkce

1
B(m,y):/ (1 — )yt de
0

muzeme psat

Protoze dale plati

B(z,y) = I;((?i(j),
F@)r(-2) = 81n7(r7rx)

kde

je Eulerova gamma funkce, celkem lze psat

2
Ty = —— (3.5)

~ psinZ
p p

Rovnice (3.4) jednoznacné definuje funkci S na intervalu [0, %] s okrajovou podminkou

S (%) = 1. Z rovnice (3.3) dostavéme, ze S’ (%) = 0.
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Nyni jiz mizeme definovat zobecnéné trigonometrické funkce. Zobecnenou funkci sinus
sin, definujeme jako liché 2, periodické prodlouzeni funkce S, tedy

sin, t = S(), be 9&7} ’
S(m, —t), te [2,m,).

Funkci miZeme vidét na Obrazku 3.2. Zobecnénou funkci kosinus cos, definujeme jako
cos,(t) = (sin,(t))".

Obé tyto zobecnéné funkce se pro p = 2 redukuji na klasické funkce sin a cos. Z (3.3)
vidime, Ze plati zobecnéna Pythagorova identita

| sin, t|P + | cos, t|F = 1. (3.6)

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" sins t
. 2
sing ¢

v
~

Sil’lg t

Obrazek 3.2: Znézornéni zobecnéné funkce sinus.

ProtoZe sin,, bijektivné zobrazuje interval [—72, 2] na interval [—1, 1], existuje k nému
inverzni funkce, kterou oznac¢ime arcsin, . Podobné, ke cos, také existuje inverzni funkce,
kterou budeme znacit arccos, .

Déle zavedeme zobecnénou funkci tangens tg, a zobecnénou funkci kotangens cotg,

jako

te = sin,, t
&t = cosyt’
__cospt
cotg,t = Sin, ¢ .

Funkce tg, je periodickd s periodou 7, a ma nespojitost v %2 + kmp, k € Z. Funkce cotg,
je také periodicka s periodou 7, ale mé nespojitost v kmp,, k € Z.
Z rovnic (3.2) a (3.6) dostavame

/ 1
tg t) = —— =1 tg t|P
(gp ) | cos, [P + | gp 7,
(cotg, t)/ = —|cotg, t[*P(1 + | cotg, t[").
To znamena, ze (tgp t)/ >0a (cotgp t)/ < 0 na danych defini¢nich oborech. Existuji tedy
inverzni funkce arctg,, arccotg, a to na intervalu (—%”, 7;—p) , respektive (0, 7,) .
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3.2.2 Priiferova transformace

Necht z je netrivialnim feSenim (3.1). Transformace

x(t) = p(t) sin, p(t),

2/ (t) = r'71(t)p(t) cos, (1)

rovnice (3.1) se nazyva pololinedrni Priiferova transformace, kde g je konjugované ¢islo
k p.
Zderivujeme-li prvni vyraz v (3.7) a porovname ho s druhym, dostaneme

P (t) sin, (1) + p(t)¢' (t) cos, p(t) = 11 7(t) p(t) cos, (). (3.8)

Aplikujeme funkci @ na obé strany druhého vyrazu v (3.7) a budeme upravovat

D(z') = B(r' (1)) @(p(t))P(cos, ¢(1)),
O(ri (1)) ®(2") = ®(p(t))P(cos, (1))

Nejprve upravime levou stranu rovnosti

O(r1H ()0 (2) = (P D(a) = 1P () D(a)

(3.7)

a protoze plati }10 + % =1, dostavame pqg — p — g = 0 a tedy
PP Pt ()@ (2') = r(t)P(a).
Konecéné upravime i pravou stranu rovnosti
D(p(t))P(cosy p(t)) = p7~ () (cos, p(t)).
Celkem tedy obdrzime
r(t)®(2") = p" () @(cos, p(1)).
Nyni rovnici zderivujeme a nasledné budeme substituovat z (3.1), ziskdme
—c()@(x) = (p — D" (1) ()P (cos, (1)) + o7~ (£)(p — 1)] cos, (1) (cos, (1))
Odvodime (cos, ¢(t))" z rovnice (3.2)
0 = (®(siny, @) + (p = 1)®(sing o(t)) = (P(cos, ¢(1))) + (p — 1)P(sin, o(t))

= (9= 1) o, @l (w08, 9(0) 5+ (p = Db(sin (1),

z ¢ehoz dostavame

(cos, p(t))" = —| cos, o (t)[* P (sin, (1)) (t).

Kdyz dosadime zpét do ptivodni rovnice, obdrzime

—c(t)®(x) = (p — 1)p" (1) (t)(cos, (1))
— PP (t)(p — 1)l cos, ()77 cos, o (t)[* PP (sin, p(t))¢' (1)
= (p—1) [P ()0 (1)@ (cos, (1)) — o7 (1) R (sin, o (1)) (t)] -
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Substituujeme z (3.7) a kone¢né dostavame

—c(t)p"~ () D(sin, (1) = (p — 1) [P"2(t)p'(t)2(cos, p(1))
—r" _l(t)@(sinp 90(75))90’@)} :

a (3.9) vyrazem > o e? ziskdme

Nyni vyndsobime (3.8) vyrazem W

r'9(t)®(cos, p(t)) cos, (1)
_ /;(_(f))@(cosp (t)) sin, p(t) + ¢ (t)D(cos, p(t)) cos, (1),
—c(t)P(sin, (1)) sin, p(t)

= (p = 1) | 25 0lcosy (0 sy (6 — o (10(sin 0 s 1)

Upravou obdrzime

P91 cos, ()P = %cb(cosp 1)) sing (1) + (1) cos, o(1)P (3.10)

p(t)
Od (p — 1) nasobku (3.10) odecteme rovnici (3.11) a budeme opét upravovat
(p = D)r'=?(t)] cos, p(B)I” + c(t)] sin, o(t) "
= (p = D' ()] cos, p(t) P + (p = 1)@/ (1) siny, o ()P
= (p—D#'(D).

—e(t)]sing (B = (p— 1) ['0'“) B(cosy (1)) siny (1) — (1)) siny @(t)!p] )

Celkem tedy dostavame

'(t) = pc@l

| siny, p(£)[F + 1 7(t)] cos, (1) P

Déle do rovnice (3.11) dosadime vyjadieni ¢

—c(t)]sin, o) = (p = 1) [L(ﬂ@(cosp (1)) sin, (1) —

p(t)
(p0<_’f>1 [sin (1) + ()| cos, so<t>rp) [siny eo<t>|p]

a budeme upravovat

p()]siny @(8)]” [r=1(1)] cos, (¢
@ (cos, (1)
o
)

p(t) = = )

PP+ & sin, (1) — 4]
)

p(t)| sing p(1)P [r19(8) cos, (1) P +
O (cos, ¢()) sin
p(0)] siny (D)]P] cos, (1) P |1 t)
B ©(cos, p(t)) sin, (1)
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Urcité plati, ze

sin, o(t)[? sin, o(t)[? :
[simy (1) _ Isz! — B(sin, (1)),
sin, (1) | siny, o (t)] sgn siny, o (¢)
[cos, ()" [cos, p(DI”
_ = t).
P(cos, ¢(t)) | cos,p(t)[P~tsgncos, p(t) cos, p(t)

Proto celkové mame

mwzmm@%wmw%ﬂwpﬂ@—

Funkce p a ¢ jsou tedy fesenim systému

#(0) = p0)0(sin pl0) cosy ) [ 0) - L. (312)
¢ (0) = s, o0+ (0)] cos, 20 (3.13)

ktery nazyvame pololinedrnim Priiferovym systémem.
Pololinearni Priiferova transformace tedy prevede pololinearni diferencialni rovnici
druhého fadu (3.1) na dvé diferencidlni rovnice prvniho fadu tvart (3.12) a (3.13).

3.3 Vlastnosti

V této casti si uvedeme vlastnosti Priiferovy transformace. UkaZeme, Ze nejenom ze lze
pomoci Priiferovy transformace rovnici (3.1) prevést na systém (3.13) a (3.12), ale dokonce
plati, Ze rovnice je tomuto systému ekvivalentni.

Véta 3.7 Kazdé netrividlni reseni (3.1) definuje jediné reseni (3.12) a (3.13). Plati
1 opacné turzent.

Diikaz. Jiz jsme ukézali, ze mame-li netrivialni feseni rovnice (3.1), pak p a ¢ vystupujic
v transformaci (3.7) jsou jedinym fesenim systému (3.12) a (3.13). Konkrétni vyjadreni
téchto funkci pomoci proménnych x a ' uvedeme v nasledujici Vété 3.8.

Nyni budeme chtit ukdzat opa¢nou implikaci. Mame-li tedy feseni p a ¢ systému (3.12)
a (3.13), pak jsme schopni pomoci vztaht v (3.7) najit jediné feseni z. Kdyz dosadime
(3.7) do levé strany rovnice (3.1) a budeme upravovat, dostavame

[P(OD (- 1(D)p(t) cos, p(8))] + (D) @(p(1) sing (1))
= [r@ [ @] sgn (7710) I sen (p(8)) B(cos, (1))
+cft) (1)~ sgn (p(t)) B(siny
= [P @ (D)0 (cosy ()] + elt) " (1) (sin, (1))
= [P ()0 (cos, p(1)] + ()" (H(sing (1))
= (p= 1) 2P (O (cos, (1)) + 977 (8) (0 — 1) |eosy (1) (cos, (1))’
+ et (P (siny (1))
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Dosadime za vyraz (cos, ¢(t))", ktery jsme si jiz odvodili, a to sice jako

(cos, p(t))" = —| cos, o (t)|* P (sin, o (t)) ¢ (t).

Dostavame tedy

(p—1) PP 2()0 (1)@ (cos, p(t) + (p — 1) pP 1 (t) |cos, (t) P2 (cos, o (t))
+c(t) P (1) P (siny, (1))
= (p—1) p" ()0 (£)® (cos, (1))
— (p— 1) p" (1) |cos, @(t) "~ | cos, (1)[* PP (sin, o(1))¢' (1)
+c(t)p" ()@ (siny, o(1))
= (p = 1) p"2(0)p ()P (cos, p(t)) — (p — 1) pPP~ (1) D(sin, (1)) (t)
+c(t) P (1) P (sing, o(1)) -

Do tohoto vyjadreni muzeme dosadit z (3.12) a (3.13) a dédle budeme upravovat

(p—1) p"2(t)p' (1)@ (cos, p(t)) — (p — 1) PP () D(sin, w(t)) ¢ ()
+e(6)p (1) (simy (1))
= (p— 1) pP72(t) p(t)®(sin,, c(t)

0) cos, o) [r(0) — 2

| @ (cos, (0

~ (p= 1) OBGing o(0) |- sng (o) + 0] cos, )P

+e(t)pP (1)@ (sin, (1))
= (p = 1) " ({O)r' () (sin, (1)) [@ (cos, (1)) cos, (t) — |cos, p(t)]"]
= " (B)e(t)® (sing (1)) [© (cos, p(t)) cosy (1) + [simy (1) — 1]

= (o= 000 s p(0) | 22O cos ot0) — cos, et

’P

— PP () e(t)® (sin, p(t)) [M

cos, (1) cos,, p(t) + |sin, ()" — 1]

— (p— 1) " (1D (siny (1)) (Jcosy p(0)]” — leos, (D7)
— 0P M ()elt) (sin, (1)) (Jeos, ()] + fsing (1) — 1)
=~ (D)elt)® (siny (1)) (1~ 1) = 0.

Tim je dikaz hotov. ]

Véta 3.8 Necht x je netrividlni resent rovnice (3.1), které md na intervalu (a,b|, a,b € R,
praveé n nulovych bodu

a<ty<ty<---<t,<bh, n > 1.

Dale necht p je funkce definovand jako

(t) = {/Ix(t)lp +ra(t) |2 ()] (3.14)
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a ¢ je funkce definovand jako

o(ty) = kmy, k=1,...,n,

arccotg, %, t€la,ty), (a) =0, je-li z(a) =0,
o0 = | wwccote, 00 Lk e (). Ee2.n1
arccotg, % +nm, te (t,, ]

Potom je funkce ¢ je spojitd na daném intervalu a
o(t) > kmy, YVt e (tg, b, k=1,2,...,n. (3.15)

Diikaz. Dikaz uvadét nebudeme, je analogicky ditkazu linearni verze této véty (Véta 2.9).
O

Poznamka 3.9 Podobné, jako jsme rozsitili Vétu 2.9 ve smyslu Poznamky 2.10, tak lze
rozsitit i predchozi vétu.

3.4 Aplikace

V této casti uvedeme nékteré aplikace Priiferovy transformace.

3.4.1 Existence a jednoznacnost

Jak uvidime, k existenci a jednoznacnosti feseni pocatecni tlohy pro rovnici (3.1) nelze
pristupovat analogicky jako v linedrnim pripadé (viz Poznamka 2.4). Pfepisem rovnice
(3.1) (pomoci substituce u = r®(z')) dostdvame systém

/() =)0 (u),
u'(t) = —c(t)®(z),

kde ¢ je konjugované &islo k p a @71 je inverzni funkce k funkci ®. Nelinearita tohoto
systému ovSem nespliuje Lipschitzovu podminku.

Véta 3.10 Necht ty € I a A,B € R. Pak ezistuje jediné reseni rovnice (3.1), které
vyhovuje podminkam xz(ty) = A, 2'(to) = B a které je rozsititelné na cely interval I. Toto
resent spojité zavisi na pocdtecnich hodnotich A, B.

Diikaz. K dikazu pouzijeme pololinearni Priiferovu transformaci. Nelze ale postupovat
ani jako pti alternativnim dukazu v linedrnim pripadé (viz Véta 2.11), nebot prava strana
(3.12) nemusi spliiovat Lipschitzovu podminku. Pravé strana (3.13) ale Lipschitzovu pod-
minku splnuje, na celém intervalu I tedy dostavame jediné feseni . Prava strana (3.12)
je vzhledem k p linearni, dosadime-li do ni tedy dané ¢, dostavame jediné teSeni p.
Dle Véty 3.7 je pak zarucena jednoznacnost a existence Teseni pocatecni tulohy na in-
tervalu [ i pro rovnici (3.1). O

Poznamka 3.11 Jednoznacnost pocatecni tlohy pololinearni rovnice je obecné kompli-
kovand. Napriklad uz neni zachovana, pokud misto homogenni rovnice (3.1) uvazujeme
nasledujici rovnici nehomogenni

(r()®(a"))" + c(t)2(x) = f(1),
kde f je spojita funkce, viz [7], str. 9.
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3.4.2 Sturmovy véty

Nésledujici Sturmova oddélovaci véta ndm (stejné jako v linedrni piipadé) ¥ikd, ze nulové
body kazdych dvou linearné nezavislych teseni se vzajemné oddéluji.

Véta 3.12 (Sturmova oddélovaci véta) Necht je x netrividlnim resenim rovnice (3.1)
aty < tg, t1,ty € I, jsou dva jeho po sobe jdouci nulové body. Pak libovolné dalsi reseni
(3.1), které neni ndsobkem x, md na intervalu (t1,ts) prdvé jeden nulovy bod.

Diikaz. Dikaz by se provadél analogicky jako v linedrni verzi této véty (Véta 2.12), proto
ho nebudeme uvadét. [

Nyni budeme chtit porovnavat reseni dvou raznych rovnic tvaru (3.1). Uvazujme proto
pro t € [a, b] rovnice

(r (1) ®())" + er(t)D(x)
(r2(t) P (2"))" + c2(t) ()

0, (3.16)
0, (3.17)

kde na daném intervalu plati, ze r;(t) > 0, i = 1,2 a r;,¢;, i = 1,2 jsou zde spojité.

Véta 3.13 (Sturmova srovnavaci véta) Necht je x; resenim (3.16) aty < to, ty,ts € I,
jsou dva jeho po sobé jdouci nulové body. JestliZe plati, Ze koeficienty rovnic (3.16) a (3.17)
splnuji

Cl(t) < Cg(t), 7’1<t) > Tz(t) > O, te [tl,tQ],

pak md reseni xo rovnice (3.17) na intervalu (t1,ts) nulovy bod nebo je ndsobkem teseni
x1. Druhda moznost je vyloucena, pokud je jedna z merovnosti ostrd na mnozine kladné
miry.

Diikaz. Dikaz provedeme pomoci Priiferova systému (3.12) a (3.13), ktery je (jak jiz
vime) ekvivalentni pololinedrni rovnici (3.1), tedy i rovnicim (3.16) a (3.17). Do této
rovnice dosadime rizné koeficienty ¢; a r;, ©+ = 1,2. Dostavame

C1 (t)

¢(0) = 2 s, o0 +70(0) feos, (O = Fi(1,9), (3.18)
¢(0) = 20 s o0 + 1177(0) [cos, o0 = Pt ), (3.19)

Pak ziejmé plati
Fl(tu 90) < FQ(tu 90)

Ze srovnavaci véty, ktera je v pololinearnim ptipadé formulovana prakticky stejné jako v li-
nedrnim piipadé, viz Véta 2.14, plyne, ze pokud ¢ je FeSenim rovnice (3.18) a ¢ FeSenim
rovnice (3.19) spolu s poc¢dteénimi podminkami, které spliiuji

p1(a) < po(a),

pak plati
01(t) < pa(t), t € la,b].
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Jako disledek srovnavaci véty také dostavame, ze
P1(t) = pa(t)
pouze pokud
c1(t) = co(t) a () =rat).

Konkrétné pak plati, ze je-li v bodé a nulovy bod, tzn. zZe sin, p(a) = 0, pak je pocet
nulovych bodu siny, ps(t), t € (a,b), vétsi nez pocet nulovych bodu sin, ¢; (), s vyjimkou
ptipadu, kdy ¢1(t) = co(t) a r1(t) = r2(t). O

Poznamka 3.14 Pokud plati predpoklady Véty 3.13, pak (stejné jako v linedrnim pii-
padé) se rovnice (3.17) nazyva Sturmova majoranta rovnice (3.16) a rovnice (3.16) se
nazyva Sturmova minoranta rovnice (3.17).

3.4.3 Ohranicenost

Nésledujici véta je novym vysledkem. Je pololinearni verzi Véty 2.19 a udava, za jakych
podminek je feseni rovnice (3.1) na intervalu I = [a, c0) ohranicené.

Véta 3.15 Kazdé reseni rovnice (3.1) na intervalu I = [a, 00) vyhovuje nerovnosti

o) < K exp U

ke K = /Te(@P + r(O (@) = pla).

Pokud navic plati, Ze

1—q c(s)
s - S

ds] : t € (a,00),

pi-a(gy - <Y ’dt< 0, (3.20)

pak je toto reseni ohranicené.

Diikaz. Budeme postupovat obdobné jako v linedrni verzi této véty, tzn. Véty 2.19.
Nejprve budeme dokazovat prvni ¢ast tvrzeni. Protoze x(t) = p(t) sin, (t), vidime, ze

()] < lp(B)],  tel. (3.21)

Z (3.13) dostavame

p(0) = pta) = [ o510 siny () cosy ) (709 = L0 Y as, -t oo

p—1
a protoze
@ (siny, (s))] = [[sin, @(s)["" sgnsin, p(s)| <1,
dostavame
c(s)
< d
(01 < st + [ ool |roece) - L% as

44



PouZitim Lemmatu 2.18 mame

o0l < plaeso ([ t

Protoze plati (3.21), celkem dostdvame

(0] < plaeso ([ t

Nyni budeme dokazovat druhou ¢éast. Predpokladejme tedy navic, ze plati (3.20). Pak

exp(/aw

Oznaéime L = p(a)exp <faoo ‘rl_q(t) — ;(Tti dt) , pak plati, ze L € R. JelikoZ |z(t)| < L

pro vSechna t € I, dostavame, Ze x je ohranicené. [

1—q c(s)
s - 2

ds) , t € (a,00).

rTa(t) — ]%’ dt) €R.

3.4.4 Diskonjugovanost

Dalsim vlastnim pfinosem je néasledujici véta, ktera je pololinedrni analogii Véty 2.20
a ktera popisuje, za jakych podminek je rovnice tzv. diskonjugovand.

Véta 3.16 Uvazujme rovnici (3.1), kde I = [a,00), a Teseni x, které spliuje x(a) = 0.
Bez 1ijmy na obecnosti miuzeme navic predpoklddat, Ze x'(a) > 0. Pokud

/aoo <]@ + rl_q(t)) dt < 7,

pak kazdé netrividlni reseni rovnice (3.1) md na daném intervalu nejvyse jeden nulovy

bod.
Diikaz. Pokud zintegrujeme (3.13), kde ¢(a) = 0, dostavame

o) = [ (s (o) 4 o) cos, 9P ) ds < [ t (9 ) s
o(t) < /aoo <]|?C(Ts)1| + Tl_q(s)) ds

p(t) < / N Q@ + rl—q(s)> ds < m,.

o(t) < /°° (&t)l + Tl_q(t)> dt <, t € la,o0). (3.22)

p —_—
Jiz vime, ze FeSeni bude mit nulovy bod, kdyz ¢(t) = km,, k € Z (viz Véta 3.8). Dle (3.22)
tedy plati, ze Zddné netrividlni feseni nemuze mit na intervalu [a, 00) dva nulové body. [

Tedy

a dle predpokladu

Protoze ¢'(a) > 0, plati
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3.4.5 Oscilacni kritéria

Vlastnim piinosem je i diikaz nasledujiciho oscilacniho kritéria, které je pololinearni verzi
Véty 2.21.

Véta 3.17 Necht r(t) > 0 a c(t) > 0 pro vSechna t € 1, kde I = [a,0), a

/:O Tt dt = /aoo c(t) dt = oo. (3.23)

Pak je rovnice (3.1) oscilatorickd.

Diikaz. Predpokladejme tedy, ze plati (3.23). Dukaz budeme provadét sporem, proto déale
predpokladejme, ze rovnice (3.1) je neoscilatorickd. Musi tedy platit, ze ¢ (tj. prislusné
reseni (3.13)) je ohranicené, jinak by feseni mélo nekoneéné mnoho nulovych bodi. Déle,
diky predpokladu ¢(t) > 0, dostavame z (3.13), ze ¢'(t) > 0, coz znamenad, Ze ¢ je rostouci.
Museji tedy existovat

lim ()

t—o00

tliglo sin, ¢(t)

* Poos
s,
: 3.

Jim cos, (1)

Plati, Ze a® + 3% = 1, coZ znamend, Ze alespoii jedno z ¢isel a a 3 je nenulové.
Nejprve uvazujme a # 0. Pak

/
/ '(t)
(cotey 1)) = 1, P
Nyni dosadime za ¢ z Priiferova systému (3.13)
/ c(t) _ cos, p(t) [
(cote, (1) = ———7 —r'7(t) |
P sin, ¢(t)
Dle predpokladu (3.23) dostéavame
agy [ P
sin, p(t)| — 7
tedy
c(t
ot <~
Rovnici zintegrujeme
1 S
cotg, p(s) — cotg, p(a) < e c(t) dt

a upravime
(0= 1) (eot () — cot (o) <~ [ c(tyat.
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Pro s — oo pak plati
(p—1) (cote, ¢(s) — cotg, p(a)) € R,
—/ c(t)dt — —oo,

coz je ale spor.
Nyni uvazujme [ # 0. Pak

/ (1)
t t) = ——F——.
18 A0) = feos, (0P
Opét dosadime za ¢’ z Priiferova systému (3.13)

c(t)
p—1

sin, ¢(t) 7 1—q
e Rl

(tg, (1)) =

Dle predpokladu (3.23) dostavame

c(t)
p—1

P
>0

— )

sin, ()
cosy (1)

tedy

(tg, (1)) > r'79(1).

Rovnici zintegrujeme

tg, o(s) — tg, p(a) > /a riTA(t) dt .
Pro s — oo pak plati
(tg, w(s) — tg, v(a)) €R,
/s r179(t) dt — oo,

coZ je opét spor. O

3.4.6 Sturmova-Liouvilleova teorie

V této ¢asti ukazeme, ze feseni Sturmova-Liouvilleova problému pro pololinearni rovnici
méa podobné vlastnosti jako v linearnim pripadeé.
Budeme tesit okrajovy problém

0, t € la,b, A €ER,
z(a) = 0, (3.24)
0

kde na daném intervalu je d(t) > 0 a d # 0. Tuto ulohu nazveme Sturmovym-Liouvilleovgm
problémem pro pololinearni rovnici. Mizeme na ni také pouzit Priiferovu transformaci.
Déle budeme predpokladat, ze A > 0, a to kvuli stejné argumentaci jako v linearnim
pripadé.
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Véta 3.18 FEuxistuje neohranicend rostouct posloupnost kladnych cisel A, A, > 0, n € N,
takovd, Ze problém (3.24) md nenulové resent pravé tehdy, kdyz X = \,,. Odpovidajici reseni
z,(t) = z(t, \,) je urceno jednoznacné az na multiplikativni konstantu a md na intervalu
(a,b) praveé n — 1 nulovgch bodii.

Navic, pokud je d kladné na celém intervalu (a,b), vlastni ¢isla vyhovuji vztahu

R 2 Tp
lim = — .
noo M [ /d(t)dt

Diikaz. Necht z je feSenim rovnice z (3.24) dané pocatecnimi podminkami

z(a,\) =0, 2'(a,\) = 1. (3.25)
Reseni spojité zavisf na A, tzn. ze pokud
Ai = A pro ¢ — 00,
pak
x(t, \;) = z(t,\) stejnomérné pro i — oo, t € la,bl.
Pro toto Teseni budeme uvazovat néasledujici Priiferovu transformaci

x(t, \) = p(t, \) sin, p(t, N), (3.26)
2 (t,\) = A7 p(t, A) cos, p(t, N). (3.27)

Funkce p a ¢ jsou (dle Véty 3.8) tvaru
1) C
plt. ) = [late 0+ (5) e ]

—_ q—lx,(t?)\)
¢(t, A) = arccotg, ()\ W)

a Priifertiv systém je tvaru

P (t,N) = p(t, \)® (sin, p(t, X)) cos, p(t, A) |:>\q—1 _ pdﬁt)l] ’
! det) | P -1 »
Pt A) = p—1 |sing, p(t, )" + AT |cos, o(t, N)[7,

s pocatecnimi podminkami

pla,A) = G)q :
o(a,\) = 0.

Zmame-li feseni ¢, pak jsme schopni p dopocitat jako
" (s L d(s)
p(t.A) = pla, Nexp( [ B(sing (s, A)) cosy (s, A) (A1 = 2L ds ).
t
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Proto budeme tesit pouze pocatecni problém

O(t\) = pd(_”l

e(a,\) =0. (3.29)

[sing, (¢, )I” + A7 [cos, ot ), (3.28)

Pravou stranu rovnice (3.28) oznac¢ime jako f. Plati, ze pro vsechna A > 0 je f na in-
tervalu [a, b] ohranicené. Dale také plati, ze pro vSechna A > 0 je ¢ € R. Dle zobecnéné
Pythagorovy identity (3.3) lze psét

)

ft, o, A) =Xt + (p —

- )‘q_1> [sing, (£, A)[” .

Odtud vidime, ze f je vzhledem k ¢ Lipschitzovské, proto pro A > 0 existuje jediné reseni
¢ definované na celém intervalu [a, b].
Budeme hledat takova A > 0, pro ktera plati z(b, \) = 0, tedy

2’ (b, \)
z(b, \)

¢(b, \) = arccotg, ()\1‘1 > + nm, = nm,, n € 2.

Nejprve ukazeme, ze ¢ je vzhledem k A > 0 rostouci. Plati, Ze ¢ je vzhledem k A > 0
neklesajici (Véta 3.13). Necht mame tedy 0 < A\ < p, pak

Pt A) < (L, p)-

Predpokladame-li, ze

o(t,\) = p(t,p),  Vte(a,b),

pak

@' (t,A) = ' (t, 1)

a tedy

ft, 0t A),\) = f(t,p(t, 1), 1)

Proto musi platit

cos, ©(t, A) = cos, p(t, 1) =0,

tzn.

1
o(t,\) = (m + 5) Tp pro néjaké m € Z.

Dle (3.28) pak musi platit

coz je ale spor s predpokladem, ze

d(t) >0 pro né&jaké t € (a,b).
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Proto musi platit
©(to, A) < @(to, ) pro néjaké ¢y € (a,b).

Pomoci srovnévaci véty (viz Lemma 2.13) dostavame

@b, \) < (b, p).

Nyni budeme chtit ukézat, ze TeSeni x nema na intervalu (a,b] pro dostateéné malé
A > 0 zadny nulovy bod. Jiz vime, ze

x(t, \) — x(t,0) stejnomérné pro A — 0%, vVt e la,bl.

Pokud zintegrujeme rovnici z (3.24) a pouzijeme pocatecni podminku z’(a, \) = 1, dosté-
vame

oz/s(cp( (7, 0))’ dT—i—/\/ d(r)B(x(r, ) dr
= o(2'(s,\)) — (2 a,)\))—l—)\/d A))dr
= (2'(s,N)) A/ d(7)®(z(, A)) dr

= 95, 0) ~ 144 [ d(m)0(atr. ) dr.

kde oznacime
I(s,)) = / d(7)®(x(r, \)) dr .
Pak Ize psat
B(2/(5, ) = 1 — AI(s, A).

KdyZ pouZijeme inverzni funkci &1, dostdvame

2'(s,\) = O (1= A(s,)) = |1 — M (s, A)]* "sgn (1 — X (s,)\))
= 1= M(s,N)|"% (1= M(s,)),

z toho integraci a pouzitim pocéateéni podminky z(a, A) = 0 obdrzime
t
210 — a(a, ) = / 1= M (s, M2 {1 — M (s, \)} ds,
tedy
t
Bt ) = / 1= (s, N[72 {1 = M(s, )b ds, ¢ € [ab].
Z ¢ehoz je vidét, ze FeSeni x nemd na intervalu [a, b] pro mald A > 0 zadny nulovy bod.
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Nyni budeme chtit ukazat, Ze feSeni  ma na intervalu [a, b] pro dostate¢né velké A > 0
libovolné velky pocet nulovych bodi. Abychom to ukézali, budeme uvazovat rovnici

(@) + (p = 1) p®(z) = 0,

kde p > 0 je konstanta. Resenfm této rovnice je sin, (ut) s nulovymi body ¢ = j %”, Jj €.
Predpokladédme, ze d # 0, tzn. Ze musi existovat [d’, b'] C [a, b] takovy, Ze

d(t) >0, VteldV].

Necht tedy k£ € N a zvolme p > 0 takové, zZe sin, (ut) ma na intervalu [@/, b'] nejméné k+1
nulovych bodt. Déle necht \* > 0 je takové, ze

A* min d(t) = (p—1)puP.

tela’,b']
Pak porovnanim rovnice z (3.24) pro A > A\* a rovnice
(@) + (- prd(2) =0,  teld.b],

dle Sturmovy srovnavaci véty (Véta 3.13), dostdvame, ze vSechna FeSeni rovnice z (3.24)
pro A > A\* maji na [a, b] nejméné k nulovych bodi. Protoze k bylo libovolné, pak pro do-
statecné velké A\ > 0 ma feSeni « na intervalu [a, b] libovolné velky pocet nulovych bodi.

Protoze p(t,\) > 0, dle (3.26) plati, ze FeSeni x ma v t = ¢ nulovy bod pravé tehdy,
kdyz existuje j € Z takové, ze

plc, A) = jmp.
Navic, pak z (3.28) dostavame
(e, ) =\ >0,
tedy
o(t,\) > jmp, t € (c,bl.

Disledkem pak je, ze pro dostatecné malé A > 0 plati

0<pb ) <m,
a dale ze

/\113(()10 (b, \) = oo.

Nyni jiz budeme hledat A > 0, pro které plati
(b, \) = nm,, pro néjaké n € Z.
Funkce ¢ je v b rostouci vzhledem k A a plati
0 < lim p(b,A) < m,

A—0t

lim ¢(b, \) = oc.

A—00
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Z toho je primo vidét, ze pro vSechna n = 1,2, 3, ... existuje jediné A\, > 0 takové, ze
(b, \,) = nm,.

Prislusna funkce z, mé na otevieném intervalu (a,b) pravé n — 1 nulovych bodu. Ziejmé
plati

AM <A< <A, <

lim A\, = cc.
n—oo
Pokud je x,, fesenim (3.24), pak je také ziejmé i px,, p € R, fesenim tohoto problému.
Kromé toho plati také, Ze kazda dvé feseni (3.24) musi byt linedrné zavisla. Reseni z,, je
tedy urceno jednoznac¢né az na multiplikativni konstantu.
Na zavér budeme chtit dokazat, Ze pro d(t) > 0 na celém intervalu (a,b) plati

VA m

lim = 2 : 3.30
nooo o [P o/d(r)dt (330)
Nejprve uvazujme d = d; > 0, t € (a,b) a FeSme problém
(®(2)) + M1 ®(z) =0,  tefa,b], NER,
z(a) =0, (3.31)
z(b) = 0.

Netrivialnim feSenim splnujicim prvni okrajovou podminku je

x(t) = sin, <{/)\_d1(t - a))
a pro k—ty nulovy bod plati
 Audi (b= a) = kr,,
tedy

p)\k Yy

D
R

ziejmé tedy plati (3.30).

Nyni uvazujme problém (3.24) a FeSeni z,, tohoto systému, které mé na intervalu (a, b)
pravé n — 1 nulovych bodi. Toto Teseni ma nulové body tg =a <t; <ty < - <tp_1 <
tr = b. Polozme A = A\ v (3.24) a (3.31) a definujme

dli: min d(t), izl,...,k,

te[ti,l,ti]

do; = max d(t), i=1,... k.

te[ti,l,ti]
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Pak pokud polozime d; = d; ; na intervalu [t;_1,t;], tak na tomto intervalu je (3.31) Stur-
movou majorantou (3.24) (dle Véty 3.13). To ale znamena, ze TeSeni sin,, ({/ Ay (t — ti_l))
nemd na intervalu (¢;_1,t;) Zadny nulovy bod, tedy

{/ )\dlﬂ(tl — ti,1> S Tp- (332)

Pomoci podobné argumentace dostavame
Ty < {/ Adai(ti — tiq).

Na druhou stranu musi platit i

t; t;
/ O/ dy dt < / O/d(t) dt < /
ti—1 ti—1

t

t;
U Vel dt

Tudiz

wp—/tnlmdtlg/jlm(c/@—%ﬁt. (3.33)

i %

Necht w je definovana pro libovolnou spojitou funkei f na intervalu [a, b] jako

w(f,0) =max{|f(n) — f(R)|: |7 — 7| <0, 11,72 € [a,b]}.

Z (3.33) pak dostavame

ti
Tp _/ {/d(t)dt' SW(W,ti_ti_1> ‘tz_tz—ly
ti—1

2

7
Polozime

dy = min c;;.
i=1,...k

Pak pomoci (3.32) dostavame

Jiz vime, ze Ay — oo pro k — oo. Diky tomuto a diky spojitosti d dostavame (3.30). [

Cisla A1, Ag, ..., An, ..., pro kterd mé systém (3.24) netrivialni feseni, nazyvame vlast-
nimsi hodnotams a jim odpovidajici feseni x1, xs, ..., Ty, ... vlastnimi funkcemi okrajového
problému (3.24).

V linedrnim piipadé mame Pozndmku 2.23, kterd nam rika, ze vlastni funkce jsou
ortogonalni. K tomu ale nelze zavést pololinearni analogii, nebot ortogonalita vlastnich
funkci v prostoru L? pro p # 2 nemé smysl.
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4 Linearni diferencialni rovnice
vyssiho radu a linearni systémy
V této kapitole se budeme vénovat nejprve linedrnim diferencidlnim rovnicim vyssiho
radu a nasledné linedrnim systémim.

4.1 Linearni diferencialni rovnice vyssiho radu

Zakladni informace v této podkapitole jsou ¢erpany z [2] a [3].

4.1.1 Uvodni pozniamky

Budeme uvazovat homogenni linedrni diferencidlni rovnici ctvrtého radu tvaru
(r(H)2"(t))" — (s()2' (1)) — Md(t)z(t) = 0, tel, A ER, (4.1)

kde na daném intervalu jsou r, s, d kladné a spojité. Nebude-li feceno jinak, budeme po ce-
lou kapitolu predpokladat, ze tyto podminky pro koeficienty jsou splnény.

Podobné jako rovnice (2.1), je také rovnice (4.1) nazyvana Sturmovou-Liouvilleovou
linedarni diferencidlni rovnici. Tyto rovnice jsou specidlnim pripadem jisté obecné rovnice
radu 2n (pripadné jesté obecnéjsich objekti), viz Pozndmka 6.4 a Pozndmka 6.5.

Funkci # € C?(I) nazveme resenim rovnice (4.1), jestliZze na daném intervalu vyhovuje
rovnici (4.1) a rz” € C*(I), sx’ € C*(I). Pokud je z = 0, nazveme ho trividlnim resenim
rovnice (4.1). V opa¢ném piipadé se feseni nazyva netrividlni.

Poznamka 4.1 Polozime-li

kde

X'(t)=MHX({1), (4.2)
kde
0o 1 0 0
0 0 = 0
MO=1 0 o 0 1
Ad(t) 0 0 0
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Rovnice (4.1) je modelem kmitani nosniku. Jednotlivé ¢leny maji nasledujici vyznam:
r je tuhost,
(sx’)" jsou axidlni sily,
d je hustota.

Lze ukézat, ze rovnici (4.1) je mozné pomoci transformace prevést na jednodussi rov-
nici, kde jsou vynechény axialni sily (tzn. s = 0). Problémem ovsem je, ze tato trans-
formace nezachovava formu okrajovych podminek (znaménka koeficienti u proménnych,
viz [2], str. 58). Proto dava vétsi smysl uvazovat rovnici v obecném tvaru.

Vzhledem k tomu, Ze rovnici (4.1) uvazujeme v kontextu matematického modelu, pfi-
dame okrajové podminky a dostdvame nésledujici okrajovy problém

(r(t)a"(1)" = (s(t)2'(1)) = Md(H)z(t) =0,  te0,]], AeR,
2'(0) cosaw — (rz")(0) sina = 0,
x(0) cos B+ T'z(0) sin 5 = 0, (4.3)

2'(1) cosy + (ra”)(1) siny = 0,
z(l)coso — Tz(l)sind = 0,

kde

0< o, B,7,0 <

e

Nahradime-li prvni a tfeti okrajovou podminku podminkami

2'(0) =0,
(1) =0,
dostavame model vetknutého nosniku.
Cisla A\j, A9, ..., Ay, ..., pro kterd ma systém (4.3) netrividlni feseni, budeme nazy-
vat vlastnimi hodnotami a jim odpovidajici TeSeni x1, o, ..., Z,,... vlastnimi funkcemi

okrajového problému (4.3).
Dale budeme predpokladat, ze A # 0. Tomu odpovida, ze vylou¢ime nasledujici dva
pripady okrajovych podminek

() a=y=0apf=0=7,
(ii) jakékoliv t¥i z a, 3,7, 4 jsou rovny 7.
Lze ukazat, ze pro vlastni ¢isla okrajového problému (4.3) plati nasledujici vlastnosti:

(i) jsou spojita a klesajici vzhledem k proménnym «, 3,7 a d, kde «, 5,v,9 € (0,7),

)
(ii) jsou spojita a klesajici vzhledem k hustoté d,
(iii) jsou spojitd a rostouci vzhledem k tuhosti 7 a k rozlozeni axidlnich sil s,
)

(iv) jsou jednoduché.
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4.1.2 Priiferova transformace

Necht x je netrivialnim feSenim (4.1). Transformace

x(t) = p(t) sin W(t) cosO(t),
2'(t) = p(t) cos W (t) sin p(t),
r(t)z"(t) = p(t) cos W(t) cos p(t), (4.4)
Tx(t) = p(t) sin U(t) sin 6(t),
rovnice (4.1) se nazyva Priiferova transformace.
Dosazenim této transformace do systému (4.2) dostdvame
p(t)sin (t) cos O(t)\ ' 0 1 0 0 p(t) sin W(t) cos 6(t)
p(t) cos W(t)sinp(t) | _ 0 0 % 0 p(t) cos W(t)sin o(t)
p(t) cos W(t) cos p(t) 0 s(t) 0 1| [p(t)cosW(t)cosp(t)
p(t) sin W(t) sin 6(t) M) 0 0 0 p(t) sin W(t) sin 6(t)
p(t) cos W(t) sin p(t)
: Lp(0)cos W) os (1)
s(t)p(t) cos W(t)sin p(t) + p(t) sin W(¢) sin O(t)
Ad(t)p(t) sin W(t) cos O(t)
Polozime-li
w(t) = cotg V(t)
a vyjadrime-li p',w’, @', ¢, po Gpravé dostavame
pt) = %t) sin 2W(t) cos O(t) sin ¢(t) + (Tlt) + s(t)) cos® W(t) sin 2¢(t) s
+sin 2W(¢) sin 6(t) cos p(t) + %(t) sin® ¥(t) sin 29(2&)} :
'(t) = —w?(t) cos O(t) sin L s w(t) sin
/(1) = —u(t) cos (1) go(t);zt (5 +50)) wysinze(0 -
+ sin 6(t) cos p(t) — #w(t) sin 260(t),
0'(t) = —w(t) sin O(t) sin p(t) + Ad(t) cos® O(t), (4.7)
/ _ 1 2 102 1 : :
O'(t) = =) cos” p(t) — s(t) sin” p(t) — e sin 0(t) sin p(t) (4.8)

coz nazveme Priferovym systémem, jehoz fesenim jsou pravé funkce p, w, 0 a .
Priiferova transformace tedy prevede linearni diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu (4.1)
na ¢tyri diferencidlni rovnice prvniho fadu tvaru (4.5), (4.6), (4.7) a (4.8).

4.1.3 Aplikace

V této casti uvedeme aplikace Priferovy transformace, a to sice Sturmovu vétu.
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Budeme chtit porovnavat feseni dvou ruznych rovnic tvaru (4.1). Uvazujme proto
pro t € [0, ] rovnice

)" = (5102 (1)) — ex(t)a(t) =
)" = (5202 (1)) — ea(t)(t) =

kde na daném intervalu jsou r;(t) > 0, s;(t) > 0, ¢;(t) >0, 1 = 1,2, a ry, 84, ¢, @ = 1,2,
jsou zde spojité.

Uvedeme pouze Sturmovu srovnavaci vétu, neboft, jak jsme jiz ukazali, Sturmova od-
délovaci véta je pouze specialnim pripadem té srovnavaci. Véta bude formulovana pro pii-
slusné Priferovy tuhly, diky tomu bude formulace jednodussi.

(4.9)

0,
0, (4.10)

Véta 4.2 (Sturmova srovnavaci véta) Necht je x Tesenim (4.9) a x5 Tesenim (4.10),
koeficienty rovnic (4.9) a (4.10) splriuji

ri(t) > ra(t) > 0, s1(t) > sa(t) > 0, 0 < ci(t) < eot), tel,
a necht 60y a Oy jsou resent rovnice (4.7) prislusné k rovnicim (4.9) a (4.10). Pak
01(1) < 62(1),
kde rovnost nastane prdave tehdy, kdyz na celém intervalu I plati
=T, 81 = So, ¢l = co.
Diikaz. Dikaz uvadét nebudeme, mizeme ho nalézt napi. v [2], str. 65. O

Poznamka 4.3 Pokud plati pFedpoklady Véty 4.2, pak se rovnice (4.10) nazyva Stur-
mova majoranta roviice (4.9) a rovnice (4.9) se nazyva Sturmova minoranta rovnice

(4.10).

4.2 Linearni systémy

Zakladni informace v této podkapitole jsou Cerpany z [12] a [13].

4.2.1 Uvodni poznimky

Budeme uvazovat systém maticoviyjch diferencidlnich rovnic proniho rddu tvaru

U'(t) = A@t)U(t) + B(t)V (¢),

(4.11)
V'(t) = D(t)U(t) — AT()V (),

pro t € I, kde na daném intervalu jsou A, B a D spojité maticové funkce typun xn a B
a D jsou zde symetrické.

Tento sytém je tzv. linearnim Hamiltonovskym systémem. Lze ukéazat, Ze jeho speci-
alnim pripadem je pravé Sturmova-Liouvilleova linearni diferencialni rovnice, kterou lze
obecné vyjadrit ve tvaru

n

3 ()F (™ ()" =o.

k=0
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Pokud jsou U a V maticové funkce typu n x r, pak pro zjednoduseni budeme psat
(U, V) jako maticovou funkci typu 2n x r. Tato maticova funkce (U(t), V(t)) mé v j-tém
sloupci prvky wy;(t),. .., un;(t), v1;(%), ..., vy;(t). Jestlize jsou U a V FeSenim (4.11), pak
mé maticova funkce (U, V') na intervalu I konstantni hodnost. Dale budeme predpokladat,
ze tato hodnost je n.

4.2.2 Priiferova transformace

V této C¢asti zavedeme Priiferovu transformaci rovnice (4.11). Ukdze se, ze bude velmi
podobného tvaru, ktery zname z ostatnich variant transformace, jen misto klasickych tri-
gonometrickych funkci zde budou vystupovat maticové zobecnéné trigonometrické funkce.
Proto, diive nez se dostaneme k samotné transformaci, musime je zavést.

4.2.2.1 Maticové trigonometrické funkce

Budeme pro t € I uvazovat nasledujici systém maticovych diferencidlnich rovnic prvniho
radu

§'(t) = Q1)C(1),
C'(t) = =Q(t)S(t),

kde na daném intervalu jsou S, C' a () maticové funkce typu n x n a @ je zde spojita
a symetricka. Tento systém nazveme trigonometrickym systémem. Toto oznaceni je celkem
prirozené, uvédomime-li si, Ze v piipadé n = 1 a Q = E se systém redukuje na S”+ S = 0.
Je to vlastné systém typu (4.11), kde polozime

(4.12)

A=0,
B=-D=qQ.

Pro 7 € I ozna¢me S.(t) a C.(t) jako feSeni systému (4.12) spolu s pocatecnimi
podminkami

S(r) =0,

kde 0 je nulova matice typu n x n a E je jednotkova matice typu n X n.

Maticové funkce S;(t) a C;(t) se v dimenzi n = 1 a pro ) = FE redukuji na trigono-
metrické funkce sin(t — 7) a cos(t — 7).

Plati nasledujici zobecnéné identity

ST ()S:(t) + CL(H)C(t) = B,
S;(t)S7 (1) + C-(t)CF (t) = B,
ST()C-(t) = CL(1)S:(t) =0,
S.()CT(t) — C.(t)ST(t) = 0.

Naptiklad prvni dvé identity se pti volbé n =1 a @) = E redukuji na
sin?(t — 7) 4+ cos?*(t — 7) = 1.
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4.2.2.2 Priiferova transformace

Necht Y = (U, V) je netrividlnim FeSenim (4.11). Transformace

U(t) = S"(HR(2),

4.13
V(D) = CT O R() 1
systému (4.11) se nazyva Priferova transformace.

Lze odvodit, ze takto zavedené maticové funkce S, C' a R jsou TeSenim nasledujiciho
Priiferova systému

(1) = QUC(D),
() = —0()S(0), (4.14)
R(t) = M(D)R(t), (4.15)

kde

Q) = CB(H)CT + CA(t)ST + SAT(t)C" — SD(t)S7,
M(t) = SAt)ST + CD@t)ST + SB(t)CT — CAT(t)C".
Priferova transformace tedy prevede systém dvou maticovych diferencialnich rovnic

prvniho fddu (4.11) na systém dvou maticovych diferencidlnich rovnic prvniho fadu tvaru

(4.14) (trigonometricky systém) a maticovou diferencidlni rovnici prvniho fadu tvaru
(4.15).

Poznamka 4.4 Aplikace jsou podobné jako u jinych variant Priiferovy transformace,
napi. lze dokézat zobecnénou maticovou variantu Sturmovych vét, viz [13], str. 401.
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5 Diferenéni rovnice

Zakladni informace v této kapitole jsou ¢erpany z [5].

5.1 Uvodni poznamky

Pred uvedenim samotné rovnice, kterou budeme studovat, si pro a,b € Z zavedme ozna-
ceni

la,bl, = {a,a+1,...,b},
la,00), :={a,a+1,...}.

Budeme uvazovat diferencni rovnici druhého rddu tvaru
A(rpAxy) + crpaper =0, k€ [n,00),, (5.1)

kde {7}, {ck} jsou redlné posloupnosti takové, ze r, > 0 pro vsechna k € [n,00), , a kde
A je operdtor dopredné diference definovany jako Axj = xp,1 —xx. Nebude-li feceno jinak,
budeme po celou kapitolu predpokladat, ze tyto podminky pro koeficienty jsou splnény.
Tato rovnice je ¢asto nazyvana Sturmovou-Liouvilleovou diferencni rovnici.

Pokud je fesenim rovnice (5.1) posloupnost x = 0, nazveme toto Teseni trividlnim
resenim rovnice. V opacném pripadé se feseni nazyva netrividlni.

Poznamka 5.1 Obecné by stacilo predpokladat pouze rj, # 0 pro vsechna k € [n,00), .
Mnohé z vysledkii, které zde uvedeme, by po prislusné modifikaci platily i za tohoto
slabsiho predpokladu. Tato modifikace vSak neni zdaleka trivialni, z tohoto diivodu a také
proto, ze chceme prezentovat Sirsi spektrum vysledkt, predpokladejme r; > 0.

Poznamka 5.2 Diskrétni kalkulus ma sva specifika. Napriklad, na rozdil od derivace,
pro diferenci funkce slozené s posloupnosti neplati fetézové pravidlo. Problém tedy pak
prirozené nastava i v diskrétni analogii substituce v integralu. Nékteré analogie spojitych
postupti jsou proto problematické, ¢i nejsou viibec mozné, coz znacné komplikuje nase
uvahy. Pro diferenci souc¢inu plati

A(akbk) = Aakbkﬂ + CLkAbk (52)

Rovnice tvaru (5.1) vznikaji bud diskretizaci linearnich diferencialnich rovnic nebo
jsou samy primo matematickym modelem. Napt. Fibonacciho posloupnost je pti vhodnych
pocatecnich podminkéch fesenim rekurentni relace xy.o + arxri1 + brxr = 0, kterou lze
prepsat do tvaru (5.1).

Definice 5.3 Rekneme, Ze fefeni  rovnice (5.1) ma v bodé m € [n,00), zobecnény
nulovy bod, pokud plati x,,xn11 < 0.

Poznamka 5.4 Nékdy se misto zobecnéného nulového v bodé m hovoti o zobecnéném
nulovém bodé na intervalu (m,m + 1] .
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Definice 5.5 Rekneme, Ze feSeni 2 rovnice (5.1) je neoscilujici, jestlize existuje
m € [n,0), takové, Ze plati

TrTrr1 > 0, Vk>m.

Reseni se nazyva oscilujici v opaéném pifpadé, tzn. kdyZz mé nekoneéné mnoho zo-
becnénych nulovych bod.

Pokud jsou vsechna feseni rovnice (5.1) oscilujici, rovnice se nazyva oscilatorickd,
pokud jsou vSechna neoscilujici, nazyva se neoscilatoricka.

Poznamka 5.6 Pozdéji uvidime, Ze (stejné jako v pripadé linearni diferencidlni rovnice)
plati, Ze néjaké feseni rovnice (5.1) osciluje pravé tehdy, kdyz osciluji vSechna feSeni této
rovnice.

Poznamka 5.7 Plati, ze i Sturmova véta ma svou diskrétni analogii, kterou lze pouzit
k porovnani feseni dvou riznych rovnic tvaru (5.1).
Méjme tedy pro k € [n,00), rovnice

A(rpAxy) + crpaper =0,
A(RLAXy) + CrpXgr1 = 0,
kde {ri},{Ri},{ck}, {Ck} jsouredlné posloupnosti takové, ze r, > 0a Ry > 0 pro vsechna
k € [n,o0),.
Necht koeficienty rovnic (5.3) a (5.4) spliuji
cr < Ch, . > Ry >0, k€ a,b],, a,b e [n,o00),, a < b.
Je-li x TeSenim (5.3), které ma na intervalu [a, b], nejvyse jeden zobecnény nulovy bod,
pak ma netrividlni feseni X rovnice (5.4) na témze intervalu také nejvyse jeden zobecnény

nulovy bod.
Dalsi podrobnosti a rozsiteni lze nalézt v [1].

5.2 Priuferova transformace

Necht z je netrividlnim feSenim (5.1). Transformace

T = Pk SN Oy,

5.5
Az, = Pk COS Vg, (5.:5)
Tk

rovnice (5.1) se nazyva diskrétni Priferova transformace.
Diferencujeme-li prvni vyraz v (5.5) dle (5.2) a porovname ho s druhym, dostaneme

A (prsin pg) = Apgsin g1 + ppAsin g = ? COS Q. (5.6)
k
Déle diferencujeme vyraz rpAx, = pg cos @ a dostaneme

A(rpAzy) = A (pr cos @r) = Apy cos Pry1 + prA cos . (5.7)
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Protoze plati x1 = Axy + x, rovnici (5.1) muzeme prepsat jako

Pokud do této rovnice dosadime (5.5) a (5.7), dostaneme

Apy cos pry1 + prd cos pr + ¢ (% COS ), + Py, Sin g0k> =0. (5.8)
k

Nyni vynasobime rovnici (5.6) vyrazem sin ¢y a rovnici (5.8) vyrazem cos @ 1. Sectenim
téchto dvou rovnic a naslednou tpravou dostaneme

1
Apr = pi - COS Pk SN P41 — Ck SN Pf, COS Ppy1
k

Ck . .
— - COS (P COS Py — SiN Vrr1Asin g — cos 1A cos @kl )
k

Déle vynasobime rovnici (5.6) vyrazem cos @g.1 a rovnici (5.8) vyrazem — sin@gi1. Se-
¢tenim téchto dvou rovnic a naslednou upravou dostaneme

. . 1 . .
SIN P41 COS Y — COS PE 11 SIN P = — COS Pf COS PL11 + ¢ sin @ S Pr11
Tk
Ck .
+ — COS Yk SIN P41,
Tk
. 1 . .
sin Ay = — €0S Q) COS Pr11 + ¢k Sin Qg sin g1
Tk
Ck )
+ — COS Y SIN Pg41.
Tk
Rovnice
1 . .
Api = pr - COS Y, SIN PE41 — Cg SN Yf COS P41
k
(5.9)
Ck . .
— — COS Y} COS Yr11 — Sin g1 Asin g, — cos Yr1A cos i | ,
Tk
. . . Ck, .
sin Ay, = — €OS Q) COS Yg41 + Ck SIN P SIN YR 1 + — COS Py SIN Vg4 1 (5.10)
Tk Tk

nazyvame diskrétnim Priferovygm systémem, jehoz TeSenim jsou pravé funkce pp a .
Diskrétni Priiferova transformace tedy prevede diferenéni rovnici druhého fadu (2.1)
na dvé diferenc¢ni rovnice prvniho fadu tvari (5.9) a (5.10).

5.3 Aplikace

V této ¢asti uvedeme aplikace Priiferovy transformace.
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5.3.1 Princip reciprocity

Nejprve se budeme vénovat takzvanému principu reciprocity. Ten tika, ze Teseni x rov-
nice (5.1) je neoscilujici pravé tehdy, kdyz je r Az neoscilujici. Nez ale uvedeme tuto vétu,
potfebujeme nasledujici pomocné lemma.

Lemma 5.8 Necht ¢, > 0 pro vSechna k € [n,00), . Ddle necht x je resenim (5.1) a ¢ je
definovdno pomoci (5.5). Pokud

TpTpe1 > 0 pro néjaké k € [n,o00),, (5.11)
pak
0<Aypg <.
Diikaz. Pokud za vyrazy Axy a x4 v rovaici (5.1) dosadime z (5.5), dostavame
A (pr cos pr) + Crprisin gy =0,

a nasledné budeme upravovat

A (pr cos @) + Cppryr singp = 0,
Apy o8 11 + Pl oS i + Cpprr1sin g = 0,

Pk+1 COS Pk 1 — Pk COS Y1 + Pk COS Pg1 — Pg COS P + CpPr41 SiN g1 = 0,

7 ¢ehoz dostavame

oS
COS Ppy1 + Cp Sin g = PrCOS Pk (5.12)
Pk41
Nyni budeme upravovat rovnici (5.10)
c
sin Ay, = — €08 g COS Yr11 + €k SIN @y, Sin g1 + * cos Vg SIN Yg11
Tk Tk
COS Vi, . . .
= (COS Yry1 + Csin pri1) + ¢ sin Qg Sin Yg41,
k
dosadime z (5.12)
cos cos
sin Apy = Pk i CO5 Pk + ¢ sin g sin g1,
Tk Pk+1
a budeme déle upravovat, abychom mohli dosadit z (5.5)
: Pr COS” Qi CrPrPry1 SN QSN Qryy P cos® P CRTRTEL
sin Apy, = -+ = + _
TkPk+1 PkPk+1 TkPk+1 PkPr+1
Z tohoto dostavame, ze diky predpokladim ry > 0, ¢, > 0 a (5.11), plati
sin Ay > 0.
Z ¢ehoz plyne, ze 0 < Ay < 7, coz jsme chtéli dokazat. ]
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Véta 5.9 (princip reciprocity) Necht ¢, > 0 pro vsechna k € [n,00), . Ddle necht x je
resenim (5.1). Pokud je x neoscilujici, pak je neoscilujici i rAx.

Diikaz. Necht x je feSenim (5.1) a ¢ je definovano pomoci (5.5). Dale necht m € [n, 00),
je takové ¢islo, ze

TpTpg1 > 0, Yk >m.

Pak jsou body (rpAzg, xy), k > m, budto vSechny v horni nebo vSechny v dolni poloviné
roviny. Pridame-li k tomuto faktu vysledky Lemmatu 5.8, celkové dostavame

vr < o+, VEk>m.

Dle definice plati
SOkSSDkJrl, szma

proto musi existovat hm . Pak ale musi existovat také khm COS Q.
— 00

Dale musi platit budto
COS Y > COS Pk11, Vk>m,
nebo
cOS Q) < COS Pkt 1, Vk>m.
Urcité tedy existuje m € Z takové, ze
COS k €OS Pg+1 > 0, Vk>m.
Kdyz k tomuto vysledku priddme druhou rovnici v (5.5), dukaz je hotov. O]

Poznamka 5.10 Lze ukazat, ze opacnd implikace Véty 5.9 také plati. Plyne to, mimo
jiné, z faktu, ze T = rAz vyhovuje tzv. reciproké rovnici

1 1
Ck Tk+1

5.3.2 Oscilaéni kritéria

Dalsi aplikaci je diskrétni Leightonovo—Wintnerovo kritérium které dévé postacujici pod-

vvvvvv

nez dikaz verze spojité (viz linearnl Véta 2.21 a pololinearni Véta 3.17).

Véta 5.11 (diskrétni Leightonovo-Wintnerovo kritérium) Necht ¢, > 0 pro vsechna
keZa

Zrlzzck:oo, (5.13)

k=0 * k=0

Pak je rovnice (5.1) oscilatorickd.



Diikaz. Predpokladejme tedy, ze plati (5.13). Dukaz budeme provadét sporem, proto déle
predpokladejme, ze rovnice (5.1) je neoscilatorickd. To znamend, Ze existuje feSeni x rov-
nice (5.1), které je pro velkd k celé kladné nebo celé zaporné.

Dle Lemmatu 5.8 (predpoklad (5.11) je splnén, nebot feseni je bud celé kladné nebo
celé zaporné, tzn. pro vSechna k € Z plati zx, 1 > 0) mame

0<A(pk<7T.

Musi platit, ze ¢ je ohranicené, jinak by Teseni mélo nekone¢né mnoho nulovych bodi.
Musi tedy existovat

lim ¢ =: Yoo,
k—o0
lim sin ¢y =: a,
k—o0
lim cos pp =: 3.
k—o0
Plati, Ze a® + 3% = 1, coZ znamend, Ze alespoii jedno z ¢isel a a 3 je nenulové.
Nejprve budeme uvazovat o # 0. Pak dle definice limity existuje n > ng takové, ze
sin ¢y # 0 pro vSechna k > n. Pro k > n pak dle (5.10) plati

sin Ay, 1 cos py, cos ppi1 Ck COS Qg SN Y11
SIN Qg SN @y1  Tg SIN P SIN Pptg et 7 SiN g SiN Vg1
. 1 cos gy (C?S Phl + ¢ sin g 41) ,
Th sin @y, sin Qj41

déle dosadime z (5.12)

sin Ay Pk COS? O},
= C; + . - ;
SN Qg SN P11 TkPlk+1 S P SIN P 1

a budeme déle upravovat, abychom mohli dosadit z (5.5)

sin A 2 cos? 2 cos?
‘ '<pk I Pk. @k' :Ck+Pk SOk.
SIN g SIN P41 T'kPkPk-+1 S Pk SIN Ppey 1 TETETh41
Z tohoto dostavame, ze diky predpokladim 7, > 0 a (5.11), plati
2 2
PLeos” pr -
TETkLh+1
a tedy
sin A
¢ > C. (5-14)
sin g Sin Vi1
Déle muzeme psat
sin Apy  Sin (Qer1 — k) S PR COS P — COS Ppp SN @y
Sin g Sin P41 SIN g SIN PE4 Sin g Sin Pg41

COS COS
Sk U L cotg g — cotg prr1 = —A cotg py,
Sin g SIN Yg4+1
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a z (5.14) tedy dostavame

A cotg pr, = cotg pr1 — cotg pr < —Cy.
Musi tedy platit, ze

k
COtg Prs1 — cotgon < — Y .

i=n

Pro k — oo pak dostavame

(cotg i1 — cotg ) € R,
k
— Z C; — —0OQ,

coz je ale spor.
Nyni uvazujme  # 0. Pak dle definice limity existuje n > ng takové, ze cos g # 0
pro vSechna k > n. Pro k > n pak dle (5.10) plati

sin Ay, 1 n sin g sin g1 N Cl COS V) SIN QY 4 1
= — C _

k
COS Y, COS Y41 Tk COS P COS P41 Tk COS PE COS Pr41

. . 1
1 Ck SIN V11 (sm Y + 75 COS (pk>
= —+
Tk COS P} COS P41

a budeme déle upravovat, abychom mohli dosadit z (5.5)

sinAg, 1 N Pk Prk+1Ck S Ppet1 (Sin K + ;- cos gpk>

COS P COS P11 Tk PkPk+1 COS P, COS Ppt1

. . 1
1 PkPk+1CKSIN Qpiq (Slﬂ Pk + ;- COS 8014:)
Tk TkACL’ka+1AIk+1

Nyni budeme upravovat vyraz v zavorce a to s pomoci (5.5)

. 1 T 1 Axpry T + Axy, T + Thy1 — Tk
SN + —CoOs Y, = — + — = =
Tk Pr Tk Pk Pk Pk
_ Thtl _ Prt1 SN P
Pk Pk
a dosadime zpatky
sin Ay _ 1 D1 Cr SN Qi

COS P COS Pry1 Tk TEATETE 1AL,

Dle Véty 5.9 jsou i rpAxy a rp 1Az celé budto kladné nebo zaporné. Dale plati pred-
poklad ¢ > 0. Celkové tedy dostavame

2 22
Pr41Ck ST Pr41
TeATET R 1 ATy

>0
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a tedy
sin Ay, 1 (5.15)

COS Q) COS Piy1 Tk

Daéle muzeme psat

sin Ay, Sin (r41 — @r)  Sin g1 COS Pg — COS Pppr Sin .

COS P, COS Yp+1 COS Y, COS Y41 COS P, COS Y41

= S0Pk SRR e — tg ok = Atg iy

COSPr+1  COS Pk

a z (5.15) tedy dostavame
1
Atgpr =18 Prt1 — 18Pk = —

k

Musi proto platit, ze

k
1
b Pher —t8Pn > D —.

i=n

Pro k£ — oo pak dostavame

coz je opét spor.
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6 Dynamické rovnice na casové skale

Zakladni informace v této kapitole jsou ¢erpany z [5].

6.1 Uvodni poznamky

Pred uvedenim samotné rovnice, kterou budeme studovat, je tieba si zavést par pojm.

Definice 6.1 C(Casovd skdla T je neprazdnd uzaviena podmnozina mnoziny redlnych
¢isel R.

Nyni uvedeme zaklady kalkulu na ¢asové skale. Definujeme operator dopredného a zpét-
ného skoku

o(t) =inf{s > t,s € T},
p(t) =sup{s <t,s €T},

a zrnitost jako

pricemz klademe
inf) =supT,
sup() = inf T.

Pro funkci f : T — R je v bodé ¢t € T definovana zobecnénd delta derivace f2 (&
Hilgerova derivace), jestlize ke kazdému € > 0 existuje okoli i C T bodu t takové, ze plati

[fe(t) = f(s) = f2)(o(t) = s)| < elo(t) —s],  Vsel.
Pak pro viechna ¢ € T plati
flo() = f(t) + u(®) f2 (). (6.1)
Pro zjednodusen{ budeme psat
f7 = foo.

Pokud je T = R, pak f& = f', a pokud T = Z, pak 2 = Af. Plat{ nasledujici pravidla,
pro pocitani s delta derivaci

(f+9)° = f>+g%,
(f9)™ = f29° + fg*.

Poznamka 6.2 Protoze je diference specidlnim pripadem delta derivace (nebot Z je
uzavienou podmnozinou mnoziny R), problémy, které nastavaji v diskrétnim kalkulu,
viz Poznamka 5.2, zustavaji a pridavaji se k nim dalsi.

Definice 6.3 Rekneme, 7e funkce f je rd-spojitd, pokud
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(i) je spojita ve vsech bodech ¢, ve kterych plati o(t) = t,

(ii) ve vsech bodech, ve kterych plati p(t) = ¢, existuje limita lim f(s).

s—t—

Rekneme, Ze funkce f je rd-spojité delta diferencovatelnd, pokud f2 existuje a je rd-spojité,
znacime f € C,.

Budeme uvazovat dynamickou rovnici druhého radu tvaru
(r(t)a™(1)> +c()2°(t) =0,  teT. (6.2)

kde na dané casové skile je r(t) > 0 a 1/r,c jsou zde rd-spojité. Nebude-li feceno jinak,
budeme po celou kapitolu predpokladat, ze tyto podminky pro koeficienty jsou splnény.
Pokud T = R, pak tato rovnice prejde na linearni diferencialni rovnici druhého radu,
a pokud T = Z, pak prejde na diferen¢ni rovnici druhého radu.
Funkci x € Cﬁd nazveme fesenim rovnice (6.2), jestlize na daném intervalu vyhovuje
rovnici (6.2) a ra® € C,. Pokud je z = 0, nazveme ho trividlnim fesenim rovnice (6.2).
V opacném pripadé se feseni nazyva netrividalni.

6.2 Priferova transformace

Necht z je netrividlnim feSenim (6.2). Transformace

(1) = plt) s ()
20 = 2D cos ot o

r(t)

rovnice (6.2) se nazyva dynamickd Priferova transformace.
Pokud T = R, pak tato dynamicka Priiferova transformace prejde na klasickou linearni
Priferovu transformaci, a pokud T = Z, pak prejde na diskrétni Priiferovu transformaci.
Provedeme-li delta derivaci prvniho vyrazu v (6.3) (dle uvedenych pravidel) a porov-
name ho s druhym, dostaneme

(p(t)sin p())> = p(¢) sin” () + p(t) sin® p(t) = % cos (1). (6.4)

Déle provedeme delta derivaci virazu r(t)z>(t) = p(t) cos p(t) a dostdvame

(r(H22(8)" = (p(t) cos p(1))> = p™(t) cos?(t) + p(t) cos™ (1), (6.5)

Upravime rovnici (6.2) pomoci vztahu (6.1) a nasledné dosadime z (6.3) a (6.5)
= (7“ (t)z™ (1) ) + c(t)x?(t)
r(t)z? (1) ) +c(t) (z(t) + p(t)z®(t)) (6.6)

p=(t) cos” () + p(t) cos™ () + c(t) (p(t) sin p(t) + u(t)— cos cp(t))
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Nyni rovnici (6.4) vynasobime vyrazem sin’ ¢ a pri¢teme k ni rovnici (6.6) vynasobenou
vyrazem cos’

% cos ¢(t) sin? @(t) = p> (sin” @(t))z + p(t) sin® o(t) sin® o(#)
+ pA (t) (cos” @(t))z + p(t) cos™ ©(t) cos” p(t)
p(t)

T e(t) cos” (1) (p<t> sin p(t) + ()27 cos w(t)) ,

coz muzeme upravit jako

p2(t) = p(t) (L cos (1) sin” p(t) — sin® (1) sin” p(t)

r(t)
— cos™ p(t) cos” (t) — c(t) cos” o(t) (sin o(t) + % Cos gp(t))) :

Déle rovnici (6.4) vyndsobime vyrazem cos’ ¢ a odecteme od ni rovnici (6.6) vynéso-
benou vyrazem sin? ¢

% cos p(t) cos” (t) = p™ sin” (t) cos? @(t) + p(t) sin® @(t) cos p(t)
— p2(t) sin? @(t) cos” p(t) — p(t) cos™ p(t) sin” o(t)
p(t)

~ oft) sin? (1) (p<t> sin p(t) + (1) 1) cos w(t)) ,

coz muzeme upravit jako

sin® p(t) = % cos ¢(t) + tg7 () (cosA o(t) + c(t) (sin o(t) + % cos gp(t))) :

Rovnice

(0 = () (g5 cos l0)sin () = sin (05’ (1)

r(t)
— cos®™ p(t) cos” p(t) (6.7)
7 i @ cos
—c(t) cos? p(t) (sm o(t) + ) w(t))) ,
sin® p(t) = % cos p(t) + tg7 p(t) <cosA o(t) + c(t) (sin o(t) + % cos gp(t))) (6.8)

nazyvame dynamickym Priferovym systémem, jehoz fesenim jsou pravé funkce p a ¢.
Pokud T = R, pak tento dynamicky Priifertiv systém prejde na klasicky linearni
Prifertv systém, a pokud T = 7Z, pak prejde na diskrétni Priifertiv systém.

s s NIV

dynamického systému na Casové skdle T, ktery je linedrnim systémem prvniho fadu tvaru

22 =8S(t)z, (6.9)
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kde

z—(“) T — R®
v

a S je 2n x 2n matice, pro kterou plati

ST(O)T + TS(t) + u(t)S"(t)TS(t) =0,

J:(_O] é)

Priferovu transformaci pak zavadime nasledovné. Necht

-2

je 2n x n izotropickd maticova baze (6.9) (tzn. XTU = UT X a hodnost této matice je
n). Pak existuje rd-spojité diferencovatelna regularni n x n matice H a n x n matice S, C'
takové, ze ()(5) se da vyjadrit jako

X(t)=8"(t)H(),  Ut)=CT(O)H(1),

kde

kde (g) je Tesenim trigonometrického dynamického systému
S\* (P Q\/[S
c) \-Q P)\c)’

STS +CTC =1,
STC — 0TS =0,

P=(H7)"" (5) TST (g) H™' — H",

Q= (H)" @) TSTJ ();) H™

a H je Tesenim systému prvniho fadu

n = () (sz-2%)u

které splnuje

a kde

kde Z = (3r).
Poznamka 6.5 Specidlnim pripadem symplektického dynamického sytému je za pred-
pokladu T = R linedrni Hamiltonovsky systém (4.11), jehoz specidlnim pripadem je Stur-
mova-Liouvilleova linedrni diferencialni rovnice, viz ¢ast 2.4.6. Za predpokladu T = Z
dostavame symplekticky diferencni systém

Zkp1 = Sk, Sp=1+S;,

kde S je symplektickd matice, tzn. plati gTj S = J, jehoz specidlnim piipadem je Stur-
mova-Liowvilleova diferencni rovnice (5.1).
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s v
7 Zaver

Cilem této prace bylo shroméazdit informace o rtiznych verzich Priiferovy transformace,
o jejich vlastnostech a aplikacich, a doplnit vSe detailnimi vypocty. Tam, kde to bylo
mozné, je prace doplnéna vlastnimi obrazky.

Diraz byl kladen také na hledani souvislosti a podobnosti mezi riznymi variantami
transformace. Navzdory absenci aditivity v pololinedrnim piipadé jsou tyto podobnosti
nejvice vidét mezi linearni a pololinearni verzi.

Dale jsme si kladli za cil nalézt nové aplikace, pripadné alternativni pristupy k di-
kazu jiz existujicich tvrzeni. Za zminku stoji zejména kritéria Leightonova-Wintnerova
typu, které jsou zformulovany pro linearni pripad (Véta 2.21), pololinedrni pripad (Véta
3.17) i pro diferen¢ni rovnici (Véta 5.11). Déle se podarilo k Vété 2.19, ktera popisuje
za jakych podminek je feseni linearni rovnice (2.1) ohranicené, zformulovat jeji pololine-
arni zobecnéni a to sice Vétu 3.15, ktera popisuje ohranic¢enost feseni pololinearni rovnice
(3.1). Podobné, k Vété 2.20, kterd popisuje, za jakych podminek je linedrni rovnice (2.1)
diskonjugovand, je zformulovana Véta 3.16, kterd popisuje, za jakych podminek je pololi-
nearni rovnice (3.1) diskonjugovana.
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