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Abstrakt

Tato prace se zaméruje na modely optimalni spravy aktiv a pasiv. Prakticka cast ilustruje
rizné pristupy modelovani v zavislosti na formulaci feSeného problému, volbé investi¢nich
nastroju a rovnéz zvoleném pristupu matematické optimalizace. Stézejnimi ukazkami jsou
imunizace portfolia a model Yasuda-Kasai doplnéné o ivodni rozsiteny Markowitziv mo-
del. Autor napri¢ praci podava uceleny prehled o typech financ¢nich rizik a metrik jejich
meéreni, spolu s moznymi formulacemi ocekavanych navratnosti relevantnimi pro studo-
vané problémy. Jednotlivé modely jsou navzajem porovnavany a castokrat obohaceny
o dalsi rozsiteni s cilem zlepsit jejich moznou praktickou pouzitelnost. Z hlediska bu-
dovani optimaliza¢niho modelu jsou rozebrany mozné zptisoby generovani vstupnich dat
napt. pomoci Brownova pohybu. Vse s doprovodem ilustracnich obrazkia a vzorovych
kodi. Zahrnuta je rovnéz nutna finanéni a matematickd teorie.

Summary

This work is focused on models of optimal asset and liability management. The practical
section illustrates various ways of modelling strategies depending on the problem formu-
lation, chosen set of assets and the type of the used optimization technique. The main
examples are portfolio immunization and the Yasuda-Kasai model together with the ex-
tended version of Markowitz model. The author provides across the work an overview of
different financial risks and various tools for their measurement together with possible
formulations of expected returns relevant to the studied models. The individual models
are compared and often extended by other constraints in order to improve their practical
applicability. From the point of view of the mathematical optimization several ways of
input data generation are described for example by using the extended Brownian motion.
All practical parts go hand in hand with illustrative pictures and codes. The necessary
financial and mathematical theory is included as well.

Klicova slova

Névratnost, riziko, naklady, Markowitziiv model, optimalizace portfolia, parovani financ-
nich tokt, vynosova krivka, imunizace portfolia, model Yasuda-Kasai, scénare, Browntv
pohyb, CVaR, vicestupnova stochasticka optimalizace, Python, Gurobi.
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1. Uvod

V prvni kapitole plynule navédzu na svou bakalafskou préci [38], jejiz hlavni cast se
tykala Markowitzova modelu a teorie optimalizace investi¢niho portfolia [1]. PfestoZe byl
Markowitztiv model jakymsi prvotnim prilomovym modelem v oblasti optimalizace port-
folia, pro redlnou praxi neni prilis uplatnitelny. Jednim z problému je absence mnoha
technickych omezeni, s kterymi se finan¢ni spolecnosti a investori potykaji. V této kapi-
tole na modelu ilustruji moznosti, jak omezeni, jakymi jsou naptiklad transakéni naklady
ptipadné zévazky, modelovat, abychom docilili realisti¢téjsitho popisu problému [12].

V druhé kapitole pfimo navadzeme na problematiku zédvazk predstavenou v kapitole
predchozi. Snaha maximalizovat investi¢ni zisk totiz neni jedinym problémem finanéniho
inzenyrstvi. Neméné dilezitou roli hraje také optimalizace spravy aktiv a zavazki (ang-
licky asset liability management [12]), se kterym se potykaji vSechny velké finanéni spolec-
nosti jako banky ¢i pojistovny. Zasadnim modelem této casti bude tzv. imunizace portfolia
[34]. Kvuli ¢asové povaze této tlohy (zdvazky jsou vyplaceny klientim nejen v rtizném
mnozstvi ale také rizném case) investuji tyto spolecnosti ve velkém objemu do statnich ¢i
korporatnich dluhopisu a tézi z kupént z nich plynoucich. Dluhopisy maji co do objemu
investic jesté veétsi zastoupeni na trhu nez akcie, proto jsou nezanedbatelnym investic-
nim instrumentem. Predstavime souvisejici finanéné-matematickou teorii véetné ruznych
zpusobi popisu oc¢ekdvané navratnosti a ocekavaného rizika, které jsou odlisné od téch
pouzitych v Markowitzové modelu. Samotny aparat matematického programovani tedy
rozsitfime o casovy index (multiperiod model).

Jak jiz bylo zminéno v mé bakalarské praci, dalsim zasadnim nedostatkem Markowi-
tzova modelu jsou bodové odhady neznamych parametra na zakladé historickych dat. Ve
treti kapitole predstavime v praxi velmi vyuzivany scénarovy pristup optimalizace port-
folia (tzv. stochastickd optimalizace [3]), ktery namisto bodovych odhadt vyuziva genero-
vani moznych scénari realizaci nahodnych proménnych. Tyto scénare budeme generovat
za pomoci zobecnéného Wienerova procesu [1][2], respektive jesté obecnéjsiho Batesova
procesu [22]. Stochastickou optimalizaci budu ilustrovat na historickém modelu Yasuda
Kasai, ktery byl poprvé v praxi implementovan touto japonskou pojistovnou v 90 letech
a znamenal velky krok vpred v problematice spravy aktiv a pasiv [13][14][15]. Narozdil
od Markowitzova modelu ¢i modelu imunizace umoznuje model Yasuda investorovi své
portfolio v prubéhu ¢asu dle libosti realokovat (coz je v praxi naprosto prirozené). Tim
do modelu vstupuje prvek dynamiky a mluvime o tzv. vicestuprnové stochastické optima-
lizaci [3]. K popisu ocekavaného rizika pak predstavime obecné velmi uzndvany nastroj
Conditional value at risk (CVaR) [26][27], ktery bude hlavnim, nikoliv jedinym rozsifenim
modelu Yasuda-Kasai s cilem zlepsit jeho praktickou pouzitelnost.

Autor si klade za cil predstavit riizné problémy finanéniho inzenyrstvi véetné modeld,
které mohou tyto problémy fesit. Samotnou optimalizaci buduje z hlediska matematiky
od nejjednodussi a postupné ji obohacuje o dalsi v praxi vyuzivané prvky jako scénafte,
pripadné dynamiku. Zaroven se snazi obeznamit s moznosti vyuziti riznych investi¢nich
nastroji, pricemz vsechny vyzaduji jiny pristup k popisu ocekavanych navratnosti a oce-
kavanych rizik. To vSe v doprovodu zdkladni finan¢ni teorie. VSechny grafické ilustrace
napri¢ praci jsou z vlastni tvorby, neni-li uvedeno jinak.



2. MARKOWITZUV MODEL

2. Markowitzuv model

Markowitztiv model je zakladnim modelem optimalizace portfolia, ktery je dodnes
vyuzivan jako podptrny nastroj pro popis vztahu mezi rizikem a navratnosti investice,
pricemz ocekavané riziko, respektive o¢ekdavanou navratnost kvantifikuje jako rozptyl, re-
spektive stfedni hodnotu navratnosti. Jednou z jeho aplikaci je pak také konstrukce efek-
tivni hranice, ktera spolu s investorovou mirou averze vuci riziku poskytuje informaci
o dostupnych tzv. efektivnich portfoliich. Markowitzovym modelem a teorii portfolia jsem
se jiz. podrobné zabyval ve své bakalatrské praci [38], ve které jsem podrobné ukézal vliv
korelace mezi aktivy na investi¢ni rozhodovani v Markowitzové smyslu. Ctenaf zde na-
lezne rovnéz vysvétleni vsech pojmu souvisejicich s modelem jako je diverzifikace, a prave
jiz zminéna efektivni hranice, pripadné analytické feseni problému pomoci Lagrangeovy
funkce. V této kapitole uvedu mozna rozsiteni tohoto modelu s cilem ptiblizit jej komplex-
nimu prostredi realného investovani, které je treba uvazovat v navaznosti na jista pravni
omezeni, statni regulace, pripadné jina tskali.

Cely Markowitziv model jsme peclivé vybudovali v [38] véetné definic pouzitych pojmi
ze statistiky. Jako investi¢ni instrumenty jsme v praci uvazovali akcie, které budou (le¢
v doprovodu dalsich investi¢nich néstroji) opét stézejni. Na vSechny cenné papiry po-
hlizime predevsim z hlediska jejich kapitdlového vynosu (plynoucimu z jejich rtustového
potencialu [5]), ddle vSak budeme opomijet bé/ny vynos (tedy piijem v podobé dividend,
kupéni apod.)

Navratnost akcie ¢ modelujeme kviili jeji ndhodné povaze pomoci ndhodné proménné
d;(&),i €I ={1,...,n}. Portfolio pak je tvoreno vektorem téchto akcii o jejichz névrat-
nostech predpokldddme, Ze jsou z normédlniho rozdéleni, tedy d(&) ~ N (u, ). Nezndmy
parametr p znaci teoretické stiedni hodnoty navratnosti. Na diagonale varia¢ni matice X
pak najdeme teoretické rozptyly o? jednotlivich akcii, které jsou pro nds v Markowitzove
smyslu ekvivalentem rizika téchto akcii. Ostatni prvky matice jsou teoretické kovariance
pi; mezi jednotlivymi tituly, které jsou pak stézejni pro diverzifikaci portfolia [1]. Hlavni
riziko, kterému v tomto modelu ¢elime, je riziko trzni. Zéakladni financni pojmy souvisejici
s riziky uvedu formou definice (kterou chapeme jinak nez matematickou definici).

Definice 2.1 (Trzni riziko). Trznim rizikem rozumime ztratu zpusobenou nepfiznivym
pohybem ceny instrumentu na daném trhu [5].

V pritbéhu kapitoly se zminime rovnéz o riziku likvidity, kreditnim riziku ¢i sektorovém
riziku.

Definice 2.2 (Riziko likvidity). Jedna se o nebezpeci vzniku situace, kdy investor bé-
hem drzby predmétného investicniho instrumentu ztrati schopnost jej zpétné preménit na
penézni hotovost [5].

Definice 2.3 (Kreditni riziko). Riziko mozné budouci neschopnosti dodrzet svtij zavazek
ze strany dluznika.

Definice 2.4 (Sektorové riziko). Rizikovo spojené s investici do skupiny aktiv operujici
v ramci stejného odvétvi, ¢imz také podléhaji vlivu stejnych faktort a jsou tedy znacné
korelované.



Protoze portfolio je slozeno z akcii, jejichz navratnosti jsou nahodné veli¢iny, uva-
zujeme o navratnosti celého portfolia rovnéz jako o nahodné veli¢iné (, ktera je funkei
ndhodného vektoru d(§) a vektoru vah x, tedy

¢=d"(ex
Za néavratnost portfolia povazujeme stfedni hodnotu
E(¢) = p'x, (2.1)
a za jeho riziko pak rozptyl
Var(¢) = y' Zy. (2.2)

Neznamé parametry g a 3 nakonec pomoci historickych dat nahradime jejich bodo-

vymi odhady d, Q [4].

V [38] jsem uvedl tii mozné varianty zakladniho Markowitzova modelu. My vyjdeme
z nasledujici formulace. Ukolem je nalézt investicni portfolio vykazujici alespon zvolenou
pozadovanou oc¢ekavanou navratnost dy pri minimalizaci investi¢niho rizika, tedy

min x ' Qx,
1'x =1, (2.3)
d'x > dy, (2.4)

kde X € R" je n-rozmérny prostor pripustnych feSeni, Q je bodovy odhad varia¢ni ma-
tice reprezentujici o¢ekavané riziko portfolia, d je bodovy odhad vektoru stiednich hodnot
oc¢ekavanych navratnosti uvazovanych aktiv a dy je minimalni hodnota ocekavané navrat-
nosti celého portfolia, které si investor preje dosahnout. Opakovanym resenim modelu
pro rizné hodnoty dy dostavame efektivni hranici. Rovnice (2.3) reprezentuje rozpoctové
omezeni [1].

Pripomenme, zZe rozptyl neni dobrou metrikou pro kvantifikaci rizika, protoze popi-
suje pouze volatilitu kolem stredni hodnoty, tedy vysoké navratnosti vniméa stejné ne-
gativné jako nizké a investora tak pripravuje o potencialni vysoké zisky. Tento fakt je
jednim z hlavnich nedostatki, pro které je tzv. Moderni teorie portfolia (MPT), kterd je
s Markowritzovym modelem 1zce propojena, kritizovana. Vice o Moderni teorii portfolia
je mozno se docist v [1]. Obé metriky (jak rizika, tak ocekdvané névratnosti) postupné
v ramci prace nahradime robustnéjsimi pristupy. Obé metriky jsou zaroven kalkulovany
pomoci historickych dat. Investor tim tedy predpokladd, ze miize predikovat budouci na-
vratnosti na zakladé minulych, coz je obecné mylny predpoklad a velky nedostatek tohoto
modelu.

Pro modelaci vstupnich dat se ¢asto vyuziva ruznych parametrickych (faktorovych mo-
del), pripadné simulaci pohybu cen na zékladé Brownova pohybu s parametry reflektujici
aktudlni trzni situaci. Tento pristup si ukazeme v kapitole 4.

Diky predpokladu x € R™ model umoznuje ndkup tzv. zlomkovych podila (fracti-
oval shares), které dnes nabizi drtivd vétSina zprosttedkovateli. Investor vsak zaroven

4



2. MARKOWITZUV MODEL

predpoklada nulové transakéni naklady za nakup ¢i dané. Neuvazuje moznost pljcky za
ucelem zvétseni své investice a mnoho dalsich aspekti, které pti realném investovani nelze
opomenout.

Z pohledu matematické optimalizace pak model ma nasledujici vlastnosti. Uvazovany
investi¢ni horizont naseho modelu je pouze 1 perioda (one period model) a investor nem4
moznost své rozhodnuti (vektor x) zménit (static model) [18]. Tyto vlastnosti budeme po-
stupné uvolnovat a vytvaret komplexnéjsi modely. Z hlediska typu ucelové funkce a ome-
zeni se jedna o model konvexni (kvadratické) optimalizace [20], kterou jsem jiz teoreticky
také definoval v [38].

2.1. Modelova data

Vyfesme nyni zdkladni verzi modelu pro konkrétni historickda data. Nésleduje tabulka
investicnich néstroji, které budeme v modelu uvazovat. Hlavni zastoupeni maji akcie
napti¢ vSemi hlavnimi sektory. Déale pak dvé hlavni obchodované komodity (respektive
kontrakty typu futures na tyto komodity), americké desetileté statni dluhopisy (7rea-
sury Yield 10 Years) a také tii trzné obchodovatelné fondy typu ETF (Exchange traded
funds) investujici riznou formou rovnéz do dluhopisi. Presnéji ETF TIP investujici do
americkych protiinflacnich dluhopisti, LQDH zamérené na korporatni dluhopisy chranéné
proti urokovému riziku a AGG, jez tvori vyhradné korporatni dluhopisy s nejvyssim kre-
ditnim ratingem. Konkrétni popis a parametry téchto fondi nalezne ¢tenar v databézi
https://www.justetf.com/.

instrument sektor ticker nazev
Akcie Technologicky AAPL Apple
MSFT Microsoft
Finanéni BAC Bank of America
JPM JPMorgan Chase & Co
Zdravotnicky INJ Johnson Johnson
PFE Pfizer
Spotfebni KO Coca Cola
WMT Walmart
Pramyslovy BA Boeing
Telekomunikaéni META Meta Platforms
Realitni AMT American Tower Corp
Energeticky CVX Chevron
Futures na komodity GC=F Zlato
BZ=F Olej
Dluhopisy ATNX Desetileté statni americké dluhopisy
Dluhopisova ETF AGG iShares Core U.5. Aggregate Bond ETF
LQDH iShares Interest Rate Hedged Corporate Bond ETF
TIP iShares TIPS Bond ETF

Obrazek 2.1: Instrumenty uvazované do portfolia.

Ptripomenme, ze v této kapitole na vSechny instrumenty nahlizime pouze jako na dr-
zitele hodnoty, ktera se v pribéhu casu mize zvysit. Nebereme vsak v potaz kupodny,
respektive dividendy plynouci z jejich drzeni (napf. dluhopisovych ETF). Jejich vyplaceni
se v praxi vétsinou projevi mirnym propadem cen danych instrumentti. Pro navratnost
aktiva v case t plati

Pi(&) + Py—1(&)
Pya(§) 7

dz’t(f) =



2.1. MODELOVA DATA

kde Py () je cena akcie i v ¢ase t, kterd je pro budouci ¢ pfedem nezndmou a tedy rovnéz
nadhodnou proménnou [2]. Investice do dluhopist jsou ¢asté predevsim kvili pravidelnému
vyplaceni dividend, jak uvidime v dalsi kapitole, slouzi ale také jako protivaha vici akciim.

K vypocétu bodovych odhadfl Q, d generujeme denni historicka data (uzaviraci ceny)
z obdobi patrného ze sloupce "Date”. Nasleduje ukazkova tabulka dat, ktera v feci sta-
tistiky obsahuje realizace ndhodnych proménnych Py ().

AAPL MSFT BAC IPM NI PFE KO ... Qvx GC=F BZ=F ATHX AGG LQDH TIP
Date P
2014-12-31  27.594999  46.450001 17.889999 62.580002 104.57000@ 29.554079 42.220001 ... 112.180000 1183.900024 57.330002 2.170 110.120003 96.540001 112.010002
2015-91-02  27.332500 46.759998 17.900000 62.490@02 104.519997 29.724857 42.139999 ... 112.580002 1186.000000 56.419998 2.123 110.430000 96.448997 112.730003
2015-91-05  26.562500  46.330002 17.379999  60.549999 103.790001 29.563566 42.139999 ... 108.080002 1203.900024 53.110001 2.039 110.669998 96.448997 112.820000
2015-91-06  26.565001  45.650002 16.860001 58.980000 103.279999 29.810247 42.459999 ... 1@8.929999 1219.300049 51.099998 1.963 110.949997 05.160004 112.830002
2015-01-07  26.937500  46.230000 16.940001 50.070000 105.559998 30.218216 42.996002 ... 107.946002 1210.599976 51.150002 1.954 110.93G000 94.370003 112.919938
2021-12-23 176.279999 334.690002 44.419998 157.259995 168.25000@ 58.7@09999 58.220001 ... 116.4100@4 1811.199951 76.849998 1.493 114.199997 95.616997 128.229996
2021-12-27 180.330002 342.450012 44.639999 158.160004 169.669998 59.200001 58.650002 ... 118.7900@1 1808.099976 78.599998 1.481 114.260002 95.940002 128.660004
2021-12-28 179.289993 341.250000 44.700001 158.639999 170.350006 58.009998 58.880001 ... 118.559998 181@.199951 78.940002 1.481 114.209999 95.849998 128.580002
2021-12-29 179.380005 341.950012 44.630001 158.559998 171.550003 57.580002 58.950001 ... 117.949997 1805.099976 79.230003 1.543 113.8700032 05.699997 128.600002
2021-12-30 178.199997 339.320007 44.529999 158.479996 172.309998 58.400002 58.779999 ... 117.430080 1812.699951 79.320000 1.515 114.120003 095.989998 129.360001

Obrazek 2.2: Historické ceny uvazovanych aktiv.

Nasledné si zobrazime korela¢ni matici cen a poukazeme na jisté souvislosti. Velké
investi¢ni spole¢nosti zahrnuji z nemalé ¢asti do svych portfolii vedle akcii rovnéz dluho-
pisy. Duvod je zalozen na faktu, ze akcie a dluhopisy obecné nevykazuji stejné chovani,
naopak v dobé dlouhodobého trendu klesajicich akciovych vynosii maji investofi tendenci
presouvat sva aktiva do dluhopisii. V jednoduchosti tento vztah souvisi s problematikou
urokovych sazeb. V obdobi vyssich trokovych sazeb se spole¢nostem prodrazuji jejich
vlastni investice financované tvérovymi produkty, coz ma negativni efekt na jejich kvar-
talni vynosy, a tedy také cenu jejich obchodovanych akcii. Vyssi arokové sazby se pak
naopak projevuji vyssimi kuponovymi sazbami na dluhopisech, které se tim stavaji atrak-
tivnéjsi investici. Problematika trokovych sazeb bude stézejni pro kapitolu 3.

Vyse popsané miizeme pozorovat ze sloupce TNX, ze kterého je patrna nekorelovanost
respektive ndznak zaporné korelace témér se vSemi akciovymi tituly ve sledovaném obdobi.
Vyznamna negativni korelace je pak mezi témito statnimi dluhopisy a ETF fondy AGG,
fondem TIP a zlatem.
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Obrazek 2.3: Korela¢ni matice cen.



2. MARKOWITZUV MODEL

Diky sirsimu spektru investi¢nich instrumenti je mozné lépe sledovat efekt korelace
potazmo diverzifikace. Upozornujeme, ze tato matice je pouze nazornd, pro model vyuzi-
vame varia¢ni matici navratnosti nikoliv cen.

Nésleduje graf rocnich pramérnych historickych navratnosti (respektive pro nas oce-
kévanych budoucich navratnosti) jednotlivych instrumentu.

Ocekavana rofni navratnost

nawratnast

AAPL MSFT BAC PM N PFE ED  WMT BA META AMT OWX GC=F BZ=F “TNX AGL LOQDH TP
spoled nost

Obrazek 2.4: Océekavana ndvratnost instrumentu.

Nyni tato data aplikujeme na model. Jako minimdalni pozadovanou ocekavanou na-
vratnost zvolime dy = 0.25, tedy rocni navratnost 25%. Vyslednou alokaci muZeme vidét
na nasledujicim grafu.
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Obrazek 2.5: Vysledna alokace.

Dilezité udaje uvedu rovnéz do tabulky. Chybéjici pole jsou vyuzita pro pozdéjsi
modely.

do Riziko | =; | v1 | vy | Pujcka | Naklady
Zékladni | 0.25 | 0.0222

Modré sloupce znaéi nédkup (pozici long), cervené pak tzv. kratké prodeje (pozice
short), na ose x muzeme nalézt jednotlivé tituly a na ose y je pak jejich podil v portfoliu.
Volatilita tohoto portfolia pfi ocekdvané navratnosti 25% je na trovni 0.0222 coz chapeme
jako bezrozmérnou hodnotu. Pouze pro porovnéni investice do samotné akcie AAPL (jejiz
o¢ekdvana navratnost je néco malo pod 20%) by vykazovala volatilitu 0.1055, tedy mno-
honédsobné vyssi nez volatilita celého portfolia.



2.1. MODELOVA DATA

Kratké prodeje (moznost prodavat pozice, které investor spekulujici na jejich pokles
realné nedrzi [5]) obecné nejsou povoleny, proto je dale vylou¢ime podminkou

x>0 (2.5)

a vyslednd alokace bude viz obrazek 2.6.
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Obrazek 2.6: Vysledna alokace pri zakazani kratkych prodejt.

dy Riziko | @; | vy | vy | Pujcéka | Néklady

Zakladni 0.25 | 0.0222
Bez krétkych prodeji | 0.25 | 0.0362

Mizeme vidét, ze vétsina bohatstvi je najednou alokovana pouze do tii tituld. Z to-
hoto duvodu riziko tohoto portfolia stouplo z ptvodnich 0.0222 na soucasnych 0.0362.
Investice do zbylych dvou je zanedbatelna. Takova alokace by jisté v praxi nebyla pri-
pustnd a proto model osetiime dalsimi omezenimi. Aby se neztracela v prubéhu kapitoly
prehlednost a navaznost jednotlivych modelti, zavedu jejich znaceni pomoci zkratek M1
(Markowitz1), M2 (Markowitz2) atd. Pro ¢tenarovu lepsi predstavu o implementaci rovnéz
vzdy uvedu stézejni ¢ast kodu, ktery je napsan v programu Python s pouzitim optimali-
zacni knihovny Gurobi.

Model M1 méa tedy podobu

min x ' Qx,
1'x =1, 2.6

d'x > d,
x>0 8



2. MARKOWITZUV MODEL

model = gp.Model("Markowitz M1")
daily_returns = closes.pct_change()

d = np.array(daily_returns.mean()*252)
Q = np.array(daily_returns.cov()*252)
do = 0.25

x = model.addVars(len(d), 1b=0)

model .addConstr (gp.quicksum(x[i] for i in range(len(d))) == 1)
model .addConstr (gp.quicksum((x[i]l*d[i]) for i in range(len(d))) >= d0)

portfolio_risk = gp.quicksum(x[i]*Q[i,jl*x[j] for i in range(len(d))
for j in range(len(d)))

obj = portfolio_risk
model . setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)

model .write('Markowitz_no_short_sales.lp')
model .optimize ()

2.2. Rozsirena verze modelu

Nyni budu ilustrovat mozné zptisoby modelovani realnych omezeni. Stézejnimi zdroji pro
tuto kapitolu jsou [10] [L1].

2.2.1. Transakce

Pripustme, ze plati podminka (2.5), tedy jsou zakazany kratké prodeje. V tom pripadé
bude ve vysledném vektoru x casto velké mnozstvi nulovych hodnot a jen nékolik hod-
not bude nenulovych. Je zadouci pak tyto hodnoty investic z riznych divodu omezit
podminkou

0 <x<X, (2.9)

kde 7; je horni hranice pro nakup aktiva ¢. Tim omezime tzv. nesystematické riziko spojené
s konkrétnim titulem (tedy riziko spojené napr. s kvalitou managementu dané firmy). Toto
omezeni muze reprezentovat vnitini politiku dané investujici instituce. Extrémni mnozstvi
bohatstvi v jediném titulu mize mit rovnéz za nasledek, ze nase rozhodnuti bude ovliviio-
vat budouci ndvratnosti a chovani celého trhu (viz situace s firmou GameStop [37]) a my
bychom se vystavili rovnéz vyssimu riziku likvidity viz definice 2.2. Vztah (2.8) v modelu
M1 tedy nahradime vztahem (2.9) a dostavame model M2. V ramci implementace je pouze
potireba doplnit parametr ub v fadku definice proménné x.

x = model.addVars(len(d), 1b=0, ub=0.2)
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Pii volbé T; = 0.2 je tedy do jednotlivého instrumentu mozné vlozit maximalné 20%
kapitéalu.
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Obrazek 2.7: Vysledna alokace pri stanoveni horniho limitu.

AAPL MSFT BAC JPM

dy Riziko | Z; | v1 | v | Phjcka | Naklady
Zéakladni 0.25 | 0.0222

Bez kratkych prodeju | 0.25 | 0.0362
S hornim limitem 0.25 | 0.0457 | 0.2

Jak vidno, alokace do aktiv MSFT a GC=F se snizila pod pozadovanou mez, coz
zpusobilo presun majetku do dalsich aktiv. Vliv tohoto omezeni je tim vétsi, ¢im vetsi
oc¢ekavanou navratnost dy pozadujeme, protoze tim je model nucen tlac¢it vice bohatstvi
do ziskovéjsich technologickych akcii. Od urcité chvile bychom tak ale ¢inili na tkor kore-
laci a jejich vlivu na snizovani celkového rizika.

Zkusime modelu déle dopomoci moznosti ziskani dalsiho kapitalu prostrednictvim
ptjcek. To by nam teoreticky mélo umoznit dosahnout rovnéz vyssi ocekavané navratnosti.

2.2.2. Pijéky

V zapisu modelu byla uvedena podminka (2.6), na jejimz zdkladé mtzZeme investovat
pouze aktualné dostupné bohatstvi. V dnesnim komplexnim prostiedi uvérovych sluzeb
by bylo vsak ptijemné zahrnout rovnéz do modelu moznost ptjcky, a tedy zvysit mnozstvi
ptvodniho bohatstvi. Toto mnozstvi oznac¢ime jako nezapornou proménnou v, vyjadiena
je jako procento z ptivodniho bohatstvi a v budoucnu ji budeme interpretovat predevsim
jako dluh. Dale predpoklddejme, Ze si ptjcku bereme za bezrizikovou trokovou sazbu 7
(free). Vnimame ji tedy pro jednoduchost jako konstantu nikoliv ndhodnou proménnou.

Omezeni (2.6) upravime jako
1'x—v =1.
Ocekavana navratnost portfolia je pak rovna rozdilu ocekavané navratnosti z investice
a hodnoty pujcky [11].

—T _
2p=d X —1sv

10



2. MARKOWITZUV MODEL

Zavedena pujcka nema pak zadny vliv na riziko portfolia, protoze si ptjcujeme za bez-
rizikovou sazbu. I zde bychom mohli situaci dale zkomplikovat zavedenim trokové sazby
jakozto dalsf ndhodné proménné. Castou situaci pak byvé, Ze se hodnota sazby od urcité
vyse pujcky méni. Rovnice bychom mohli dale zobecnit na tvar

T - -
1 x—v —vy, =1,

—T _ _
zp=d X —TpU; —Tf0,,

kde vi <0y, vy < Ta, 71 < T2, V1,05 > 0. To znamend, Ze od urcité vyse pujcky
vy si jiz ptjcujeme za vyssi irokovou sazbu ¢, a to pouze do vyse Uy, aby nebylo mozné
piijcovat si do nekonecna. Dostavame tedy rozsiteni na model M3.

min x ' Qx,
1'x —v —vy =1, (2.10)
d x— rpU; — Ty > dp, (2.11)
0<x<%X (2.12)

Prislusny kod je nésledujici.
model = gp.Model("Markowitz M3")
do = 0.25, rfl = 0.005, rf2 = 0.04
x = model.addVars(len(d), 1b=0, ub=0.2)

vl = model.addVar(ub = 0.5)
v2 = model.addVar(ub = 1)

model .addConstr(gp.quicksum(x[i] for i in range(len(d))) -vi -v2 == 1)
model .addConstr(gp.quicksum((x[i]*d[i]) for i in range(len(d)))
-rfi*xvl -rf2*xv2 >= 40)

portfolio_risk = gp.quicksum(x[i]*Q[i,jl*x[j] for i in range(len(d))
for j in range(len(d)))

obj = portfolio_risk
model.setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)

model .write('Markowitz_borrowing.lp')
model .optimize ()

Zvolime napifklad hodnoty trokovych sazeb rr; = 0.005 a rg; = 0.04. Horni limity

vysky pujcek pak nastavime na v; = 0.5, respektive v; = 1, tedy investor ma moznost
navysit svuj kapitdl o 50% za nizsi urokovou sazbu, respektive o dalsich 100% za vyssi.

11
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Vysledna alokace:

podil v portfoliu

AAPL MSFT BAC JPM

spolecnost

0.200
0175
0.150
0125
0100
0.075
0.050
0025
0.000 N

KO WMT BA META AMT (VX GC=F BZ=F ~“TNX AGG LQDH TP

Obrazek 2.8: Vysledna alokace pri moznosti pujcky.

dy Riziko | Z; (1 vy | Pujcka | Naklady
Zéakladni 0.25 | 0.0222 | 0.2
Bez kratkych prodeju | 0.25 | 0.0362 | 0.2
S hornim limitem 0.25 | 0.0457 | 0.2
S moznosti pujcky 0.25 | 0.0389 | 0.2 | 0.336 | O | 0.0017

prispély ke snizeni celkové volatility. V patém sloupci jsou pak néklady spojené s pujckou,
tedy hodnota r1v] +7v, . ZvysSme nyni Zddanou ocekdvanou navratnost dy na 0.35 spolu

Vv

svvs

se zvednutim horniho limitu na 7; na 25% a pokusme se vyuzit plny potencial pijcky.
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Obrazek 2.9: Vysledna alokace pri moznosti ptijcky.

| dy | Riziko | 7, | v | w | Pijeka | Naklady
Zakladni 0.25 | 0.0222
Bez kratkych prodeju | 0.25 | 0.0362
S hornim limitem 0.25 | 0.0457 | 0.2
S moznosti pijcky 0.25 | 0.0389 | 0.2 | 0.336 0 0.0017
S moznosti pijcky 0.35 0.09 0.25 0.5 0.239 | 0.012

12




2. MARKOWITZUV MODEL

Jak vidno, dostupnost plijcky ndm umoznuje dosahnout znac¢nych ocekavanych vy-
nost, nicméné vsak za cenu zvysené volatility. Rovnéz stouply naklady spojené s ptijckou
vlivem nutnosti brat pujcku také za vyssi irokovou sazbu.

Kvili ilustraci dalsich omezeni vsak snizime zpét dy na hodnotu 0.2 s ponechanim
horniho limitu z; = 0.25, ¢imz prakticky vyradime nutnost piijcky.
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Obrazek 2.10: Vyslednd alokace pfi moznosti pujcky.

dy Riziko | =; Uy Vg Pijcka | Néklady
Zékladni 0.25 | 0.0222

Bez kratkych prodeji | 0.25 | 0.0362
S hornim limitem 0.25 | 0.0457 | 0.2

S moznosti pijcky 0.25 | 0.0389 | 0.2 | 0.336 0 0.0017
S moznosti pijcky 0.35 0.09 0.25 0.5 0.239 | 0.012
S moznosti pujcky 0.2 | 0.0221 | 0.25 | 0.125 0 0.0006

Vidime, ze portfolio opét obsahuje néktera aktiva zastoupena pouze ze zanedbatelné
casti. Na tyto pripady se zamérime v dalsi kapitole.

2.2.3. Naklady

Se vSemi finanénimi operacemi jsou spojeny naklady, jako poplatky za nakup pripadné
marze samotnému portfolio manazerovi, které rovnéz musime do modelu zahrnout.

Nejdrive probereme problematiku transakcénich nékladi za nakup a prodej, které jsou
nutné vzdy s investovanim spojeny. Budeme-li v portfoliu drzet velmi malé pozice z;,
predci tyto naklady pripadny zisk z drzeni téchto pozic. Stanovime proto dolni hranici z;
pod kterou nema expozice vici aktivu ¢ smysl, obdobné jako jsme zavadéli horni hranici
T; v kapitole 2.2.1.

K tomuto tcelu je potfeba zavést binarni proménnou d; nabyvajici hodnoty 1, pokud
aktivum 7 je zahrnuto v portfoliu, a hodnoty 0 v opa¢ném pripadé.

Celkové omezeni velikosti transakei mé pak tvar [11]

13
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Upozornéme, ze §; na levé strané nerovnice je podstatné, protoze dolni hranici pozadu-
jeme pouze u téch aktiv, které jsou v portfoliu zahrnuty (§; = 1), nikoliv od vsech aktiv.

Zéaroven je potfeba proménnou ¢; zakomponovat do modelu, docilime toho nésledujici
nerovnici

ktera spolu se vztahem (2.13) riké: alokace z; je nenulova praveé tehdy kdyz 6; = 1 (aby
byla nerovnice splnéna). Tim se dostdvame do oblasti nelinearni celo¢iselné optimalizace
vice viz [18][20]. Pouzita optimalizacni knihovna Gurobi tento problém fesi linearizaci.

V bézné praxi se investor setkdava s poplatky eg brokeru za zprosttedkovani (tzv. com-
missions), které budeme uvazovat konstantni. Velké instituce obchodujici s velkymi ob-
jemy se pak dale musi vypotradat s rostouci tzv. cenou za likviditu ey, ktera roste s velikosti
obchodu. Tuto situaci mizeme znazornit obrazkem.

naklady

€1

€o

Xi
Obrazek 2.11: Poplatky za transakéni nédklady jako po ¢astech linearni funkce.

Pro modelaci této situace si kazdou proménnou z; rozdélime na soucet pomocnych
proménnych yy; a yo;, kdy wy1; znac¢i nakup aktiva ¢ maximalné do vyse, za kterou jesté
neni zpoplatnén poplatkem e;. Hodnoty ys; pak znaci objemy nad tuto troven.

Ocekéavand navratnost portfolia méa pak tvar [11]

n n

ZR = Z(az’yli — €gd;) + Z(az — e1)Y2is (2.15)

i—1 i=1
0 <y <7
Od vsech nakupu tedy odecitame konstantni poplatek ey a od vSech nakupt nad troven
7, navic ey, ktery se odviji od velikosti nakupu. 9; je jiz diive zavedena bindrni proménna.
Proménné yy;, y2; s modelem propojime pomoci rovnice

T = Y1i + Yoi-

Zobrazime si tedy alokaci aktiv a vyslednou tabulku se zahrnutim veskerych moz-
nych nakladt. Posledni sloupec tabulky vyjadiuje naklady vynalozené na transakce, tedy

Z?:l(eozi + e1y2i).
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Obrazek 2.12: Vyslednd alokace pri zapocitani nakladu.

o
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n

podil v portfoliu

o

=

do Riziko T; V1 Uy Pujcka | Naklady
Zakladni 0.25 | 0.0222

Bez kratkych prodeja | 0.25 | 0.0362
S hornim limitem 0.25 | 0.0457 | 0.2

S moznosti pijcky 0.25 | 0.0389 | 0.2 0.336 0 0.0017
S moznosti pijcky 0.35 0.09 0.25 0.5 0.239 | 0.012
S moznosti pijcky 0.2 | 0.0221 | 0.25 | 0.125 0 0.0006
Néaklady 0.2 | 0.0244 | 0.25 | 0.1426 0 0.0007 0.0089

Skutecné se nam povedlo docilit stavu, kdy zanedbatelné alokace do aktiv BAC, JPM,
PFE byly z portfolia vylouc¢eny kviili transakénim nakladiam prevysujicim benefit z drzeni
téchto pozic. Domnélé snizeni diverzifikace se projevi jen malym narustem rozptylu. Timto
jsme dostali jiz pomérné rozsahly model M4 implementujici rizné typy naklad.

minx ' Qx

T - -
1 x—v —vy, =1,
n

Z@-yu —€0d;) + Z(Ez —€1)Y2; — TV] — T2y > dp,
i—1 i=1
0 <y <7y,
Ti = Y1i T Y2
0<z0 <z <7
(1= 6,2 < 6:(1—5))
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2.2. ROZSIRENA VERZE MODELU

Prislusny kod je nésledujici.

mnozstvi dat. Z [1][

model

= gp.Model ("Markowitz M4")

do = 0.2, rfl = 0.005, rf2 = 0.04, xL = 0.02, e0 = 0.001, el = 0.005

x = model.addVars(len(stocks), 1b=0, ub=0.25)
vl = model.addVar(ub = 0.5)
v2 = model.addVar(ub = 1)

delta
yi

= model.addVars(len(stocks), vtype = GRB.BINARY)

model .addVars(len(stocks), ub = 0.1)

y2 = model.addVars(len(stocks))

model.
model .
for i
for i

for i
model .
model.

for i
model .

addConstr(gp.quicksum(x[i] for i in range(len(d))) -v1 -v2 == 1)
addConstr(gp.quicksum((y1[i]*d[i] - eO*deltal[i])

in range(len(d))) + gp.quicksum((y2[i]*(d[i] - el))

in range(len(stocks))) -rflxvl - rf2*v2 >= d0)

in range(len(stocks)):
addConstr(x[i] >= xLx*deltali])
addConstr((1-deltal[i])*x[i] <= deltalil*(1-deltalil]))

in range(len(stocks)):
addConstr(x[i] == y1[i] + y2[il)

portfolio_risk = gp.quicksum(x[i]*Q[i,jl*x[j] for i in range(len(d))

for j

in range(len(d)))

obj = portfolio_risk

model .

setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)

model .write('Markowitz_transaction costs.lp')

model.

optimize ()

Druhy typ néakladt je spojen se spravou samotného portfolia. Ty pochopitelné na-
ristaji s rostoucim poctem spravovanych aktiv, ¢imz vznikd potfeba monitorovat vétsi

| navic vime, ze od urcité urovné vétsi pocet aktiv v portfoliu nema

podstatny vliv na diverzifikaci. Zavedeme tedy omezeni, na jehoz zakladé pocet aktiv ne-
smi presdhnou jistou hodnotu M, kterou zvolime pro nase tcely jako 5.
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2. MARKOWITZUV MODEL

model .addConstr (gp.quicksum(deltal[i] for i in range(len(stocks))) <= M)

Toto je pomérné striktni omezeni, my jsme vSak zamérné ponechali modelu urcity
manévrovaci prostor, abychom nasli ptipustné feseni.

0.25
0.20
0.15
010
005
0.00

AAPL MSFT BAC |PM N PFE Kb WMT BA META AMT VX GC=F BZ=F ~TNX AGG LQDH TIP
spolednost

podil v portfoliu

Obrazek 2.13: Vyslednd alokace pri omezeni poctu aktiv.

do Riziko Z; U1 (%) PLolj cka Néklady

Zéakladni 0.25 | 0.0222

Bez kratkych prodeja | 0.25 | 0.0362

S hornim limitem 0.25 | 0.0457 0.2

S moznosti ptijcky 0.25 | 0.0389 | 0.2 0.336 0 0.0017

S moznosti plijcky 0.35 0.09 0.25 0.5 0.239 | 0.012

S moznosti pijcky 0.2 | 0.0221 | 0.25 | 0.125 0 0.0006

Naklady 0.2 | 0.0244 | 0.25 | 0.1426 0 0.0007 0.0089

Pocet aktiv 0.2 | 0.0245 | 0.25 | 0.153 0 0.0007 0.0082

Timto omezenim uz skutec¢né tlacime model na hranice pripustnosti. Veskera zahrnuta
aktiva az na AMT jiz narazila na svou horni hranici. Vliv korelaci uz je velmi potlacen
na ukor ostatnich omezeni.
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2.2. ROZSIRENA VERZE MODELU

2.2.4. Sektorové omezeni

Nakonec ruzné statni ¢i pravni restrikce mohou limitovat finanéni instituce v ndkupu jedné
urcité skupiny aktiv. Tato omezeni pak mohou slouzit jako prostiedek regulace rtiznych
druhti rizik spojenych s danym sektorem viz definice 2.4. Napriklad banky jisté nemohou
investovat vSechny své prostiredky do statnich zahrani¢nich dluhopisi. Tim je regulované
riziko spojené se zménou ménovych kurzti. Banky timto mohou kontrolovat rovnéz své
kreditni riziko viz definice 2.3.

Zavedeme tedy mnozinu sektort J, jejiz prvky (jednotlivé sektory) oznacime v tabulce
nize pomoci fimskych ¢islic. Do téchto sektort jsou pak rozttidény instrumenty logicky
dle tabulky 2.1.

I IT III IAY
AAPL, MSFT | BAC, JPM JNJ, PFE KO, WMT
\Y VI VII VIII
BA META AMT CVX
IX X XI
GC=F, BZ=F TNX AGG, LQDH, TIP

Nésledné zavedeme parametr b;, ktery 1ika, kolik aktiv mize byt nakoupeno v rdmci
sektoru j (¢imz regulujeme prislusny rizikovy faktor spojeny s timto sektorem). Tuto
skutecnost zapiSeme pomoci omezeni (a bindrni proménné ;) jako

Z §; < b;. (2.16)

ieJy

Konkrétné predpokladejme, ze z kazdého sektoru muzeme investovat do jediného in-
strumentu, tedy b; = 1 V7. Napiiklad z dvou nabizenych technologickych akcii mizeme
nakoupit pouze Apple nebo Microsoft. Stejné tak v ramci dluhopisovych ETF muzeme
nakoupit pouze jedno ze tii dostupnych.

025

020
0.05 I
0.00

T T
AAPL  MSFT BAC M PFF KO ‘n'MT BA META AMT CVX GC=F BZ F “TNX AGG LODH TP

=]
-
wn

podil v portfoliu

=}
-
(=}

spolecnost

Obrazek 2.14: Vyslednd alokace pfi omezeni na jednotlivé sektory.
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2. MARKOWITZUV MODEL

dy Riziko T; vy Uy Pijcka | Néklady
Zékladni 0.25 | 0.0222
Bez kratkych prodeju | 0.25 | 0.0362
S hornim limitem 0.25 | 0.0457 | 0.2
S moznosti pujcky 0.25 | 0.0389 | 0.2 0.336 0 0.0017
S moznosti pujcky 0.35 0.09 0.25 0.5 0.239 | 0.012
S moznosti pijcky 0.2 | 0.0221 | 0.25 | 0.125 0 0.0006
Néaklady 0.2 | 0.0244 | 0.25 | 0.1426 0 0.0007 0.0089
Pocet aktiv 0.2 | 0.0245 | 0.25 | 0.153 0 0.0007 0.0082
Institucionalni omezeni | 0.2 0.028 | 0.25 | 0.0123 0 0 0.0075

Miizeme si vSimnout, ze zatimco v predchozi alokaci jsme byli plné zainvestovani v obou
technologickych akciich, zde v zddném sektoru nemame zainvestovano do dvou aktiv.

Findlni Markowitztiv model M5 je doplnénim modelu M4 o podminku (2.16).

minx ' Qx,
x € R",
T - -
1 x—v —vy, =1,

n

Z(yuaz‘ —€0d;) + Z Yoi(d; — €1) — TFIU] — TpaUy > dp,
=1 i=1
0<yu <y, Viel

Ty =Y + Y2, Vi €1

=1
0<ua;0; <a; <, Viel
Y ai<b,Vield

i€Jj]

5 €{0,1}, Viel
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2.2. ROZSIRENA VERZE MODELU

Prislusny koéd celého modelu je néasledujici.

model = gp.Model("Markowitz M5")

d0=0.2, rf1=0.005, rf2=0.04, xL=0.02, e0=0.001, e1=0.005, M=5
J = [lo, 11, [2, 3], [4, 5], [6, 71, [8], [9], [10], [11],
(12, 131, [14]1, [15, 16, 17]]

b=1[1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1]

x = model.addVars(len(stocks), 1b=0, ub=0.25)

vl = model.addVar(name='v1l', ub = 0.5)

v2 = model.addVar(name='v2', ub = 1)

delta = model.addVars(len(stocks), vtype = GRB.BINARY)
y1 = model.addVars(len(stocks), ub = 0.1)

y2 = model.addVars(len(stocks))

model .addConstr (gp.quicksum(x[i] for i in range(len(d))) -v1 -v2 == 1)
model .addConstr (gp.quicksum((y1[i]*d[i] - eO*deltali])

for i in range(len(d))) + gp.quicksum((y2[i]l*(d[i] - el))

for i in range(len(stocks))) -rflxvl - rf2xv2 >= d0)

for i in range(len(stocks)):
model .addConstr(x[i] >= xL*deltali])
model .addConstr((1-deltal[i])*x[i] <= deltal[il*(1-deltalil))

for i in range(len(stocks)):
model .addConstr (x[1] == y1[i] + y2[i])

model .addConstr (gp.quicksum(deltali] for i in range(len(stocks))) <= M)

portfolio_risk = gp.quicksum(x[i]*Q[i,jl*x[j] for i in range(len(d))
for j in range(len(d)))

obj = portfolio_risk
model .setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)

model .write('Markowitz_sector_limit.lp')
model . optimize ()
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2. MARKOWITZUV MODEL
2.3. Shrnuti

V predchozich ukazkach jsme tedy jasné prokazali, jak je dilezité pii modelovani inves-
ticniho rozhodovani brat v potaz realna omezeni jakymi jsou napt. transakéni naklady,
kterd mohou mit na nami oc¢ekavanou navratnost znacny vliv. Zaroven jsme ukéazali, ja-
kou vyhodu pro investora ma dostupnost pijcek a tim padem navyseni kapitalu. Nekterd
uvedena rozsiteni dale vyuzijeme v nasledujicich modelech. Na zavér poznamenejme, ze
hodnotu dy mizeme interpretovat nikoliv pouze jako ndmi ocekdvany minimalni zisk, ale
také jako jisty zavazek, ktery musime naplnit. Naptiklad banky vyplacejici iroky na spo-
ficich actech si musi byt schopny na tyto zavazky vydélat. Tato myslenka zavazki bude
stéZejnim prvkem néasledujici kapitoly a budeme je oznacovat pismenem L (liability).

V ramci nedostatk®® modelu jsme jiz zminili nevhodnost rozptylu jako metriky oceka-
vaného rizika. Za dalsi kriticky nedostatek pak muzeme povazovat generovani bodovych
odhadtl na zakladé historickych dat. Tento ptistup je casto nahrazovan s vyuzitim tzv.
faktorovych modeli. Jejich typickym zastupcem v ramci Moderni teorie portfolia je tzv.
Capital asset pricing model (CAPM). Tento jednofaktorovy model lze popsat rovnici

ai =Ty +5(8m _Tf)a

kde 3 je faktor predstavujici citlivost daného aktiva na trzni zmény, nebo také mira
jeho volatility (ve smyslu smérodatné odchylky) v porovnani s prumérnou volatilitou
celého trhu a r¢ je jiz zminénd bezrizikova trokova mira. Tento koeficient vyjadiuje sys-
tematické riziko akcie, které narozdil od nesystematického nelze odstranit diverzifikaci.
Hodnota d,,, pak predstavuje primérnou navratnost celého trhu reprezentovanou hodno-
tou prislusného trzntho indexu. Vice o modelu CAPM je mozno se docist v [2]. Vicefak-
torové modely pak k popisu navratnosti akcie vyuzivaji dalsi faktory jako ocekavanou
inflaci, ¢i HDP. Typickym piikladem je model Arbitrage pricing theory (APT).

Poslednim spise vypocetnim problémem modelu je velikost variacni matice Q, kterd
roste s rostoucim mnozstvim proménnych. Tento problém lze fesit vyuzitim statistickych
metod k redukei tlohy jako naptiklad analyza hlavnich komponent, kterou znovu zminime
v nasledujici kapitole, ale vice se ji zabyvat nebudeme. O této metodé je mozné se docist

v [1].
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3. Aktiva s pevnym vynosem

Hlavni motivaci pro tuto kapitolu je problematika zavazk L zminéna na konci kapi-
toly predchozi. V ni jsme zdvazky predstavili jako urcitou (¢asto pravidelnou a doptedu
znamou) platebni povinnost finanénich instituci viéi svym klientim plynoucich napf. z be-
nefit@ penzijnich fondi, garantovanych investi¢nich smluv apod. Manazefi téchto firem se
potykaji s problémem vytvoreni takové investi¢ni strategie, aby mohli tyto zavazky finan-
covat. Mizeme se vSak rovnéz omezit na rovinu osobnich financi. Takové zavazky mohou
tvorit pravidelné splatky hypotéky, pripadné platby za mési¢ni Skolné nasim potomktm,
pricemz je mnohdy znadmd jejich presna vyse a cas vyplaceni. V takovém pripadé mu-
sime mit pro zaplaceni zavazki vzdy zajistény dostatecny piijem z nasich investic, a to
nejpozdéji v dobé splatnosti tohoto zavazku.

Protoze akcie jsou obecné povazovany za znac¢né rizikova aktiva s nejistou vysi a ter-
minem plateb dividend, zahrnuje vétsina subjektt finan¢niho trhu do svych portfolii z ne-
zanedbatelné ¢asti tzv. aktiva s pevnym vynosem. Jedna se o dluhové instrumenty cha-
rakterizovany konkrétni dobou splatnosti (datum navréceni dluhu) a stanovenym planem
vyplaceni troku a pujcené jistiny [1]. Jejich hlavnim zastupcem jsou dluhopisy.

3.1. Dluhopisy

Dluhopis je cenny papir s pevnym vynosem, jenz reprezentuje pujcku poskytnutou vérite-
lem vétsinou statu (statni dluhopis) nebo firmé (korporatni dluhopis). Subjekt, ktery pak
dluhopis vydal se nazyva emitent. Motivaci emitenta (at uz statu ¢i firmy) pro vydéani
novych dluhopisii mize byt ziskani kapitalu na financovani vystavby novych obytnych
¢tvrti, opravy infrastruktury ¢i vybudovani nové firemni pobocky. Na rozdil od klasic-
kych uvéra jsou vsak dluhopisy obchodovatelné na sekundarnich trzich cennych papirta
obdobné jako akcie [3][0].

Dluhopis dava svému drziteli pravo na pravidelny (ro¢ni, pololetni, mési¢ni apod.)
ptijem v podobé kuponi (troku) C' spolu s vyplacenim nomindlni hodnoty N dluhopisu
v dobé jeho splatnosti (tzv. mortality) T. Velikost kupéni je pak pocitand jako procento
(kupdnovd sazba) ¢ z nominélni hodnoty, pficemz se kupénové sazby odvijeji od trznich
trokovych sazeb. V piipadé dluhopist s pevnym vynosem (jednoduchy dluhopis) je tato
sazba neménna po celou dobu zivota dluhopisu. Mezi Sirokou skalou dluhopist vsak na-
jdeme i takové, které maji kupoénovou sazbu variabilni v case, pripadné nevyplaci zadny
kupén a jsou prodavany pri emisi s diskontem (bezkupdnovy dluhopis) [3][5].

Nominalni hodnotou dluhopisu rozumime ¢astku, kterou véritel obdrzi od dluznika
na konci doby do splatnosti. Dluznik naopak obdrzi na pocatku od véritele ¢astku od-
povidajici poc¢atecni cené dluhopisu Fy, za ktery jej prodava. Cena dluhopisu se béhem
jeho zivota neustale méni v zavislosti na zménach ve struktute irokovych sazeb a pri jeho
koupi se nemusi nutné rovnat jeho nominalni hodnoté. V pripadé, ze pocatecni cena je
nizsi nez nominalni hodnota, je dluhopis prodavan tzv. s diskontem v opacném pripadé
je prodavan tzv. s prémii [3][5].
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3. AKTIVA S PEVNYM VYNOSEM

Velikost kupoénové sazby dluhopisu ovliviiuji predevsim dva faktory: dwvérovy rating
a prave doba do splatnosti. Uvérovy rating je ukazatel schopnosti dluznika dostat svym
zavazklum - tedy splacet kupony pripadné jistinu v dobé splatnosti. Nejistotu s tim spoje-
nou oznacujeme pravé jako kreditni riziko viz definice 2.3 a vyznamné je zejména u kor-
poratnich dluhopisti, u nichz je vzdy nemala Sance, Ze nebudou schopny dostat svym
zavazkiim vuci vériteli napt. z divodu krachu. U statnich dluhopisii se kreditni riziko
casto zanedbava, protoze moznost krachu celého statu je miziva. Toto podstoupené kre-
ditni riziko je vériteli kompenzovano v podobé vyssich kupénovych sazeb, nez tomu byva
u statnich dluhopisii. Kreditni riziko bylo podstatné predevsim v roce 2008, kdy pred na-
stupem hypotecni krize byly prodavany velmi rizikové dluhopisy kryté hypoteénimi ivéry,
jejichz rating naprosto neodpovidal kvalité téchto hypoték [3][5].

Aktualni cena dluhopisu P, v libovolném case ¢ neni pro vétitele prilis dilezitym fak-
torem, pokud planuje dluhopis drzet az do doby splatnosti (v takovém pripadé je mu
navracena presnd nomindlni hodnota dluhopisu plus posledni kupén). Véritel vsak neni
povinen dluhopis drzet az do doby jeho splatnosti. Pokud jim drzeny dluhopis ma na trhu
v urc¢ity moment vyssi hodnotu, nez jakou mél pti jeho koupi, miize jej nabidnout k pro-
deji. Obecné plati, Ze cena dluhopisu roste s klesajicimi (aktudlnimi) trznimi Grokovymi
sazbami a naopak, protoze pri poklesu turokovych sazeb je dluhopis s vyssi kupénovou
sazbou pro kupce daleko pritazlivéjsi nez aktualné na trhu nabizené dluhopisy, a naopak.
Moznost poklesu ceny nami drzeného dluhopisu vlivem rostoucich trokovych meér vni-
mame jako trokové riziko viz definice 3.1, které bude hlavnim zdrojem investi¢niho rizika
v této casti prace [3][5].

Citlivost zmén ceny dluhopisu na zménu trokovych sazeb méri tzv. durace. Miru této
citlivosti, respektive zménu citlivosti pak popisuje tzv. konvexita. Obéma témito pojmy
se budeme zabyvat pozdéji v ramci kapitoly [3].

Vyssi kupénové sazby nabizeji rovnéz dluhopisy s delsi dobou do splatnosti, které jsou
do vétsi miry vystavené prave urokovému riziku a riziku spojeném s rostouci inflaci. Jako
konec tohoto ivodu shrnuji rizika spojené s dluhopisy nasledovné.

Definice 3.1 (Urokové riziko). Riziko zmény cen aktiv v zavislosti na zméné ve strukture
urokovych sazeb.

Definice 3.2 (Reinvesti¢ni riziko). Riziko zmény vynosi z reinvestic v zavislosti na zméné
ve struktufe trokovych sazeb.

3.2. Toky penéz a trokové sazby

Protoze nyni nepracujeme pouze s navratnosti investice, tedy kapitdlovym vynosem (pies-
toze si ukdZzeme rovnéz metody, jak vypoéitat navratnost dluhopisového portfolia), ale
s uréitou posloupnosti prijmu plynoucich z drzeni této investice (tedy béznym vynosem),
zavedeme nasledujici pojem, ktery nam pomtze tuto posloupnost charakterizovat.

Tokem penéz rozumime vektor F = (Fy, ..., Fr) od anglického flow, jenz predstavuje

tok plateb v urcitych c¢asovych okamzicich ¢t € T generovany prislusnou investici pripadné
zévazkem, pricemz hodnoty F; > 0 predstavuji investorem obdrzenou hodnotu (piijem)
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3.2. TOKY PENEZ A UROKOVE SAZBY

a F; < 0 hodnotu investorem zaplacenou (vydaj) [!]. Hodnoty F; mohou ptedstavovat
nakup ¢i prodej akcie, pripadné vyplatu dividendy nebo kupénu pii drzeni dluhopisu,
ale také zaplaceni zavazku, které budou podstatné pro nasledujici modely. Hodnota Fj
pak casto predstavuje platbu za dany investi¢ni instrument, ktera odpovida trzni cené F,
tohoto instrumentu.

S hodnotou investice (respektive jeji zménou) piipadné zavazku tzce souvisi pojem
drokové miry (nebo také urokové sazby). Urokovou mirou 7 rozumime miru odmény vy-
jadfené jako procento z uvazované sumy penéz, ktera je vyplacena po uréitém obdobi
[1].

Pri¢ina existence této miry je ukryta v samotném poptavkovo-nabidkovém principu
fungovani trzni ekonomiky. Velice zjednodusené miizeme finanéni trh chépat jako misto,
na kterém se potkavaji ekonomické subjekty poptavajici urcité bohatstvi s témi, kteri
naopak své volné financ¢ni prostredky jsou ochotny docasné nabidnout za urc¢itou odménu
- arok. Jeho vyse se pak odviji od duveéry poptavajicich, ze v dané ekonomické situaci
budou schopni poptavané penize efektivné vyuzit k vytvoreni dostateéné vysoké budouci
hodnoty. Zjednodusené, jsou-li trzni podminky vyhovujici napt. pro podnikatelskou ¢in-
nost, bude ochoten podnikatel zaplatit vyssi trok, protoze véri, ze mu jeho podnikani
vynese dostatecny prijem na zaplaceni tohoto tiroku a dodateény zisk.

V trzni ekonomice jsou tedy urokové sazby jakymsi ukazatelem ceny penéz, pricemz
jsou do jisté miry usmérnovany centralnimi bankami. Ty mohou prostfednictvim mone-
tarni politiky cilené snizovat sazby (coz ma primy vliv na sazby uvértu obchodnich bank),
¢imz docili zvyseni objemu tvérti u ekonomickych subjekt a rozpohybovani ekonomiky.
Stejné tak v dobé vysoké inflace (tedy vyssi miry ztraty hodnoty penéz v dusledku jejich
prebytku v ekonomice) muze tyto sazby uméle navysovat. Vétsinou se v téchto situacich
bavime pouze o kratkodobych sazbach, nicméné i tyto vnéjsi zasahy mohou mit vliv na
firemni planovani. V neposledni fadé mé na sazby vliv rovnéz celkovda makroekonomické
situace ve svété [5].

Hlavni charakteristikou toku penéz je jeho soucasnd hodnota PV. O soucasné hodnoté
penéz miuzeme uvazovat jako o funkci finanéniho toku a trokové miry, tedy

PV(F,r)=)_ ﬁ (3.1)

kde vyraz (1 + r)fl predstavuje diskontni faktor a irokovou sazbu r zde povazujeme za
konstantni v ¢ase. Hodnota r, pro kterou rovnice (3.1) nabyva hodnoty 0, se nazyva vnitrni
mira navratnosti a predstavuje sazbu vyrovnavajici sou¢asnou hodnotu budoucich plateb
a prijmu. Dale vsak tento tok budeme délit zvlast na Fy, tedy vydaj neboli cenu dluhopisu
(déle Fy) a tok prijmi (Fy,..., Fr) [I]. Pro upfesnéni znaceni PV je z anglického (present
value), nejedna se tedy o soucin dvou velicin.

Urokové sazby nejen u dluhopisi, ale také ostatnich finan¢nich instrumenti se vsak
bézné lisi v zavislosti na délce trvani daného kontraktu. Zavedeme proto vektor hodnot
trokovych sazeb r = (ry,...,rr), kde 1, je sazba (mira odmény) za obdobi od ted do
budouctho ¢asu ¢. Tento vektor nazyvame terminovou strukturou drokovyjch sazeb [11].
Soucasnou hodnotu toku PV pak vyjadrime jako
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T

PV(F,r) = Zﬁ

Pojem trokové miry jsme zatim pouze velmi obecné predstavili jako jakousi odménu
za docasné vzdani se svého penézniho bohatstvi, nyni ji vsak rozebereme vice do hloubky.

(3.2)

Definice 3.3 (Spotovéa trokova mira). Zakladni mira uc¢tovana za drzeni bezrizikového
aktiva od soucasné doby do budouci doby ¢, kterou znacime 7, [11].

Jednd se vlastné o miru navratnosti, které bychom dosahli pri investovani nasi hoto-
vosti do statnich dluhopisti, od kterych se spotové sazby nejcastéji odviji (pozn. konkrétné
mluvime o statnich americkych bezkupénovych cennych papirech s riznymi dobami do
splatnosti). Ty jsou povazovany za bezrizikova aktiva. Jinak fec¢eno spotova sazba pred-
stavuje potencialni vynos, o ktery se pripravujeme tim, ze nasi drzenou hotovost nikam
neinvestujeme (a nevyuzivame princip ¢asové hodnoty penéz [0]), prestoze bychom touto
investici nepodstupovali témér zadné riziko [5].

Realna trzni sazba vSak v sobé zahrnuje vice elementti nez pouze bezrizikovou slozku,
jak muzeme vidét z nasledujici rovnice (pro jednoduchost pomineme ¢asovy index t)

L4+7r=14+7) (14 rine) (1 + rrisk), (3.3)

kde r; predstavuje bezrizikovou sazbu, 7, miru inflace (ztrata kupni sily penéz), kvuli
které veritel zada vyssi odmeénu, a r,q odménu za podstupovani kreditniho a likvidniho
rizika [1]. Redlné urokové sazby, s kterymi se pak ¢lovék setka u hypoték pripadné vynosi
z korporatnich dluhopist, jsou pak daleko blizsi této mife r nez spotové sazbé ry, protoze
casto faktory jako inflaci a kreditni riziko reflektuji. Kv1ili slozitosti a nepredvidatelnosti
vyvoje urokovych sazeb jisté ¢tenare neprekvapi, ze ma smysl na né pohlizet rovnéz jako
na ndhodné proménné r.(§).

Predpokladejme, ze jediné existujici sazby jsou bezrizikové sazby, tedy z rovnice (3.3)
plati

I+r=1+ry.
Za této situace jsou rovnéz toky penéz plynouci z drzeni investice (napf. kupény) bezri-
zikové a plati [1 1], Ze soucasnd hodnota dluhopisu je rovna jeho trzni cené P, tedy
LR
PV(E, =) —-_ =p,. 3.4
() ; (1+m)t 0 (3-4)

Pro kompletni obrazek dodéam, Zze na zakladé teorie efektivnich trhii kromé jiného
plati, Ze ceny odrazeji vSechny dostupné informace a odpovidaji tedy presné vnitini hod-
noté aktiva [0]. Existuji vSak trhy, kde toto nemusi platit napiiklad z divodu nedostatecné
likvidity (nedostatku poptévky ¢i nabidky), za této situace pak aktivum nemusi byt vzhle-
dem ke své vnitini hodnoté spravné nacenéno. Nedostatecna likvidita takového trhu by se
pak projevila pravé v likvidnim riziku ryq pfi vypoctu realné sazby r. Uvazovanim pouze
bezrizikové slozky ry (déle jen r) se problému s moznou nerovnosti ceny a pocatecni hod-
noty vyhneme. Nemusime tedy vnimat tdrokovou sazbu r(£) jako ndhodnou proménnou
a nas model bude dale deterministicky.
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3.3. Ocekavana navratnost

Jak jsme jiz uvedli v uvodni kapitole, kazd4 investice je spojena s o¢ekdvanou navratnosti
a oc¢ekdvanym rizikem. V pripadé akcii jsme pro odhad ocekdvané navratnosti portfolia
vyuzivali historicka data. Existuji vsak rizné ocenovaci modely akcii (vychazejici prede-
vs§im z fundamentalni analyzy), které ¢tenaf muze nalézt napt. v [2]. Stejné tak v pripadé
aktiv s pevnym vynosem zavadime rizné metriky ocekdvané navratnosti, pricemz kazda
je vice ¢i méné vhodna pro razné situace.

Bézng vgnos (current yield C'Y') je roéni vynos, ktery v daném roce vykazuje dluho-
pis s aktudlni trzni cenou P, a vyplacenym kupénem Cj [2][3]. Pro jeho vypocet plati
jednoduchéa formule

C
CcY = B

Tato metrika tedy nebere v potaz pocatecni investici do dluhopisu F,, pouze bere
v potaz vyplaceny urok vici jeho aktudlni trzni cené, za kterou je mozné jej zobchodovat.
Jednd se o nepresnou metriku, ktera nebere v potaz ¢asovou hodnotu penéz a frekvenci
vyplaceni kupont.

Je béznou praxi, ze jsou kupény pripisovany pololetné, kvartalné pripadné v nékterych
pifpadech i mésicné. Castéjsi frekvence kupénu je pro investora vihodnéjsi, protoze obdr-
zené kupény miize okamzité reinvestovat na trhu kratkodobych cennych papirt. Metriku,
kterd bere tento faktor v potaz je efektivni rocni vynos (effective annual yield EY) [2][3].
Plati pro ni vztah

EY:(1+f)n—1,
n

kde r je urokova mira v daném roce a n pocet trocicich obdobi. Nevyhodou je pred-
poklad, Ze jsou vsechny kupény reinvestovany za stejnou tirokovou miru r, ktera se vsak
v realné praxi méni v case podle trzni situace.

Zasadnim ukazatelem ocekavané navratnosti dluhopisu je tzv. vgnos do splatnosti
(yield to maturity y) [2][3]. Jednd se o takovou diskontni miru (nebo také jiz zminénou
vnitini miru ndvratnosti), kterd dava do rovnosti poc¢atec¢ni hodnotu (prava strana) vsech
budoucich finan¢nich tokl a pocatecni trzni cenu dluhopisu, a tedy spliiuje rovnici

T F
Py = ; T (3.5)

kde F; je finan¢ni tok predstavujici bud kupén C; nebo kupén spolu s nominalni
hodnotou v ¢ase T', tedy Cr+ N. Jedna se vlastné o ¢asové vazeny prumérny vynos, ktery
mohu ocekavat, drzim-li dluhopis do jeho splatnosti. Je-li y vétsi nez kupénova mira c,
je dluhopis prodavan s diskontem a naopak. Pii jejich rovnosti je prodavan presné za
nomindalni hodnotu N. Plati rovnéz, ze pfi rtstu trznich drokovych meér roste také vynos
do splatnosti, protoze vlivem rostoucich mér klesa cena dluhopisu v rovnici (3.5) [2]. Pozn.
oznaceni y zde nijak nesouvisi s pouzitim této proménné v kapitole 2.2.3.
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3.4. Terminova struktura rokovych sazeb

V 1vodni kapitole jsme uvedli, ze spotova sazba r; je irokova mira tuctovana za drzeni
bezrizikového dluhopisu do doby ¢, kde ¢ = 1,...,T. Na konkrétnim prikladé si nyni
ukazeme, jak tyto sazby vypocitat. VSechny priklady jsou prevzaty z [30].

Priklad:

Uvazujme nyni dva bezkupénové dluhopisy A, B oba s nominalni hodnotou N =
1000 a s dobou do splatnosti jeden respektive 2 roky. Protoze se koupi dluhopisu
B zbavujeme finan¢nich prostiedki na delsi dobu, ocekavali bychom vétsi slevu
(diskont) pti jeho ndkupu. Predpokladejme tedy, ze dluhopisy muzeme nakoupit za
pocatecni cenu P = 925.93 a PP = 826.45. Jinymi slovy zndme pocatecni hodnotu
toku penéz plynoucich z drzeni téchto dluhopisti. Dosazenim do rovnice (3.4)

1 1
000 826.45 = —000
14+r (14+1m)2

muzeme nalézt spotové trokové sazby r; = 0.08, r, = 0.1.

925.93 =

Volbou dluhopisti s riznymi dobami do splatnosti bychom timto zptsobem ziskali
cely vektor (ry,...,rr), kterym bychom zkonstruovali tzv. spotovou krivku (spot rate tre-
asury curve). V praxi bychom k tomu, jak jiz bylo zminéno, vyuzili nejlépe americké
bezkupénové dluhopisy (Treasury notes, Treasury bills, Treasury bonds). Poznamenejme,
ze prestoze se jedna o vektor, mluvime o kfivce, protoze cas je spojitou veli¢inou.

Obdobnou a v praxi Castéji vyuzivanou je tzv. vynosovd krivka (yield treasury curve).
Ta se nejcastéji konstruuje z vynosu do splatnosti y opét ze statnich americkych kupoéno-
vych dluhopist s raznymi dobami do splatnosti. Ilustrujme tuto situaci na prikladu.

Priklad:

Ponechejme platné spotové sazby r; = 0.08, ro = 0.1 z predchoziho prikladu a
uvazujme kupénovy dluhopis na dva roky s nominalni hodnotou N = 1000 a kupo-
novou sazbou 5%. Takovy dluhopis na konci prvniho roku vyplati kupén C; = 50
a na konci druhého kupén Cs = 50 spolu s nominélni hodnotou. Pocateéni hodnota
tohoto penézniho toku je

__ 50 1050
14008 " (140.1)2

Déava smysl, ze tento dluhopis je drazsi nez bezkuponovy dluhopis se stejnou dobou
do splatnosti, protoze navysuje investoriv vynos o pravidelné kupény. Vynosem
myslime tedy vynos do splatnosti viz rovnice (3.5).

Kolik tento vynos skutecné je? S vyuzitim rovnice (3.2) a vyresenim nelinedrni rov-
nice (napf. Newtonovou metodou)

PV = 914.06.

50 N 1050
1+y  (1+y)?

dostavame y = 0.0995, tedy nékde mezi r1, a rs.

914.06 =
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Volbou kvalitativné podobnych kupénovych dluhopist (tedy s podobnym kreditovym
ratingem) s ruznymi dobami do splatnosti bychom zkonstruovali vektor vynosu y, ktery
nazyvame pravé vynosovou kiivkou. Ta se ¢asto nazyva také onou terminovou strukturou

trokovych sazeb [11].

Poznamenejme, ze v pripadé bezkupénového dluhopisu pojmy spotova mira a vynos
do splatnosti (respektive dle nich zkonstruované kiivky) splyvaji.

Nésleduje ukazka terminové struktury trokovych sazeb v rtizném case (od zacatku 90.
let do konce roku 2021). Na svislé ose y jsou vyneseny hodnoty vynost bezkupénovych
dluhopist pro kazdou dobu do splatnosti. Z pohledu posledni osy pak miize ¢tenar vnimat
jak dynamicky se kazdd jednotliva kiivka (fez v ose x) muze meénit pravé napf. vlivem

zésahu centralnich bank.

Terminova struktura drokovych sazeb

=
VWnos do splatnosti

£

3 0

‘P

Obrazek 3.1: Terminové struktura tirokovych sazeb. Zdroj: [29]

Jak spotové krivky, tak predevsim vynosové krivky jsou naprosto stézejni nejen pro
investory a ekonomy, protoze dévaji urcitou predstavu o zdravi ekonomiky (respektive
oc¢ekavani jeji budouci vykonosti). V dobfe fungujici ekonomice jsou sazby vyssi u aktiv
s delsi dobou do splatnosti - takové krivce fikame, Ze je rostouci. Pti této kfivce investori
ocekavaji ekonomicky rist a s nim spojené riziko rostouci inflace, za jehoz podstupovani
ocekavaji rizikovou prémii - vyssi vynos. Existuje pak také tzv. invertovana vynosova
krivka, kterd znac¢i mozny prichod recese, a tedy zpomaleni ekonomiky, coz je bézné
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doprovézeno nizsi ocekavanou inflaci, a tedy nizsimi vynosy pro delsi splatnosti [32]. Nékde
na pomezi se pak rozlisuje tzv. plocha krivka, viz nasledujici ilustracni obrazky.

Obrazek 3.2: Zakladni typy vynosovych kiivek. Zdroj: [32]

Protoze se vsak ekonomicka situace neustale vyviji a ¢asto je korigovana nepredvidatel-
nymi kroky centralnich bank (v poslednich letech pak predevsim znacnym kvantitativnim
uvolniovanim), méni se také neustdle struktura trokovych sazeb, tim padem také ceny
aktiv a zavazkl a jejich vynosnosti. Zde pak prameni hlavni zdroj rizika spojeného s dlu-
hopisovymi cennymi papiry.

V rdmci této podkapitoly zminime jesté posledni véc. Jiz zname nastroj, kterym zjistit
urokovou sazbu napf. za dobu (t = 0,t = 1) (tedy 71) pfipadné (t = 0,t = 2) (tedy 72)
pomoci americkych statnich dluhopist (nicméné nebyla by chyba jit i pres jiné kvalitativné
podobné dluhové néstroje). Existuje vSak moznost, jak odhadnout sazbu v dobé (t = 1,t =
2), tedy vynos, ktery budou vynéset ro¢ni bezkupénové dluhopisy za rok?

Definice 3.4 (Forwardova trokova mira). [I1] Z definice spotovych trokovych sazeb
muzeme odhadnout trok za drzeni bezrizikového aktiva od budouci doby ¢ do pozdéjsi
doby 7 pomoci forwardové tirokové sazby jako

(1+7r)" (G0

ftT: <1+Tt)t

1. (3.6)

Na zékladé hypotézy nestrannosti forwardovych sazeb jsou tyto sazby nestrannym pre-
diktorem prislusnych budoucich spotovych sazeb, nebot zcela reflektuji vsechny dostupné
informace o o¢ekavanich budouciho vyvoje spotovych sazeb. Problematika forwardovych
odkazuji na [33].

Pro néas je podstatné, ze mame nastroj, jak urcit budouci spotové sazby, za které
budeme v optimaliza¢nich modelech reinvestovat prebytek pripadné urocit pujcky, a pre-
devsim urcovat soucasné hodnoty aktiv a pasiv. Poznamenejme, Ze jsme tento problém
u Markowitzova modelu fesSit nemuseli, protoze cely model pracoval s jedinym c¢asovym
bodem ¢ = 0.

Priklad
Méjme spotové sazby z prechozich prikladt r; = 0.08 a o = 0.1. Dle pfedchoziho
vzorce je roéni spotovd sazba platnd za rok (tedy aktudlni forwardové sazba) rovna

1
(1 +7y)?e (1+0.08)?
=2 _1=x"""7 _1=0.12
fro 1+ 1+0.1 0
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3.5. Riziko

Jak jsme jiz naznacili v predchozich odstavcich, hlavnim zdrojem rizika v pripadé dluho-
pisi je riziko spojené se zménou tirokovych mér viz definice 3.1. Tato zména (vyssi sazby
znamenaji, ze se aktualné prodavaji vyhodnéjsi dluhopisy, nez mam ji) ma za nésledek
zménu ceny dluhopisu, a tedy také jeho kapitalového vynosu. Ruku v ruce s tim jde rovnéz
zména vynosi z reinvestic kupéni, jak si ukazeme v nasledujicich prikladech.

Abychom se mohli na toto riziko zamérit v optimalizacnim modelovani, musime nejdri-
ve popsat vztah mezi cenou aktiv (potazmo zdvazku) v zavislosti na zméné urokovych
sazeb. Z tohoto vztahu pak odvodime citlivost cen na tyto zmény. K tomu nam pomohou
pojmy durace a konvexita. Kreditni riziko viz definice 2.3 uvazovat nemusime, protoze
pracujeme s bezpeénymi statnimi dluhopisy.

3.5.1. Durace

Metrikou mérici citlivost zmény ceny na zménu tirokovych sazeb je tzv. durace D. Existuje
nekolik riznych definic durace, my budeme pracovat predevsim s tzv. Fisher-Weilovou du-
raci.

Uvazujme strukturu spotovych urokovych sazeb (7, ..., rr), kterd podléha malé para-
lelni zméné dr, tedy stejnému posunu na celé spotové kiivce. Citlivost ceny dluhopisu P;
na tuto paralelni zménu mizeme vyjadrit s vyuzitim derivace cenové funkce v fe¢i durace
jako

tth
(1+m7) t+1

: Pdr P

Me

(3.7)

t=1

Durace v této podobé nam vlastné iké, o kolik procent klesne cena (pfesnéji vnitini
hodnota) dluhopisu zvysi-li se irokové sazby o 1% a obrécené [11].

Fisher-Weilova durace je pouze sofistikovanéjsi variantou castéji pouzivané tzv. modi-
fikované durace

T

1dP 1 tF;
DM _ _ — "t _ — U
¢ P, dr P, tzz; (14 )ttt

kterd predpoklada plochou strukturu drokovych sazeb, tedy Vt plati r; = r.

Drivéjsi pristup vyuzival k vyjadieni durace nikoliv spotové sazby nybrz vynos do
splatnosti samotného dluhopisu, jmenovité mluvime o Macaulayové duraci

Ft’L

DMAC Zt 1t Lt=1 " (1+y)*
Yoy it

t=1 (1+4y;)t

Ta na rozdil od Weil-Fisherovy durace je vyjadiena v jednotkdch casu (letech) [11].
Durace v Macaulayové smyslu je chapana jako vazeny praimeér splatnosti vsech budoucich
financ¢nich tok1, kde vahami jsou pravé finanéni toky diskontované vynosem do splatnosti.
Jinymi slovy jde o primeérnou dobu splatnosti finan¢nich toka plynoucich z dluhopisu,
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VvV

Modifikovanou duraci lze prevézt na Macaulayovu odvozenim

ZT: tFy,; 1 Zt 1 (15:7; 1 Zt 1 (1Fm DMAC

+y;)t t
Ff1 ( v
r)l 14y P 14y T 14y

Y

P =1
kdyz si uvédomime, ze pii konstantni struktute sazeb (r, = r) je tato sazba presné rovna

vynosu do splatnosti y.

Na zdkladé Fisher-Weilovy durace DF" miizeme odhadnout zménu ceny dluhopisu i
v reakci na zménu urokové sazby jako

AP; =~ —DI"V P,Ar, (3.8)

Uvazujme konkrétni dluhopis dle néasledujici tabulky, uvazujme konstantni irokovou
sazbu r; = r = 8.15% pro vSechny doby do splatnosti a na zdkladé Fisher-Weilovy durace
ukazme, jak odhadnout cenu dluhopisu pri zméné trokové sazby o Ar.

Dluhopis Rok | Tok | Diskontovany tok
Doba do splatnosti 20 1 70 63.63
Nominalni hodnota 1000 2 70 57.85
Kupoénova mira c 0.07 ; : :
Kupén C 70 19 70 11.45
20 1070 159.05

Soucasna hodnota PV 888.34
Durace D 10
Konvexita K 150.71

Vynos do splatnosti y 8.15%

Bézny vynos 7.88%

Na zakladé vzorce (3.2) jsme vypoditali diskontovanou hodnotu finan¢nich tokt gene-
rovanych dluhopisem, které po secteni daji soucasnou hodnotu dluhopisu PV. V souladu
s vypoctem durace viz vztah (3.7) uréime toky diskontované mirou (1 + )", které po
vynasobeni ¢, secteni a vydéleni soucasnou hodnotou daji duraci D. Protoze se jedna
o duraci ve Fisher-Weilové smyslu, fikd nam, Ze zméni-li se trokova sazba o 1%, zméni se
opa¢nym smérem cena dluhopisu zhruba o 10%. Hodnotou konvexity se budeme zabyvat
pozdéji. Pro uplnost v duchu kapitoly o navratnosti doplnuji také informaci o vynosu do
splatnosti (ktery je pii ploché spotové kiivce roven této spotové sazbé) a bézném vynosu.

Slovo zhruba je zde nezbytné, nebot se jednd pouze o derivaci, potazmo aproximaci
cenové funkce, ktera dava dostatecné presné odhady pouze pro malé hodnoty Ar. Pres-
nost této aproximace predvedme na nasledujici tabulce a grafu. Obrazek nam v podstaté
ilustruje pouze elementarni fakt, Ze derivace potazmo tecna aproximuje ptivodni funkci
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pouze v blizkém okoli (oranzova oblast) puvodni sazby, které prislusi soucasna hodnota
dluhopisu oznacena ¢ernym puntikem.

Durace

T
—— Hodnota dluhopisu

Durace dluhopisu
2000 A

1500

1000 \»

500 +

pocateéni hodnota

0 T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
Urokova mira

Obrazek 3.3: Ilustrace durace jakozto aproximace cenové funkce.

Tabulka porovnéva predikei ceny na zdkladé vzorce (3.8) se soucasnou hodnotou dis-
kontovanou prislusnou sazbou. Jak vidno, rozdil je minimalni v blizkém okoli ptivodni
sazby (0.0815), nicméné s vétsim rozdilem Ar se predikce za¢ind pomérné znacné lisit.
Prvni a posledni fadek odpovidaji zméné sazby o 1%. Ctenaf si sam lehce ovéfi, ze pii
této zmeéné sazby predikovand zména ceny od ptvodni (888.34) odpovidd duraci D, tedy
10%.

Nova sazba | Predikce ceny | Skuteénd cena | Rozdil
0.0715 977.18 984.29 -7.11
0.0765 932.76 934.49 -1.72
0.0805 897.22 897.29 -0.07
0.0825 879.46 879.52 -0.07
0.0865 843.92 845.55 -1.63
0.0915 799.5 805.82 -6.32

Na nasledujicim obrazku ilustrujeme, jak maji jednotlivé faktory jako doba do splat-
nosti, vynos do splatnosti pripadné velikost vyplacenych kupéni vliv na duraci.

vV

evidentni, ze dluhopisy s delsi dobou do splatnosti maji vyssi duraci a jsou tedy néchyl-
nejsi ke zménam ve strukture trokovych sazeb. Toky penéz jsou rozprostieny na delsim
casovém useku, béhem kterého je vétsi pravdépodobnost zmény sazby. S vyssim vynosem
do splatnosti pak klesa durace dluhopisu, coz plyne primo ze vzorce pro vypocet. Nakonec
durace rovnéz klesa s vyssi kupénovou sazbou, protoze je tim na tyto pribézné diivejsi

Vviev
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Durace v zavislosti na dobé do splatnosti

Durace v zavislosti na vynosu do splatnosti Durace v zavislosti na kupénové mife

10 // 14 159
= \

durace
durace

, \ 10 \\\\\

6 . —

25 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5 20.0 0.025 0050 0.075 0.100 0125 0.150 0175 0.200 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
doba do splatnosti vynos do splatnosti y kupénova mira c

Obrazek 3.4: Ilustrace durace v zavislosti na rtuznych parametrech.

Zéaroven také zéalezi na systému vyplaceni kupéni. Dva dluhopisy se stejnou dobou
a vynosem do splatnosti, stejnou nominéalni hodnotou a stejnou kupénovou sazbou mohou
mit jinou duraci, pokud jsou platby jednotlivych kupénu jinak rozprostreny v pribéhu
doby platnosti dluhopisu. Bezkuponové dluhopisy pak maji duraci rovnu presné dobé
splatnosti [28].

3.5.2. Konvexita

Pripomenme, zZe na pocatku jsme zavedli terminovou strukturu trokovych sazeb {rt}iip
a predpoklddali malou paralelni zménu o dr na celé vynosové krivce (tedy pro vsechny
doby do splatnosti). Pozadavek malé zmény jsme odivodnili nepfesnosti aproximace po-
moci durace, kterd nam slouzi jako mira rizika. Tato aproximace se da vylepsit zavedenim
tzv. konvezity [11]. Pfedpoklad paralelni zmény okomentuji na konci.

Konvexita matematicky neni nic jiného nez druha derivace cenové funkce, tedy

K:idm:_z 1)F,
' P dr? (14 )2

Na zakladé konvexity pak muzeme provadét pfesnéjél odhady zmény ceny v zavislosti
na zmeéné urokovych sazeb pomoci nasledujici aproximace

K;P;
AP, ~ —DI'"WPAr + =2 5 “(Ar)?, (3.9)
ktera neni ni¢im jinym nez Taylorovym polynomem druhého stupné.
Opét si mizeme s pomoci grafu a vzorovych vypoctli naznacit presnost této aproxi-
mace. Hodnota konvexity pro uvazovany dluhopis je uvedena v tivodni tabulce. Vypocet
vychazi ze vzorce (3.9).

Durace a konvexita

T
—— Hodnota dluhopisu

Durace dluhopisu
2000 A

1500 4

1000 +

pocatecni hodnota

500

0 T T T T T T
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
urokova mira

Obrazek 3.5: Ilustrace konvexity jakozto lepsi aproximace cenové funkce.
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V tabulce je mozné nalézt opét porovnani predikce ceny s pouzitim druhého stupné
Taylorova polynomu a porovnani chyby aproximace s chybou pii pouziti pouze durace.
Oblast dostatecné presné aproximace se nam znacné zvysila.

Nova sazba | Predikce ceny | Skutecnd cena | Rozdil | Rozdil (pouze durace)
0.0715 983.87 984.29 -0.42 -7.11
0.0765 934.43 934.49 -0.05 -1.72
0.0805 897.29 897.29 ~ 0 -0.07
0.0825 879.52 879.52 ~ 0 -0.07
0.0865 845.59 845.55 0.05 -1.63
0.0915 806.2 805.82 0.38 -6.32

7 predchoziho obrazku je evidentni, ze dluhopis s vyssi konvexitou je také rizikovejsi
ve smyslu durace.

Existuji rovnéz dluhopisy s negativni konvexitou, jmenovité napriklad dluhopisy s tzv.
vnorenymi call opcemi. Tato vnofena opce dava emitentovi pravo odkoupit dluhopis zpét
v pripadé, ze se zméni turokové sazby. V pripadé jejich poklesu je v zajmu ptuvodniho
emitenta ziskat zpét dluhopis s relativné vyssim kupdénem, v pripadé jejich ristu je zase
v jeho zajmu drzet dluhopis jehoz cena vyrazné vzroste a sam ho znovu prodat za vyssi
cenu. Vyhoda pro kupujiciho spoc¢iva ve vys$sim vynosu (jako kompenzaci vyssiho rizika),
ktery tyto dluhopisy prinaseji, a jsou pro néj vyhodné v dobé, kdy se neocekavaji vyrazné
zmény urokovych sazeb [5].

Nyni uz méame vsechny nutné elementarni nastroje, abychom mohli zac¢it budovat
optimalizac¢ni model.

3.6. Optimalizace portfolia

Nyni predstavim konkrétni modely optimalizace portfolia pro aktiva s pevnym vynosem
na redlnych datech. Vychdzim predevsim z [10] [11][34].

Financni instituce se casto potykaji se zavazky vuci klienttim, které se tahnou daleko do
budoucnosti. Prikladem mohou byt penzijni fondy vyplacejici ptijmy z penzijnich sporeni
svych klienti. Podobnym zpiisobem by vsak mohl uvazovat student soukromé univerzity,
ktery chce ze svych investic platit pribézné splatky svého studentského tvéru.

Tato financ¢ni problematika se nazyva rovnéz problémem optimalni sprdavy aktiv a pasiv
(asset liability management).

Pro modelovy priklad jsem vybral data o obchodovanych americkych dluhopisech na

sekunddrnim trhu ze serveru [31]. Data jsou ze dne 9.1.2023. Zavazky jsou generovany
s pomoci normalniho rozdéleni.
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Aktiva Pasiva
dluhopis trinicena splatnost kuponova mira Rok splatnosti  Zdvazek
TB-1-24 95.172 2024 0.125 2023 ]
TB-2-24 96.034 2024 0.750 2024 26722.54
TB-3-24 97.246 2024 2.25 2025 18493.94
TB-1-25 93.312 2025 1.1325 2026 2298.19
TB-2-25 94.126 2025 1.375 2027 30669.59
TB-3-25 96.196 2025 2.3 2028 6493.21
TB-1-26 89,232 2026 0.375 2029 3356.41
TB-2-26 96.076 2026 2.625 2030 6385.73
TB-3-26 93.074 2026 1.625 2031 6942.44
TB-1-27 91.11 2027 15 2032 4955.12
TB-2-27 94.032 2027 2.25 2033 3138.39
TB-1-28 86.124 2028 0.75 2034 21101.26
TB-2-28 95.136 2028 2.75 2035 4743.21
TB-1-29 89.164 2029 175 2036 23954.62
TB-2-29 94.07 2029 2.625 2037 4027.21
TB-1-30 88.546 2030 15 2038 8319.01
TB-1-31 85.692 2031 1.1325 2039 15757.48
TB-2-31 116.584 2031 5.375 2040 568.90
TB-1-32 92.346 2032 1.875
TB-1-33 96.592 2033 2.5
TB-1-34 103.012 2034 3.375
TB-1-35 107.24 2035 4
TB-1-36 109.084 2036 4.5
TB-1-37 113.016 2037 4.75
TB-1-38 108.24 2038 A.375
TB-1-39 97.284 2033 3.5
TB-1-40 111.264 2040 4.625

Obrazek 3.6: Tabulka vstupnich dat.

Pro nazornost volime soubor dluhopist jejichz doby do splatnosti jsou vzdy na konci
ledna a lisi se vzdy o rok - mame tedy jednoduchou ¢asovou strukturu finanénich tok.

3.6.1. Vyrovnani financénich toku

Naivnim zpusobem, jakym by penzijni fond mohl zajistit fundovani svych produktu (a po-
tazmo svych zavazki), by bylo nakoupit takové dluhopisy, jejichz platby (tedy kupény
a vyplaceni nominalni hodnoty) by velikostné i casové prekonévaly platby ze spoticich
produktt a zaroven by na toto dluhopisové portfolio nevynalozilo prilisné naklady. K tomu

by nam vystacily pouze vhodné bezkupoénové dluhopisy, které by mély stejnou nominalni
hodnotu jako zavazky, k jejichz splaceni by mély byt pouzity.

Matematicky zapsano [11][12]

n
min E P[)Z'[Ei
i=1
n

ZFti:L‘i Z Lt,Vt € T
1

1=

x € Z%,

kde Py; jsou pocatecni ceny jednotlivych dluhopisii, F}; je finan¢ni tok plynouci z dluhi-
pisu ¢ v Case t a L, je zdvazek v Case t. Znacenim Z%, myslim, Ze muzeme nakupovat
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3.6. OPTIMALIZACE PORTFOLIA

pouze celé jednotky dluhopistu (neexistuji frakéni podily pro dluhopisy) a nejsou rovnéz
povoleny kratké prodeje. Minimalizujeme tedy pocateéni naklady spojené s nakupem dlu-
hopist. Takové portfolio slozeno z bezkupénovych dluhopisii by navic bylo zcela chranéno
proti riziku zmény turokovych sazeb, které bude hlavni naplni kapitoly. Tomuto jednodu-
chému pristupu se 1ikd vyrovnani nebo sparovani finanénich toku (cash flow matching)

[11].

Vyrovnani toka vsak neni mozné nikdy presné dosahnout, protoze nacasovani zavazkiu
muze byt libovolné, zatimco nacasovani dluhopisovych kuponti a plateb v dobé splatnosti
byvé jednou za ¢tvrt/ptl roku/rok). Umoznime proto od poéatku pijcky v, stejné jako
v Markowitzovu modelu v kapitole 2.2.2, respektive pfebytky bohatstvi v;". Tyto pijcky
jsou vsak povoleny v libovolném case, proto jsou proménné opatieny rovnéz o casovy
index. Hodnoty ptjcky na konci planovaciho horizontu nastavime na vy = 0, ¢imz poza-
dujeme, aby méla firma vyrovnané vSechny dluhy na konci planovaciho obdobi.

Miize se rovnéz stat, ze jsou dostupné dluhopisy s dobou splatnosti stejnou jako za-
vazky anebo dluhopisy za lepsi cenu s dobou splatnosti diivéjsi. Nez slepé nakoupit ty,
jejichz vyplatni doba presné sedi s dobou splatnosti zavazki, je rozumnéjsi nakoupit lev-
v case t do doby ¢ + 1 na trhu kratkodobych cennych papirta. Pajcky jsou rovnéz brany
za urokovou sazbu r; + v (v praxi bezrizikové irokové miry navysené na tivérech o ban-
kovni poplatky ¢i jiné ekonomické faktory -, déle pouze jako navyseni). Rovnéz v duchu
rozsiteni kapitoly 2.2.3 Markowitzova modelu pridame transakéni naklady jako procento
e z kupni c¢astky.

Na onu pocatecni investici jisté bude firma potiebovat jiz néjaky pocatecni kapital Vj,
jeji snahou pak je minimalizovat tyto nutnou pocatecéni investici.

Kompletni model vypadé nasledovné [11][12].

min V
Vo— Y Py — Y Puzie + vy =y, (3.10)
=1 =1
> Fari+ (L4 =L+ (1+r+7)v,, LeT (3.11)
=1
X €L, v 07 >0 (3.12)

Vstupni data jako L;, Py;, Vo, Fy; ziskame budto z ivodni tabulky nebo jednoduchym
dopoctem v pripadé toka Fy;. Parametr r; jsou forwardové sazby platné od ¢t-1 do t a vypo-
¢itdme je pomoci vzorce (3.6) ze spotovych sazeb. Jak ziskat strukturu drokovych sazeb
(r1,...,rr), tedy spotovou kiivku, z niz sazby vezmeme, jsme naznadili v ilustracnich
prikladech drive v kapitole 3.4. Nyni si cely proces popiseme podrobnéji.
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Bootstraping

V ilustracnim prikladu jsme ukézali, jak z ro¢niho bezkupénového dluhopisu najit roc¢ni
urokovou miru ry. Ta je v druhém kroku pouzita k vypoctu ro¢ni tirokové miry 7o dvou-
letého bezkupo6nového dluhopisu (viz vzorovy piiklad v kapitole 3.4). Timto itera¢nim
procesem (ktery se nazyva bootstraping [10][11]) bychom zjistili spotové sazby pro cely
¢asovy horizont (pro dluhopisy vsech dob do splatnosti).

Nase situace je vsak ponékud komplikovanéjsi, nebot pro danou dobu do splatnosti
nemame k dispozici vzdy pouze jeden dluhopis, nybrz hned nékolik dluhopisti, pricemz
sazba r; spo¢tena na zakladé kazdého z nich mize vychéazet trochu jinak. Ovérme si tuto
skutecnost na dluhopisech TB-1-24, TB-2-24, TB-3-24.

Priklad: Spotové sazby pro tyto jednoleté dluhopisy spocitame ze vzorci

1 12 1 . 1 2.2
95.172 = U022 96.034 = M 07.246 = 100 +2.25

1+714 14+ rip 14+ rice

jako r14 = 0.052, r1p = 0.049 a r¢ = 0.051.

Mizeme vidét, ze spotové sazby pro kazdy dluhopis se mirné lisi, kterou hodnotu r;
vsak pouzit pro vypocet ro dvouletého dluhopisu? D4 se predpokladat, ze hodnota realné
spotové sazby r; je reflektovana vSemi tfemi dluhopisy, respektive bude lezet nékde mezi
spocitanymi hodnotami. Pro nalezeni celé spotové kiivky se tedy nabizi vyuzit minima-
lizaci souctu ¢tverci, tedy Fesit nésledujici tlohu nelinedrniho programovéni [20], kterou
ostatné navrhuje také [10]. Tuto tlohu je mozné fesit s pouzitim software GAMS nebo
rovnéz Python s knihovnou Gurobi.

N TR\
mrin ;(PO’ z; (147t )

Na zékladé této procedury (a naseho souboru dluhopisi) nalezneme spotovou kiivku
(vektor ry,...,rr), kterd vypada nasledovné.

Spotova krivka

0.06

0.05

0.04

0.03 1

spotova sazba

0.02 1

0.01

0.00

T T T T T T T T
2024 2026 2028 2030 2032 2034 2036 2038
rok

Obrazek 3.7: Ilustrace ziskané spotové krivky.

37
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Vysledkem je tedy lomend cara, kterd jisté neodpovida realité (porovnejte napft. s ob-
razkem 3.1). Zpresnit bychom ji jisté mohli pouzitim vétstho mnozstvi dluhopisi, pripadné
dluhopist s dobami do splatnosti také jindy v prubéhu roku (napf. na konci kazdého meé-
sice). Autor se vSak tomuto pristupu vyhyba, aby zachoval jednoduchou ¢asovou struk-
turu penéznich toki a také, aby se pri vypoctu hodnot PV vyhnul slozitému diskontovani
s presnosti na dny.

S pomoci regresni analyzy nalezenou lomenou ¢aru vyhladime, konkrétné pouzijeme
polynom 4. stupné. Podstatu regresni analyzy nac¢rtnu v nasledujicich radcich. Vyuziji pro
to znaceni pouzité v souladu s uvedenym zdrojem [9] (tj. symboly Y, X, B, b), které se
vsak v jiném vyznamu objevuje i jinde napti¢ praci.

Méjme nahodné veli¢iny Yj,..,Y,, a matici danych ¢isel X = (z;;) typu n x k, kde
k < n. Pro ndhodny vektor Y plati Y = X3 + €, kde 3 je vektor nezndmych parametri
a € je ndhodny vektor spliujici Ee = 0 a Vare = 0?1, kde I je jednotkova matice a o2 je
nezndmy parametr. Pro momenty vektoru Y pak plati EY = X3 a VarY = ¢2I nebot
vektor X 3 je nendhodny [J]. Vektor Y odpovidéd nasi teoretické struktute spotovych sa-
zeb.

Zésadnim problémem je nalezeni odhadu vektoru 8. K tomuto ucelu slouzi metoda
nejmensich ¢tvercii. Ukolem je tedy nalézt odhad B vektoru 8 takovy, ze soucet ¢tverci
(Y —X8)T(Y —Xg) je po nahrazen{ odhadem B8 minimélni (napf. ve smyslu wait-and-see
pristupu stochastického programovéni [13] viz podkapitola 4.1.1), neboli plati

B = argmin(Y — XB)T(Y — XP).
B

Lze ukazat [9], ze tuto podminku spliiuje vektor

B=X"X)"'X"Y,

ktery je navic nejlepsim nestrannym odhadem [9].

Nahradime-li nahodny vektor Y jeho realizaci, tedy mérenimi y, ziskame realizaci
odhadu 3, tedy ciselny vektor b

b=(X"X)"'X"y.

Zavisi-li Y na 3 linedrné, muzeme v nasem specidlnim pripadé (jedné zavislé a jedné
nezavislé proménné) psat

Y = B+ BiX + B X+ B X? + BuX* + ¢,

coz je regresni polynom 4. stupné, ktery pouzijeme pro nase ucely.

Dodejme jesté, ze vektor Y = XB nazveme nejlepsi aproximaci vektoru Y pomoci
linedrni kombinace sloupcti matice X. Realizaci vektoru Y je pak vektor y = Xb [9],
ktery primo odpovidd hodnotdm na vyhlazené krivce obrazku 3.8.
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Nasleduje graf ptivodni a vyhlazené spotové kiivky. Oranzova kiivka se jiz daleko vice
podoba realistické spotové kiivce, a proto nam poskytne vstupni data pro trokové sazby
Tt.

Spotova krivka

0.06
—— pred regresi
po vyhlazeni regresi

0.05 1 \

N

0.03 1 ‘\\_,,f//,

0.02 A

spotova sazba

0.01 4

0.00 T T T T T T T T
2024 2026 2028 2030 2032 2034 2036 2038

rok
Obrazek 3.8: Spotova kiivka pred a po regresni analyze.

Kéd k regresni analyze napsany v jazyce Python a vygenerovani nového vektoru sazeb
je nésledujici.

spot_rates = [...]

x = [i for i in range(len(spot_rate))]
y = spot_rates

xx = np.array(x).reshape((-1,1))

yy = np.array(spot_rate)

#matice planu
x_ = PolynomialFeatures(degree=4, include_bias=True).fit_transform(xx)

model = LinearRegression(fit_intercept=False) .fit(x_, y)

#kvalita modelu
r_sq = model.score(x_, y)

coef = model.coef
new_y = [sum([coef[jl*x[i]l**j for j in range(O,degree+1)]) for i in x]

Muzeme si vsimnout, ze krivka mé tvar invertované (nebo také obracené) spotové
krivky viz obrazek 3.2 vpravo. Kratkodobé sazby jsou tedy vyssi nez dlouhodobé, coz
zcela odrazi o¢ekavany prichod recese a monetarni politiku centralnich bank, které bojuji
zvysovanim sazeb proti inflaci. Ocekava se, ze tyto mnohdy radikalni zvyseni povedou ke
snizeni inflace, a tedy také snizovani sazeb ve stfednédobém horizontu.
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Nyni se mizeme vratit k samotnému modelu. Nasleduje graf vysledné alokace a graf
zobrazujici hodnotu pijcek (¢ervend), respektive prebytkiu (modrd) v riznych letech. To
vse pro 3 ruzné hodnoty navyseni v. Tim ilustrujeme vliv velikosti tohoto parametru na
velikost ptjcek.

Alokace dluhopis@ v portfoliu pro gamma=0.0035
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Alokace dluhopist v portfoliu pro gamma=0.005

Piebytky a plj¢ky pro gamma=0.005
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Obrazek 3.9: Alokace, prebytky a pujcky pro ruzné hodnoty

Hodnota prvotni investice je témér totozna pro vSechny tii pripady. Pro nas bude
podstatnd hodnota V; pfi navyseni v = 0.005, kterad ¢ini Vy = 145206.6. Tu budeme
srovnavat s hodnotou V{ nasledujiciho modelu.

ZvysSovanim hodnoty 7 jsme evidentné docilili snizeni hodnoty pujcky (kterd by se tak
stavala méné atraktivni). Je také dosazeno stavu, kdy na konci planovaciho horizontu ne-
mame zadné dluhy a ani zadné prebytky. Za pritomnosti piijéek jsme dosahli portfolia, kde
zavazky jsou vyrovnany toky penéz plynouci z téchto pujcéek pripadné drzeni dluhopist.
Dalsi prvky modelu jako reinvestice blize rozebereme az ve finalnim modelu.

V této planovaci strategii vsak zatim neni nijak zohlednéno riziko spojené se zménou
vektoru r o paralelni posun Ar.

40



3. AKTIVA S PEVNYM VYNOSEM

3.6.2. Princip imunizace

Problém ilustrujeme na totozném dluhopisu jako doposud. Uvazujeme opét hodnotu tro-
kové sazby r = 0.0815% a déle si pridame zdvazek L viz tabulka. Po 10 letech méame
povinnost splatit platbu v hodnoté 1944.66. Na zdkladé vzorcu (3.1) a (3.7) muzeme
spocitat soucasnou hodnotu a duraci jak aktiva, tak zavazku.

Dluhopis Zavazek
Doba do splatnosti 20 10
Nominalni hodnota 1000 1944.66
Kupoénova mira c 0.07
Kupén C 70
Soucasna hodnota PV 888.34 888.34
Durace D 10 10

Strukturu dluhopisu jsme zvolili na pocatku vcelku libovolné. Hodnotu zavazku jsme
zvolili icelné tak, aby jeho soucasnd hodnota odpovidala soucasné hodnoté dluhopisu.
Bude-li tomu tak a nezméni-li se trzni irokova mira, pak i budouci hodnota pasiva (v case
vyporadani) bude rovna budouci hodnoté aktiva. Z toho plyne prvni podminka imunizace
portfolia [11][34] obsahujictho n dluhopist

(3.13)

kde P; je cena aktiva, ktera je vSak podle vztahu (3.4) rovna jeho soucasné hodnoté, a PV7,
je soucasna hodnota zavazku. Teoreticky bychom mohli brat tuto podminku jako nerov-
nost (s vétsi soucasnu hodnotou aktiv), tim bychom si vSak zbytecné zvysovali poc¢ateéni
naklady. Co se stane, zméni-li se v pritbéhu sazby, vysvétlime nasledovné.

7 nasledujici tabulky lze vycist, jaka je situace investora v ¢ase vyporadani zavazku
(t = 10), konkrétné jaka je hodnota reinvestovanych kupéni, cena dluhopisu a celkova
hodnota investice. VSechny tdaje jsou vyc¢islené pro t¥i mozné scénare budouciho vyvoje
urokovych sazeb. V prvnim sloupci predpokladame, Ze se sazby za dobu t = 0 az t = 10
nezméni a zustanou na hodnoté 8.15%. V dalsich dvou scénérich predpokladame, Ze se
sazby ihned jednou sniZi, respektive zvysi o 4%.

Urokové sazby 0.0815 | 0.0415 | 0.1215
Hodnota kupénu v t=10 | 1021.31 846.3 1237.36
Cena dluhopisu v t=10 923.35 | 1229.44 | 710.79
Hodnota investice 1944.66 | 2075.74 | 1948.15

Zustanou-li sazby na stejné hodnoté po celou dobu, bude hodnota nasi investice
(1944.66) rovna presné hodnoté zévazku, ktery musi byt splacen. Toho jsme docilili do-
drzenim nutné podminky imunizace viz vztah (3.13). Na ¢asti hodnoty této investice
(1021.31) se podili vyplaceni kupéni (700) a reinvestiéni zisk téchto kupéni (321.31) pri

41
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trokové sazbé 8.15%. Druhou ¢dst pak tvori samotnd hodnota dluhopisu, ktery investor
drzi a v ¢ase t = 10 ma trzni cenu 923.35, za kterou jej mize prodat na sekundarnim trhu.

Snizi-li se sazby na 4.15%, snizi se také hodnota reinvestice kup6nt (které jsou tim pa-
dem reinvestovany pri nizsi irokové sazbé), hodnota dluhopisu se vSak zvysi na 1229.44,
protoZe je tento dluhopis (se stadlou kupénovou sazbou ¢ = 7%) pri snizené sazbé pro
kupce atraktivnéjsi. Pii zvySeni sazby na 12.15% je situace opacna. Podstatné je, ze se
v obou pripadech celkova hodnota investice pii zméné sazby nesnizila. Jinymi slovy rein-
vesticni riziko a trokové riziko se navzajem vyrusily.

S pomoci nasledujiciho obrazku si vysvétlime pro¢ k tomu doslo.

Princip imunizace

T
—— Hodnota dluhopisu
Hodnota zavazku

2000 A —— Durace dluhopisu/zavazku

1500 1 \
1000 4 \

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14
urokova mira

Obrazek 3.10: Zdroj: vlastni

pocateéni hodnota

Nase situace, tedy poc¢atec¢ni hodnota dluhopisu a zévazku, je oznacena opét (stejnym)
¢ernym bodem (jediny spolecny bod obou kiivek). Pokud se tirokové sazby nezméni, hod-
nota jak aktiva tak pasiva se touto sazbou zuroci za 10 let na hodnotu 1944.66. Modra
respektive oranzova kfivka znac¢i pocateéni hodnotu dluhopisu respektive zavazku pri
zméné sazby v kterémkoliv sméru. Kromé spoleéného bodu maji vsak obé kiivky spo-
le¢nou rovnéz teénu zndzornénou zelenou useckou, protoze jsme zvolili jak dluhopis, tak
zévazek se stejnou duraci 10. Obé kiivky se tedy v okoli ¢erného bodu (zluté oblast) diky
vlastnosti derivace chovaji témér stejné.

Toto lokalné stejné chovani obou kfivek pro celé portfolio zajistime podminkou [11][34]
> D" Pa; = D{" PV,
i=1

V blizkém okoli ptivodni sazby je tedy rozdil soucasné hodnoty aktiv a pasiv priblizné
roven nule.

PVy — PV; =0 (3.14)

Co se stane, kdyz zména sazby Ar bude pfilis velkd (v rdmci Sedé oblasti a dél)?
Aproximace pomoci durace prestane byt presna a hodnota rozdilu jiz nebude nulova. To
presné se ostatné stalo v nasem prikladu (hodnota dluhopisu v dobé vypotrddani byla
mirné vyssi nez hodnota zavazku a to v obou smérech). To nutné neni ke skodé, protoze
jsme v podstaté na zméné sazeb vydélali. Aby se nestala opacnd situace (tedy, ze by
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pri velké zméné sazeb byla hodnota aktiv v dobé vyporadani zavazku nizsi nez hodnota
zavazku), musime dodat posledni podminku [11][34]

n
> K;Pax; > K PV,
i=1
Ta nam 1ik4, Ze konvexita cenové funkce aktiv v portfoliu (my uvazujeme prozatim jen
jedno aktivum a pasivum, to se nicméné zméni) musi byt alespon tak velka jako konvexita
cenové funkce pasiv, jinymi slovy modra krivka musi lezet na oranzovou. Tim zajistime,
ze rozdil PV,4 — PVp v dobé vyporadani zavazku bude kladny.

Nasleduji dvé tabulky obdobné predchozi s ¢iselnou ukazkou toho, co se stane, kdyz
podminka rovnosti durace nebude splnéna. Dluhopis ponechame stejny, zménime pouze
parametry zavazku. Budeme uvazovat dva ruzné zévazky, jeden s dobou splatnosti (a tedy
i duraci) kratsi nez durace aktiva a druhy s dobou splatnosti delsi. Podle toho také musime
zvolit nové hodnoty zavazki, aby jejich pocateéni hodnota byla opét shodné s pocatecni
hodnotou dluhopisu dle omezeni (3.13).

Dluhopis Zévazekl Zévazek?2
Doba do splatnosti 20 12 8
Nominalni hodnota 1000 2336.85 1596.1
Kupoénova mira c 0.07
Kupén C 70
Soucasna hodnota PV 744.59 744.59 744.59
Durace D 10 12 8

Nésleduji tabulky hodnoty investice pro rizné trokové sazby pro oba typy zavazku.

Urokové sazby 0.1 0.06 0.14
Hodnota kupént v t=12 | 1496.9 1180.9 | 1908.95
Cena dluhopisu v t=12 839.95 1062.1 675.28
Hodnota investice 2336.85 | 2242.99 | 2584.23
Urokové sazby 0.1 0.06 0.14
Hodnota kupénu v t=8 | 800.51 | 692.82 926.29
Cena dluhopisu v t=8 | 795.59 | 1083.84 | 603.78
Hodnota investice 1596.1 | 1776.66 | 1530.07

Podstatné je porovnat hodnotu zavazku pii vyporadani s hodnotou investice. V pri-
padé zavazku s duraci vétsi nez durace aktiva a pri poklesu trokovych mér klesla rovnéz
hodnota investice pod pozadovanou hodnotu. To stejné se stalo v pripadé druhého za-
vazku pri rastu drokovych mér. V obou pripadech jsme tedy nevydélali dost na splaceni
zavazku. Ve zbylych dvou pripadech jsme naopak vydélali. Pravé uvedené vztahy pro hod-
notu portfolia Pp (ve smyslu rozdilu viz rovnice (3.14)) v zavislosti na duracich a zméné
urokové sazby shrneme nasledujici tabulkou.
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rl r T
Dao< Dy | Pp<0 | Pp>0
Dy > Dy, Pp >0 Pp <0

Tabulka 3.1: Cena portfolia v zavislosti na zméné sazby a velikosti duraci.

Velké penzijni fondy a jiné financéni spole¢nosti si v§ak nemohou dovolit spoléhat, Ze se
urokové sazby pohnou pro né zadoucim smérem, proto se proti riziku jejich zmény zajis-
tuji pravé imunizaci portfolia. Imunizace je tedy strategie portfolia, jejiz cilem je ochranit
portfolio viic¢i riziku zmény trokovych sazeb vzdajemnym kompenzovanim irokového a re-
investi¢niho rizika [11][12].

3.6.3. Imunizace portfolia

V nasem optimaliza¢nim problému uvazujeme obecné n dluhopist z kterych skladame in-
vesticni portfolio. Doposud jsme si ukazali vztah pro vypocet durace a konvexity jednoho
aktiva. Odvodme si nyni duraci celého portfolia [12].

Cena portfolia Pp bude jisté rovna souc¢tu mnozstvi dluhopist z; nakoupenych za jejich
trzni ceny P;, tedy
Pp =Pz + -+ P,x,.
Pripomenme, Ze cena je mj. funkei irokové sazby r podle které ji mizeme derivovat, tedy

dPp(r) dPi(r)m
dr dr '

=1

a vynasobme kazdy ¢len rovnice prislusnym podilem —%, tedy

) £ )

Nakonec s vyuzitim definice durace dostavame

n
DV Pp=> D" Pa;
i=1
a po vydéleni cenou portfolia Pp mame
i DI Py 3oL, PD

r Pp Z?:l Pa;

kde DI'W jsou durace jednotlivych dluhopisti a P jsou jejich trzni ceny.
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Odvozeni konvexity celého portfolia by nebylo ptilis odlisné, napisme proto vysledny
tvar [12].
_ i DK
DY

Existuje nékolik zptisobu slozeni portfolia dluhopisii tak, aby kazdé z nich mélo duraci
stejnou duraci zavazku, nicméné kazdé se bude lisit dobami do splatnosti jednotlivych
dluhopisti, a tedy také jejich konvexitou [35].

Kp

Prvnim typem je tzv. bullet portfolio, které se sklada z jediného dluhopisu o dobé
splatnosti rovné dobé splatnosti zavazku. Takové portfolio je zcela chrdanéno proti zmé-
nam urokovych sazeb a je nejjednodussim (v praxi tézko dosazitelnym) typem s nejmensi
konvexitou [35].

Druhy typ je tzv. barbell portfolio, které obsahuje jak dluhopisy s kratkou, tak dluho-
pisy s dlouhou dobou do splatnosti rozdélenymi zhruba na pil. Jejich kombinace nam pak
dava pozadovanou duraci, zaroven ma nejvétsi konvexitu. Oproti bullet portfolio muze do-
sahovat vyssich vynost. V pripadé rastu trokovych sazeb investor muze reinvestovat zisk
z kratkodobych dluhopisi a taky mu tyto kratkodobé dluhopisy poskytuji vyssi likviditu.
Navic je toto portfolio 1épe diverzifikované. Dluhopisy s delsimi dobami do splatnosti pak
zvysuji volatilitu portfolia, protoze dluhopisy s delsi dobou do splatnosti jsou citlivéjsi na
zmény v urokovych sazbach (vyssi durace) [35].

Poslednim typem je tzv. ladder portfolio, které obsahuje dluhopisy s dobami do splat-
nosti rovnomérné rozlozenymi napri¢ casovou osou. Jakému typu bude odpovidat nase
portfolio se dovime za okamzik [35].

Timto jsme shrnuli problematiku rizika celého portfolia. Co se tyce jeho navratnosti,
[11] navrhuje pouzit vzorec

yp = Z?:l DZ‘FRPz‘yz‘l’z'
d Z?:l DiFWPixi

tedy duraci vazeny primeér vynost do splatnosti jednotlivych dluhopisii. Volba tohoto
vztahu by vyzadovala delsi debatu, autor [30] pak navrhuje jeho dalsi zpfesnéni pomoci
konvexity.

Nyni se uz dostavame k vyhodnoceni modelu, shrneme si tedy vsSechny jiz znamé
rovnice.

(3.15)
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min Vj
n n
E E - _ ,t
‘/0— POixi_ POixie—i_/UO =,
i=1 =1

ZFm!Ei + (L4 rp—)vf ) = L+ (L4 rp—y +7)v,, Vit
i=1

S P = PV
1=1

> D" Pua; = D;" PV,

i=1

> KiPa; > K PV,
=1
X €L, v 07 >0

Abychom mohli srovnat rozdily se strategii zalozené pouze na vyrovnani financ¢nich
tokl, pripomenme si, ze pocateéni nutna investice v predchozim modelu byla rovna
by = 145206. V onom modelu jsme ignorovali tfi dodatecné podminky a portfolio ne-
bylo tedy imunni proti zménam trokovych sazeb. Jmenovité pak poc¢atecni hodnota aktiv
¢inila PV, = 147153, pocatecéni hodnota zavazkia PV, = 146972. Durace ve smyslu vzorce
(3.7) pak nabyvaly hodnot D4 = 6.1 respektive D = 6.67. Rozdily tedy nejsou nikterak
zavratné, imunizace vsak i v tomto pripadé ma smysl. Dodejme jesté technickou poznamku
k omezeni rovnosti duraci. Toto omezeni je velmi striktni a je mozné, ze vzhledem k na-
semu omezenému mnozstvi dluhopisit bychom jednoduse nebyli schopni najit portfolio
jehoz durace by presné odpovidala duraci zavazki, proto budeme pozadovat, aby rovnice
byla splnéna s dostatecnou presnosti €. Toto zvolnéni daného omezeni je v praxi bézné
a Tika se mu také gap management.

Nasleduje vysledna alokace portfolia s imunizaci a graf zobrazujici celou ¢asovou osu
s vyvojem portfolia podle jeho jednotlivych komponent.

Alokace dluhopis( v portfoliu
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Obrazek 3.11: Alokace utvari portfolio typu barbell.
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Z vyse uvedenych typt dluhopisovych portfolii se pak jednd o typ barbell, které ma
tedy nejvyssi konvexitu. Maly podil dluhopisu TB-3-24 bychom mohli dale oSettit ome-
zenim na minimalni ndkup dle vztahu (2.13), my se bez tohoto omezeni obejdeme.

Na nasledujicim grafu lze vidét vyvoj prijmu z kupéni a navraceni nominalnich hodnot
dluhopist (Seda linie), které jsou vyuzity na splaceni zavazku v danych letech (zelend linie).
V piipadé potteby je vzata pujcka (Cervena linie), jejiz zirocena hodnota (oranzova linie)
navysena o v je v dalsich letech splacena. Jsou-li v nékterych letech pritomny prebytky
(tmavé modré), jsou rovnéz reinvestovany a vyuzity v dalsich letech (svétle modrd).

Casovy vyvoj celého portfolia

—— Prfijem z dluhopisti

70000 - —— Zavazek

60000 - Pre.l,oﬁek
z — Pljcka
% 50000 —— Reinvestovany prebytek z t-1
> Zurocena pijcka z t-1
‘2 40000
1]
L=
S 30000 4
©
c
-
S 20000

10000 -

0

2024 2026 2028 2030 2032 2034 2036 2038 2040
ok

Hodnota 1ucelové funkce je Vy = 145276, coz je hodnota pozadovaného bohatstvi na
pocatku vyuzita k nakupu dluhopisii a zaplaceni transakénich poplatk a nelisi se zavratné
od predchoziho modelu.

Prvnim zajimavym rokem k zhodnoceni je rok 2024 ve kterém je navracena nominalni
hodnota jednoletych dluhopisit TB-1-24 a TB-3-24 v hodnoté 47112.5. Césteéné je tento
zisk vyuzit na zaplaceni zavazku v hodnoté 26722, zbytek tvori prebytek dale reinvesto-
vany.

Reinvestovany prebytek spolu s kupény z dluhopisi TB-1-29 a TB-1-36 jsou dostatec¢né
na zaplaceni zavazku v letech 2025 a 2026. K pokryti zavazku v roce 2027 je vSak jiz nutné
si vzit pijcku v hodnoté 18122.25, ktera je vyuzita na splaceni velkého zavazku v hodnoté
30669.

Rok 2029 je rokem splatnosti dluhopist TB-1-29. Tento zisk je pfevazné vyuzit na
splaceni zurocené pujcky z predeslych let.

Nasleduje klidnéjsi obdobi bez vétsich financénich transakei, az do roku 2034, kdy je
opét vzata pujcka na zaplaceni zavazku toho roku.

V roce 2036 pak konci splatnosti dluhopistim s nejvétsim podilem v portfoliu. Tento
prijem je nakonec vyuzit na splaceni veskerého dluhu a vSech budoucich zavazki s nulovym
prebytek v poslednim roce.

Na zavér pro tuplnost doplnime vynos do splatnosti celého portfolia, ktery dle vzorce
(3.15) ¢ini yp = 0.03628, tedy 3.628%.
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3.7. Shrnuti

Bylo by jisté rozumné doplnit dalsi omezeni predstavené jiz v prvni kapitole jako mini-
malni povolenou velikost nakupu, aby se v praxi predeslo zbyte¢nym nakladim spojenych
s provadénim malych transakci, pripadné omezit velikost ptjcek. Jak jsem jiz zminoval,
museli bychom disponovat daleko Sirsi mnozinou dostupnych portfolii, aby takto restrik-
tivni omezeni mohla byt viibec splnéna.

Nesmime také zapomenout okomentovat zasadni nedostatky, kterych se nas model
dopousti. Prvnim z nich je pfedpoklad paralelniho posunu vynosové kiivky. V praxi je
tento predpoklad témér neredlny. Jeden ze zptsobti, jak se s timto problémem vyrovnat je
prostFednictvim tzv. durace klicovych sazeb (key rate duration) [12]. Ta predpokladd, ze
prestoze se celd vynosova kiivka neposouva paralelné, da se to tvrdit o sazbach s blizkou
dobou do splatnosti. P¥i popisu posunu (a tedy vypoctu durace) se tedy staci zamérit
pouze na nékolik od sebe vzdélenych sazeb. Durace klicové sazby 7 (platné v ¢ase t = 0
az t = T) vypocitame jako

KR . P(r(t)— Ar) — P(r(r) + Ar)
D) = Ali«rilo 2P(r)Ar '

Na zakladeé této durace pak muzeme zménu cenové funkce aproximovat bez pozadavku
paralelniho posunu jako

dP~ =Y D*F(r)P(r) dr(r).

Komplexnéjsi (jiz diive zminénou) metodou je pak tzv. analyza hlavnich komponent,
kterd se snazi popsat variabilitu vynosové kiivky na zakladé nékolika faktoru (jako troven
kiivky, sklon pripadé konvexita).

Dalsi nedostatek plyne ze samotného principu imunizace. Ve vsech modelovych pri-
kladech jsme predpokladali jednu a okamzitou zménu sazby o Ar. Tedy vsechny kupdény
Ch, ..., C;, predchazejici vyporadani zavazku v ¢ase 7 jsou reinvestovany za stejnou miru
r+Ar a tato zména z reinvestic je vyrovnana zménou v trzni cené dluhopisu. V praxi vSak
takovychto zmén trzni sazby jisté probéhne mnoho do vyporadani zavazku a reinvesticni
a urokové riziko se nemusi navzajem zcela vyrusit.

Narozdil od strategie vyrovnani finanénich toku (pasivni strategie), je k imunizaci
portfolia potieba pristupovat do jisté miry aktivné. V prubéhu casu (jak se vyplaceji
jednotlivé kupony /splaceji jednotliva aktiva a pasiva) se se zménou trokovych sazeb také
méni durace jak aktiv a pasiv, a to ne stejnou mérou (tzv. duration drift). Teoreticky
by tedy méla firma v pribéhu casu neustale realokovat své portfolio, aby vzdy splnovala
podminku rovnosti durace a nerovnosti konvexity. Takovy proces by sebou jisté prinasel
znacné transakcéni naklady. Proto je bézné v praxi pribézné kontrolovat duraci portfolia
a v pripadné velkych rozdili jednou za cas provézt realokaci tak, aby néklady spojené
s realokaci neprevysily vyhody spojené se samotnou imunizaci.

Existuji také aktivni strategie spravy aktiv vyuzivajici derivatové instrumenty, napft.
tzv. swapy. Ocekava-li investor narust drokovych mér muze vyuzit swap k prodeji dlu-
hopisti s delsi dobou do splatnosti a nakupu kratkodobych dluhopisi za tcelem snizeni
durace. Chee-li zvysit vynos portfolia, mize naopak nakoupit dluhopisy dlouhodobé [35].

48



4. MODEL RUSSELL-YASUDA KASAI

4. Model Russell-Yasuda Kasai

Doposud jsme se zabyvali modelovanim riznych omezeni, kterymi jsme ilustrovali re-
alna uskali investiéniho rozhodovani. Predstavili jsme myslenku zavazk, s kterymi se musi
potykat jak vétsina velkych financ¢nich instituci, tak i jednotlivci. Imunizace portfolia ro-
zebrana v kapitole 3 je pak hlavni, v praxi velmi vyuzivanou technikou slouzici ke sprave
aktiv a pasiv. Jeho nezanedbatelnou soucasti jsou pak praveé néktera omezeni z kapitoly 2.

Tuto kapitolu bych rad vénoval predstaveni konkrétniho modelu spravy aktiv a pa-
siv, ktery byl implementovan do praxe v roce 1990 tehdy nejvétsi japonskou pojistovnou
Yasuda Kasai a v nasledujicich letech prinesl spolec¢nosti znacny dodateény zisk. Tento
model pristupuje ke spravé aktiv a pasiv odliSnym zplisobem nez pomoci imunizace, a to
pomoci vicestupnové stochastické optimalizace. Tato technika predstavuje nejpokrocilejsi
doposud v praci predstavenou filozofii optimalizace investicniho rozhodovani, a proto je-
jimu popisu vénuji samostatnou podkapitolu.

Hlavnim cilem pojistovny Yasuda bylo vygenerovat svou c¢innosti dostateény pravi-
delny prijem k financovani trokia na svych pojistkach sporiciho typu, které v 90. letech
byly pomérné novym a velmi zadanym produktem. Tyto pojistné produkty maji podob-
nou strukturu jako dluhopisy. Jsou charakterizovany konkrétni dobou mortality a prina-
seji klientovi pravidelny urok (spolu se samotnou pojistnou sluzbou). Dluhopisy by proto
byly vhodnym nastrojem k jejich financovani. Neméné dilezitym cilem vsak byla rovnéz
maximalizace svého vlastniho dlouhodobého kapitdlu, k ¢emuz jsou diky svym vysSim
priumérnym navratnostem vhodnéjsi akcie. Kvuli sirsimu spektru aktiv, se kterymi po-
jistovna musela ke splnéni svych cilit operovat, nebylo mozné vyuziti pouhého sparovani
toku aktiv a zavazki s vyuzitim dluhopist viz vztahy (3.6.1).

Do té doby nejpouzivanéjsi model optimalni alokace aktiv - staticky Markowitziv mo-
del se zacal v komplexnim prostiedi zavazki vici klienttim a slozitych préavnich regulaci
jevit jako nedostatecny. Byla potieba vyuziti pristupu, ktery by umoznoval postupné dlou-
hodobé pldnovani, nez pouze jednorazova (le¢ v feéi daného modelu optimdlni) rozhodnuti.
Vznikla potieba novych méritek rizika nez obycejny rozptyl [13]. Diléim problémem byla
rovnéz neschopnost Markowitzova modelu rozlisit mezi kapitalovym a béznym vynosem.

Ze zminénych regulaci (tehdy platnych) uvedme napt. omezeni velikosti investice
v ramci jedné tridy aktiv. Dalsim ptikladem je pak povinnost financovat irok na spo-
ricich produktech z dividend, nikoliv z prodeje aktiv (kapitalovych vynosu). Tyto a dalsi
pravni ale i interni restrikce bylo potieba brat v potaz véetné faktoru ménovych kurzi ¢i
dani.
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4.1. Vicestupnova stochasticka optimalizace

Nez prejdeme k popisu modelu, uvedu v této kapitole zakladni teorii vicestupnové sto-
chastické optimaluace.

Nejvétsi nevyhodou deterministicky zadanych tloh je predpoklad znalosti vSech jeho
parametri. Snazime-li se modelovat redlnou tlohu, budeme se vsak v mnoha ptripadech
potykat s parametry, se kterymi je spojena urcitd nejistota (napt. névratnosti aktiv ¢i
vyvoj trokovych sazeb). Stochastickd optimalizace poskytuje nédvrh feseni, jak k této ne-
jistoté vypocetné pristupovat.

Necht trojice (Q,%,P) znadf pravdépodobnostni prostor [9]. Uloha stochastického pro-
gramovani (SP) muze byt formulovéna jako

min  f(x, &)
st gi(x,&) <0, i,...,m, (4.1)
x € X CR",

kde zobrazeni £(w) : Q@ — R* je ndhodny vektor definovany na uvedeném pravdépodob-
nostnim prostoru a x je vektor neznamych. Pro presnou definici tlohy se vSemi predpo-
klady odkazuji na [13].

Tato tloha vsak neni dobre definovand, protoze pred pozorovanim realizace nahod-
ného vektoru neni jasné co je mysleno minimalizaci funkce f(x,€&) ani jaka je mnozina
ptipustnych FeSeni urcéend omezenimi s funkcemi g;(x,€). K vyfeSeni této situace nim
poslouzi tzv. deterministické prepisy. V zavislosti na tom, zda v dobé uc¢inéni rozhodnuti
x zname realizaci vektoru & ¢ nikoliv, pak rozliSujeme dva modelovaci pristupy [39].

4.1.1. Modelovaci techniky

Je-li rozhodnuti x u¢inéno az poté, co je znama realizace £°, hovoiime o tzv. pristupu
Wait-and-See (WS). S rozhodnutim x tedy ¢ekame do chvile, kdy je realizace znama.
V ten moment jiz vsak fesime deterministickou tlohu [17]. Takovymto modelim se také
rikd adaptivni. Rozhodnuti x je pak zavislé na tomto pozorovani, je tedy funkci x(€)
nahodného vektoru £ a je proto jiné pro kazdou realizaci £°. Stejné tak hodnota funkce
f(x(€),€) je ndhodnou proménnou. Tento pristup ma opodstatnéni predevsim pro dlou-
hodobé planovani [3]. Deterministicky prepis tlohy (4.1) metodou WS by pak vypadal

min  f(x(£),§)
st gi(x(£),6) <0, i=1,...,m, (4.2)
x(€) € X C R"™.

My vsak celime situaci, kdy nyni potfebujeme rozhodnout o alokaci naseho bohatstvi
do aktiv jejichz navratnosti budou znamy az v budoucnu. Takova alokace pak musi byt
stejnd (a v jistém smyslu optimélni) pro libovolnou budouci realizaci navratnosti (nebo
obecné vektoru &). Takovému pristupu se fika Here-and-Now (HN) a vétsina uloh vede
pravé na tento pristup [17]. Témto modeluim se ¥ika anticipativni. Metoda HN nabizi
neékolik moznych deterministickych prepisi, pricemz vhodnost kazdého z nich zavisi na
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4. MODEL RUSSELL-YASUDA KASAI

modelované situaci. Uvedme jako priklad ty, jez pouzivame v praci.

Deterministickym prepisem EV rozumime tlohu

min  f(x, E£)
st gi(x,E€) <0, i=1,...,m, (4.3)
x € X C R",

kde nahodny vektor £ je nahrazen jednou z charakteristik jeho rozdéleni, konkrétné vek-
torem stfednich hodnot. Nahrazenim nahodného vektoru ¢iselnou charakteristikou jsme
z tlohy odstranili nejistotu a tloha se stala deterministickou [3].

Deterministickym prepisem EO rozumime tlohu

min Bf(x,£)
st. ¢i(x,6) <0, s.j., i=1,...,m, (4.4)
x e X CR",
kde zkratka s.j. znaci skoro jisté [13][17]. Minimalizujeme tedy stfedni hodnotu celé ucelové

funkce f(x,&). V nékterych tlohéch (v zavislosti na typu funkce f) pak tento a predchozi
pristup splyvaji [3].

Deterministickym prepisem VO rozumime tlohu

min Varf(x, &)
st. ¢i(x,6) <0, s.j., i=1,...,m, (4.5)
x € X CR",
kde minimalizujeme rozptyl celé ucelové funkce f(x,€) [3].
Prikladem pouziti prepisu EO a VO je Markowitzuv model, kdy v zavislosti na zvolené
tloze bud maximalizujeme oc¢ekdvany zisk EC viz vztah (2.1) (respektive minimalizujeme

jeho opacnou hodnotu), pripadné minimalizujeme ocekavané riziko Var( viz vztah (2.2)
s opacnou nerovnosti v omezeni.

Deterministickym prepisem QO rozumime tlohu

min z
st. P(f(x,€) <z2)>a (4.6)
x € X CR",

kde a € [0, 1] je mira spolehlivosti. Timto prepisem tedy minimalizujeme kvantil z ic¢elové
funkce (ndhodné proménné) jakozto hranici, kterd nema byt prekrocena s pravdépodob-
nosti «, kde P znaci pravdépodobnost [3]. Uvazujeme-li ndhodny vektor € s diskrétnim
rozdélenim pravdépodobnosti, pak lze tuto ulohu resit nasledujicim matematickym pro-
gramenm.
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4.1. VICESTUPNOVA STOCHASTICKA OPTIMALIZACE

min 2
st. 0s=1 = f(x,6°) <2z, VseS
Y pb>a, 5,€{0,1}, Vs €S,

ses

(4.7)

kde podminku implikace je mozno nahradit podminkou f(x,£*) < z+ M(1 — ;) s dosta-
tecné velkou mezi M [3].

Prepis EO je pak podstatou ptvodni verze modelu Yasuda-Kasai.

Casto pak v modelech vyuzivame oba piistupy WS a HN. Nejdiive provedeme alokaci
X, ktera je "optimalni”pro vsechny nami ocekavané budouci vyvoje nahodnych parame-
tra (HN), nasledné pockdme na realizaci téchto parametru & (WS), na zdkladé kterych
pak provedeme upravu alokace y(§), presnéji y(x, &), nebot nova alokace se jisté bude
do urcité miry odvijet od alokace ptvodni [11]. Timto rozliSenim mezi prvnim a druhym
rozhodovacim stupném se dostavame do problematiky vicestupnovych tuloh a dynamické
optimalizace, kterd ve své podstaté umoznuje uzivateli pribéznou realokaci své investice,
ktera je v praxi naprosto prirozena. Tim odstranime dalsi zna¢ny nedostatek Markowit-
zova pristupu, tedy jeho statickou povahu. Na nasledujicim obrazku mtizeme vidét sled
jednotlivych krokt, které se vsak snazime zahrnout do jedné "predvidajici”tlohy.

1. stupen 2. stupen

Obrazek 4.1: Posloupnost udalosti.

4.1.2. Vicestupnova tuloha

Vektor y (&), ktery slouzi k realokaci bohatstvi, jez bylo alokovano ve stupni 1 vektorem x,
ma urc¢itou funkci vybalancovani nebo také kompenzace chyb, které vznikly neptiznivou
realizaci vektoru €. Reeno v duchu této prace jde o situaci, kdy se trh pohnul pro nase
investice nepriznivym smeérem. Smyslem této kompenzace je tedy zvysit hodnotu tuce-
lové funkce realokaci bohatstvi. Neni-li to nutné (trh se pohnul vhodnym smérem), neni
tieba zddné kompenzace, tedy y(&) = 0. Z této myslenky také vychézi nazev zakladnich
linearnich dvoustupnovych tloh. Jde o tzv. tlohy s kompenzaci. Jedna se o kombinaci
adaptivniho a anticipativniho modelu [17][19].
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Klasickou dvoustuptiovou stochastickou tilohou s pevnou kompenzaci [14] rozumime
problém

min {7+ E[min {07 (©¥(6) | T(€)x + Wy(€) = h(e).¥(€) = 0}] | Ax=box =0,

y(€
(4.8)
kde vektor c reprezentuje ceny spojené s nakupem x v prvinim stupni a rovnice Ax = b
je omezeni vztazené rovnéz k prvnimu stupni. Po realizaci vektoru &€ ziskdme data q(&),
T (&), h(§) pro druhy stupen. Omezeni T(§)x + Wy(&) = h(£) pak slouzi k vzajemnému
propojeni obou stupta [19].

Utelova funkce v prepise (4.4) nas vede na otézku, jak se vyporadat s integralem, na
ktery tato sttedni hodnota vede, protoze takovy integral mtze byt nesnadné numericky
vypocitat.

Nejcastéjsim zpiisobem je vyuziti tzv. scénarového pristupu. Ten spociva v predpo-
kladu, Ze pozorovany ndhodny vektor & je z diskrétniho rozdéleni s vypocetné rozumnym
poc¢tem moznych realizaci €%, s = 1,...,5 € S, kde kazdou realizaci £° nazveme scéna-
rem [13]. S kazdym scéndfem se poté poji pravdépodobnost jeho uskuteénéni py takova,
e py = P(& =€°) > 0aplati 37 p, = 1.

Je-li pocet moznych realizaci vypocetné prilis velky, musime vyuzit nékterou z metod
pro redukei scénaiu [14].

Ma-li pak pozorovand nahodnd proménna spojité rozdéleni (coz je nas pripad, nebot
navratnosti mize byt teoreticky libovolné, avsak rozumné ¢islo), [10] navrhuje pouzit je-
den ze t1i nasledujicich zptisobi.

Prvni zplisob spociva ve vyuziti historickych dat ke generovani scénaiti na zakladé
predpokladu, ze vsechny mozné budouci scénéte se jiz v minulosti odehraly, a tudiz tento
vzorek dat dava dostatecnou informaci.

Druhou metodou je vyuziti statistické analyzy historickych dat, pro ktera urc¢ime
vhodné rozdéleni, vypocitame statistické momenty (véetné korelaci v pripadé vicerozmeér-
nych dat) a z tohoto rozdéleni vygenerujeme nové scénére, jejichz momenty se nebudou
prilis lisit od pivodniho vzorku. Provadime tim vlastné minimalizaci rozdili momentti viz
36].

Tteti moznosti je pak vyuziti spojitych modeli, které teoreticky dostatecné presné
popisuji pozorovany jev, a tyto modely nasledné diskretizovat. Tento postup si ukédzeme
v kapitole 4.2, kde predstavime zobecnény Wienertuv (nebo také Brownuv) pohyb, ktery
se ¢asto vyuziva k modelovani pohybu akciovych cen.

Ulohu (4.8) je pak mozno prepsat do scénarové formulace nasledujicim zptisobem:

s
min {ch—i— Zpsq;rys | Ax =b, x>0, W,y, + Tix; =h,,y, >0,s € S}
x)yS

s=1

Vse doposud uvedené miuzeme déle zobecnit na vicestupnovou linedrni stochastickou
tlohu viz [13].
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Systém scénart lze pak formalné popsat pomoci grafu, tedy dvojice G = (U, V'), kde U
je mnozina uzli (¢, s) reprezentujici stav ndhodného vektoru v ¢ase t ve scénafi s. Mnozina
vetvi V' C U x U pak reprezentuje prechod mezi témito stavy.

Zdroj [11] rozlisuje dva zakladni typy - linedrni strom (fan neboli v&jit) a tzv. strom
udalosti (event tree). Oba typy se lisi poc¢tem vétvi vychazejicich z uzlia. Zatimco u line-
arniho stromu ma kazdy uzel ve stupni ¢ > 0 pouze jeden néslednik, strom udalosti miize
mit nasledniki libovolny pocet m, ktery navic mtze byt jiny v kazdém uzlu a kazdém
stupni. Z jiného pohledu tedy libovolné dva scénare mohou sdilet stejnou historii realizaci
az do stupné t < T viz obrazek.

t=4
t=2 t=3 t=3 scénar 1
scénar 1
t=2 scénar 2
scénar 2 .
scenar 3
t=1 scénar 3 =1
- scénar 4
scénar 4 scéndf 5
L scénar 6
scenar 5
scénar 7
scénar 6

, , e, . scénar 8
Obrazek 4.2: Ukazky scénafovych stromu.

Ptivodni model Yasuda-Kasai vyuzival bohatéjsi struktury stromu udélosti pro gene-
rovani vstupnich dat. My naopak v implementaci vyuzijeme linedrni strukturu, ktera je
vhodna pro generovani dat z Brownova pohybu, ktery si nyni predstavime.

4.2. Modelovani vstupnich dat

V Markowitzové modelu jsme vstupni data ziskali pomoci bodovych odhadi vypocitanych
z historickych pozorovéani, kterymi jsme nahradili teoretické parametry (p, ) rozdéleni
navratnosti aktiv. Nyni si ilustrujeme druhy zptisob ziskani vstupnich dat pomoci ¢asove
spojitych modelt, jejichz néasledna diskretizace pak poslouzi ke generovani scénarového
stromu (nebo mnoziny scénaiu cheete-li). Modely, které budeme vyuzivat my, se nazyvaji
stochastické procesy. Ty se vyuzivaji k popisim jevi, jez se ndhodnym zptsobem méni
v ¢ase (napf. hodnoty trokovych sazeb, ptipadné ceny akcif).

Stochasticky proces je zobecnénim pojmu nahodné velic¢ina a ndhodny vektor. Jedna se
o zobrazeni, které kazdému indexu ¢ pritadi nahodnou veli¢inu &. Obdobné jako realizaci
nahodné proménné je Cislo, realizaci stochastického procesu je funkce nebo (v diskrétnim
ptipadé) casova tada [15].

My nyni postupné vybudujeme stochasticky proces, jehoz cilem bude co nejpresnéji
kopirovat historické casové rady vyvoje cen aktiv. Za¢neme predstavenim obycéejného Wi-
enerova pProcesu.
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4.2.1. Wienertv proces

Uvazujme opét obecnou nahodnou velic¢inu £. Budouci hodnotu veli¢iny € mizeme vyjadrit
na zakladé jejiho prirtistku A za kratky casovy okamzik At jako

E(t+ At) = £(t) + AE.

Aby se veli¢ina ¢ Fidila Wienerovym procesem, musi spliiovat [2] nasledujici predpo-
klady

o mezi libovolnymi ptirtstky A&, At ndhodné velic¢iny € plati

AE = eV/At, €~ N(0,1)

o prirtstky A& jsou stochasticky nezavislé pro libovolné priristky At a maji stejné
rozdélend.

Predpoklad nezavislosti muzeme interpretovat jako predpoklad, ze minulé hodnoty
nedavaji zadnou informaci o budouci hodnoté akcie. Potvrdit ¢i rozporovat takové tvrzeni
by vyzadovalo daleko 8irsi a komplexnéjsi diskuzi. Tim bychom zabihali do problematiky
hlubokého zkouméni ¢asovych fad a hledani korelaci mezi jednotlivymi casovymi body
a také rtuznymi faktory v datech, ktera jsou znacné zatizena Sumem. Nemluvé o vlivu
psychologie tcastnikii trhu na vyvoj téchto fad. Technickd analyza casovych fad vsak
neni predmétem této prace.

Predpoklad stejného rozdéleni rovnéz neni zcela presnou charakterizaci trznich ca-
sovych tad, protoze jak stfedni hodnota, tak rozptyl maji tendenci kolisat kolem své
dlouhodobé stiedni hodnoty. Ponechme tedy oba predpoklady s jistym nadhledem.

Je evidentni [1][2], Ze plati

E(AS) =0
Var(A¢) = At.
Predchozi vlastnosti muzeme déle pfenést na pririustky £(7') — £(0) pro delsi ¢asovy tsek

T. Interval (0,7) rozdélime na N intervalu stejné délky At volbou N = %. Prirastek
nahodné veli¢iny £ na tomto intervalu pak miizeme vyjadrit jako

&(T) —£(0) = Zei\/(At),

kde ¢; jsou nezévislé ndhodné veli¢iny z rozdéleni e¢; ~ N(0,1) [1][2][16].
Vsimnéme si také, ze jsme ndhodny proces zavedli jako diskrétni proces, coz je ve

finan¢ni oblasti pfirozené, nebot nas zajima vyvoj ceny/kurzu v pribéhu dni, let apod.
Nebyl by vsak problém v ptredeslych vztazich nahradit diference pomoci diferenciali.

95



4.2. MODELOVANI VSTUPNICH DAT

Prirastek £(7") — £(0) ma opét normélni rozdéleni s momenty

E[¢(T) - €(0)] =0
Var[¢{(T) —£(0)] =N - At =T.

Muzeme tedy tvrdit, ze rozptyl priristku Wienerova procesu je roven primo délce ¢asového
intervalu.

Na nasledujicich obrazcich miizeme vidét dva priklady Wienerova procesu pro N = 20
a N = 200.

Wienertiv proces n=20 Wiener(v proces n=200

0.6

0.4

0.2

0.0 A

hodnota procesu
hodnota procesu
o
o

00 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 550 75 100 125 150 175 200
pozorovani pozorovani
Obrazek 4.3: Wienertv proces

4.2.2. Browntv pohyb

Pomoci Wienerova procesu a s vyuzitim limitnich prechodi A¢ — d¢é a At — dt si miizeme
dale ve spojitém vyjadreni definovat tzv. zobecnény Wieneriv proces castéji znam jako
Browniv pohyb

dW = adt + bd¢,

kde a vyjadiuje trendovy koeficient a b diftizni koeficient. Protoze tato rovnice obsahuje
nédhodny ¢len d¢, jedna se o stochastickou diferencidlni rovnici [1][16].
Uvazujme nejprve situaci s b = 0, tedy obycejnou diferencialni rovnici
dW = adt
W(0)=0
Resenim této rovnice je pifmka
W(t) = Wo + at

vyjadiujici samotny trend a Wy je pocatecni podminka. Pii nenulovém b bude kromé
trendu v procesu pfitomna rovnéz stochasticka slozka (Sum) ve vysi b-nasobku Wienerova
procesu. Dostavame tedy [2][10]

AW = adt + beV/dt.

Reseni této rovnice ziskdme prostou integraci [2] jako

W(t) = W(0) + at + b&(t).
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V diskrétnim vyjadreni mtizeme tedy psat
AW = aAt 4 beV At

Momenty prirtastku zobecnéného Wienerova procesu jsou

E(AW) = aAt
Var(AW) = b*At

Obdobné pro piiriastek W (T') — W(0) plati

E[W(T) - W(0)] = aT
Var[W(T) — W(0)] = b°T.

Koeficient a tedy predstavuje narust trendu a koeficient b narust smérodatné odchylky
zobecnéného Wienerova procesu béhem casové jednotky.

Priklad Uvazujme ¢asovy interval jeden rok (7' = 1) a zobecnény Wienerav proces
sa=0.9ab= 0.5 ktery nabyva hodnoty 5 v pocatecnim case t = 0. Po piil roce
m4 pak tento proces rozdéleni W (7T /2) ~ N (5.45,0.13) nebot
E[W(T)] = E[W(0)] + E[W(T) — W(0)] =5+0.9-0.5 =5.45
Pro rozptyl pak diky nezavislosti plati
Var[W(T)] = Var[W(0)] + Var[W(T) — W(0)] =0+ 0.5*- 0.5 = 0.13.
Ukéazka Brownova pohybu pro rizné hodnoty a, b.

Brown(v pohyb n=100 pro rizné hodnoty a, b

6.00{ — a=0.9.b=0.5
a=0, b=0.5
5751 — a=0.9, b=0

hodnota procesu
o
N
w
L

0 20 40 60 80 100
pozorovani

Obrazek 4.4: Browntv pohyb

Zvolime-li konstanty a, b jako vyrazy a = uP a b = 0P, kde P je cena akcie, pak
ziskavame stochastickou diferencialni rovnici [10]

dP = pPdt + o P d¢, (4.9)

kterd vyjadruje vyvoj ceny akcie jako Browniiv pohyb. Koeficient y ma vyznam ocekava-
ného vynosu akcie a difizni koeficient o je jeji volatilita.
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4.2. MODELOVANI VSTUPNICH DAT

Budeme-li predpokladat, ze akcie ma nulovou volatilitu o, nenulovou konstantni miru
zisku p a pocatecni hodnotu P, dostavame obycejnou diferencidlni rovnici tvaru

dpP
— = udt
P M
P(0) = R,
jejiz TeSeni je
P(t) = P0€‘ut.

Akcie se tedy v tomto deterministickém pripadé zhodnocuje formu spojitého troceni
s irokovou mirou g [2].

Neni mozné vsak predpokladat nulovou volatilitu o. Je proto potfeba na rovnici (4.9)
(stochastické diferencidlni rovnice) pouzit Itoovo lemma, podle kterého pro libovolnou
dostatecné hladkou funkci G diftizniho procesu W a ¢asu ¢ plati vztah [10]

2
dG(W,¢) = (%M(W, t)%%b%m nZEWD g% ”) dt+b(W, 1) GG(;II//[I// D ge,

kde funkci G zvolime jako

G=InP.
Protoze plati
8G_0 oG 1 GZG__l
ot oP P or2 p¥
z Itoova lemmatu dostavame
oG oG 1 0°G oG o?
dlnP = P— + -0’P? dt+oP—dé=(p——)dt+od 4.10
" (at“‘ap ap) rolgpde= (”’ ) tods, (4.10)
kde p a o jsou konstanty. Jde vidét, ze rovnéz In P se fidi Brownovym pohybem s tren-
dovym koeficientem 1 — "—22 a diftznim koeficientem o [2]. Pro posun AlnP z 7 = 0 do
T =1 plati
o2
E(AlnP) = (u— 7)t
Var(Aln P) = ot
Pripomene-li, Ze proces £(t) = e4/(t) s € ~ N(0, 1), miizeme vidét, Ze logaritmy cen jsou
normdlné rozdéleny [10], tedy

InP(t) ~ N [lnP(O) + (u - %2) t,02t] :
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4. MODEL RUSSELL-YASUDA KASAI

Rovnici (4.10) muzeme nyni integrovat [16] a obdrzime feseni

P(t) = P(O) eXp(”_é)t"‘Ug(t) — P(O) eXp(M—é)t—f—ae\/i '

Ze stylistickych duvodi jesté provedeme prepis P(t) jako funkce ¢asu ¢t na parametr P,
protoZe po diskretizaci tohoto procesu (a ndsledném pouziti pro vstupni data v modelu)
budeme k funkci P(t) pfistupovat jako k parametru P,.

P, =P, exp(“_é)tﬂr&t =5 exp(u_g)tﬂm/z (4.11)

Pro praktické tcely ¢tenére jesté doplnim kod procesu spolu s ukazkovou simulaci.

np.random.seed(121), n_steps = 250, n_sim = 50, method = "BM",
dt = 1/n_steps, mu = 0.1, std = 0.28, init_price = 1000

def simulation(n_steps, n_sim, method, dt, mu, std, init_price):
P = np.zeros([n_sim, n_steps])
P[:,0] = init_price
if method == "BM":
for i in range(l,n_steps):
eps = np.random.normal(0,1, n_sim)
P[:,i] = P[:,i-1] * np.exp((mu - std**2 / 2)*dt
+ std*np.sqrt(dt) *eps)
P = P.transpose()
return P

Brown(v pohyb

2250 -

2000 -

1750

-
17
<3
=

hodnota procesu
I
Iy]
&
o

1000 -

750 -

500 -

pozorovani

Obrazek 4.5: Browntv pohyb

Rovnici (4.11) bychom nyni mohli teoreticky pouzit k vygenerovani vstupnich hodnot
(po ziskani parametri p a o opét z historickych dat). Porovnejme si vSak nejdiive Brownuv
pohyb generovany touto rovnici s realnou ukazkou vyvoje ceny spolecnosti Apple.
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4.2. MODELOVANI VSTUPNICH DAT

Apple Inc+NASDAQ = = 164,50 ~2.54 (+1.56

"'A'D‘TEL"‘"?"E“.& o B B 00 6 6 B 6 6 06 O 6 O 59voes .

Rad bych zde poukézal na dvé véci. Prvni je nazorna z porovnani oblasti ohrani¢enych
zelenym obdélnikem s oblastmi ohrani¢enymi Sedymi obdélniky. Zatimco v oblastech se
zelenymi obdélniky cena akcie v podstaté nasleduje lokalni trend jen s malymi fluktuacemi,
v oblastech s Sedymi obdélniky jsou fluktuace daleko vyssi, z ¢ehoz muzeme usoudit, ze je
zde vyssi volatilita tohoto pohybu. Na zakladé toho tedy muzeme zpochybnit predpoklad
konstantni o ve vzorci (4.11).

Déle jsem pak cervenymi elipsami oznacil mista, ve kterych cena akcie prudce vyskoci-
la/propadla se. Tyto narazové skoky jsou typické pro akciové ¢asové fady, jsou také prici-
nou toho, ze rozdéleni navratnosti akcii vykazuje tzv. tlusté chvosty (fat tails) a nespliuje
tedy predpoklad norméalniho rozdéleni (které je podstatné napt. pravé pro Markowitzuv
model). Narozdil od bézné volatility, ktera je zptisobena predevsim fluktuacemi v nabidce
a poptavee, tyto skoky maji puvod v necekanych udalostech od necekané nizkych /vyso-
kych kvartalnich vynost po obycejné tweety neobycejnych lidi.

Zamérme se nyni na mou druhou poznamku a pokusme se Browntiv pohyb obohatit
pravé o tyto skoky. Poslouzi ndm k tomu Mertontiv model [21].

4.2.3. Mertontv a Hestontiv model
Tzv. Mertontv skokové-difizni model (Merton jump diffusion model) vytvorime rozsite-
nim rovnice (4.11) o proces J; nésledovné.
dPt:/LPtdt+UPtd€t+Ptht. (412)
Kazdy skok bude charakterizovan nahodnosti jeho vyskytu a také svou nahodnou ve-

likosti.

Velikost skoku budeme modelovat ndhodnou proménnou x, o niz budeme predpokla-
dat, zZe je z log-normalniho rozdéleni. Cena P, se po prichodu skoku zméni na x;F;. Pro
ke = 0.75 se tedy cena skokové snizi o 25%, v pripadé x; = 1.25 se cena o stejné procento
skokové zvysi. Protoze ndhodnou proménnou x; modelujeme log-normalnim rozdélenim,
méame zaruceno k; > 0 a tedy nemuze cena P, spadnout pod nulu (coz je pfirozené).

Zménu ceny na zakladé skoku tedy miizeme popsat jako

60



4. MODEL RUSSELL-YASUDA KASAI

dPt:/{tPt_Pt
dP,
?tt:/ft—]_

Prichod skoku je pak prirozené modelovat pomoci dalsi nahodné proménné s Poissono-
vym rozdélenim 7 (které se typicky pouziva pro popis vyskytu udédlosti v ¢asovém tseku)
s frekvenci vyskytu pozorovanych udalosti A. Pro toto rozdéleni plati

 pravdépodobnost P(ny = 0) = 1, tedy tento proces za¢ind nulou.
o plati nezavislost prirtstkt stejné jako u Wienerova procesu.

o pro pravdépodobnost vyskytu skoku za Casovy interval At plati:

P(nt+At — M = 1) = \A¢ -+ 0(At>
P(ntJrAt — M > 1) = O(At),

kde o(At) je libovolnd funkce proménné At, pro kterou plati limy, o+ @ = 0. Pravdeé-
podobnost vyskytu vice jak jedné uddlosti v ¢asovém tseku At pro At — 07 je rovna 0
[11]. Pro elementarni posun dt¢ tedy nastane pravé jedna udélost s pravdépodobnosti A d¢

a zadna udalost s pravdépodobnosti 1 — A dt.

Cela skokova slozka ma pak tvar
th == (Klt - ].) dm

Tuto slozku muzeme pricist k pivodnimu Brownovu pohybu podle rovnice (4.12) a po
vydéleni cenou P, dostaneme

dP,
?t = pdt + o dé + (k — 1) dnps.
t
Pouhé pticteni je v poradku, nebot predpokladame vzajemnou nezavislost Wienerova,

Poissonova procesu a velikosti skokt. Diky predpokladu nezavislosti miizeme také psat

[21]
E[dJi] = E[(r; — 1) dpe] = E[x; — 1]E[dny] = kA dt,

02
kde k = exp’t = je stiedni hodnota log-normalniho rozdéleni. Vidime tedy, Ze proces J;
méa nenulovou stfedni hodnotu, a tedy méa vliv na stfedni hodnotu celého procesu dWW,
coz osetiime odectenim slozky kA dt [21].

dP,
- = (n— kN At +0dg + (5 — 1) .
t
Uvazime-li, ze takovychto skokii mtize béhem casového tseku At prijit vice nez jeden,
tedy cena P; se zméni na Pik1Ks ... Kayp,, provedeme jesté upravu [21] na
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4.2. MODELOVANI VSTUPNICH DAT

dP, e
— = (u — kN dt + od&; + Kk: — 1).
7 = (= i+ i+ ([ =)
Nyni uz je mozno aplikovat Itoovo lemma. Pro zjednoduseni vynechdam nékolik nésle-
dujicich kroku ekvivalentnich s pouzitim Itoova lemmatu pri odvozeni Wienerova procesu

a napisu vysledny tvar po jeho aplikovani [21].

2 i

nP—InPy=(p— % —/{;)\)t—i—o&—i—Zlnlij,

j=1
A tedy plati

_2 nt _
Py = Pyexplt= 7 FVoe b

Tim jsme odvodili Mertoniv skokové diftizni model [21]. Nésleduje opét ukdzka kddu
a simulace, ze kterych jsou pridané skoky patrné.

muJ =0, std_J = 0.2, lam = 1
elif method == "HM":
for i in range(l,n_steps):
eps = np.random.normal(0,1, n_sim)
jump = np.random.normal(mu_J, std_J, n_sim)
pois = np.random.poisson(lam*dt, n_sim)
P[:,i] = P[:,i-1] * np.exp((mu - std**2 / 2
- lam * (np.exp(mu_J + std_J **x 2 / 2) - 1))xdt
+ std*np.sqrt(dt) *eps + jump*pois)
P = P.transpose()

Mertonllv proces
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Obréazek 4.6: Mertonav proces

Nyni se zaméfime na mou druhou poznamku v motivaéni ¢asti, pokusime se tedy
nahradit pfedpoklad konstantni volatility ¢ robustnéjsim pristupem. Pouzijeme tzv. Hes-
tontv model stochastické volatility [24], ktery nabyva nésledujici podoby
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dp,
- = pdt+ /rdg

t

dv, = w(f — vy) dt + /v dE2,

kde 6 je dlouhodobé cenova volatilita, w je mira navratu volatility k jejimu dlouhodobému
priimeéru, ¢ je rozptyl této volatility, plati /vy = oy, dale d¢? je Wienertiv proces rozptylu
ceny (nikoliv ceny samotné, coZ je d&}) a pro d&}, d&? plati, Ze jsou korelované, tedy podle
[22] plati

Eld¢;, d&f] = pat.

Technické detaily spojené s modelem ponecham bez blizsitho komentate a odkazi ¢te-
nare na zdroje [22][23][24]. My se spokojime s nasledujici diskretizaci s pfislusnym kédem
a ukazkou.

P, =F e)<p(“_%)t+‘/E ¢
Vi = v+ w(0 — 1) At + o/ ALE]

omega = 3, theta = std**2, v0 = std**2, rho = 0.7, phi = 0.2
elif method == "HM":
v = np.zeros([n_sim, n_steps])
v[:,0] = vO
cor = np.array([[1,rho], [rho,1]])
for i in range(l,n_steps):
eps = np.random.multivariate_normal([0,0], cor, n_sim)

P[:,i] = P[:,i-1] * np.exp( (mu - v[:,i-1])*dt
+ np.sqrt(v[:,i-1] * dt) * eps[:,0] )
v[:,i] = np.maximum(v[:,i-1] + omega*(theta-v[:,i-1])*dt

+ phi*np.sqrt(v[:,i-1]*dt)*eps[:,1],0)
P = P.transpose()
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Obrazek 4.7: Hestoniv proces
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Proménlivost volatility necht z trajektorii posoudi ¢tenar sam.

Po zakomponovani nahodnych skoki do Hestonova modelu dostavame tzv. Batestv
model [25].

f)t = P() eXp(M_%_kA)t"‘\/th-f—E;t:l Ink;
b = b 0~ AL+ TG

Tento model jiz skutecné vyuzijeme ke generovani scénaru vyvoje cen (respektive z nich
spocitanych navratnosti). Naposledy nasleduje ukdzka 50 simulaci tohoto procesu s pii-
slusnym koédem.

muJ =0, std J = 0.2, lam = 1
omega = 3, theta = std**2, v0 = std**2, rho = 0.7, phi = 0.4
elif method == "ALL":

jump = np.random.normal(mu_J, std_J, n_sim)

pois = np.random.poisson(lam*dt, n_sim)

v = np.zeros([n_sim, n_steps])

v[:,0] = vO

cor = np.array([[1,rho], [rho,1]])

for i in range(l,n_steps):
eps = np.random.multivariate normal([0,0], cor, n_sim)
jump = np.random.normal(mu_J, std_J, n_sim)
pois = np.random.poisson(lam*dt, n_sim)

P[:,i] = P[:,i-1] * np.exp( (mu - v[:,i-1] / 2
- lam * (np.exp(mu_J + std_J *x 2 / 2) - 1))*dt
+ np.sqrt(v[:,i-1] * dt) * eps[:,0] + jump*pois )
v[:,i] = np.maximum(v[:,i-1] + omega*(theta-v[:,i-1])*dt

+ upsilon*np.sqrt(v[:,i-1]*dt)*eps[:,1],0)
P = P.transpose()
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Obrazek 4.8: Batesiv proces.

64



4. MODEL RUSSELL-YASUDA KASAI
4.3. CVaR

Poslednim nedostatkem Markowitzova modelu, je predpoklad normality navratnosti akcii.
Ve skutecnosti rozdéleni navratnosti ma tzv. tlusté konce. Proto je potteba nahradit roz-
ptyl v Markowitzové smyslu zalozen na predpokladu normélniho rozdéleni robustnéjsim
pristupem. Dalsim divodem je pak jista nedokonalost v kontrole rizika v smyslu modelu
Yasuda-Kasai. Nyni s pouzitim zdroje [20] pfedstavim teorii nové miry rizika.

Uvazujme nyni funkei f(x,&), kde x € X C R” reprezentuje jiz tradicné portfolio
(neboli vektor alokaci) a ndhodny vektor € € X C R™ popisujici trzni nejistotu zptiso-
bujici ndhodné ztraty (tedy zapornou hodnotu ndhodnych ziski). Tato ztrata muze byt
také negativni, coz znaci dosazeny zisk. Funkce f pak je tedy také sama o sobé ndhodnou
promeénnou popisujici ztraty celého portfolia. Pro ¢tenarovo propojeni teorie doplnim, ze
f tedy odpovidd ndhodné proménné —(r z kapitoly 2 (znaceni f pouziva autor kvili
souladu znaceni s pouzitym zdrojem). Predpokladame [20], Ze ndhodnd proménna & ma
hustotu pravdépodobnosti p(§).

Pravdépodobnost, ze ztratova funkce f(x, €) neprekrod¢i predem stanovenou mez z (pozn.
znaceni z zde nesouvisi se znacenim z kapitoly 3) je vyjadfena integrélem

U(x, 2) = /f G

coz je kumulativni distribu¢ni funkce ztrat portfolia x [26]. Tuto funkci vyuZijeme nésle-
dovné k definovéni dvou novych rizikovych mér [20]

VaR, =min{z € R: ¥(x,2) > a}

1
Vao = [ oo (1.13)

kde VaR,, je levy koncovy bod neprazdného intervalu obsahujici hodnoty z takové, Ze plati
U(x,2) = «a a tuto miru nazyvame Value at risk [20]. Diky tomu plati, Ze pravdépodob-
nost f(x,&) > VaR, je rovna hodnoté 1 — a.. Podle definice ji tedy interpretujeme jako
nejmensi kvantil z takovy, Ze na zvolené hladiné spolehlivosti « (kterou volime nejcastéji
0.9, 0.95, 0.99) ztraty portfolia neptekroc¢i ztratu z.

Cislo CVaR,, pak znadl podminénou stiedni hodnotu pouze téch ztrat portfolia x,
které jsou vétsi nebo rovny hodnoté VaR,, a nazyvame ji Conditional value at risk. Eko-
nomicky ji mizeme tedy interpretovat jako oc¢ekavanou ztratu (1—a)% nejhorsich scénaiu
navratnosti portfolia.
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4.3. CVAR

Grafické zndzornéni vyznamu obou funkei (jakozto kvantili) ilustruje nésledujici ob-
razek.

CVaR

VaR
Obrazek 4.9: Rozdéleni pravdépodobnosti ztrét portfolia. Zdroj: [410]

Zdroj [20] pak dale nabizi charakterizaci obou mér prostfednictvim funkce

1

Fo(x, -
(x,2) z+1_a

|, L&) =1 piee (1.14)

Tato funkce je velmi prihodna a poji se s ni podstatny teorém.

Véta 4.1. Jakozto funkce proménné z je funkce F,(x,z) konvexni a spojité diferencova-
telna. Hodnotu CVaR, ztrat pridruZenych libovolnému vektoru x € X pak ziskame jako

CVaR,(x) = min F,(x, 2).

z€R

MnoZina vSech hodnot z pro které je dosaZeno minima, tedy

A, (x) = argmin F,,(x, 2)
z€R

je meprdazdny, uzavreny, ohraniceny interval a hodnota VAR, (x) je ddna jako levy bod
tohoto intervalu. Vzdjemny vztah obou mér je pak ddn rovnicemi

VaR,(x) = argmin F,(x, 2)
z€R

CVaR,(x) = F,(x, VaR,(x)).

Diikaz predchoziho teorému ¢tenar nalezne v [26].

Vyhody tohoto pristupu jsou relativné snadnd numericka minimalizace spojité diferen-
covatelnych konvexnich funkci a také vypocet hodnoty CVaR,, bez nutnosti predchoziho
vypoctu VaR,, na némz je postavena definice miry CVaR,,.

V pripadé, kdy nejistotu spojenou s ndhodnym vektorem & modelujeme skrze konecny
pocet scénart, muze integral v definici 4.14 byt dale aproximovan diskrétnim vyjadienim
jako

S

Fa(x,2) = = + WZU(X, £) — 2" (4.15)

s=1
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4. MODEL RUSSELL-YASUDA KASAI

Dalsi vyhoda této miry spociva ve skutecnosti, ze od vygenerovaného scénarového
stromu nevyzaduje zadné specidlni vlastnosti, jak tomu byva u vicestupnovych tloh (napf.
kontrola pfitomnosti arbitraze v optimalizaci portfolia opci [11]).

Timto jsme teoreticky zavedli nové dvé miry rizika, pricemz pro nas bude podstatné
predevsim CVaR,,. Pro jeji pouziti v nasem modelu vSak jesté potfebujeme udélat néko-
lik dprav. Za prvé obecnou funkei f(x,€) nahradime konkrétnim prepisem navratnosti
portfolia s pomoci ndhodné proménné d(§) tak, jak jsme zvykli z Markowitzova modelu.
Protoze funkce f popisuje ztraty, plati

f(Xa 5) = _dT<£)X
Funkce (4.15) pak prechézi v prepis

S

1 T +
mZ[—ds x—z]".

s=1

Fo,(x,z) =z +

Minimalizace této funkce miize byt s pouzitim pomocnych proménnych w4 transformovana
na konvexni optimalizaci, tedy minimalizaci linearni funkce

S
1
F, =it ——
OA(X7 Z) Z+ (1 _ CK)S — uS?

kde

ug > 0,
ug > —d*'x — z,
jsou dvé linearni podminky. Pro tplnost dodam, Ze minimalizace kvantilu VaR,, by vedla
na numericky komplikovanéjsi celoc¢iselnou optimalizaci. Piipadny postup pro pouziti byl

jiz ukazan v zapisu (4.7).

Prestoze je VaR,, v praxi popularni mirou, méa zna¢né nevyhody oproti CVaR,,, ktera
ma v mnohych ohledech lepsi vlastnosti, vice viz [27].
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4.4. Struktura modelu Yasuda-Kasai

V této casti po krocich zavedu predmétny model, poukazu na nékteré jeho nedostatky
a doplnim nékterd dalsi rozsifeni. Vychézet budu pfedevsim z clanka [13], [11], [15].
Uvazujeme 4 rozhodovaci stupné ¢t = 0,1,2, 7T, které odpovidaji poc¢atku, prvnimu,
druhému a ¢tvrtému kvartalu (77), ktery je také nasim planovacim horizontem. Znaceni
budu misty pro pohodlnost zaménovat s oznacenimi TO,.., T3. Na pocatku firma dispo-
nuje poc¢atecnim bohatstvim V{, které mize vyuzit v nultém stupni k nakupu aktiv z;,
respektive nakupu z7, ve stupni ¢ = 1,2 v kazdém uvazovaném scénarii s, a plati omezeni

d ah—VP=0, Vt=0,.... T—1Vs€S.
=1

Z periody T je tato podminka vynechana, protoze v ni jiz neuvazujeme vektor x, neboli
vSechna aktiva chceme sménit zpét na bohatstvi. Tato aktiva generuji firmé kapitalovy
vynos di(§) z prodeje aktiv respektive bézny vynos D;(€) z dividend.

Jednim z hlavnich produkt, které spolecnost zacala poskytovat, bylo pojisténi se
sporici slozkou. V praxi tedy firma od vSech klient ziskala deposit F(£) (ktery muzeme
chapat jako finan¢ni tok viz kapitola 3), jenz jim pii tirokové sazbé r;(§) generoval urcity
urok 1;(€), jenz byl na tuto sazbu prirozené navazan. Po dobé uplynuti kontrakti v daném
roce ¢ je prislusnym klientim vyplacen zpét jejich deposit G, spolu s trokem [,(§). Pro
upfesnéni znaceni, v roce t musime rozlisit mezi velikosti celkového vlozeného vkladu F;(&)
a vyplaceného vkladu G;. Protoze se pripisovany trok jisté odvijel od vyvoje trznich sazeb
r¢(§), a protoze velikost vkladi Fi(£) v budoucim case t se jen tézko odhaduje, jsou oba
koeficienty nahodné. Vyplatu vkladi G; si muze firma do urcité miry dopredu planovat,
proto ji muzeme brat za znamou konstantu. Tyto polozky pak tvori zavazkovou cast
rozvahy, tedy

Lign=0+r )L+ Fy =G — I}y, VE=0,...,T -1, Vs €S,
kde predpokladame, ze firma jiz disponuje pocateénimi zavazky Ly.

Veskery prisun a odliv kapitalu je pak urcen vykazem tokt hotovosti

n

G = Y (L dy + Dy y)as = Fiy = G — Iy, V6=0,...,T—1, Vs € S. (4.16)

=1

Budouci bohatstvi spolec¢nosti tedy tvori zisky z jejich investic a prisun nového ka-
pitalu v podobé nové vlozenych depositi. Snizuje jej pak povinnost vyplatit v daném
obdobi urok a jistinu z vyprsenych kontrakti.

Na zakladé regulacni politiky v té dobé mohla pojistovna Yasuda tyto produkty fi-
nancovat pouze z bézného vynosu D; (), nikoliv kapitdlového vynosu d;(€). Pokud si
v daném roce na vyplaceni zavazkl nebyla schopna vydélat, vykazala neschopnost spla-
cet své zavazky, za coz je pak penalizovana pokutou e v ucelové funkci. Tuto neschopnost
by v pripadé potieby mohla fesit ptijckou v, . V opacném pripadé vydélala na dividendach
vice, nez by potfebovala k pokryti tirokii, coz je vyjadfeno proménnou v;". Obé proménné
maji podobnou funkci piijéek a prebytkil z kapitoly 2.2.2 a jsou analogii kompenzacéniho
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vektoru y z teoretické ¢asti stochastického programovani. Toto omezeni nicméné neuklada
povinnost urok 7,1 L; v daném roce t zaplatit, pouze nuti spolecnost si v pribéhu pla-
novaciho obdobi byt schopna svou investi¢ni aktivitou dostatecné priubézné vydélavat,
aby nefinancovala své produkty slepé pouze z vlastnich avért. Clen v, tedy neni skuted-
nou pujckou, ale pouze jakousi penalizacni proménnou, proto nefiguruje v zavazkové casti
rozvahy viz vztah (4.4) a také proto clen Dj, nadéle figuruje ve vykazu toka hotovosti,
bézny vynos (v podobé piijmu z dividend) tedy nebyl spotfebovan na financovani troku
a muze byt dale reinvestovan. Pro jednoduchost vyjadfovani vsak budu nazvy ptjcka/dluh
a prebytek nadéle uzivat. Formulovat vyse uvedené mtzeme tedy nésledovneé.

Z D5 ah oS — i =L, Vt=0,....T—1, Vs€§ (4.17)

Neméné dulez1ty cil spolecnosti je rovnéz maximalizace svého ocekavaného bohatstvi
EVr (&) napri¢ vsemi scénari na konci planovaciho horizontu 7'. Toto oc¢ekévané bohatstvi
vsak snizuji penale za nedodrzeni podminky dostatecného prijmu z investic k vyplaceni
zavazki, tedy pendle za prubézny dluh v, *

!

s T
max E[V, Z e, | = Zps (Ve - Zetvt_s)
t=1 s=1 t=1
Riziko je tedy v tomto modelu chédpano jako sance nedodrzeni omezeni (4.17) a vy-
staveni se nasledné penalizaci, ktera snizi ocekavané bohatstvi na konci planovaciho hori-
zontu. Spolecnost timto krokem vlastné snizuje své vlastni kreditni riziko viz definice 2.3.
Nebere vsak viitbec v potaz riziko trzni viz definice 2.1. Touto zalezitosti se budu zabyvat
pozdéji.

Pivodni{ verze rovnéz zahrnovala transakéni naklady v kazdém stupni. Zadna z uve-
denych citaci toto omezeni explicitné v modelu nevyjadruje, da se vsak predpokladat, ze
toto omezeni by mohlo byt do modelu zakomponovani dle [16] jako

1t Z?Jz Z L+ diy g + D)z, = Fy — G — I,

i=1
kde
Y = Ty — Thq,
Yy > T —x, VE=0,...,T -1 VseS,
¢imz diky koeficientu [ penalizujeme prudké zmény (jak zvysSeni, tak snizeni) v alokacich
jednotlivych aktiv napti¢ vSemi stupni. Proménna y je pomocnd alokac¢ni proménna s po-
odbnym vyznamem jako v kapitole 2.2.3. V duchu omezeni (2.13) model rovnéz obsahoval

omezeni na velikost alokace do jednotlivych tiid aktiv z divodu sniZeni rizika likvidniho
viz definice 2.2, ¢ehoz docilime podminkou

0<x; <z Vt=0,...,T—1, Vse&.

Transakéni naklady jsou tedy spojené pouze s realokaci aktiv, neuvazujeme pocatecni
naklady vynalozené na koupi.
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Ptivodni model tesil rovnéz problematiku dani, konverze mén, pritomnost nékolika
typu penéznich Gcét1, ¢ pokrocilejsi pravni a statni restrikce, vice viz [15]. Tyto technické
specifikace jiz dale zahrnovat nebudeme a prejdeme rovnou ke generovani vstupnich dat.

Mnozinou investi¢nich prilezitosti pojistovny Yasuda nebyly jednotlivé akciové tituly,
jako jsme to uvazovali u Markowitzova modelu, nybrz jednotlivé trhy reprezentovany in-
dexy od akciového, pres dluhopisové a komoditni po realitni. Tim spole¢nost automaticky
cili na snizovani sektorového rizika coz je jista analogie omezeni v ramci podkapitoly 2.2.4.
My budeme uvazovat mnozinu aktiv uvedenych v nésledujici tabulce.

sektor ticker nazev

Akcie SPY SPDR S&P 500 ETF Trust

Dluhopisy  ATNX Treasury Yield 10 Years
AGG iShares Core U.S. Aggregate Bond ETF
LQDH iShares Interest Rate Hedged Corporate Bond ETF
TIP iShares TIPS Bond ETF

Reality VNG Vanguard Real Estate Index Fund ETF

Komodity DBC Invesco DB Commodity Index Tracking Fund

Obrazek 4.10: Instrumenty uvazované do portfolia.

Kromé fondt, které byly pouzity jiz v tabulce 2.1 v kapitole 2, zde uvazujeme navic
ETF fond SPY kopirujici vynos indexu S&P500, realitni fond VNQ a komoditni fond
DBC.

Nyni se pustime do generovani vstupnich dat. Ze vseho nejdiiv si vygenerujeme bodové
odhady rocnich stfednich hodnot p a smérodatnych odchylek o uvazovanych ETF fonda
z jejich historickych dennich navratnosti. Pocet obchodnich dni stanovime na 252.

def get_data(tickers):
end_date = "2023-03-12"
closes = yf.download(ticker, start = "2015-01-01",
end = end_date) ['Adj Close'l
closes = closes.locl:,ticker]

returns = np.log(closes/closes.shift(1)) .dropna()
mu_ = returns.mean() .values

std_ = returns.std().values

init_price = closes.tail(1l).values[0]

mu = ((mu_ + 1) ** 252) - 1
std = std_ * np.sqrt(252)
return [mu, std, init_pricel

Vypoétené bodové odhady d;, 7; spolu s po¢ateénimi cenami lze nalézt v nasledujici
tabulce.

Tyto hodnoty pouzijeme ke generovani scénait uvazovanych aktiv. K tomuto tucelu vy-
uzijeme stochastické procesy predstavené v kapitole 4.2.1. Uvedené procesy byly navrzeny
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SPY TNX AGG | LQDH TIP VNQ DBC
d; | 0.1017 | 0.0771 | 0.0095 | 0.0254 | 0.0213 | 0.033 0.044
o; | 0.187 | 0.5292 | 0.0507 | 0.0713 | 0.0595 | 0.2171 | 0.1858
Fy | 384.44 | 3.695 98.09 90.76 | 108.09 80 23.67

Tabulka 4.1: Tabulka bodovych odhadi a po¢atecni ceny aktiv

k modelovani vyvoje predevsim akciovych casovych rad, proto jsou vhodné predevsim ke
generovani vstupnich dat pro aktivum SPY. Pro tato data vyuzijeme Batestiv proces.

Pro modelovani vyvoje urokovych sazeb (a potazmo tedy vynosu fondu TNX) se ¢asto
vyuzivaji riazné obdoby Brownova pohybu, jmenovité napr. Vasickuv jednofaktorovy mo-
del, pripadné méné znamy Cox-Ingersoll-Rosstiv model. Spokojime se tedy s pouzitim
Brownova pohybu.

Dalsi aktiva jako index realitniho ¢i komoditniho trhu pripadné korporatni dluhopisy
kryté proti irokovému riziku jsou trhy, respektive produkty s jinym fundamentalnim za-
kladem. Nepodnikl jsem v této oblasti dostatecny vyzkum, abych dokazal posoudit, zda je
pro modelovani vyvoje téchto trhiit Browniiv pohyb dostatecné dobry. Nebylo vsak mym ci-
lem presné popsat vhodné stochastické procesy pro generovani kazdého faktoru ovliviujici
ptislusny trh, proto si pro ostatni aktiva vystacime opét s pouzitim (spolu s prislusnymi
odhady momentu jako vstupni parametry) Brownova pohybu, ktery se ostatné pro svou
obecnost vyuziva pro simulace rovnéz v jinych, nefinanénich oblastech. Nevyhodou naseho
postupu generovani scénari je vSak ignorovani pripadné korelace mezi simulacemi jejich
pohybi.

Vygenerované ¢asové tady jsou pak diskretizovany v krocich 0, 62, 125 a 251 coz od-
povida pocatku roku a konci 1., 2., a 4. kvartalu. Nésledné jsou data (spolu s dal$imi
parametry) nahrdna do struktury ”dict”, kterym reprezentujeme nas linedrni scénarovy
strom.

Parametr dividendového vynosu se pak odviji od kapitalového vynosu prislusného in-
strumentu spolu s Sumem generovanym nahodné z normalniho rozdéleni. Pro aktivum
DBC je generova dividendova mira rovna nule, protoze tento komoditni fond nevyplaci
dividendu. Vyplaty depositu G; jsou pevné stanoveny jako desetina puvodniho bohatstvi.
Priliv kapitala Fy(€) je poté generovan z norméalniho rozdéleni se stfedni hodnotou prévé
G na zakladé myslenky, zZe se tyto dvé polozky musi dlouhodobé navzajem vyrusit. Z nor-
méalniho rozdéleni jsou generovany rovnéz troky [;(£€). Penalizaéni funkei konstruujeme
jako po castech linearni funkei, presnéji tedy vektor [0.01, 0.05, 0.12] pro prislusnd obdobi
T1, T2, T3. Pocéatecni bohatstvi stanovime na 1 (bud chédpano v jednotkich mény nebo
jako 100%). Pocéatecni zavazky jsou pak 50% pocatecniho bohatstvi. Transakcni poplatek
[ ¢ini 0.05. Pravdépodobnost scénaiu volime z klasického rozdéleni, tedy p(s) = %

Prvni véc, kterou si ukazeme, je porovnani vysledné alokace napri¢ jednotlivymi ob-
dobimi. Tim ilustrujeme rozdily ve filozofii HN a WS. Modré sloupce odpovidaji alokaci
v t = 0, oranzové, respektive zelené sloupce pak zobrazuji ocekavané alokace v ¢ = 1
at=2
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Vysledna alokace podle obdobi s f=0
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Obrazek 4.11: Vysledna alokace s nulovymi transakénimi naklady.

Prvnim poznatkem je skutecnost, ze model se snazi v ¢ase t = 0 pro hodnoty trans-
akcnich nakladt [ = 0 alokovat veskeré bohatstvi xg do fondt SPY a TNX. V této periodé
rozhodnuti probiha filozofii HN, model tedy vezme v potaz vSechny mozné scénare vy-
voje navratnosti v ¢ =1 a vyhodnoti, Ze v praméru (ve smyslu oc¢ekdvané navratnosti) si
nejlépe vede SPY nasledovano TNX, coz je ostatné v souladu s tabulkou 4.1 zaznamené-
vajici tyto parametry. Model tedy vsadi tzv. na jednoho koné (respektive na dva, nebot
narazi na podminku maximélni alokace v ramci odvétvi), protoze aktivum s nejvétsi oce-
kavanou navratnosti nejlépe naplnuje cil maximalizace koneéného bohatstvi a rovnéz také
podminku dostateéného prubézného vydélku viz vztah (4.17), nebot s vyssi o¢ekdvanou
navratnosti se poji vyssi ocekavany dividendovy ptijem. O diverzifikaci zde nemuze byt
rec¢, protoze v modelu nefiguruji korelace mezi aktivy v Markowitzové smyslu a nemame
v modelu zabudovany zadny aparat, jenz by inicioval diverzifikovanéjsi alokaci.

V case t = 0 musime rovnéz ucinit rozhodnuti o alokacich x{ pro stupen t = 1 (re-
spektive ¢ = 2), samotna alokace vSak probéhne az v téchto obdobich (WS), coz je zcela
odlisna situace. V téchto stupnich jiz budeme mit dodate¢nou informaci, jaky z uvazo-
vanych scénaiu vyvoje cen s (respektive z nich spoéitanych névratnosti) se uskutecnil,
a mizeme tedy alokaci dopfedu planovat pro kazdy z nich zvlast. V kazdém ze scénart
je pak pochopitelné opét zvolena takova alokace, ktera nejlépe naplnuje pozadované cile.
Protoze alokaci prot =1 at = 2 je S a v ¢ase t = 0 nevime, jakd z nich bude rea-
lizovana, neni nic smysluplnéjsiho, nez alokaci xg porovnavat s ocekavanymi alokacemi
Ex; (&) = %Zlexf vi=1lat=2.

Na prvni pohled muze byt zardzejici, jak moc se zménila alokace z x¢ na Ex;(§),
respektive do jak znaéné miry je o¢ekavana alokace Ex; (&) (oranzovy graf) vybalancovana
naprti¢ aktivy, napr. pro aktiva SPY a VNQ zda se byt témeér totoznd. Jsou-li prece jen
roéni (t = 0 az t = T) ocekdvané navratnosti téchto aktiv dspy = 0.102 respektive
EVNQ = 0.033, ocekavali bychom podobny pomér i od ¢tvrtletnich o¢ekdvanych navratnosti
(mame k tomu dostatecny pocet scénait S) za obdobi t = 0 az t = 1 a tomu odpovidajici
pomér alokace. Iteraci pres vSechny scénate zvlast bychom zjistili, Ze ve skutecnosti ve
2650 scénatich je dipy — ding > 0 (oznaéme pracovné S,) a ve zbylych 2350 (S,) je
tomu naopak, tzn. pomér zhruba 1:1. Model vSak neresi viibec prumérnou velikost téchto
rozdilii. Ve skutecnosti ve scénéfich S, je pramér - % (dpy — dyng) VEtSt nez priameér
Sibzssil( vNg — dipy) ve scéndfich Sp, jinymi slovy je skutecné primérnd ndvratnost
aktiva SPY vyssi. Na velikost uvedenych rozdili vsak model nehledi, opét pouze sazi na
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nejlepsiho koné v daném scénéri. I tato argumentace navic pokulhdva, protoze nejsme
schopni systematicky kontrolovat, jak v daném s do hry vstupuji dalsi aktiva. Zavér tedy
zni, ze nema cenu se puvodni pochybnosti viibec zabyvat.

V periodé t = 3 uz se naopak alokace prilis nezméni, model uz pouze nasleduje tra-
jektorie vytyc¢ené Brownovymi pohyby a znacné zmény mohou zpusobit pouze ndhodné
skoky u aktiva SPY.

Nyni porovname vliv transakcénich nakladi na alokace pro hodnoty poplatku [ = 0,
[ =0.05, 1 =0.01, abychom pripomnéli jejich dulezitost.

Vysledna alokace podle obdobi s f=0 Vysledna alokace podle obdobi s f=0.05 Vysledna alokace podle obdobi s f=0.1
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Obrazek 4.12: Porovnani alokaci pro ruzné velikosti transakénich poplatki.

Hodnoty tucelové funkce (tedy po odecteni pendle, ale bez odecteni zévazkt ELp(€))
jsou 1.4, 1.29 a 1.23. Z druhého obrazku je patrné, jak transakéni ndklady (a tedy pod-
minka (4.17)) vytvari snahu snizovat rozdily napri¢ obdobimi mezi alokacemi predevsim
do prvnich dvou aktiv. Zcela zifejmé je to pak ve tfetim obrazku, kde naklady spojené
s poplatkem [ = 0.1 prevysuji pridanou hodnotu spojenou s vysokou oc¢ekavanou navrat-
nosti aktiva TNX. Nadéle budeme brat v potaz hodnotu [ = 0.05. Omezime se dale také
na komentar vysledk pouze k obdobim ¢ = 1 a t = 3, kterd jsou z hlediska modelu
nejzajimavéjsi, perioda ¢ = 2 plni pouze urcity preklenovaci stupen.

Dalsim dtlezitym aspektem je histogram navratnosti portfolia v obdobi ¢ = 1 jako
vysledek rozhodnuti x,, protoze od toho se nasledné odviji vykonost celého planovaciho
procesu. Pro lepsi predstavu si zobrazme zvlast histogram ocekavanych kapitalovych vy-
nosti a béznych vynosii a histogram celkovych ocekavanych navratnosti.

Histogramy navratnost{ portfolia v T1 Histogram navratnosti portfolia v T1
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Obrazek 4.13: Histogramy vynost v periodé T1.
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Z histogramii vlevo je patrné, ze pro maximalizaci bohatstvi firmy jsou dilezité prede-
vsim kapitdlové vynosy diky jejich potencidlu vyssich navratnosti, dividendovy vynos za
to v jistém ohledu prinasi urcitou jistotu pravidelného prijmu. Pro dalsi analyzu modelu
pak bude dulezity predevsim histogram vpravo zakomponovavajici obé slozky prijmu do
jednoho.

Hodi se také uvézt tabulku uvadéjici alespon zakladni idaje o parametrech v modelu
zahrnutych jako priliv depositu, velikost troki pripadné hodnotu bohatstvi. Témito za-
kladnimi udaji konkrétné myslim minimalni, maximélni a ocekdvanou (primérnou) hod-
notu danych parametrii napri¢ vSemi scénari v dané periodé ¢t. Tim dostaneme lepsi pred-
stavu o celkové skladbé vygenerovanych scénari.

T1 T3
Min Max Primeér Min Max Primeér
Prisun depositu 0.00015 | 0.2639 0.1 0.00012 | 0.279 0.102
Vyplaceni depositu 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
Vyplaceni troki ~0 0.027 0.01 ~0 0.028 0.0102
Bohatstvi 0.6 1.985 1.038 0.556 2.965 1.2943
Celkova navratnost | -0.396 | 1.0636 0.048 -0.0713 | 1.4584 | 0.2165
Kapitalovy zisk -0.448 0.96 0.0246 -0.0908 | 1.312 0.1917
Kapitalovy vynos 0.0027 0.127 0.0236 0.0002 | 0.1464 | 0.0249
Dluh 0 0.0283 | 0.0036 0 0.0407 | 0.0054
Prebytek 0 0.105 0.0059 0 0.1239 | 0.0077
Urok na zévazcich 0.004 0.039 0.0213 0.0018 | 0.0705 | 0.0226

Nez uvedu komentar k témto tdajum, pripomenme, ze na pocatku jsme uvedli, ze firma
disponuje pocatecnim bohatstvim Vy = 1, coz mizeme chapat jako absolutni jednotku
bohatstvi (tfeba v miliardach), ale také jako 100% bohatstvi, tedy brano relativné. Pokud
je tedy ocekavané bohatstvi v T3 rovno 1.294, rozumime tim, ze na konci planovaciho
horizontu firma zvysila své o¢ekdvané bohatstvi v pruméru o 29.4%, nebo také na 1.294
miliard.

Hodnota maximalni celkové navratnosti 1.0636 tedy znamend, ze firma v nejlepsim
mozném scénaii dokdzala své jmeéni za jeden kvartal navysit dokonce o vice nez 100%.
Existuje vSak také moznost, ze firma v tomto obdobi pfijde o témér 40% svého kapitalu
(viz minimum celkové névratnosti), oboji lze rovnéz vypozorovat z predchoziho histo-
gramu vpravo. Moznost tak velké ztraty (a jisté existuji dalsi scénére, ve kterych bude
ztrata podobné vysokd viz stejny histogram) je pro firmu velmi nebezpeéna. V modelu
vSak neexistuje nastroj, jak toto riziko (jedné se o trzni riziko) korigovat. Cely sloupec
prumérnych hodnot v prvni pilce tabulky pak pfesné spliuje omezeni (4.16), tedy oce-
kavané navyseni bohatstvi odpovida ocekavané celkové navratnosti investic po pri¢teni
k puvodnimu bohatstvi 1 a po odecteni trokiu, pricemz prisun a odliv depositi se v pri-
méru navzijem vyrovnaly (coZ je i z dlouhodobého hlediska logické). Je rovnéz patrné,
ze béhem 1. kvartalu si svou investici xo dokazala ve vétsiné scénart zajistit dostatecny
prijem na pokryti iroku na zavazcich v t = T'1, jejich rozdil je pak rozdilem teoretického
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prebytku a teoretického dluhu v témze roce, coz odpovida rovnici (4.17) (pro pripome-
nuti, firma si redlné zadnou pujcku nebere). Je pochopitelné, Ze existuji rovnéz scénare
s nepriznivym vyvojem, ve kterych plati v;° > 0, tyké se to nicméné mensiny z nich.
Nékteré hodnoty vykazuji také pomérné vysokou volatilitu, jako napt. minimalni a maxi-
malni prisun depositu ¢i jiz zminéna celkova navratnost.

Hodnoty v periodé T3 je pak lepsi interpretovat v absolutnich c¢astkach, protoze jiz
nejsou procentualnim vyjadrenim ptuvodni ¢astky ale navysené ¢astky V5. V obou polovi-
nach si pak opét z prumérnych hodnot muze ¢tenar ovérit platnost omezeni (4.16), (4.17)
(k ovéfeni prvni je jesté potieba znat hodnotu V5 = 1.121). Interpretace dluhu/piebytku
je stejna jako v T1, ve vétsim mnozstvi scénaia firma vykazala dostateény prijem. Pro
ziplnéni podotknu ze tomu tak ale nebylo v periodé t=2 (mimo tabulku), pro kterou plati
Ev, (€) = 0.0066 a Evy (€) = 0.004. Veskeré nedostatky Ev, (£) jsou pak penalizovany
v ucelové funkei, hodnota tohoto ocekavaného pendle ¢ini 0.00037. Pripomenme, ze Sance,
ze firmé kvuli neplnéni podminky (4.17) nabéhne na konci pldnovaciho obdobi néjaké
pendle, je vnimana jako hlavni zdroj (kreditniho). V tomto smyslu je (vzhledem k zane-
dbatelnému pendle v porovnani s narustem bohatstvi) podstupované riziko minimalni.

Celkovou predstavu o velikosti dluhti a prebytkt v jednotlivych periodach mohou dat
nasledné histogramy, pricemz cervenou je vyznacen dluh.

Histogram napInéni podminky pffjmu v T1 Histogram naplnéni podminky pfijmu v T2 Histogram naplnéni podminky pfijmu v T3
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Obrazek 4.14: Histogramy prebytkt a dluhtt napfi¢ periodami..

Pro tplnost dopliime konec¢nou hodnotu o¢ekavaného zavazku ELy(€) = 0.538, coz
znaci oCekavany narust 7.6% z puvodni hodnoty Ly = 0.5. Porovname-li to s ocekdvanym
narustem 29.43% z Vo = 1 na EV(€) = 1.2943 a pripomeneme, Ze podstupované riziko je
minimdlni, mizeme zhodnotit, Ze si spolecnost (pfi danych vstupnich parametrech) vedla
béhem planovactho obdobi vyborné.

Zéasadni otédzka zni, zda je takové pojeti rizika dostatecné. Jak jsme jiz uvedli v ta-
bulce, oc¢ekavany dluh v periodé T1, T3 byl sice mensi nez ocekavany prebytek, rozhodné
vsak ne zanedbatelny, ba dokonce byl vyssi v periodé T2. Na penalizaci se tento fakt pro-
jevil pouze zanedbatelnou ¢astkou. Prirozenym zptisobem, jak citlivost na dluhy zvysit,
by bylo zvysit penalizacni koeficienty e;, nicméné se domnivam, ze jiz zvolené hodnoty
mohou zhruba odpovidat realité. Jejich prilisné zvyseni by se stavalo nerealistickym a také
by zcela odrazovalo od vyuzivani moznosti ptjcek, které by tim postradaly smysl. Nedo-
statecnost tohoto pojeti rizika vSak neni mozné ignorovat. Dovedeme si jisté predstavit
scénar, ve kterém se nasim vybranym “konim” bude darit hluboko pod oc¢ekévani viz napt.
scénal minimdlni névratnosti v periodé T1, kdy bohatstvi v T1 kleslo na 60% puvodni
hodnoty. Vysoka zapornd navratnost s tim spojend pak zptisobila velmi nizky dividen-
dovy vynos, ktery by zdaleka nestacil na pokryti irokl ze zavazki. Takovym extrémnim
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scénarem muzeme rozumeét tieba zcela realné obdobi vysoké inflace nasledované zvysova-
nim urokovych sazeb (a tedy vySsim r;), coz je vzdy obdobi spojené s klesajicimi zisky
spolecnosti (a tedy také poklesem cen jejich akeif).

Resenim by tedy mohlo byt pokusit se tyto extrémni scénéie néjakym zptisobem eli-
minovat, k tomu si vSak musime polozit otdazku, ¢im jsou tyto scénare vyvolany. Jejich
pri¢inou je pravé ona ”sazka na jednoho koné”, ktery je slepé vybiran na zakladé nejvyssi
oc¢ekavané rocni navratnosti, pricinou je tedy vysoké trzni riziko portfolia. Tento pristup
vybéru sice slibuje maximalizaci o¢ekavaného bohatstvi, nicméné aktiva s vysokou oceka-
vanou navratnosti jsou také zpravidla spojena s vysokou volatilitou viz tabulka 4.1. Pri
absenci nastroje, ktery by bral v potaz korelace mezi aktivy, postrada model Yasuda-Ka-
sai jakoukoliv schopnost diverzifikace, véetné té v Markowitzoveé smyslu, jez byla doposud
dostatecna. Takovym nastrojem, ktery modelu dodame, bude mira rizika CVaR (4.13)
aplikovanda na periodu T1.

Pro dalsi avahy si zobrazme histogram ztrat portfolia pro ¢ = T'1. Onim histogramem
je vlastné histogram 4.13 vpravo, pouze preklopeny pres osu y.

Histogram ztrat portfolia v T1
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Obrazek 4.15: Histogram ztrat v periodé T1.

Ztraty napravo od Cerné linie odpovidaji 10% (hodnota 1-) nejhorsich scénartu moz-
nych ztrat v T1. Prusecik této linie s osou x je kvantil VaR,. Hlavni myslenkou modelu
obsahujici tuto miru rizika je stanoveni hranice mozné navratnosti, pod kterou se z a%
navratnost portfolia nedostane a tuto hranici pak mit co nejvyssi (respektive nejnizsi
v Te¢i moznych ztrat). Jaky je profil 1-a nejvyssich ztrat za touto hranici pak uziva-
tele nezajima. Spokoji se s védomim, ze z a% nejhorsich scénaii je pouze nékolik mélo
skutecné katastrofalnich, jako napt. 40% viz histogram, a tedy jejich pravdépodobnost za-
nedbatelnd. Pravy chvost histogramu je tedy mimo jeho zajem. Je tento pristup spravny?
Pokracujme v tvahach s vyuzitim ilustra¢niho histogramu pouzitého jiz v kapitole 4.9
a jeho porovnanim s dals$im ilustra¢nim histogramem ztrat.
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CVaR \ CVaR
i

VaR VaR

Obrazek 4.16: Ilustrace dvou moznych histogramu ztrat.

Timto porovnanim chci ilustrovat, ze rozdéleni ztrat za hodnotou VaR, mize byt
i zcela jiné, nez jaké bychom prirozené ocekavali. V pripadé portfolia, jehoz ztraty jsou
vyobrazeny histogramem vpravo rozhodné nejsou Sance katastrofalnich ztrat nemalé. Ma
vsak takovy priklad ztrat realné opodstatnéni a ma tedy cenu se jim zabyvat?

Predstavme si banku razici strategii poskytovani uvért predevsim startupovym spolec-
nostem. Takova strategie mize prinést vysoky zisk, protoze tispésné startupové spolec¢nosti
maji vysoky potencial znasobeni své trzni hodnoty. S témito spolecnosti se vSak také poji
vysoké riziko jejich zaniku, a tedy neschopnosti splatit bance ptjc¢eny tvér, coz bance zpu-
sobi zasadni ztraty. Kreditni riziko spojené se startupy se pak navic znacné zvysuje v dobé
zvysujicich se trokovych sazeb (a prodrazovani uveéri), coz muze jesté déle usnadnit krach
téchto spolecnosti, a tedy dale zvysit jiz tak vysoké riziko ztrat banky.

Pro podobny priklad z realné praxe ostatné nemusime jit daleko. Tohoto roku, kon-
krétné 10. brezna zkrachovala americka banka Silicon Valley. Ta alokovala své bohatstvi
predevsim do dlouhodobych statnich dluhopisti, které jsou kviili delsi dobé do splatnosti
nachylnéjsi na zmény v urokovych sazbach viz kapitola 3. Nastupem inflace a bojem proti
ni zvySovanim trokovych sazeb se zdsadnim zpusobem snizila hodnota (potazmo trzni
cena) aktiv této banky (protoze ji drzené dluhopisy s pevnou kupénovou sazbou nebyly
jiz zdaleka tak atraktivni), jinymi slovy banka podlehla tirokovému riziku spojenému s jeji
investiéni strategii. Z duvodu vyssi ceny tvért (a tedy horsi dostupnosti hotovosti) pak
zacali jeji velci klienti vybirat své deposity, aby zvysili svou penézni likviditu. Banka mu-
sela na pokryti téchto vybért prodat znacnou ¢ast svych nyni podhodnocenych aktiv, coz
postupné vedlo k jejimu krachu.

Témito priklady bych rad dokézal, ze rozhodné mé smysl se pravym chvostem distri-
buce ztrat zabyvat. Mira VaR, vsech tuto ¢ast chvostu nedokaze presné charakterizovat,
jak jsme jiz vysvétlili v podkapitole 4.3, proto pouzijeme miru CVaR,,. Jeji interpretace je
primérna hodnota ztrat za hodnotou VaR,,. Tim ziskdme lepsi kontrolu nad extrémnimi
nezadoucimi scénari véetné pripada ilustrovanych histogramem 4.16 vpravo. Ponechme
nyni ptvodni formulaci modelu a zakomponujme CVaR, do periody T1 nésledujicimi
omezenimi.
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Hodnota téchto mér pro distribuci ztrat v T1 predchoziho modelu jsou CVaR, =
0.1767 a VaR, = 0.1297. Pokusme se snizit hodnotu CVaR, na 0.13, tedy priamérné
ztrata 10% nejhorsich scénaru je 13%.

V dusledku pouziti CVaR,u pri zachovani vSech ostatnich parametri vypada nova
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Obrazek 4.17: Vlastni foto.
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Oproti puvodni alokaci (obrazek vpravo) se ndm po pouziti CVaR,u kromé investice
do akciového fondu SPY a fondu kopirujicitho vynos statnich dluhopisi TNX jevi jako
optimalni alokovat urcité bohatstvi rovnéz do realitntho VNQ. Mezi témito sektory neni
vyrazna korelace viz nasledujici mapa historickych korelaci.

-1.00

-0.75

AGG

LQDH

—0.25

TIP

—0.50

VNQ

-0.75

DBC

SPY “TNX AGG LQIDH TIP VNQ DéC
Obrazek 4.18: Mapa korelaci uvazovanych aktiv.
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Dle Moderni teorie portfolia se nam tedy povedlo lépe diverzifikovat portfolio v T1
a tim také snizit jeho trzni riziko. SniZzenim podilu alokace v aktivu TNX jsme vsak také
snizili o¢ekdvany dividendovy vynos z dvodnich 0.0236 (2.36%) na 0.0213 (2.13%), ¢imz
jsme také zhorsili nasi schopnost ziskdvat dostatecny pifjem na troky E(rey1(€)Le(£)),
tedy schopnost plnit podminku (4.17). Patrné to je rovnéz z hodnot proménnych Ev, (&),
Ev;" (€) v jednotlivich obdobich.

T1 T2 T3
Dluh 0.0039 | 0.0065 | 0.0052
Prebytek | 0.0039 | 0.004 | 0.0079

Nadale plati, ze ocekavana velikost pijcky v T2 je vétsi nez ocekavana velikost pre-
bytku. Rovnéz v periodé T1 se vSak velikost ocekdavané pijcky vyrovnala ocekdvanému
prebytku a se snizujici se hodnotou CVaR,u by se zastoupeni ptijéek napri¢ scénari na-
dale zvétsovalo. Snizili jsme tedy trzni riziko portfolia, nicméné na tkor mirného zvyseni
kreditniho rizika. Nez se tedy pustime k celkové analyze vysledki, navrhuji model Ya-
suda-Kasai obohatit pro lepsi kontrolu kreditniho rizika v periodach T1-T3 o posledni
podminku

Ev, (€) < Ev/ (€). (4.18)

Tim si zajistime urcitou kontrolu nad velikosti ocekdvaného dluhu vici ocekdvanému
prebytku. Naposled si tedy zobrazme vyslednou alokaci
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Obréazek 4.19: Ilustrace alokaci po zavedeni podminky (4.18).

Rozdily vuci alokaci pred zavedenim podminky (4.18) jsou jiz spise kosmetické.

Déle si na nasledujcim obrazku 4.21 porovname zménu v nové distribuci ztrat v T1
(vlevo) vuci puvodni distribuci (vpravo). VSimnéme si predevsim, jak se diky podmince
omezeného CVaR, = 13% 7stlacil” histogram smérem doleva. Zmensili jsme tedy pru-
mérnou hodnotu 13% nejhorsich ztrat z puvodnich 17.67%. Pro uplnost hodnota VaR,, je
rovna 9% (oproti puvodni 12.97%).
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Histogram ztrat portfolia v T1
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Obrazek 4.20: Histogramy ztrat vlevo po zavedeni nové miry, vpravo puvodni.
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Nyni si jesté porovnejme histogramy dluht/prebytka v periodé T2, ve které doslo
k nejvétsi zméné implementovanim podminky (4.17) od puvodniho histogramu (vpravo).
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Obréazek 4.21: Histogramy pujcek/piebytkt vlevo novy, vpravo pavodni.
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Nyni uz zbyva pouze doplnit analogickou prehledovou tabulku se zdsadnimi udaji.

T1 T3
Min Max Prameér Min Max Prameér
Prisun depositi 0.00015 | 0.2639 0.1 0.00012 | 0.279 0.102
Vyplaceni deposit 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
Vyplaceni trokt ~0 0.027 0.01 ~0 0.028 0.0102
Bohatstvi 0.665 1.885 1.034 0.59 2.999 1.286
Celkova navratnost | -0.326 0.867 0.0437 -0.08 1.479 0.216
Kapitalovy zisk -0.377 0.867 0.0223 -0.0908 | 1.312 0.1917
Kapitalovy vynos 0.0037 | 0.0939 | 0.0213 0.0002 | 0.1491 0.025
Dluh 0 0.0269 | 0.0039 0 0.0407 | 0.0051
Prebytek 0 0.07 0.0039 0 0.1266 | 0.0079
Urok na zévazcich 0.004 0.039 0.0213 0.0018 | 0.0705 | 0.0228
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Hodnoty v prvnich tfech radcich se nijak nezménily, protoze se jedné o vstupni na pevno
generované parametry. To stejné plati pro trok na zavazcich ry 1 L;.

Celkové vzato neméla pridand omezeni zadny zasadni vliv na vysledky. Pro periodu
T1 mtzeme vlivem nové zavedené miry rizika pozorovat posun extrémnich hodnot celkové
navratnosti a kapitalovych ziskli a vynost smérem k priméru. U minimélnich hodnot to
bylo nasim cilem, u téch maximalnich je to diisledek predevsim mensi alokace ve volatil-
nim aktivu TNX. Zmény v téchto proménnych, le¢ ne tak zasadni, 1ze pozorovat rovnéz
v periodé T3, protoze vliv zmény alokace x se pochopitelné prenasi i do dalsich period
(skrze néklady za transakce). Ocekavany dluh se ndm podatilo udrzet nejhife na trovni
o¢ekdvaného prebytku pro vSechny tii periody (véetné Evr,(€) = Evfy,(€) = 0.0048).
Dobrou zpravou je, ze nase vylepseni ptilis nezhorsilo hodnotu tcelové funkce, konkrétné
kleslo oc¢ekdvané bohatstvi na konci planovaciho horizontu z 1.294 na 1.286. Na druhou
stranu pri objemech penéz, se kterymi velké spolec¢nosti operuji, predstavuji i jednotky ¢i
desetiny procent zasadni zménu. Takova je tedy cena za fakt, Zze jsme pomérné vyznamné
snizili vystaveni trznimu riziku snizenim hodnoty CVaRgg o vice nez 4 procentni body
a rovnéz zkorigovali riziko kreditni.

V ramci shrnuti bych rad uvedl, ze obdobi uplynulého roku bylo podstatnou moti-
vaci, pro¢ se do hloubky ve své praci zamérit na metody popisu a ochrany proti riznym
druhtim rizika, a povazoval jsem za nutné vyzdvihnout jejich dilezitost, stejné jako jejich
aktualnost prostirednictvim popisnych prikladi z realné praxe.

Model Yasuda byl pro tento kol vhodnym kandiddtem, protoze v 90. letech nebyla
kontrola financ¢nich rizik tak zabéhnutd, jak je dnes bézné. Nejvétsi boom v oblasti risk
managementu prisel predevsim po financéni krizi v roce 2008. Ostatné rovnéz k miram
VaR, CVaR vydal Rockafellar sviij ¢lanek [20] az téméf jedno desetileti po implementaci
modelu Yasuda-Kasai. Proto bylo ldkavé otestovat, jaky vliv novéjsi miry na jiz relativné
historicky model mohou mit.

81



4.4. STRUKTURA MODELU YASUDA-KASAI

Kompletni model mé pak pro uplnost podobu nasledujici.
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5. ZAVER

5. Zavér

Hlavni myslenkou této prace bylo rozebrat problematiku optimalni spravy aktiv a pa-
siv. M4 hlavni motivace pro vybér tohoto tématu je ziejméa. Zijeme ve velmi dynamické
dobé, plné udalosti majici silny dopad na ekonomické subjekty, jakymi jsou jak podnika-
telé, tak jednotlivei.

Pandemicka krize zptisobila zasadni vypadek v dodavatelskych fetézcich vedouci primo
k nerovnovaze mezi nabidkou a poptavkou a zvysujici se inflaci. Valec¢ny konflikt vedl v do-
provodu s dalsimi faktory k sokovému narustu cen (predevsim energetickych) komodit,
coz se pochopitelné primo projevilo na spotiebitelskych cenach, neptimo také na zvyso-
vani dani pro firmy v energetickém sektoru piisobicich. Snahy centralnich bank podporit
ekonomiku kvantitativnim uvoliiovanim pak pouze nadale zvysuji infla¢ni tlaky a snizuji
redlnou hodnotu bohatstvi vétsiny z nas.

Skrze tyto priklady by se az mohlo zdét, ze jsme kazdodenné vystaveni riziku ztraty
hodnoty naseho bohatstvi skrze nepredvidatelné udalosti, ¢i vlivem jednotlivci. Kazdo-
denné tedy také vsichni stojime pred otazkou, jakd financéni rozhodnuti v dané situaci
ucinit, abychom nejen své uspory, ale také zavazky ochranili. Ostatné i rozhodnuti pone-
chat své penize na prostém bézném uctu, tedy neprovadét zadné investice a vystavit se
pouze inflacnimu riziku, je také investi¢nim rozhodnutim i s nasledky s nim spojenymi.
S trochou nadsazky si dovolim tvrdit, ze investi¢nimu rozhodnovani se tedy nikdo z nés
nemuze vyhnout, mizeme pouze ignorovat rizika s nasi investiéni (ne)aktivitou spojena.

Nas rozhodovaci proces ovliviuje tedy mnoho faktort jako inflace, ménové kurzy, dané
¢i kreditni rating. Zvlastni pozornost si vsak zaslouzi predevsim tdrokové sazby, jejichz
prudké zvysovani je zvlast v posledni dobé vsudypritomnym fenoménem. Tyto sazby pak
maji zasadni vliv na vynosy jak z dluhopisti, tak akciovych trhi, a tedy zasadni vliv na
vykonost celé investi¢ni strategie.

Mnozstvi zminénych faktorti pak motivuje spravce portfolii vytvaret rizné miry rizika
pocinaje rozptylem jakozto zakladnim kamenem Moderni teorie portfolia, po komplex-
néjsi nastroje, pricemz vhodnost kazdého z nich zavisi na uvazovaném instrumentu, ale
také zvolené investicni strategii.

Za hlavni model pro kryti rizika spojeného se zménou irokovych sazeb povazuji imu-
nizaci portfolia zalozené na kompenzaci irokového a reinvesti¢niho rizika. Diky své ¢asové
povaze je tento pristup spojen predevsim s nastroji generujici pravidelny prijem, jakymi
jsou dluhové nastroje. Bézny vynos z téchto nastroju je pak z myslenky modelu vyuzit ke
splaceni pribéznych zavazki.

Tento model vyuziva duraci a konvexitu jako miru oc¢ekavaného rizika, které mohou
poskytovat pomérné presné idaje v obdobi "rozumnych” zmén trokovych sazeb. S vétsimi
zménami v téchto sazbach se vSak zvysuje jeho nepresnost. Portfolio zalozené na tomto
pristupu je pak casto typu tzv. barbell, tedy alokace je uc¢inéna jak do kratkodobych, tak
dlouhodobych dluhopisti. Pies vSechny dil¢i nedostatky okomentované v 3 je tento pristup
znacné vyuzivany v komercni sféte.

Oblast méfeni a zajistovani rizika (tzv. risk management) vsak neni z dlouhodobého
hlediska kdovijak prehistorickym podoborem finan¢niho inzenyrstvi. Povazoval jsem proto

za zajimavé ¢ast prace vénovat prikladu modelu optimalni spravy aktiv a pasiv japon-
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ské pojistovny Yasuda-Kasai, jenz byl ve své dobé prillomovy, a s odstupem tii desetileti
zhodnotit vnimani a zajistovani proti riziku v té dobé. Podstatnou myslenkou modelu
byla penalizace nedostatec¢nych prubéznych prijmi vedouci ke kreditnimu riziku nemoz-
nosti splacet své zavazky. Mym zasadnim poznatkem a také vytkou bylo nedostatecné
kryti trzniho rizika, kterého bylo dosazeno pouze skrze diverzifikaci bohatstvi napric¢ jed-
notlivymi tfidami aktiv. Absence vyznamné metriky trzniho rizika vede k nedostatecné
kontrole pravého chvostu rozdéleni ztrat portfolia, a tedy moznosti extrémnich poklest
realné hodnoty bohatstvi. Tento nedostatek mé pak pfimo motivoval k implementovani
novéjsi a robustnéjsi metriky CVaR a pri ponechani ptivodni rizikové metriky k otestovani
vlivu na distribuci vynosti a zménu v ocekdvané navratnosti. Scénarovy pristup modelu
k uchopeni nejistoty spojené se vstupnimi parametry mi pak poskytl prilezitost predstavit
znacné zobecnény Browniiv pohyb, jakozto stochasticky proces generujici predikce pohybu
akciovych cen.

Protoze ocekavané riziko je jen jednou stranou mince investi¢niho rozhodnuti, vénoval
jsem priitbéznou pozornost rovnéz metrikam ocekavané navratnosti, které zvlast u aktiv
s pevinym vynosem mohou byt pomérné rozmanité. Za hlavni metriku povazuji tzv. vynos
do splatnosti, jenz bere v potaz celou dobu zivotnosti daného instrumentu. V pripadé
akcii jsem pak zopakoval Markowitziv pristup skrze priamérny historicky vynos, naznacil
vsak i jiné zpusoby jako parametricky Capital asset pricing model se svym rizikovym
parametrem [3.

Svou vlastni roli z hlediska kontroly rizika pak hraje tivodni kapitola, ktera je sice
vedena jako urcité rozsireni Markowritzova modelu, nékteré jeji dil¢i ¢asti vsak tvori za-
sadni dilky sklddacky dalsich dvou kapitol. Tyto dilky maji z hlediska kontroly rizika
zvlastni zastoupeni, protoze se nejedna o klasické rizikové metriky, ale na kontrolu ri-
zika maji podstatny vliv. Prestoze mtize napt. podkapitola 2.2.4 plisobit poné¢kud umeéle,
v navaznosti na tzv. dot-com bublinu (prasknuti investi¢ni bubliny z divodu netimérné
alokace v technologickém sektoru) pak toto omezeni dostédva hlubsi vyznam. Omezeni na
velikost pozice v jednotlivém aktivu pak mtzeme tzce propojit s rizikem likvidnim. Du-
lezitost transakénich naklad na riziko nizsiho nez oc¢ekavaného vynosu pak nevyzaduje
dalsi komentar.

Mnozstvi zdrojt rizika a rozmanitost pristupu k jejich zajisténi tedy velmi komplikuje
optimalni investi¢ni rozhodnuti az jej nékdy muze ucinit takika nemoznym. Z toho divodu
je vzdy podstatné hledat vhodnou rovnovahu kryti jednotlivych zdroju rizik, protoze
prilisna snaha o snizeni vlivu jednoho rizikového faktoru casto vede ke zvySovani jiného,
jak jsme rovnéz ukazali v pripadé trzniho a kreditniho rizika v kapitole 4.

Z hlediska pouziti moznych matematickych technik se pak vicestupnova stochasticka
optimalizace jevi jako nejmocnéjsi technika diky své flexibilité skrze moznou pribéznou
realokaci, ale také diky svému pristupu k modelovani nejistoty skrze scénare mozného
budouciho vyvoje.
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6. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU

6. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

¢ nédhodna veli¢ina
) stfedni hodnota ndhodné veli¢iny
Var(§) rozptyl ndhodné veliciny
t cas
1, 7 indexy pro jednotliva aktiva
x vektor alokace
d(&) navratnost akcie jako ndhodnd veli¢ina

das

%1 s-ta realizace navratnosti akcie j na konci dne ¢

p sttedni hodnota ndhodného vektoru d(&)
3 varianéni matice ndhodného vektoru d(§)
pij teoretickd korelace slozek 1,5

Q bodovy odhad matice X

el

bodovy odhad vektoru u
dy minimalni oc¢ekavany zisk
zr ocekavana navratnost portfolia
zy ocekavany rozptyl portfolia
v~ pujcka
vt prebytek
rs bezrizikova drokova sazba
e transakcéni poplatky
y pomocnd alokac¢ni proménna v kapitole Markowitztiv model
0; bindrni pomocna proménna
M limit na pocet aktiv
a,b parametry pro instituciondlni omezeni v kapitole Markowitziv model
C; kupén z dluhopisu nabyty v case t

N nominalni hodnota dluhopisu
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T investi¢ni horizont pripadné doba do splatnosti dluhopisu

¢ kuponova sazba

P, cena dluhopisu v case t
r(§) trokova sazba

F; finanéni tok
PV, soucasna hodnota toku v case t
CY bézny vynos
EY efektivni vynos

y vynos do splatnosti

DFW' Fisher-Weilova durace

DMAC Macaulayova durace
DM modifikovana durace
K konvexita
Vo pocatecni bohatstvi
~ uvérovy spread
V' bohatstvi
Dy (&) dividendovy vynos z aktiva i v ¢ase t
F,(§) prisun depositi v case t
G, vyplata depositu v ¢ase t
I;(&) vyplata troki v case t
¢ ndhodné proménna pro Wieneriiv proces
J; skokovy proces
x nahodna proménnd pro velikost skoku
7 ndhodna proménna pro prichod skoku
A frekvence skokti
w, 0, ¢ parametry Hestonova modelu

p pravdépodobnostni funkce

z kvantil v kapitole Yasuda-Kasai
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6. SEZNAM POUZITYCH ZKRATEK A SYMBOLU
a pravdépodobnost
VaR,, kvantil value at risk
CVaR,, kvantil conditional value at risk

us pomocna proménna miry CVaR,,
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7. Ukazky programu

Veskeré programy jsou zpracovany v programovacim jazyce Python s pouzitim opti-
maliza¢ni knihovny Gurobi.

import gurobipy as gp
from gurobipy import GRB
import numpy as np
import yfinance as yf

model = gp.Model ("Markowitziv model")

stocks ['AAPL', 'MSFT', 'BAC', 'JPM', 'JNJ', 'PFE', 'KO', 'WMT', 'BA',
'"META', 'AMT', 'CVX', 'GC=F', 'BZ=F', '"TNX', 'AGG', 'LQDH', 'TIP']

closes = yf.download(stocks, start='2015-01-01', end='2021-12-31')['Close']
closes = closes.loc[:,stocks]

daily_returns = closes.pct_change()

d = np.array(daily_returns.mean()*252), Q = np.array(daily_returns.cov()*252)
cO =0.2, rf1 = 0.005, rf2 = 0.04, M =5, xL = 0.02, e0 = 0.001, el = 0.005
J = [lo, 11, [2, 3], [4, &1, [6, 71, (8], [9], [i0], [11], [12, 13],

(141, [15, 16, 1711

b=1[1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1]

x = model.addVars(len(stocks), name='x', ub=0.25)

vl = model.addVar(name='v1l', ub = 0.5)

v2 = model.addVar(name='v2', ub = 1)

delta = model.addVars(len(stocks), vtype = GRB.BINARY, name="Z")
y1 = model.addVars(len(stocks), ub = 0.1, name="y1")

y2 = model.addVars(len(stocks), name="y2")

model .addConstr (gp.quicksum(x[i] for i in range(len(stocks))) -vl1 -v2 == 1)
model .addConstr (gp.quicksum((y1[i]*d[i] - eO*deltali])
for i in range(len(stocks))) + gp.quicksum((y2[i]*(d[i] - el))
for i in range(len(stocks))) - rflxvl - rf2*v2 >= d0)
model .addConstr (gp.quicksum(deltali] for i in range(len(stocks))) <= M)
for i in range(len(stocks)):
model.addConstr(x[i] >= xLxdeltalil)
model.addConstr((1-deltali])*x[i] <= deltalil*(1-deltalil]))
for i in range(len(stocks)):
model.addConstr(x[i] == y1[i] + y2[i])
for j in range(len(b)):
model .addConstr (gp.quicksum(deltali] for i in J[j]) <= b[jl)

obj = gp.quicksum(x[i]1*Q[i,jl*x[j] for i in range(len(stocks))
for j in range(len(d)))

model .setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)
model.optimize ()
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7. UKAZKY PROGRAMU

model = gp.Model("Parovani tokd")
e = 0.002, gamma = 0.005

x = model.addVars(len(bonds), vtype=GRB.INTEGER, 1b = O, name = "x")

VO = model.addVar(lb = O, name = "VO")
vp = model.addVars(len(time), 1lb= 0, name="vp")
vm = model.addVars(len(time), 1b = 0, name = "vm")

model.addConstr (vm[time[-1]] == 0)

model .addConstr (gp.quicksum(data[bonds[i]] ["price"]*x[1i]

for i in range(len(bonds))) + gp.quicksum(data[bonds([i]] ["price"]*x[i]*e
for i in range(len(bonds))) + vp[0] == VO + vm[O])

for t in time[1:]:
model.addConstr (gp.quicksum(F[t,i]*x[i] for i in range(len(bonds)))
+ (1+r[maturity[t]])*vp[t-1] + vm[t] == L[maturity[t]]
+ vplt] + (l+r[maturity[t]]+ gamma)*vm[t-1])

obj = VO

model .setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)
model .write("Parovani.lp")

model .optimize ()
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model = gp.Model("Imunizace")
PV A=[],DA=1[], KA=1[], e =0.002, gamma = 0.003

for i in range(len(bonds)):
PV_A.append (sum((F[t,i]/((1+r[maturity[t]])**t))for t in time[1:]))
D_A.append ((1/PV_A[i])*sum(t*F[t,1i]/((1+r [maturity [t]])**(t+1))
for t in time[1:1))
K_A.append ((1/PV_A[i])*sum(t*(t+1)*F[t,1]/((1+spotRate [maturity[t]])**(t+2))
for t in time[1:]))
PV_L = sum(liabilities[maturity[t]]/((1+spotRate[maturity[t]])**t)
for t in time[1:])
D_L = (1/PV_L)*sum(t*liabilities[maturity[t]]/
((1+spotRate [maturity[t]])**(t+1)) for t in time[1:])
K_L = (1/PV_L)*sum(t*(t+1)*liabilities[maturity[t]]/
((1+spotRate [maturity[t]])**(t+2)) for t in time[1:])

x = model.addVars(len(bonds), vtype=GRB.INTEGER, 1b = O, name = "x")

VO = model.addVar(lb = O, name = "VO")
vp = model.addVars(len(time), 1lb= 0, name="vp")
vm = model.addVars(len(time), 1b = O, name = "vm"

model .addConstr (vm[time[-1]] == 0)

model .addConstr(gp.quicksum(datalbonds[i]] ["price"]*x[i]

for i in range(len(bonds))) + gp.quicksum(data[bonds[i]] ["price"]*x[i]*e
for i in range(len(bonds))) + vp[0] == VO + vm[O0])

for t in time[1:]:
model .addConstr(gp.quicksum(F[t,i]*x[i] for i in range(len(bonds)))
+ (l+r[maturity[t]])*vp[t-1] + vm[t] == L[maturity[t]] + vpl[t]
+ (l+r[maturity[t]]+ gamma)*vm[t-1])
model .addConstr (gp.quicksum(PV_A[i]*x[i] for i in range(len(bonds))) == PV_L)

diffl = model.addVar (vtype=GRB.CONTINUQUS)
absl = model.addVar (vtype=GRB.CONTINUQUS)

model .addConstr (diffl == gp.quicksum(D_A[i]*PV_A[i]*x[i]
for i in range(len(bonds))) - PV_L*D_L)

model . addGenConstrAbs (absl, diff1)

model .addConstr(absl <= 100)

model .addConstr (gp.quicksum(K_A[i]*PV_A[i]#*x[i] for i in range(len(bonds)))
>= PV_L*K_L)

obj = VO

model.setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)
model .optimize ()

model .write("Imunizace.lp")
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7. UKAZKY PROGRAMU

model = gp.Model("Yasuda CVaR")

S = 5000
stocks = ["SPY", "ATNX", "AGG”, IILQDHII, "TIP”, ”VNQ", "DBC"]
time — ["TO", lITllI, ”TQ”, ”TS”]

d={...}»,p={...}, r=4{...} F={...3 I={.2} G=0.1
p=1/8

alpha = 0.9, VO =1, £ = 0.05, LO = 0.5

e = {"T1": 0.01, "T2": 0.05, "T3": 0.12}

model .addVar (name="z", 1b = -100)

N
Il

for t in time:
for s in range(S):
if ¢t = "TO":
V[t, s] = model.addVar()
vplt, s] = model.addVar(vtype=GRB.CONTINUQUS, 1b=0)
vm[t, s] = model.addVar (vtype=GRB.CONTINUOUS, 1b=0)
L[t, s] = model.addVar(vtype=GRB.CONTINUQUS)
if ¢t != "TO" and t != "T3":
for i in stocks:
x[i, t, s] = model.addVar(1b=0, ub = 0.5)
y[i, t, s] = model.addVar(1b=0)

for i in stocks:
x[i, "TO"] = model.addVar(lb = 0, ub = 0.5)

for period_index, t in enumerate(periods):
if t == "TO":
model.addConstr (gp.quicksum(x[stock,t] for i in stocks) - VO == 0)
for s in range(S):
model .addConstr (V[time [period_index+1],s]
-gp.quicksum((1+D[stock] [time[period_index+1],s]
+ d[i] [time[period_index+1],s])*x[i,t] for i in stocks)
== F[time[period_index+1],s] - G - I[time[period_index+1],s])
model .addConstr (gp.quicksum(D[stock] [time [period_index+1],s]*x[stock, t]
for i in stocks) + vm[time[period_index+1], s]
-vp[time[period_index+1], s] == r[periods[period_index+1],s]*L0)
model .addConstr (L[time[period_index+1],s] ==
(1+r[time[period_index+1],s])*L0 + F[time[period_index+1],s] - G
- I[time[period_index+1],s])
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elif t != "TO"
for s in range(S):

model .addConstr (V[time [period_index+1],s] +

1*gp.quicksum(y[i,t,s] for i in stocks)

-gp.quicksum((1+d[stock] [time[period_index+1],s]

+ D[s] [time[period_index+1],s])*x[i,t,s] for i in stocks)

== F[time[period_index+1],s] - G - I[time[period_index+1],s])

model .addConstr (gp.quicksum(x[i,t,s] for i in stocks) - V[t,s] == 0)

model .addConstr (gp.quicksum(d[i] [time [period_index+1],s]*x[i, t, sl

for i in stocks) + vm[time[period_index+1], s]

- vpl[time[period_index+1], s] == r[time[period_index+1],s]*L[t,s])

model.addConstr (L[time[period_index+1],s]

== (1+r[time[period_index+1],s])*L[t,s]

+F[time[period_index+1],s] - G - I[time[period_index+1],s])

for i in stocks:

for s
model.

model.
model .
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if ==
model
model.

else:
model.
model.

and t !'= "T3":

|IT1II :

.addConstr(y[i,t,s] >= x[i,t,s] - x[i,time[period_index-1]])

addConstr(y[stock,t,s] >= x[i,time[period_index-1]] - x[i,t,s])

addConstr(y[i,t,s] >= x[i,t,s] - x[i,time[period_index-1],s])
addConstr(y[i,t,s] >= x[i,time[period_index-1],s] - x[i,t,s])

-gp.quicksum(p*(V["T3",s] - gp.quicksum(e[t]*vm[t, s] for t in time[1:3]))
in range(S))

setObjective(obj, GRB.MINIMIZE)

optimize()

write("Yasuda.lp")
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