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Abstrakt:

Bakalarska prace je zamétfena na feSeni prutovych soustav, predevsSim staticky
neurcitych. Nejprve je uveden teoreticky zaklad prutovych soustav, dale piehled vybranych
metod pro feSeni prutovych soustav staticky urCitych a ndsledné popis metod pro feseni
staticky neurgitych, které jsou demonstrovany na vzorovych piikladech. Ugelem prace je
posoudit moznosti vyuziti metod feSeni staticky neurcitych prutovych soustav v dnesni dob¢,

¢emuz je vénovan zaver.

Abstract:

The bachelors thesis is focused on methods of solving rod systems and that mainly
statically indeterminate. At first is mentioned theoretical basis of rod systems, next
description of selected methods for solving statically determinate rod systems and then
description of methods for solving statically indeterminate rod systems which are
demonstrated on model examples. The purpose of this thesis is to consider the possibility
of using methods of solving statically indeterminate rod systems nowadays, which is devoted

conclusion.
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1. Uvod

Ptihradové konstrukce jsou tvofeny z prutl, nejcastéji pifimych, jez jsou vzijemné
pospojovany ve svych koncovych bodech, které se nazyvaji sty¢niky. Toto konstrukéni feseni
piislo v druhé poloviné 19. stoleti, kdyz bylo potieba piedev§im ve stavebnictvi prekonévat
veliké vzdalenosti. Vysledkem tohoto uspotfadéani je namahéni ptihradovych prvkl - pruta
pouze tlakem, anebo tahem. Takovéto namédhani je vyhodné, nebot umoziluje zmenseni
rozmé&rd prutd a tedy i ekonomickou usporu a snizeni celkové hmotnosti konstrukce. Dal$im
divodem vyuzivani ptihradovych konstrukei je fakt, ze tyto konstrukce bylo mozno v tehde;jsi
dob€ popsat teorii prutovych soustav. Bylo tedy mozné urcovat jejich namdhani, provadét
kontrolu meznich stavli a dimenzovat je pomoci jednoduchych metod. Ptihradové konstrukce
nasly své uplatnéni ve spousté technickych aplikaci, napt.: jefaby, sloupy elektrického vedeni,
ramy strojli, mosty, rozhledny, sportovni stadiony, vyskové budovy atd. Ptihradové

konstrukce jsou velice vyznamnym typem konstrukce, ktery nachazi uplatnéni dodnes.

Obr. 1.1 Priklad ptihradové konstrukce Obr. 1.2 Snad nejznamgj$im ptipadem
stavebniho jetabu [11] ptihradové  konstrukce je
Eiffelova véz [12]

Prutova soustava je vypoctovy model, ktery se vyuziva pii deformacné napétové
analyze piihradovych konstrukci. Zakladni charakteristikou prutovych soustav je model
soustavy tvoreny pruty, jejichZ osy se protinaji v jediném bodé¢, tzv. sty¢niku. Sty¢nik miize

byt v realité, nebo i ve vypoctovém modelu (prutové soustaveé) samostatné téleso, nebo spojen
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s koncem prutu. V praxi jsou pruty pospojovany riiznymi zpusoby, miizou byt napft. lepené,
svafované, nytované atd. Pii vypoctu vSak uvazujeme, Ze je sty¢nik kloubovy a tedy nemuze
prendSet momentové zatizeni. Bliz§i popis prutu a prutovych soustav je uveden v dalSich

kapitolach této prace, spolu s pfehledem metod jejich vypoctu.

wev

Dnes umime vytvofit slozit¢jsi modely pro jiné typy konstrukci a s nastupem
vypocetni techniky dokazeme popsat témét libovolné tvary konstrukci, presto se ptihradové

konstrukce v hojné miie vyuzivaji i dnes, dikazem je moderni architektura.

Obr. 1.3 "Okurka nad Temzi" architekta Obr. 1.4 Terminal 3 mezinarodniho letist¢ v Pekingu je diky
Normana Fostera se miize pyS$nit své piiblizné rozloze vice jak milion ¢tverecnich
fadou prestiznich ocenéni. [13] metrt pod jednou stfechou novou nejvétsi stavbou

na svete. [14]

10



VUT Brno - FSI, UMT BAKALARSKA PRACE

2. Prut v technické praxi

V technické praxi je dulezitou tulohou feSeni probléml spojenych s napjatosti,
deformaci a porusovanim technickych objektd. Touto problematikou se zabyvéa pruznost
a pevnost (dale PP). K popisu napjatosti a deformaci redlnych objektl slouzi modelova télesa,
mozny az srozvojem vypocetni techniky v né€kolika poslednich desetiletich a to hlavné
pomoci metody kone¢nych prvkil (viz kap. 3.2.3). Do té doby byla feSeni mozna pouze
u nekterych geometricky jednodussich téles, zejména pruti. Prut je nejjednodussi modelové
téleso vymezené svymi charakteristikami. Toto vymezeni vzniklo na zdklad¢ experiment

a empirickych pozorovani. [2], [3]

2.1 Vymezeni prutu

PP vyuziva kpopisu realnych konstrukci riznd modelova télesa. Jednoduché
Pti feSeni prutovych soustav se pouzivaji jako teoreticka modelova télesa pruty. Pod pojmem
prut si pfirozené predstavime téleso, které je dlouhé a vzhledem ke své délce je i tenké. V PP
vsak takovyto popis zdaleka nestaci. ,,Prut v PP je teoretickym modelem redlného télesa

“! Pruty jsou tedy

z hlediska napjatosti a deformace a je modelem nejjednodussiho typu.
modelova télesa, kterd spliuji urcité podminky, v literatufe oznacovany jako prutové
ptedpoklady, nebo prutové charakteristiky. Tyto charakteristiky se c¢leni na nasledujici

skupiny:

a) Charakteristiky geometrické

1) Prut je urCen kiivkou y, tzv. stfednici. V kazdém bod¢ stiednice y je definovan priifez
v, ktery obsahuje vSechny body télesa lezici v normalové rovin€. Stiednice y tvoii

2%

spojnici geometrickych tézist’ vSech téchto prarezi .
2) Stiednice y je spojita hladka kiivka konecné délky.

3) Pricny prafez v je jednoduSe, nebo nékolikanasobné souvisla oblast, ohranic¢ena

obrysem, kterou Ize matematicky popsat prifezovymi charakteristikami (viz kap. 2.3).

! JaniGek P., Ondragek E., Vrbka J., Buria J.: Mechanika téles — pruznost a pevnost I, strana 55.

11
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4) Délka stiednice y je podstatné vétsi, nez nejvetsi rozmeér pricného priurezu y.

b) Charakteristiky vazbové a zatézovaci
1) Vazby omezuji jen posuvy a thly natoceni stfednice .
2) Veskeré zatizeni, tzn. plsobeni sil, liniovych sil a silovych dvojic, pisobi pouze na
stfednici .
¢) Charakteristiky deformacni
1) Strednice y je spojitd a hladka kiivka v celém pribéhu deformace.
2) Jednotlivé pficné prafezy w zGstavaji v pribéhu deformace pficnymi prifezy,
tzn. jsou rovinné a kolmé na stfednici y, ktera se mize deformovat. Pouze dochazi
k jejich vzajemnému piiblizovéani/oddalovani, nebo k nataceni kolem y.
d) Charakteristiky napjatostni
1) Napjatost v kazdém bod¢ prutu je urCena norméalovym a smykovym napétim v fezu
kolmém na y. Jedna se o zvlastni typ napjatosti, ktery se oznacuje pojmem prutova
napjatost. [2]
Pruf Strednice vy .
Prurez v
Obr. 2.1 Prut
2.2 Klasifikace pruti
Pruty mizeme délit dle riznych hledisek:
a) Hledisko geometrie prutu

1) podle kiivosti stiednice:
- pruty pfimé

- pruty kiivé, rovinné

12
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b)

d)

- pruty kiivé prostorové
2) podle uzavienosti sttednice:
- pruty oteviené
- pruty uzaviené
3) podle hladkosti stfednice:
- pruty s hladkou stiednici
- pruty s kone¢nym poctem bodu nespojitosti
4) podle poméru charakteristického rozméru piicného prifezu k poloméru kiivosti:
- pruty slabé zaktivené
- pruty siln¢ zakiivené
5) podle proménlivosti prafezu podél stiednice:
- konstantniho prafezu
- proménlivého prifezu (spojite, skokove, vruby...)
6) podle tvaru pri¢ného priiezu:
- pruty elementarni
- profily
- pruty obecného prifezu
7) podle nataCeni priifezu podél stiednice:
- neSroubovy

- Sroubovy

Hledisko vazeb

1) pruty volné

2) pruty vazané

Hledisko zatiZeni

1) pruty zatizené jednoduse

2) pruty zatizené kombinované

Hledisko vazeb mezi stupném prostorovosti a geometrie a prostorovosti deformace

1) pruty rovinné geometricky i deformacné
2) pruty rovinné geometricky a deformacné prostorové

3) pruty prostorové geometricky i deformacné [2]

13
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vrw

2.3 Geometrické charakteristiky piricného priiezu

Mechanické vlastnosti prutu jsou vyznamné zavislé i na tvaru prafezu y. Tento prifez
popisujeme nékolika veli¢inami, pod souhrnnym nédzvem priufezové charakteristiky.
U geometricky jednoduchych prifezti je vypocet téchto charakteristik jednoduchy,
u komplikovangjsich normalizovanych priiezt jako jsou profily I, T, U, L, H apod. jsou tyto
hodnoty tabelovany pro usnadnéni vypoctu. Pfi urCovani geometrickych charakteristik

vvvvvv

hodnoty secteme.

a) Plocha
Plocha prifezu je dulezitd predevS§im pro vypocet tlaku/tahu. Jedna se

o charakteristiku nezavislou na soufadném systému a je definovana vztahem:
§=],ds [m?]
b) Linearni momenty
Linearni momenty jsou zavislé na volbé soufadného systému. Vztahuji se tedy k osam
y,zaproosyy’,z’, které jsou vici y, z posunuté, nebo pootocené, je nutno jejich hodnoty
pfepocitat pomoci transformacnich vztahti. Pomoci linearnich momentl se urcuje poloha

tézisté T prlfezu y vztaZzend k soufadnému systému. Linedrni momenty jsou definovany

vztahy:
Uy = f, z-dS [m’] U, = [, y-dS[m’]
Vztahy pro vypocet polohy téziste jsou:

U, [, yds U [, z:ds
yr=g="—m] zr=F =2—m]

¢) Kvadratické momenty
Kvadratické momenty jsou podobné jako momenty linearni vztazeny k soufadnému
systému a pro jiny soufadny systém se prepocitavaji pomoci transformacénich vztaha.
Pti pootoceni soufadného systému se k ndzornému zobrazeni vyuzivd Mohrova kruznice.
Pro pfepocet pro posunuty souradny systém pouzivame Steinerovu vétu. RozliSujeme
nekolik typi kvadratickych momentt:

- osové kvadratické momenty J,, J. vztaZzené k osdm y, z:

Jy = [, z%-dS [m’] Jz = [, ¥*-dS[m’]

14
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- devia¢ni kvadraticky moment J,. vztazeny k soufadnému systému y, z:

Jyz = [, y-z-dS[m]
- Polarni kvadraticky moment J, vztaZzeny k polu:
Jp = fl[) r2-dS [m*], kde ¥ = y* + 2°
d) Prifezové moduly
Prifezové moduly se pouzivaji pro vypocet extrémnich hodnot napéti v pficném
prafezu a to zejména pii ohybu a krutu.
- Modul prifezu v ohybu:

W, _1 [m’], kde J, je osovy kvadraticky moment k ose ohybu a 4, je vzdalenost
=jo

krajnich vldken od této osy.
- Modul prifezu v krutu:

- Wk_ Jp [m’], kde J, je polarni kvadraticy moment k ose krutu a R je vzdalenost
~R

krajnich vlaken k této ose. [2], [3]

2.4 Vysledné vniti‘ni acinky

Pfi urCovani napjatosti a deformace télesa navazuje PP na poznatky ze statiky. ,,4by
uloha byla resitelnd, nahradime obecnd napéti v rezu staticky ekvivalentné vyslednici silovou
?V a momentovou ﬁy v 1&Zisti pricného privvezu.” * Silova ?V a momentova ﬁy vyslednice
jsou popsany kazda ttemi slozkami, jejichz velikosti se urcuji na zaklad¢ statické rovnovahy
uvolnéného prvku a souhrnnym nazvem je oznacujeme jako pribéhy vyslednych vnitinich
einktt (VVU). .Znalost urcovini VVU je nutnym predpokladem zviddnuti problému
pruznosti prutii. VVU jsou pomocné veliciny, popisujici namdhdni prutu a umoziwjici nalézt
predem nebezpecnd mista prutu (tj. mista s nejvétsim namahanim.) >

Pro popis VVU v mist stfednice prutu zavadime lokalni soutadnicovy systém, jehoz
v ptipad¢ zakiiveného prutu je totozna s tecnou stfednice. Osy y a z jsou na ni kolmé, tudiz
lezi v priitezu y. Jednotlivé slozky VVU nazyvame podle sméru pisobeni takto:
N - normalova sila, plisobi ve sméru osy x a zptsobuje namahani tlakem/tahem

T, (T,,T,) - posouvajici sily, pisobi ve smérech os y, z a zplisobuji namahani smykem.

% Bursa J., Janiek P. Hornikova J., Sandera P., Pruznost a pevnost, str. 13.
3 Buria J., Jani¢ek P. Hornikova J., Sandera P., Pruznost a pevnost, str. 14.

15
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My - kroutici moment, plisobi ve sméru osy x a je odezvoa na naméahani prutu krutem.

My, My, - ohybové momenty, piisobi ve smérech os y, z a jsou odezvou na namahani prutu
ohybem.

Je-li zvypodtenych slozek VVU nejvyse jedna slozka nenulovd, mluvime

o jednoduchém namahani. Jestlize je nenulovych slozek vice, mluvime o naméhani

kombinovaném. V tomto piipadé se pro urCeni velikosti ekvivalentniho napéti uziva

redukované napéti, jehoz velikost se uré¢i pomoci podminky plasticity HMH, nebo Tyax.

(2], [3]

Y P

Obr. 2.2 Zatizeni stiednice prutu 7

2.5 Deformace, zatiZeni a vazby

Odezvou télesa na zatizeni je napjatost a deformace. Nekteré z téchto deformaci
mohou byt omezeny vazbami. Pfi vytvaieni modelu konstrukci pomoci prutii, mohou vazby
omezovat pouze deformace jejich stiednice. Omezenim deformaci piicného priufezu by
zpusobovalo napjatost v fezech kolmych k pficnému prifezu a nejednalo by se o prutové
téleso. ,,Vazba prutu v prosté pruznosti prutii smi omezovat jen deformaci strednice a

’. ’ 1% 1Y o v v . 4
vzdajemné nataceni rezil kolem tecny strednice.”” [2]

Jednotlivé typy vazeb délime dle zpisobu omezeni deformace stiednice. Dle zptisobu,

jakym omezuje vazba pohyb télesa (pro 2D tulohy) rozliSujeme tyto vazby:

a) Obecna vazba (0) omezuje pouze posuv v jednom sméru.

b) Rotacni vazba (r) omezuje pouze posuv ve dvou na sebe kolmych smérech.

* Jani¢ek P., Ondracek E., Vrbka J., Buria J.: Mechanika téles — pruznost a pevnost I, strana 85.
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¢) Posuvna vazba (p) omezuje pouze posuv v jednom smeru a natocent.

d) Vetknuti (n) omezuje posuv ve dvou na sebe kolmych smérech a natoceni. [1]

Pti teSeni ulohy PP uvoliiujeme téleso silovym ptlisobenim, které je zavislé na
charakteru vazby. Dal§im krokem je urceni poctu nezavislych neznamych parametra u, jehoz

hodnotu porovname s poétem podminek statické rovnovahy o. [2]
M < v -Prut je ulozen staticky preurcené a mohou nastat dva ptipady.

a) (v -p) podminek statické rovnovahy je splnéno, téleso je ulozeno pohyblivé, avsak ve
statické rovnovaze.

b) Neni splnéna podminka statické rovnovahy télesa (prutu), jedna se o ulohu dynamiky
a namisto rovnic statické rovnovahy sestavujeme rovnice pohybové. Pohyblivost

télesa odhalime z kinematického rozboru, ktery pifedchazi pted rozborem statickym.

p =v - Prut je ulozen staticky urcité, nema zadny stupen volnosti a stykové vyslednice lze

spocitat z rovnic statické rovnovahy.

p > - Prut je ulozen staticky neurcité. Nezavislych parametri je vic, nez podminek statické
rovnovahy, tudiz v tomto piipad¢é nejsme schopni vypocitat stykové vyslednice pouze
z podminek statické rovnovahy. Ze vztahu s = u - o urime stupen statické
neurcitosti s. Pro dalsi feSeni vyjmeme vhodné ze soustavy s prebytecnych vazeb,
¢imz se soustava stane staticky uréitou. Odebrané vazby nahradime silovym, nebo
momentovym pusobenim (dle charakteru odebrané vazby) a piedepiSeme zde
deformac¢ni podminku pro zajisténi statické ekvivalence soustavy.Velikost tohoto
pusobeni zjistime z deformacnich podminek pomoci deformacni (viz kapitola 3.2.2),

nebo silové metody (viz kapitola 3.2.1). [1]

a) b) c) d)

£ X
777777 ‘§§i> 777777

Obr. 2.3 Typy vazeb s vyznacenymi moznymi zpisoby pohybu - a) obecnd vazba, b) rotacni vazba,
¢) posuvna vazba, d) vetknuti.

I
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2.6 Mezni stav vzpérné stability

Pti analyze a navrhovani konstruk¢énich prvki zatézovanych tlakem je kromé mezniho
stavu pruznosti jest¢ potieba kontrolovat, zda nenastava jiny nebezpecny mezni stav - mezni
stav vzpérné stability. Pokud zatizime dlouhy a §tihly prut na jeho koncich postupné rostouct
tlakovou silou, bude se nejprve podle ocekavani stlaCovat. Po piekroceni jisté hodnoty
zatézujici sily dojde ale k jeho vyboceni. Dominantnim namahanim se stava ohyb, prut stale
vice vybocuje a nakonec dojde k jeho poruseni. Jednd se o mezni stav, ktery nastdva nahle,

piekroCenim urcité hodnoty Fi,..

5

stladeni

Obr. 2.4 Mezni stav vzpérné stability [2]

Rozhodujicim parametrem, jestli ke ztraté vzpérné stability dojde, je délka prutu a zda
tlakova sila plsobi v tézisti ptiéného prifezu (centrické zatizeni), nebo je vychylena

(excentrické zatizeni). Pruty zatizené tlakem délime na:

a) dlouhé pruty stlacované centricky
b) pruty stfedni délky stlacované centricky
c) pruty stlacované excentricky

d) sloupy, nebo kratké pruty stlacované excentricky
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2.6.1 Dlouhé pruty stlacované centricky
Kritickd sila pro prekro¢eni mezniho stavu vzpétné stability pro dlouhé, centricky

zatizené pruty se téz oznacuje jako Eulerova kriticka sila a vypocita se ze vztahu

Fkrit = —2, nebo =

Soucinitel o je soucinitel zohledriujici uloZeni prutu. Jeho velikost je patrnd z obrazku
2.4. Soucinitel i je polomér osového kvadratického momentu prifezu, ktery vychazi ze vztahu
J =S . Podil I /i pak nazyvame §tihlostni pomér. Stihlostni pomdr je pro zafazovani pruti
do jednotlivych kategorii vhodné&j$i, nez vlastni délka prutu. Pomér Fj,;, / S se pak oznacuje
jako kritické napéti. Kritické napéti je takové zatizeni plochy priifezu, pii kterém dochazi

ke ztrat€ vzpérné stability.

Prut spada do kategorie dlouhy centricky zatizeny, jestlize jeho Stihlostni pomér je

vetsi, nez (1 /i);. Tento mezni pomér vypocitdme vztahem

(1): 2’0 E
i) R,
Dz B = 9 A |F
E
PR Pk IR
¢
o=1/4 o=1 a=2 o=4

Obr. 2.5 Soucinitel a pro rizné typy ulozeni: a) vetkniti - volny konec,
b) kloub - kloub, c¢) vetknuti - kloub, d) vetknuti - vetknuti
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2.6.2 Pruty stiredni délky stlacované centricky
Jestlize je skutecny Stihlostni pomér mensi, nez (I / i);, pak prut spada do kategorie

prut stiedni délky centricky zatizeny. Pro tyto pruty je na zdklad¢ rozsahlych experiment
nevrzena fada empirickych vztahi,vyjadiujicich zévislost mezi kritickym napétim, Stihlostnim

pomérem a materidlovymi charakteristikami. Naptiklad Johansoniv vztah:

2
Flerit (Re 1} ]
=R, —|—=| —
S 2 1 o-E

2.6.3 Pruty stla¢ované excentricky

vVt w

prifezu. Navic nelze vyrobit ani prut s dokonale rovnou stfednici. I kdyz jsou tyto odchylky

¢asto velmi malé, je vhodné je do vypoctu zahrnout. Pak se pro vypocet napéti uziva vztah:

RCC

F_
1 + -SecC ||
2 2:i ) E-S

kde R.. je mez kluzu v tlaku, e je vzdalenost, o kterou je nositelka zatézné sily vychylena

od stfednice, 4y je vzdalenost krajnich vldken od osy osového kvadratického momentu. Tento
vztah se taky nékdy nazyva jako sekantova rovnice. Silu F' nelze ze vztahu explicitné vyjadiit,

proto se pro jeji ureni pouzivaji numerické metody.

x|

(a) (b)

Obr. 2.6  Schéma excentricky zatizené¢ho prutu [10]
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2.6.4 Sloupy, nebo kratké pruty stlacované excentricky

Kratké pruty zatizené tlakovou silou, s nositelkou na stfednici prutu se vypocitavaji
pomoci Hookova zdkona. Pii excentrickém zatizeni je pak velikost napéti v prutu dano
souctem napéti zpisobenych tlakem a ohybem. Za kratky prut se povazuje takovy, u kterého
je pruhyb v disledku ohybu mensi, nez zvolena hodnoty excentricity e. Napiiklad je-li tato

hodnota mensi, nez 1% e, pak rovnice pro mezni Stihlostni pomér je

Jestlize je skutec¢ny Stihlostni pomér vétsi, nez (I / i),, pak se nejedna o kratky prut
a musime pouzit sektantovou rovnici.  [10]

F
Obr. 2.7 Excentricky zatizeny kratky prut [10]
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3. Prutové soustavy

Jak jiz bylo zminéno v uvodu, prutova soustava je vypoctovy model pii deformacné
napétové analyze piihradovych konstrukci. Prutové soustavy jsou tedy tvofeny z prutd,
jejichz osy se protinaji ve sty¢niku. Je pro né charakteristické, ze vazby pruti mezi sebou
1 vazby se zdkladnim télesem jsou modelovany jako rota¢ni kinematické dvojice. Toto
uspofadani zpusobuje, e jedinou nenulovou slozkou VVU je norméalova sila a prut
je namahan pouze na tah/tlak. RozliSujeme prutové soustavy staticky urcéité a staticky
neurcité. Jejich popisu a metoddm jejich feSeni vramci PP jsou vénovany nasledujici

kapitoly. [2], [9]

3.1 Staticky urcité prutové soustavy

Prutové téleso je téleso tvofené pruty a styCniky, které prenasSeji pouze sily. Pro
kazdy stycnik Ize sestrojit dvé rovnice silové rovnovahy pro rovinnou soustavu a tii pro
soustavu prostorovou. Pro staticky urcité soustavy musi byt splnéna nutnd podminka statické
uréitosti p = 2n - 3 pro rovinnou soustavu a p = 3n - 6 pro prostorovou soustavu, kde
n oznacuje pocet sty¢nikd a p pocet prutli. Jind podminka statické urcitosti je, aby po vyjmuti
postupné kazdého prutu vznikla soustava s pravé jednim stupném volnosti. Obecné plati:
wsoustava je staticky urcita, jestlize soustava rovnovaznych rovnic, vyjadrujici rovnovahu ve

v o7y , RNV,
stycnicich prutové soustavy, md jediné a netrividlni reseni.

I pti splnéni podminek statické urcitosti miizou nastat nékteré specialni ptipady, na
které je potteba davat pozor. Napiiklad na obr. 3.1 je soustava, kterd spliiuje podminku
statické urcitosti (9 = 3-6 - 3). Avsak cast prutové soustavy A, B, C, D je ulozena staticky

neurcité a ¢ast D, E, F, B je ulozena pohyblive.

C

D

Obr. 3.1 Soustava s pohyblivymi sty¢niky E a F (mechanismus) [5]

> Julis K., Brepta R. a kol: Mechanika I. Dil, strana 143.
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Dalsi piipad je zachycen na obr. 3.2. Rota¢ni vazba prutu 1 umoziuje jeho rotaci a
tedy 1 (omezeny) posuv bodu A ve sméru kolmém k prutu. To obdobné¢ plati i pro body B a C.
ProtoZe se protinaji osy prutl 1, 2 a 3, mlze se "trojuhelnik" ABC pohybovat kolem tohoto

bodu. Ten je okamzitym stfedem otaceni, nebo-1i pdlem pohybu. Trojuhelnik tedy ma 1 °V.

1

N T~ N _- . ~\
Al + |

Obr. 3.2 Pdl pohybu trojuhelnika ABC [5]

Na obr. 3.3 je zachycen dal$i ptipad, kde sila plisobi v ose prutu 1 a ostatni pruty
zadnou silu nepfenaseji. Nezatizené pruty 2 a 3 nazyvame nulové. V soustavé vSak jsou

dualezité, nebot’ zamezuji pohybu.

Obr. 3.3 Nulové pruty 2 a 3 [5]

Pro feSeni staticky urcitych prutovych soustav je vypracovano nékolik metod. Nékteré

z nich si ptiblizime v dal$ich podkapitolach, kde budou aplikovany na stejném ptikladu. [5]

3.1.1 Uloha 1 - prutova soustava staticky uréita

Zadani: Urcete sily v prutech v soustavé dle obrazku.

Obr. 3.4 Zadani tlohy 1
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Klasifikace vazeb:
Vnéjsi vazby:
A'-obecna=>¢&, =1
B' - rotacni => &g =2

Kinematicky rozbor:

i=(-1)i-%§-n+3,

BAKALARSKA PRACE

Vnitini vazby:

A, E -rota¢ni se 2ma ¢leny =>&, =4 ;& =4
B, D - rota¢ni se 3mi ¢leny =>&=6;& =6
C - rota¢ni se 4mi Cleny =>§=8

kde i oznacuje pocet stupiii volnosti, n je pocet ¢lent (pruti +
sty¢niki), i, pocet stupiili volnosti volného télesa (6 pro 3D, 3
pro 2D), & pocet omezenych parametri omezenych i-tou
vazbou, 0 pocet omezenych deformacnich parametrii a # pocet

stycnikii.

i=(13-1)°3-(1+2+4+4+6+6+8)-5+5=0

0 = 0 => Soustava je ve statické rovnovaze.

Uvolnéni:

Fe C ) E Fe

i

: Fu A

o

-
m
\/ T
-

A\t
N\

Obr. 3.5 Uvolnéni prutu 2 soustavy

Obr. 3.6 Uvolnéni sty¢nikti ulohy 1

Na obr. 3.5 je uvolnény prut 2. Tento prut je ve statické rovnovaze, odtud:

-FC2 + FE2 =0

F> = Fg* =F,

Aby byl prut ve statické rovnovaze, musi platit rovnovaha sil Fc a Fg. Tyto 2 sily

nahradime jedinou silou F,

ktera plsobi na sty¢niky C a E. Tato nahrada redukuje pocet

neznamych a obdobné plati pro v§echny pruty. Tento krok je jednoduchy a proto neni dale jiz

uvadén.
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Staticky rozbor:

a) vné&jsi:

Np = {Fax, Fpx, Fpz} =>p =3

2D uloha=>v =3

Sex= W - b =0 => Soustava je vnéj$n¢ staticky urcita.

b) vnitini:
2n-3=p
2:5-3=17

Sin=Pp - (2'n - 3) = 0 => Soustava je vnitin¢ staticky urcita

Vypocet stykovych sil v podporach:

Z podminek statické rovnovahy =

Fo A

A “

z:t ¥

B |f,

d d

Obr. 3.7 Vypocet stykovych sil v podporach tlohy 1

Y2Fx=0: Faxt+Fpx=0 => Fax= - Fgx

XF;=0: F-Fgz=0 => EE:_F

EMy=0: Fgxa-F2a=0 => Fpx=2F
Fax=-2F

BAKALARSKA PRACE

Kinematicky rozbor, staticky rozbor a vypocet vnéjSich stykovych vyslednic

je spolecny pro vSechny metody feSeni staticky urCitych prutovych soustav. V dalSich

kapitolach nasleduje vyklad jednotlivych metod, spolu s jejich ukazkou.
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3.1.2 Sty¢nikova metoda

Sty¢nikova metoda je zaloZzena na uvolnéni sty¢nikt. Sty¢niky uvoliiujeme bud’
postupné (postupna sty¢nikova metoda), nebo vSechny najednou (obecna sty¢nikova metoda).
Tim ziskdme soustavu rovnic silové rovnovahy - pro kazdy sty¢nik 2 rovnice (3 rovnice pro

3D tlohy).

Postupnd sty¢nikova metoda se vyuziva pfi feSeni bez vyuziti vypocetni techniky.
Vypocet zacina ve styCniku se dvéma pruty, ve kterém zaroven zname vné&js$i zatizeni
na sty¢nik, nebo vazebnou vnéjsi stykovou vyslednici v tomto stycniku. Z rovnic pro sty¢nik
jsme schopni urcit jaké sila bude ve kterém z prutli. Sila v tomto prutu ma stejnou velikost
a opacnou orientaci, nez sila, kterou tento prut ptisobi na dalsi sty¢nik. Postupnd sty¢nikova

w7

uvolnovat. Tato metoda je demonstrovana na vypoctu prikladu.

Pokracovani ulohy 1 (viz obr. 3.4) postupnou sty¢nikovou metodou:

F
E: x: 0.707F +F=0 = B=- 0,707 Tab. 3.1 Vysledné sily v prutech
:-F,-0,707'F;=0 = F,=F -
oo ’ ’ Prutj| Sila [KN]
A: x: FaxtF;=0 = F,=2F 2 10
z: Fg=0 = F3=0 3 | 14,144
4 10
F
C: x: -F7-0,707"Fs + F, =0 = Fyj=-——— 5 -14,144
0,707 6 -10
z: 0,707'Fs+F4 =0 = F,;=F 7 20
D: x: -F4-F3:0,707=0 => F¢=-F 8 0

Obecnad sty¢nikova metoda se od postupné lisi tim, Ze se najednou vytvoii vSechny
rovnice vSech sty¢nikli a tim ziskame soustavu 2n rovnic (3n pro prostorovou ulohu). Tyto
rovnice se pak najednou vytesi napt. Gaussovou eliminacni metodou. Vyuziva se hlavné

pii feSeni slozitéjsich prostorovych tloh s vyuzitim vypocetni techniky. [5], [6]

3.1.3 Cremonova metoda

Cremonova metoda se podobd metodé stycnikové s tim rozdilem, Ze sily ve sty¢nicich
reSime graficky. Graficky, popfipad¢ pocetné, vyiesime vnéjsi stykové vyslednice prutové
soustavy, kterou v tomto kroku tvofi prutové téleso. Dale ve zvoleném méfitku nakreslime

feSenou soustavu a sestrojime pro prutové téleso uzavieny silovy obrazec vnéjSich sil
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a vn¢jsich stykovych vyslednic v takovém poradi, jak za sebou nasleduji ve zvoleném smeéru
ob¢hu vnéjsich pruti soustavy. Pii vypoctu vnitinich sil v prutech Cremontv obrazec
za¢iname kreslit od sty¢niku se dvéma pruty s nezndmymi osovymi silami. Sestavime silovy
obrazec, ktery tomuto stycniku nalezi a stale dodrzujeme zasadu, ze sily v obrazci odpovidaji
zvolenému kladnému sméru. Pii dodrzeni této zasady ziskame uzavieny silovy obrazec, jehoz
slozky se vzajemné neprotinaji. Velikosti sil v jednotlivych prutech ziskdme odectenim ze
silového obrazce a porovnanim velikosti s méfitkem. Tato metoda je vhodnd pro fesSeni
rovinnych soustav, kde muize byt i rychlejsi, nez sty¢nikova metoda, avSak jeji rychlost
1 presnost zavisi na zrucnosti feSitele. Tuto metodu dnes nahrazuji jiné, predevsim diky

dostupnosti vypocetni techniky. [5], [6]

Reseni tlohy 1 Cremonovou metodou:

E:

/\ — ? F.
Fz ? F? \, ] FE

FAX FS‘

-Fe . Tab. 3.2 Vysledné sily v prutech
A
Prutj] Sila [kN]

& X 2 10

w K 3 | -14,144
it 4 10

£ 5 | -14,144
F, 6 -10
F: . ~Fux . Fex 7 20

Obr. 3.9 Vysledny Cremoniiv obrazec 8 0
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3.1.4 Prusecna metoda (Ritterova)

V soustavé prerusime fezem tii (u prostorové soustavy Sest) pruty tak, ze sily
v prerusenych prutech tvofi staticky feSitelnou silovou soustavu. Jejich velikosti se urci
z pouzitelnych podminek rovnovahy a to bud’ graficky, nebo pocetné sestavenim rovnic silové
rovnovahy. Tato metoda umoznuje rychlé feSeni 1 u slozitych prutovych soustav. Velikou
vyhodou pfi vypoctu sily v konkrétnim prutu je fakt, ze staci vypocitat sily preruSenych pruta

a nemusime urcovat sily ve zbyvajicich prutech. [5], [6]

Reseni Glohy 1 prise¢nou metodou pro uréeni sil v prutech 5, 6 a 7:

Rez E

LM
My

N

T

®@®m=> o
© ) |

@§%‘ ~ 70 0.
S/

Obr. 3.10 fez prutovou soustavou Obr. 3.11 sily v prerusenych prutech

s

Z podminek statické rovnovahy:

2My.,=0: -Fga-Fa=0 = F¢=-F F¢=-10kN
2F;=0: F+0,707- Fs=0 =>Fs;=-1,414F Fs=-14,14kN
XFx=0: -F7-0,707'Fs -F¢=0 =>F;=2F F,=20kN

3.1.5 Metoda momentovych souc¢ta (Miiler-Breslau)

Pro libovolné zvoleny bod jsme schopni pfedepsat podminky silové rovnovahy, jako
podminku momentové rovnovahy daného sty¢niku k tomuto bodu. Pro » sty¢nikl jsme tedy
schopni vytvofit » momentovych rovnic, kde sila v kazdém prutu se vyskytuje ve dvou
rovnicich (pro oba sty¢niky, které jsou prutem spojeny). Vhodnou volbou i bodi, ke kterym
pocitame momenty ziskame i-n momentovych rovnic. Jejich sectenim Ize ziskat rovnici, kde

se vyrusily vSechny sily v prutech, az na jednu, kterou chceme urcit. [5], [6]
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Reseni Glohy 1 metodou momentovych souétd, chceme-li znat sily v prutech 4 a 6:

Styél’lﬂ( D: z MyB . +F4-a+0,707-F3-a =0
Styénik D: Y Myc : Fa-0,707Fya =0
-F-a+F4sa =0 = Fys=F=10 kN

Stycnik E: Y Mya: -F-2a-0,707-F52a =0/:2
Styél’lﬂ( D: z Myc . -F¢a+0,707-Fs-2a =0
-F-a-Fgqa =0 =>F¢=-F=-10KkN

3.1.6 Metoda myslenych kloubu

Metoda myslenych klubti slouzi k zjednoduSeni feSeni prutové soustavy. Jeji podstata
spo¢iva v nahrazeni Casti soustavy kloubem. Ten je umistén v priniku os prutl, které jsou
vazany v nahrazené Casti soustavy takovym zplisobem, aby byla zachovana ekvivalentnost
puvodni a ndhradni soustavy. Vypocet ndhradni soustavy je proveden nékterou z vyse
uvedenych metod. Pokud nés zajimaji vnitini silové ucinky v prutech, které byly odebrany pfi
zjednodusSovani, pak je mizeme vypocitat na puvodni soustavé, kde uz zname vnitini sily

v ostatnich prutech. [7]

Je déna prutova soustava, viz obr. 3.12. Osy prutl 3, 4 a 6 a tedy i nositelky jejich
vnitinich sil se protinaji v jediném bod¢ - Mk. Je zfejmé, Ze pokud nahradime pruty 9, 10 a 11
a sty¢niky D, D', a D" jedinym sty¢nikem D, ktery bude umistén v bodé¢ Mk, vznikla soustava
bude ekvivalentni a tedy i1 vnitini sily v prutech 2 az 8 budou shodné pro puvodni
1 zjednoduSenou soustavu. ZjednoduSena soustava je shodna s ulohou 1 feSenou jinymi

metodami vyse.

Obr. 3.12 Metoda myslenych kloubi
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3.1.7 Metoda neurcitého méritka

Metoda je zaloZena na uvaze, zZe sily v prutech jsou pifimo umérné zatézujici sile.
Zvolime si silu v jednom prutu, vyfeSime soustavu a ur¢ime, jak velikou silou by soustava
musela byt zatizena, aby vyvolala vypocitané sily v prutech. Dle tivahy porovname tuto nami
vypocitanou silu se silou zatézujici a z pomeéru téchto sil ziskdme tzv. méfitko. Po vynasobeni

vypocitanych sil timto méfitkem urcime sily v prutech pro zadané zatizeni. [5], [6], [7]
Reseni Glohy 1 (viz obr. 3.4) metodou neur¢itého méfitka:

Volime: N5 = 10kN

C: x:-F7-0,707'Fs+ F,=0 => 0,707 Fs=-F' =>F=7,07kN

z: 0,707 Fs+ F4=0 = F;=F =>F,=7,07 kN
F
E: x:0,707F;+F'=0 => F;=-—— =>F;=-10kN
0,707

z: -F,-0,707"F;=0 = F,=F =>F, =7,07 kN

A: x: Faxt+F;=0 = F;=2'F =>F; = 14,14kN
z: Fg=0 = Fg=0 =>F¢=0

D: x:-F4-F30,707=0 => F¢=-F =>Fg=-7,07kN

Zatézujici sila F' vysla 7,07 kN, skutecna zatézujici sila F je vSak 10 kN. Méfitko je
tedy m= % = 1,414. Po ptendsobeni vSech sil v prutech 2 az 8 méfitkem m ziskdme

skutecné sily v téchto prutech.

Tab. 3.3 vysledné sily v prutech

Prut j | Sila [kN]
2 10
3 -14,144
4 10
5 -14,144
6 -10
7 20
8 0
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3.1.8 Metoda nahradnich pruti (Henneberg)

Metoda umoziuje upravu prutové soustavy takovym zpilisobem, Ze umozni snazsi
feSeni pomoci jiné metodou. Ze soustavy odejmeme vhodny prut a jinam do soustavy
pro zachovani nepohyblivosti soustavy ptiddme prut ndhradni. Odebrany prut se nahradi silou
pro zachovani silové rovnovahy a urci se sily v ostatnich prutech vyvolané pouze touto
nahradni silou. Poté se urci sily v prutech vyvolané pouze vnéjSim zatizenim, to znamena,
ze nahradni silu v odebraném prutu v tomto kroku neuvazujeme. Naslednou superpozici obou
silovych stavli docilime toho, ze sila v ndhradnim prutu je nulova. V tomto okamziku udava

hodnota néhradni sily silu v odebraném prutu. [5], [6], [7]

Soustava na obrazku 3.9 nemd zadny sty¢nik, ve kterém by se stykaly pouze dva
pruty. Jeji feSeni je obtizné, protoZe ji nelze fesit naptiklad postupnou sty¢nikovou metodou,
prusecnou metodou, nebo metodou neurcitého meétitka. Proto je na této soustavé vhodné volit

metodu nahradnich pruti.

y

Obr. 3.13 Pavodni soustava Obr. 3.14 Soustava s nahradnim prutem

Velikost sily F nezname, proto ji volime a jako Fg,, = k' Fsgu . V nésledujicim
feSeni hledame velikost soucinitele k. Nahradni soustavu rozdélime na dva zatézovaci stavy,
kdy v 1. stavu pusobi ve sty¢niku F pouze sila F' a ve 2. stavu soustavy zde pisobi pouze sila
Fs,. Resenim téchto dvou stavii ziskame tedy dvé hodnoty vnitinich sil pro kazdy prut. Ze
zékonu superpozice vyplyva, Ze skutecna sila v libovolném prutu F; = F;; + k‘F;, . Déle prut

11 v ptivodni soustavé neni, tudiz pro zachovani ekvivalence ani v ndhradni soustavé nemuize

F11,1

prenaset zadné zatizeni a tedy plati F;; >+ Fy; 1k = 0, odtud k = - 1o

Pokud vypocitanym

koeficientem k vyndsobime sily v prutech uréené z 2. stavu soustavy, ziskame skutec¢né

hodnoty sil v kazdém prutu.
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3.2 Staticky neurcité prutové soustavy

Jestlize prutova soustava nespliiuje nékterou z podminek statické urcitosti, oznacujeme
tuto soustavu jako staticky neurcitou. RozliSujeme dva druhy statické neurcitosti - vnitini
a vngj$i. Vnitin¢ staticky neurcitd je takova prutova soustava, jez je tvofena vice pruty,
nez 2-n-3, jak vyplyva z podminky vnitini statické urcitosti (p=2-n-3). Vn&jsi staticka
neurcitost je zpusobena tim, Ze vazby odebiraji soustavé vic stupiii volnosti, nez je v. Miru
statické neurcitosti rovinné prutové soustavy o n styCnicich a p prutech vyjadiuje stupen
statické neurcitosti s. Ten ur¢ime souctem vnéjsi statické neurcitosti s., a vnitini statické

neurcitosti s;,, kde sec=u-v=0as,,=p-(2n-23).

Staticky neurcité soustavy tedy neumoziuji vypocet vnéjSich stykovych vyslednic
a vnitinich sil v prutech pouze ze statickych podminek rovnovahy. Proto musime rovnice
statické rovnovahy doplnit deformacnimi podminkami v silovém tvaru. Jestlize je prutu
zamezena deformace vlivem vazby, kterou odebereme, pak pro zachovani ekvivalence
soustavy k tomuto sty¢niku piedepiSeme deformacni podminku ve tvaru # = (. Deformacnimi
podminkami také miizeme svazat posunuti prutl j a k stykajicich se ve stejném stycniku, pro
ktery piedepiSeme wu; = uy;. Jestlize doSlo k posuvu sty¢niku napiiklad vlivem vyroby
"krat§itho" prutu v soustavé, ma deformacéni podminka tvar u = +d a v piipad¢ delsiho prutu
u = -0. Obdobné¢ je tomu pii uvazovani tepelné roztaznosti, kde predepisujeme
u =+ ar L 4T pro rovnhomérné ochlazeny prut o rozdil teplot 47, anebo u = - ay 'L 4T pro

prut rovhomeérné ohfaty.

Analytickych metod pro feSeni staticky neurCitych soustav je celd fada. Podle volby
neznamych se d€li na metody silové, deformacni a smisené, které kombinuji ptistup dvou
predchozich metod. Kromé analytickych metod se vyuzivaji metody numerické, predev§im

metoda kone¢nych prvka. [2], [4]

3.2.1 Silova metoda

Pti feSeni staticky neurcitych soustav silovou metodou je nejprve potieba urcit stupen
statické neurcCitosti s. Ze soustavy dale vhodné odebereme s vazanych slozek pohybu tak,
aby vznikla soustava staticky i kinematicky urcitd - tzv. zdkladni soustava. Pti odebirani

vazeb je nutno kontrolovat, zda nenastal vyjimkovy piipad ulozZeni.

Tyto odebrané vazby nahradime slozkami vnéjSich a vnitinich stykovych vyslednic,

které jsou staticky neurcité veli¢iny znacené X; pro i = 1, 2, ..., s. Velikosti téchto ndhradnich
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sil zatim povazujeme za nezndmé a jejich smysl volime zprvu libovolné. V dalSim vypoctu se

tento smysl potvrdi, vyjde-li hodnota kladna, nebo zméni, pokud vyjde hodnota zadporna.

Déle predepiSeme ke kazdé odebrané vazbé deformacni podminku, aby byla
zachovana deformacni ekvivalence pivodni a zédkladni soustavy. Tyto podminky pro prehled
oznacujeme stejnym indexem i, jaky maji ndhradni sily. Pro feSeni je nutno znat, nebo zvolit

rozméry prufezl jednotlivych prutt.

"Kazdou deformaci o; zdkladni soustavy vyjadrime jako funkci daného zatizeni
Jjednotlivych staticky neurcitych velicin X Vzhledem k tomu, Ze nezname velikosti
X, zavedeme do vypoctu veliciny jednotkové a ziskame tzv. jednotkové zatezovaci stavy
Xi=1(G=1 2, .., s) S pouZitim principu umérnosti a superpozice ucinkiu lze pak
deformacni podminky pro o; (i = 1, 2, ... , s) na zdkladni staticky urcité soustavé rozepsat
v soustavu s linearnich algebraickych rovnic o s neznamych sloZkdach reakci a interakci

Xi(i=12..,s)"°

Tato soustava rovnic je jiz fesitelna. Vypocitana znaménka jednotlivych neznamych X;

potvrzuji, nebo vyvraceji ptiivodni zvoleny smysl jejich piisobeni.

Silova metoda feseni staticky neurcitych prutovych soustav voli za nezndmé staticky
neurcité veli€iny, tzn.: sily. ReSenim metody jsou pfimo tyto veli¢iny, proto se silova metoda
oznacuje jako metoda pfimd. Tato metoda je vhodnd pro jednodussi soustavy s niz$im

vvvvvv

je vhodnéjsi zvolit metodu deformacni. Silova metoda je ukdzana na piikladech 4.1.2, 4.2.2

ad3.2. [4]

3.2.2 Deforma¢ni metoda

Soustava reaguje na zatizeni tak, ze z puvodniho stavu piechdzi do stavu
deformovaného. Kazdy sty¢nik tedy obecné¢ vykond 2 posunuti, které oznacujeme jako
zékladni parametry deformace. VSechny pruty pfipojené k takovémuto sty¢niku se musi také

deformovat - protdhnout/stlacit, coz v téchto prutech vyvola odpovidajici vznik normalové

sily N.

6 Kadl¢ak J., Kytyr J. Statika stavebnich konstrukei 11, str. 85
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Pti feSeni nejprve soustavu tpln€ uvolnime a sestavime podminky statické rovnovahy
pro soustavu jako celek a napiSeme rovnice silové rovnovahy pro kazdy sty¢nik. Dale ur¢ime
stupen statické neurcitosti a soustavu uvolnime ¢éste¢né a piedepiSeme k nému deformacni

podminku pro dodrzeni statické ekvivalence.

FAX
A A >

T77777 uAX=O

Obr. 3.15 Castetné uvolnéni rotaéni vazby

V misté, kde predepisujeme deformacni podminku 1 je pro dalsi vypocet nutno mit silu
F pusobici ve smyslu deforma¢ni podminky. Pokud zde tato sila neni, tak ji zde zavedeme.
Ze silovych rovnic pro uvolnéné sty¢niky vyjadiime sily plsobici ve vSech prutech jako

funkce F. Nyni vyjadiime deforma¢ni podminku pomoci Castiglianovy véty ve tvaru:

oW [ Fili OF

oF E:-S; OF
; i
=1
Z této rovnice ziskame nezndmé velikost sily F puasobici v misté predepsané

deformacni podminky. Tim se snizi poCet neznamych a soustava je dale feSitelna z rovnic

statické rovnovahy obvyklym zplsobem.

Oproti silové metodé voli metoda deformacni jako neznamé veli¢iny deformacni, tzn.:
posunuti u#. ReSenim této metody jsou tedy pravé deformacni veli¢iny a silové veliciny se
musi dale dopocitat. Proto se tato metoda oznacuje jako nepiima. Algoritmus deformacni

metody umoziiuje zapojeni vypocetni techniky a feSeni i komplikovanych uloh. [2], [4]

3.2.3 Metoda kone¢nych prvki
Metoda konecnych prvka (MKP) je numerickd metoda. Metoda spociva v popsani
zkoumanych oblasti télesa (Casto geometricky slozitych) pomoci malych, vhodné

usporadanych a geometricky jednoduchych podoblasti. Tyto podoblasti se nazyvaji kone¢né

prvky, nebo také elementy. Prvek, (element) je "zdkladni stavebni jednotkou" a je popsan
kone¢nym poctem stupnii pohyblivosti. Miize mit rizny tvar napi. v 1D tusecka, ve 2D

trojuhelnik a ve 3D tetraedr, kvadr, ale 1 mnoho jinych tvart. Kazdy prvek je definovan svou
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fyzikélni zavislosti. Pfi feSeni uloh pruZznosti a pevnosti je touto zavislosti vztah mezi
zatizenim a deformaci - tuhost.

Jednotlivé prvky jsou pospojovany v diskrétnich bodech. Tyto body se nazyvaji uzly,
nebo také nddy. Vyskytuji se nejcastéji v rozich elementd, ale slozitéjsi typy prvki je mohou
mit umistény napiiklad i na hranach, coz umoznuje zptesnéni modelu, tedy i vypoctu. Oblast
tvofend takto pospojovanymi prvky se nazyva sit. S rostoucim poctem vhodné¢ umisténych
uzli roste presnost vypoctu. Avsak s tim také roste pocet rovnic, které je potieba fesit, coz
zpusobuje veétsi naroky na vypocetni techniku a delsi dobu vypoctu. Pro zjednoduseni vypocta

je tedy snaha v mistech, kterd nejsou pro vypocet kliova, volit vétsi prvky, tedy i tidsi sit’ a

X
OPwW
M oF ..
AN y AB
i KL ! s
J , SR
J : . .
Prism Cpficn Prisen Oplion

MN.GE
E
L
K K.
o

Tetrahedral Option -

min uzlu.

LR RN SRERTATR.

@ net recomimended 4
Tetrahedral Cption
g MUMNOLP
LIRS Ko NEREATR''S 4
TR
] K !
. I 2
Pryramid Cplicn - & i
not recommended Pyramid Option

Obr. 3.16 Ruzné tvary 3D elementt, vpravo s vyuzitim uzll na hranach elementu pro zpfesnéni vypoctu.

MKP vznikla jako odezva na rozvoj leteckého a raketového primyslu, kde bylo tfeba
provadét analyzy deformaci a napjatosti rozmérnych a Casto geometricky komplikovanych
soustav, které neni mozné feSit béznymi analytickymi metodami. Pouziti MKP se ale
neomezuje jen na vypocty v oblasti PP. "Vedle standardni elastické analyzy napéti byla tato
metoda aplikovana v plasticite, creepu, unave, lomové mechanice a dynamické analyze
soustav. Dale tato metoda nemd omezeni ve stavebni mechanice, byla aplikovina uspésné
i v jinych fyzikalné znamych disciplinach jako jsou teplotni jevy, dynamické jevy v kapalnych
a plnnych mediich, elektricka a magneticka pole, smisené ulohy interakce poli,

nebo i piezoelektrické jevy, radiace, chemické jevy, riizné formy transportu hmoty aj.""’ [8]

7 Potssil, A.: Reseni rovinnych prutovych soustav pomoci metody konecnych prvkii, str. 3
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4. ReSeni tloh

Tato kapitola je vénovana tlohdm feSenych deformacni metodou, silovou metodou
a metodou konecnych prvkl. Pro nazornost je feSeni provadéno na stejné prutové soustave
jako v predchozich ptipadech (kap. 3.2). Do této soustavy je ptidan prut €. 9, piipadné obecna
vazba ve sty¢niku D, coZ zptsobi vnitini, respektive vngjsi statickou neurgitost. Uloha 4.1 je
Ix staticky neurcitd vnitiné, uloha 4.2 je 1x staticky neur¢itd vné&jSné¢ a tuloha 4.3
je Ix vnitiné a 1x vné&j$né staticky neurcitd. Na kazdé z téchto tfech tlohach je predvedena
aplikace metody deformacni, metody silova a metody kone¢nych prvkii vypracovand pomoci
softwaru ANSYS, v prostfedi Workbench 14.0. Cilem této kapitoly je ukazat jednotlivé
metody na piikladech a posoudit vhodnost uziti konkrétni metody.
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4.1 Uloha 2 - prutova soustava staticky neur¢ita vnitiné

Zadani: Urcete sily ve vSech prutech v soustavé dle obrazku.

y X F
§ A E y a=1m
ZT ‘
F=10kN
5k
|
LA
Obr. 4.1.1 Zadani ulohy 2
Klasifikace vazeb:
Vnéjsi vazby: Vnitini vazby:
A'-obecna=>¢, =1 E - rotacni se 2ma Cleny => ¢ =4
B' - rotacni => &g =2 A, B -rotacni se 3miCleny =>§,=6;& =06
C, D - rotacni se 4mi Cleny =>§=8 ;¢ =38

Kinematicky rozbor:

i=(n-1)"1,-Z§{-n+6
i=(14-1)"3-(1+2+4+6+6+8+8)-5+86=0°V

6 =1 => Soustava je ve statické rovnovaze s jednim omezenym deforma¢nim parametrem.

Uplné uvolnéni: F
ﬁ? L Fz —lfy E

Fu A B
F.“/\%F-e . F. F,

g

F.

FB FS I‘:'g -F’-j
FBX

-
BTFW B T

Obr. 4.1.2 Uplné uvolnéni ulohy 2

Staticky rozbor:

a) vnéjsi:

Np = {Fax, Fex, Fz} =>v =3

2D uloha=>pn =3

Sex= M - v =0 => Soustava je vn&jSné& staticky urcita.

b) vnitini:
2n-3=p
2:5-3+#8

Sin=p - (2'n - 3) =1 => Soustava je 1x vnitin¢ staticky neurcita.
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Vypocet stykovych sil v podporach:
Z podminek statické rovnovahy

Fo A

)

d d

Obr. 4.1.3 Vypocet reakenich sil v podporach ulohy 2

2Fx=0: Faxt+Fpx=0 => Fax= - Fgx

XF;=0: F-Fgz=0 => EEZ_F

EMy=0: Fgxa-F2a=0 => Fpx=2F
Fax=-2F

Pozn.: dalsi postup je pro silovou a deformacni metodu jiz odliSny. Postupy jsou tedy

vyhotoveny zvlast’ v odpovidajicich kapitolach.

4.1.1 Uloha 2 feSena pomoci deformaéni metody

Castecné uvolnéni:

FAX A I_:.r I_:.a E i_:. FIJ
— & N
F-:'* N _F's I_:. E
= = F.
Fu/ FL. = N -
Fs Fi
B |r, F Fe. D Upo = U'Fg :

Obr. 4.1.4 Castetné uvolnéni ulohy 2

Pti vyjmuti prutu 9 ze soustavy pfedepiSeme nutnou deformacéni podminku vyjadiujici
zavislost mezi posunutim sty¢nika A-D a protazenim (nebo smrsténim) prutu 9.

Vyjadreni sil v prutech jako fce(F, Fo):

E: x: 0,707°F; +F=0 = F3=-—; —-=0
0,707 oF 9
oF 2
z: -F,-0,707"F;=0 = F,=F; —_— =
oF 9
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oF
7
A: x: Fax +F7+0,707Fo=0 => F;=2F-0,707"Fy; —— =-0,707
JoF ¢
oF ¢
z: Fg+0,707'Fo=0 => Fg=-0,707"F9; — =-0,707
oF ¢
C: XI-F7-O,707'F5+F2=O => F5=-_+F9; —=1
0,707 JF 9
JoF 4
z: 0,707'Fs + F4 =0 = F4=F-0,707Fy; ——=-0,707
oF ¢
JoF ¢
D: x: -F¢+0,707(F3-F9)=0 => F¢=-F-0,707'Fy; —— =-0,707
oF ¢
Nyni vyjadiime deformaéni podminku pomoci Castiglidnovy véty:
V2
1 0 F Eo_E
—-0,707Fg + F - —0,707F ¢ —
, 9 2 9
(~0,707) dx + 0.707 | dx —  (~0,707)dx+
E-S E-S E-S
0 0
1 1 V2
—0,707Fg + 2-F —0,707F —Fq
(=0,707) dx T (=0,707) dx = —1dx
E-S E-S E-
0 0 0

Odtud po zintegrovani:

= /2'Fy

4,828'F9-3,414'F =0

0,5F - 0,707°F + v/2F9 - 2°F + 0,5:F9 + 0,707'F + 0,5'F¢ - 1,414F + 0,5F,

Fy =0,707'F

Fo =7.07 kN

Sily v jednotlivych prutech ziskdme dosazenim Fg a F do vztaht napsanych vyse.

Tab. 4.1.1 vysledné sily v prutech ur¢ené pomoci deformaéni metody

Prutj | Sila [kN] Prutj | Sila [kN]
2 10 6 -15
30| -14044] 7 15
4 5 8 -5
5 -7,07 9 7,07

39



VUT Brno - FSI, UMT BAKALARSKA PRACE

4.1.2 Uloha 2 feSena pomoci silové metody

Nejprve vytvofime tzv. zédkladni soustavu, ktera je staticky urcitd. Pro vytvoreni
staticky ur¢ité soustavy prerusime prut ¢islo 9. V bodech pieruseni (A', D') predepiSeme
deformacni podminku ve tvaru S, = 0, ktera vyjadiuje, Zze v misté pferuseni prutu nenastava

vule, ani ptesah.

Obr. 4.1.5 Zékladni soustava ulohy 2

Tuto soustavu rozdélime na 2 zatézovaci stavy, kdy v 0. stavu piisobi na soustavu

pouze ptivodni zatizeni a v 1. stavu pouze zavedené zatizeni X.

Yig .

z

"B
Obr. 4.1.6 0. stav soustavy Obr. 4.1.7 1. stav soustavy

Jednotlivé stavy soustavy uvolnime.

lwe)
=
(w]
o
e
\
i
o
=3
K
>4

Obr. 4.1.8 0. stav soustavy Obr. 4.1.9 1. stav soustavy
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Kazdy ze stavi soustavy je staticky urcity, tedy sily v prutech, pro kazdy stav soustavy

zvlast, mizeme vypocitat napiiklad pomoci postupné styc¢nikové metody.

0. stav soustavy - Vyjadieni sil v prutech, kde F = 10kN:

E: x: 0,707 F;0+F=0
zZ. - Fz,o - 0,707'F3,0 =0
A: x: Fax +F70=0
Z: Fg,o =0
C: x:- F7,0 - 0,707'F5,0 + Fz,() =0 =

Z: 0,707'F5,0 + F4,0 =0
D: x: -Fg+F30,707=0

==

==

F.. F
070,707
Foo=F;
F70=2F;
Fgo=0;
- F
077 0,707
Fao=F;
Feo=-F;

F30=-14,144 kN

Fz,() =10 kN
F70=20kN

Fg,() =0 kN

F5,() = -14,144 kN
F4,() =10 kN
F6,0: -10 kN

1. stav soustavy - Vyjadieni sil v prutech, kde volime zprvu X; = 1kN:

E: x:0,707'F3;,=0 =>
z: -Fyp - 0,707'F3,1 =0 ==
A Xx: FAX + F7’1 - O,707'X171 =0 =>
Z. Fg,l - 0,707'X1,1 =0 =>
C: x: - F7’1 - O,707'F5’1 + F271 =0=>
Z. 0,707'F5,1 + F4,1 =0 =>
D: x: -Fgy+F31°0,707=0 -

F51=0;
F21=0;

F7’1 = 0,707X1 5
Fg,l = 0,707'X1 )
Fsi1=-Xi;

F4,1 = 0,707'X1 5
Fo.1 =0,707X ;

F3;=0kN

F2,1 =0 kN
F7,=0,707 kN
Fg,l = 0,707 kN
F571 =-1kN

F4,1 = 0,707 kN
Fe.1=0,707 kN

Nesmime zapomenout na prut 9, ve kterém je prozatim zvolena sila -X; (tlak). Dale

rozepiSeme deformacni podminku d,p = 0 pomoci principu superpozice pro oba zatézovaci

stavy: oap =0

81,1-X1 + 81,0 =0

Potfebné hodnoty pro vypocet 619 a 61, jsou uvedeny v ndsledujici tabulce. Pro

jednoduchost uvazujeme v zadané soustavé pro vSechny pruty stejnou plochu prifezu S a

stejny modul pruznosti v tahu E. Toto zjednoduseni snizi nutny pocet sloupcti tabulky.
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Tab. 4.1.2 vysledné sily v prutech uréené pomoci silové metody
Prutj|L;[m] F;o [kN]|F;; [kKN] | F;oFji Ly ij ij' L Fii'Xy F; [kN]
2 1,000 | 10,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 10,000
3 1,414 | -14,140 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -14,140
4 1,000 | 10,000 0,707 7,071 0,500 0,500 -5,000 5,000
5 1,414 | -14,140 -1,000 19,997 1,000 1,414 7,071 -7,069
6 1,000 | -10,000 0,707 -7,071 0,500 0,500 -5,000 -15,000
7 1,000 | 20,000 0,707 14,142 0,500 0,500 -5,000 15,000
8 1,000 0,000 0,707 0,000 0,500 0,500 -5,000 -5,000
9 1,414 0,000 1,000 0,000 1,000 1,414
Y= 34,139 4,828
34,14
Hodnotu X; ziskame dle vySe zminéného vztahu, tedy X; = - M = - 7,07 kN. Touto

hodnotou vynasobime vSechny F; ; a soucet Fjy + Fj;"X; je hodnota sily v j-tém prutu. JelikoZz
vysla hodnota X; zaporna, znamena to, ze pivodné zvoleny smysl je opacny. Prut 9 tedy

neni namahan tlakem, ale tahem.

4.1.3 Uloha 2 feSena metodou kone&nych prvki

Uloha byla fe$ena pomoci softwaru ANSYS v prostiedi Workbench 14.0. Pro vypodet
byl uzit material ocel s modulem pruznosti E = 200 GPa a pii¢ny prifez prutii S=100mm?.
Jednotlivé pruty byly v prostiedi Workbench, jako prvky typu 188, a pomoci ptikazu Form
new part spojeny v soustavu. Na vymodelovanou soustavu byly pfidany vazby piikazem
Displacement. Displacement v bodé A zamezuje posuv ve sméru osy X, Displacement 2 v
bod¢ B zamezuje posuvy ve smérech os x a z. Ptikazem Force se do soustavy zavadi sila F o

velikosti 10kN.

Static Structural :
Tiere: 15
26.4,2012 10:21

IE Displacement

Displacermert 2

[@] Force: 10000 N

B2

Obr. 4.1.10 Model soustavy v prostiedi Workbench 14.0
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51
16,668
-16 663
-49 945
83,327
-116,66
-149,99 Min

Obr. 4.1.11 Hodnoty napéti v jednotlivych prutech

Hodnoty v modrych rdmeccich predstavuji hodnoty napéti v konkrétnich prutech. Po

vyjadfeni sil z hodnot napéti ziskame sily v jednotlivych prutech.

Tab. 4.1.3 vysledné sily v prutech uréené pomoci metody koneénych prvki

Prut j | Napéti [MPa] | Sila [kN]

2 99,989 9,9989
3 -141.4 -14,14

4 49,982 4,9982
5 -70,707 -7,0707
6 -149,99 -14,999
7 149,99 14,99

8 -49,995 -4,9995
9 70,707 7,0707

Z vysledkli je patrné, ze hodnoty se oproti hodnotdm spocitanych analytickymi
metodami (viz tab. 4.1.1 a 4.1.2) li§i pouze v ftadech setin. Tento rozdil vznikl
zaokrouhlovacimi chybami pfi pocitani v ruce a numerickou podstatou MKP. Vzhledem k

charakteru vypoctu je zanedbatelny.
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ow

4.2 Uloha 3 - prutova soustava staticky neur¢ita vnéjiné

Zadani: Urcete sily ve vSech

prutech v soustavé dle obrazku.

F
@J(E

B

Obr. 4.2.1 Zadani ulohv 3

Klasifikace vazeb:
Vnéjsi vazby:

A' - obecna => &5 =1
B' - rotacni => &g =2
D' - obecna =>¢c =1

Kinematicky rozbor:

i=(-1)"i,-X€-n+6

' d %D d

Vnitini vazby:

A, E - rota¢ni se 2ma ¢leny =>¢y=4 ;& =4
B, D - rota¢ni se 3mi ¢leny =>€&=6;&,=6
C - rota¢ni se 4mi ¢leny =& =8

i=(13-1)"3-(1+2+1+4+4+6+8+8-1)-5+6=0°V
& =1 => Soustava je ve statické rovnovaze s jednim omezenym deformacnim parametrem.

UpIné uvolnéni:

-

FAX A F» F.i C F/

——— p—
Fn \/ ﬁs \ Ff
F'B / F"; - -F.J/\ I-:t
FBX Fé. Fe Y
/
B Fuz D FU?

Obr. 4.2.2 Uplné uvolnéni tlohy 3
Staticky rozbor:

a) vné&jsi:

Np = {Fax, Fpx, Fpz, Fpz} =>p =4

2D tloha=>v =3
Sex= W -V =1=> Soustava je

b) vnitini:
2n-3=p
2:5-3=17

1x vnéj$né staticky neurcita.

Sin=7P - (2'n - 3) = 0 => Soustava je vnitin¢ staticky urcita.
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4.2.1 Uloha 3 FeSena pomoci deformaé&ni metody

Vypocet stykovych sil v podporach:

Z podminek statické rovnovahy ﬁ

Fuo A

m
Fex D
B FBZ 3 FDZ 3

Obr. 4.2.3 Vypocet reakénich sil v podporach ulohy 3
YXFx=0: Faxt+Fpx=0 => Fax= - Fpx
EFZZOZ F-FDz-FBZZO => E&ZF-FM

XMy=0: Fgxa-F2a+Fpzra=0 => EB_X =2F - FM
Fax=-2'F +Fpz

Castecné uvolnéni:

: kb Bt L

Fn I_:.J‘ Fr.

_n
L

-n
o *

m
2
1)
?
.
._'-”

B b
Pz Foz

Obr. 4.2.4 Caste¢né uvolnéni ulohy 3

m “TW§

Uppz =0

BAKALARSKA PRACE

Pti odebrani obecné vazby ve sty¢niku D predepiSeme nutnou deformacni podminku

vyjadiujici, Ze sty¢niku D je ve sméru plisobeni vnéjsi stykové vyslednice Fj,, zamezen posuv.

Vyjadreni sil v prutech jako fce(F, Ny):

E: x:0,707°F;+F=0

zZ. - F2 - 0,707'F3 =0

70,707’

OF 5

oF,
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oF,
A: XZPAX4‘F7:O => F7:2F-sz; =-1
GFDZ
Fg=0 Fg=0 s _,,
Z. I'g 8 5 9Fpy
Fpz - F dFs 1
C: x:-F;-0,707'Fs+F,=0 = Fs= ———; e
0,707 0Fpz 0,707
OF,
z: 0,707 Fs+ F4=0 = F4=F-Fpz; =-1
GFDZ
OF
D: x: -Fg+F50,707=0 = F¢=-F; =0
aFDZ

Nyni vyjadiime deformacni podminku pomoci Castiglidnovy véty:

NG
! Fpz-F 1
-Fn7+F 2F - F
DZ DZ
——f (hdxt .77 L g+ | ——2(1)dx=0
E-S E-S 0,707 E-S
0 0 0
Odtud po zintegrovani:
1'(Fpy - F)+\/_(—-0—)+1 (2F +Fpy) =0
4,828 Fpy - 5,8284'F =0
Fpz =12071'F

Fpz =12.071 kN

Sily v jednotlivych prutech ziskame dosazenim Fpz a F do vztahii napsanych vyse.

Tab. 4.2.1 vysledné sily v prutech uré¢ené pomoci deformacni metody

Prutj |Sila [kN]
2 10
3 -14,144
4 -2,071
5 -2,929
6 -10
7 7,929
8 0
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4.2.2 Uloha 3 feSena pomoci silové metody
Vypocet stykovych sil v podporach:
Vypocet stykovych sil v podporach je témér stejny jako v predchozi uloze, s tim

rozdilem, ze reakéni silu Fpz oznacujeme pro piehlednost metody X;. Tedy:

ZFX:OZ FAx+FBX:O => FAX: ‘FBX

2F;=0: F-X;-Fgz=0 == £E=F'Xl

XMy=0: Fgxa-F2a+X;-a=0 => EB_X=2'F 'Xl
Fax=-2F+X,

Dale vytvotime zakladni soustavu, ktera je staticky urcitd. Vazbu D nahradime vné&jsi
stykovou vyslednici X; a pfedepiSeme zde deformacni podminku ve tvaru op =0, ktera

vyjadiuje, Zze v pivodni vazbé¢ je zamezen posuv ve sméru osy z.

Obr. 4.2.5 Zakladni soustava ulohy 3

Tuto soustavu rozdélime na 2 zatézovaci stavy, kdy v 0. stavu plisobi na soustavu

pouze puivodni zatizeni a v 1. stavu pouze zavedené zatizeni X.

Obr. 4.2.6 0. stav soustavy Obr. 4.2.7 1. stav soustavy
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Jednotlivé stavy soustavy uvolnime.

; F § J(

AP FCF F
Neo
F.

"N

-F'r C Fa. [-:.7 E

~ Fax
oy -~
[:’,)1/ ) F. F

s
F’al F.s F.A [/ I_:‘E/\L
g f

'_:.3 F.‘. F’L/ — 4 Fﬁ F‘. -
= ol Fa F]
FBX y Fﬁ FF‘ FBX y
n i A
B /TFBZ 0 B /TFM CTR

Obr. 4.2.8 0. stav soustavy Obr. 4.2.9 1. stav soustavy

m

AVl

Kazdy stav soustavy je staticky urcity, sily v prutech feSime postupnou sty¢nikovou

metodou pro kazdy stav soustavy zvIast.

0. stav soustavy - Vyjadieni sil v prutech, kde F=10kN:

F
E: x: 0,707 F;0+F=0 => Fy9 =-——:; F39=-14,144 kN
XU, 3,0 3,0 0,707’ 3,0 >
Z. - Fz’o - 0,707'F3’0 =0 == Fz’o =F ) Fzyo =10 kN
A: x: Fax+ F7,0 =0 == F7,0 =2F ; F7,() =20 kN
Z. Fg’o =0 == Fg’o =0; ngo =0 kN
F
C: Xt -Fro -0707Fsg +Fag =0 => Fsg =- ——: Fso =-14,144 kN
2: 0,707°Fso +Fag =0 —> Fuo =F; Fuo = 10kN
D: x: - F6,0 + F3,() ‘0,707=0 => F6,0 =-F; F6’() =-10 kN

1. stav soustavy - Vyjadieni sil v prutech, kde volime zprvu X; = 1kN:

E: x:0,707'F;; =0 => F3,=0; F31=0kN
z: -F51-0,707F3;=0 = F,;=0; F21=0kN
A: x: Fax+F71=0 = F1=-Xy; F7,=-1kN
z: Fg1=0 => Fg1=0; Fs1=0kN
X1
C. X: - F7’1 - 0,707 F5’1 + F271 —0 => F5’1 = 0'707 5 F571 = 0’707 kN
Z: 0,707'F5,1 + F4,1 =0 = F4>1 =-Xi; F4’1 =_-1 kN
D: x: -F6’1 +F3,1'0,707:0 => F6,1 =0; F6,1:OkN

Dale z deformaéni podminky op = 0 vyjadiime zatézujici silu X;:

p— p— —_— P _ 81’0 .
op =0=> 8171-X1 + 8170 =0=> X;=— 8_ , kde:

1,1

=L .ypP “F:+ L - =L .yP 2,
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Vypocet 810 2 01,1 je uveden v nasledujici tabulce. Opét uvazujeme, Ze v zadané

soustavé maji vSechny pruty stejnou plochu prifezu S a stejny modul pruznosti v tahu E.

Tab. 4.2.2 vysledné sily v prutech uréené pomoci silové metody

Prutj|L;[m] |Fjo [kN]|F;; [kN] |FoF; 1| F;,° Foh L | FaeXy F; [kN]
2 1,000 | 10,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 10,000
3 1,414 | -14,144 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -14,144
4 1,000 | 10,000 | -1,000 | -10,000 1,000 1,000 -12,073 -2,073
5 1,414 | -14,144 | 1,414 -28,287 2,000 2,828 17,073 2,929
6 1,000 | -10,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -10,000
7 1,000 | 20,000 | -1,000 | -20,000 1,000 1,000 -12,073 7,927
8 1,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

¥=| -58,287 4,828
—58,287
Hodnotu X; ziskdme dle vySe zminéného vztahu, tedy X; = - a8 = 12,07 kN.

Touto hodnotou vyndsobime vSechny Fj; a soucet Fjy + F; ;" X; je hodnota sily v j-tém prutu.

Sila X; vysla s kladnym znaménkem, piivodné zvoleny smysl X; je tedy spravny.

4.2.3 Uloha 3 feSena metodou kone¢nych prvki

Uloha byla feSena pomoci softwaru ANSYS v prostiedi Workbench 14.0, za
obdobnych podminek, jako tloha 4.2.3. Na vymodelovanou soustavu byly ptfidany vazby
piikazem Displacement. Displacement v bodé¢ A zamezuje posuv ve sméru osy X,
Displacement 3 v bodé D zamezuje posuv ve sméru osy z a Displacement 2 v bod¢ B

zamezuje posuvy ve smérech os x a z. Ptikazem Force se do soustavy zavadi sila F o velikosti

10 kN.

C: 4.2 Staticky neurdita vnéjiné

Static Structural

Tirme: 1, s
2T 42012 17:43

IE' Displacerment

Displacement 2

[€] Force: L0000 M
@ Displacement 3

B > [D >

Obr. 4.2.10 Model soustavy v prostiedi Workbench 14.0
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C: 4.3 Staticky neurdita vnéjSné
Direct Stress
Type: Direct Stress

-20,724

it bAPa
Tirne: 1 70,284
37.4.2012 17:50
M 99,987 Max
73 166
L 46,344 T
|| jo5:3  [lzezenns p
L 7208
L 34119
| 60,04
I 37,762
~114,58
J 299957 0
~141,4 Min

Obr. 4.2.11 Hodnoty napéti v jednotlivych prutech

BAKALARSKA PRACE

Hodnoty v modrych rameccich predstavuji hodnoty napéti v konkrétnich prutech.

Po vyjadieni sil z hodnot napéti ziskame sily v jednotlivych prutech.

Tab. 4.2.3 vysledné sily v prutech uréené pomoci metody koneénych prvki

Prut j | Napéti [MPa] | Sila [kN]
2 99,987 9,9987
3 1414 -14,14
4 20,724 -2,0724
5 29,28 2,928
6 99,987 -9,9987
7 79,284 7,9284
8 0 0

Vyslednou silu v prutu 8 lze povazovat za numerickou nulu, nenulova hodnota zde

vznikla diky numerickému charakteru MKP. Hodnoty se oproti vysledkiim z ptfedchozich

metod 1i8i pouze v tadu setin (pro srovnani viz tab. 4.2.1 a 4.2.2). Tento rozdil vznikl

zaokrouhlovacimi chybami pii pocitani v ruce a numerickou podstatou MKP. Vzhledem

k charakteru vypoctu je zanedbatelny.
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Vew

4.3 Uloha 4 - prutova soustava staticky neur¢ita vniténé i vnéjiné

Zadani: Urcete sily ve vSech prutech v soustavé dle obrazku.

a=1m
F=10kN
Obr. 4.3.1 Zadani ulohy 4
Klasifikace vazeb:
Vnéjsi vazby: Vnitini vazby:
A' - obecnd => =1 E - rota¢ni se 2ma pruty = =4
B' - rotacni => g =2 A, B - rotacni se 3mi pruty =>§,=6;&=06
D' - obecna => 0 =1 C, D - rota¢ni se 4mi pruty =>§=8;¢&, =38

Kinematicky rozbor:

i=(n-1)"1,-Z§{-n+6
i=(14-1)"3-(1+2+1+4+6+6+8+8)-5+6=0
6 =2 => Soustava je ve statické rovnovaze s dvéma omezenymi deformacnimi parametry.

Uplné uvolnéni:

E
F.nx A F‘I F’i E F’z F‘z iE

-ﬁﬁ Eg F.s EA 4
e el F:’-;

F FR F" _F’:, I_:.(
B Faz ' ; FW

Obr. 4.3.2 Uplné uvolnéni tlohy 4
Staticky rozbor:

a) vnéjsi:

Np = {Fax, Fpx, Fpz Fpz} => p =4
2D uloha=>v=3

Sex= W -V =1 => Soustava je 1x vnéj$n¢ staticky neurcita.

b) vnitini:
2n-3=p
2:5-3+#8
Sin=p - (2'n - 3)=1=> Soustava je 1x vnitin¢ staticky neurcita.
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4.3.1 Uloha 4 feSena pomoci deformaé&ni metody
Vypocet stykovych sil v podporach:
Z podminek statické rovnovahy F
Fuc A
m
Fex D
B FBZ 3 FDI 3
Obr. 4.3.3 Vypocet reakénich sil v podporach ulohy 4
YFx=0: Fax+Fpx=0 => Fax= -Fgx
EFZZOZ F-FDz-FBZZO => E&ZF-FM
XMy=0: Fgxa-F2a+Fpzra=0 => EB_X =2F - FM
Fax=-2'F +Fpz
Castetné uvolnéni: I-:-
I:M A F: Fi F. F. E Fs
N o < .. S P
e e < I/ 7 <
Fey =F, g7 W Fe Fs
— — [ +
Fon Fooz2 T =
AN Bl N B
TNZEEAN
2\ >_, I_:< /! D Upp, = 0
B Fe: ‘ ‘ Foz HN9 = LNo I':'9

Obr. 4.3.4 Castetné uvolnéni ulohy 4

Pti odebrani obecné vazby ze sty¢niku D piedepiSeme nutnou deformacni podminku
vyjadiujici, Ze styéniku D je ve sméru pisobeni vnéjsi stykové vyslednice Fp,, zamezen posuv,
pfi vyjmuti prutu 9 ze soustavy piedepiSeme nutnou deformaéni podminku vyjadiujici

zéavislost mezi posunutim sty¢niki A-D a protazenim (nebo stlacenim) prutu 9.
Vyjadreni sil v prutech jako fce(F, Ny):

E: x:0,707'F;+F=0 -
0,707

F3=
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2 -F2-0,707F3 =0 =~ F,=F
A: x: Fax +F7=0 —>  F;=2F - Fpz-0,707F,
2 Fg=0 —>  Fy=-0,707F,
C: x:-Fr-0707Fs +Fy=0 = Fs= Fyt+-DE=t
0,707
2: 0,707Fs + F4 =0 —>  Fy=F - Fpz-0,707F
D: x: -Fs+F30,707=0 —>  Fg=-0,707Fo-F

Pro dal$i postup potifebujeme parcidlni derivace jednotlivych sil v prutech podle

nezndmych parametrti Fg a Fpz. Ty jsou pro piehlednost uvedeny v nasledujici tabulce.

Tab. 4.3.1 Zavislosti sil v jednotlivych prutech na zatizeni a jejich parcialni derivace podle téchto zatizeni

| Silav prutu jako dF; dF;
P fe(F Fog Fo) 9Fs | 0Fp,
2 F 0 0
3 -F/0,707 0 0
4 | F-Fpz-0,707Fy | -0,707 1
5 |Fo+ (Fpz-F)0.707| 1 1/0.707
6 -0,707-Fo - F -0,707 0
7 | 2'F -Fpz-0,707-Fo | -0,707 -1
g -0,707-F, 0,707 0
9 F, 1 0

K dispozici jsou 2 deformacni podminky, které lze pomoci Castiglidnovy véty

rozepsat do dvou rovnic o 2 neznamych (Fpz a Ny). Tuto soustavu rovnic lze vyftesit.

F —Fry, —0,707F DZ — —0,707k g —
Di S (=0,707) dx + Fo 0,707 | 4« + E—S'(—O,7O7) dx +
: E-S )
) 0 0
rl 1 \/3
2F - F —-0,707F —0,707F -F
DZ ? 9 ’ 9 =
«(—0,707) dx + ——(—0,707) dx —9-1 dx (1)
E-S E-S E-S
Y0 0 0
V2
FFry—0.70F ‘oz F "oFF F
M(—l)d)ﬂ-i_ F9 * 0,707 1 d + - DZ B 0,707 9 (_1) dX = 0 (2)
ES . 0,700 ¥ E-S
E-S ,
0 0 0
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Odtud po zintegrovani:

Fpz—F
1'(- F +Fpz + 0,707-Fo) + 2*(Fo + OD7ZO7 ) =1Q2F - Fpz-0,707"Fo)
4828Fp, = 58284F +3,414F,
3,414 Fy  =5,828F - 4,828 Fpy
Fo  =1,707F - 1,414'Fpy 3)

-0,707°F +0,707-Fpz + 0,5-F9 + 1,414'F¢g + 2'Fpz - 2°F + 0,5'F9 + 0,707°F - 1,414°F +

0,707-Fpz + 0,5:F9 + 0,5°Fy = -1,414'F
4,828'F9 -3,414'F +3,414Fp; = 0 4)
po dosazeni (3) do (4):
-3,414'F + 3,414Fpz + 8,241'F - 6,827 Fpz =0
Fpz = 1,414°F

Fpz=14.142 kN = F¢=-2,93 kN

Sily v jednotlivych prutech ziskdme dosazenim Fpz Fo a F do vztahti napsanych vyse.
Sila v prutu 9 vysla se zapornym znaménkem, pivodné zvoleny smysl piisobeni Ny je tedy

Spatny a prut 9 je namahan tlakovou silou.

Tab. 4.3.2 vysledné sily v prutech ur¢ené pomoci deformaéni metody

Prut Sila v prutu jako JF; dF; | velikost
fce(F.Fpz, Fo) 0dFs dFpz [kN]
2 F 0 0 10
3 -F/0,707 0 0 -14,142
4 | F-Fpz-0.707F, | -0,707 -1 2,07
5 |Fy+ (Fpz-F)/0,707 1 1/0,707 | 2,929
6 -0,707°F, - F -0,707 0 -7,928
7 | 2F-Fpz-0.707F, | -0.707 -1 7,93
8 -0,707F, -0,707 0 2,072
9 Fy 1 o | 298 |
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4.3.2 Uloha 4 feSena pomoci silové metody
Vypocet stykovych sil v podporach:
Vypocet stykovych sil v podporach je témér stejny jako v predchozi uloze, s tim

rozdilem, ze reak¢ni silu Fpz oznacujeme pro piehlednost metody X, tedy:

EFX:OZ FAx+FBX:O => FAX:‘FBX

2F;=0: F-X;-Fgz=0 == E_Z=F'Xl

XMy=0: Fgxa-F2a+X;-a=0 => E_X=2'F 'Xl
Fax=-2F+X,

Dale vytvotime zakladni soustavu, ktera je staticky urcitd. Vazbu v bodé D nahradime
vnéjsi stykovou vyslednici X, a predepiSeme zde deformacni podminku ve tvaru op =0, ktera
vyjadiuje, ze v pivodni vazb¢ je zamezen posuv ve sméru osy z. Prut 9 pierusime a v bodech

preruSeni (A', D') pfedepiseme deformacni podminku ve tvaru 6,p = 0, kterd vyjadiuje, ze v

misté pferuseni prutu nenastava vile, ani piesah.

2

X

Tuto soustavu rozdélime na 3 zatézovaci stavy, kdy v 0. stavu plsobi na soustavu
pouze ptivodni zatizeni, v 1. stavu pouze zavedené zatizeni X, a v 2. stavu pouze zavedené

zatizeni Xs.
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Obr. 4.3.8 2. stav soustavy

Jednotlivé stavy soustavy uvolnime.

F’
3 ¢E
74

AP FC F
FAX R B
Fa l_f’ F.u
ﬁﬂ ? l-'_:t./ -
Fox F‘" Fs s
B/TFM D
Obr. 4.3.9 0. stav soustavy
x . . .
XA F FC F R
FR |‘:'r‘ ?4 I/FT,
-
Fs Fs y o
; F,
B_"%é_' _‘%<
B lr, P P DNX

Obr. 4.3.11 2. stav soustavy
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Obr. 4.3.7 1. stav soustavy

Fax A I-:.a l-:.t C -F./ ?I E
3 i
F:.F ?:4 i_:.n F’j
Fon F. -
F % Fa
BX . < .
A
B Fez /FX]

Obr. 4.3.10 1. stav soustavy
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Kazdy stav soustavy je staticky urcity, sily v prutech feSime postupnou sty¢nikovou

metodou pro kazdy stav soustavy zvlast.

0. stav soustavy - Vyjadieni sil v prutech, kde F = 10kN:

E: x: 0,707F;0+F=0 => Fig === Fig =-14,144kN
2 ~Fag-0,707Fs=0 —> Fyo =F; Fro = 10 kN

A: x: Fax+Fr0=0 —> Fyy =2F; Fro =20 kN
Z. Fg,o =0 => Fg,o =0; Fg,() =0 kN

F

C: x:- F7,0 - 0,707'F5,0 +F2,0 =0 => F5,0 = - W; F5,() = -14,144 kN
2 0,707Fso +Fao =0 —> Fyo =F; Fuo = 10 kN

D: x: - F6’0 + F370 '0,707 =0 == F6’0 =- F; F670 =-10kN

1. stav soustavy - Vyjadieni sil v prutech, kde volime zprvu X; = 1kN:

E: x:0,707'F;;=0 = F3,=0; F;;=0kN
Z. - F2,1 - 0,707'F3,1 =0 => F2,1 =0; F2,1 =0kN
A: x: Fax+F7:=0 = Fr1=-Xy; F71=-1kN
z: Fg1=0 = F51=0; Fg1=0kN
X1
C: x: - F7,1 -0,707 F5,1 + F2,1 0 > F5,1 0,707 5 FS,I 0,707 kN
z: 0,707°Fs; + F4; =0 = Fu1=-X;; Fs1=-1kN
D: x:-Fe1+F;31°0,707=0 => F¢1=0; Fe1=0 kN

2. stav soustavy - Vyjadieni sil v prutech, kde volime zprvu X, = 1kN:

E: x: 0,707'F3,2 =0 => F3,2 =0 ) F3,2 =0 kN
Z. - Fz’z - O,707'F3’2 =0 == Fz’z =0; F272 =0 kN
A: x: FAX + F7,2 - 0,707'X2,2 =0 => F7,2 = 0,707'X2 5 F7,2 = 0,707 kN
Z: Fg’z - O,707'X2’2 =0 == Fg’z = 0,707'X2 ) ngz = 0,707 kN
C: x:- F7,2 - 0,707'F5,2 + Fz,z =0=> F5,2 =-X5; F5,2 =-1kN
Z: 0,707'F572 + F472 =0 == F4’2 = 0,707'X2 5 F472 = 0,707 kN
D: x: - F6,2 + F3,2'0,707 =0 == F6,2 = 0,707'X2 ) F6,2 = 0,707 kN

Dale z deformacnich podminek op = 0 a dop = 0 ziskame dvé rovnice o dvou

neznamych X; a X,.

81,0~ 612X,

Op =0=> 810+0611X;+0612Xs =0 => X =— 5 (5)
1,1
8,0—06,1X
SA'D' =0=> 82,0 + 82’1-X1 + 52’2-X2 =0 => Xy =— % (6)
2,2
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Dosazenim (6) do (5) ziskame rovnici (7) pro vypocet X;, dosazenim vypocitaného X,

do (6) ziskame 1 hodnotu X5.

tedy:

X1:

X1:

81.192.2

81.1%22

X1(81.192.2) = (82.182.1) X1 =

X1:

kde:

5 S0 921X
1.2 -
=810 572

_6
2.2

(7)

511 511

8209122 8y 1921 X
) 839 82
+
i oL o1t
1 1

—81.09222 .\ 6209122 .\ 8y 1921 %]

81.1%22 922971 822811

820912 -81.09%22

o ) -3 )

( 20812810 2.2)
(8)

(51.1'52.2 —52.1'52.1)

— 1 .yp . ST — 1 .yp 2.7, -

_ 1 gp ) T _ 1 . .yp . ST

—1.yp I AN 2.1, -
8210 = o5 Ljma B2 FiaLjn 8 = X Fj2™ - Ly
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Vypocet X; a X5 je uveden v nasledujici tabulce. Opét uvazujeme, ze v zadané soustaveé

maji vSechny pruty stejnou plochu priifezu S a stejny modul pruznosti v tahu E.

Tab. 4.3.3 vysledné sily v prutech ur¢ené pomoci silové metody

Prut j | Lj[m] | Fjp [kN]| Fj1 [kN] | Fja [kN] | FioFiu'L | FirFiaLy | FioFiaL
2 | 1,000 10,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
3 | 1,414 | -14142 | 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
4 | 1,000 10,000 | -1,000 0,707 -10,000 0,707 7,071
5 | 1,414 | 14,142 | 1,414 -1,000 28,284 -2,000 20,000
6 | 1,000 | -10,000 | 0,000 0,707 0,000 0,000 7,071
7 | 1,000 | 20000 | -1,000 0,707 -20,000 0,707 14,142
8 | 1,000 o000 | 0,000 0,707 0,000 0,000 0,000
9 | 1,414 | o000 | 0,000 1,000 0,000 0,000 0,000

v=| 58284 3,414 34,142
> 5 > >

PI‘LI’EI]' Fj:f Fj:f' Lj Fj:llxl Fj:f Fj:f' Lj Fj::'X: Fj [kN-]
2 | o000 o000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 10,000
3 | o000 o000 | 0,000 0,000 0,000 0,000 -14,142
4 |1000]| 1000 | -14142 | 0,500 0,500 2,071 2,071
s | 2000 2828 | 20000 | 1,000 1,414 12,929 2,929
6 | 0000 o000 | 0,000 0,500 0,500 2,071 7,929
7 | 1000 1,000 | -14142 | 0,500 0,500 2,071 7,929
8 | o000 0000 | 0,000 0,500 0,500 2,071 2,071
9 | o0,000| o000 | 0,000 1,000 1,414 2,929 2,929

v=| 4828 s=| 4828

Po spocitani hodnot zvyraznénych v tabulce modre, dosadime do vztahu (8). Tedy:

_ 34,142 - (—3,414) — (—58,284) - 4,828

X, =
17 74,828-4,828 — (—3,414) - (—3,414)

Dosazenim X; do (6) ziskame:

_ —34,142 — (-3,414) - 14,142

2 =

4,828

= 2,9289 kN

= 14,142 kN

Témito hodnotami vynasobime vSechny Fj;, Fj, a soucet Fjy + F;; X; + Fj» X je

hodnota sily v j-tém prutu. Sily X; i X> vysly s kladnym znaménkem, jejich ptivodné zvolené

orientace jsou tedy spravné, prut 9 je tedy namahan tlakovou silou o velikosti 2,92 kN.
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4.3.3 Uloha 4 feSena metodou kone&nych prvki

Stejné jako v ptedchozich ptipadech byla uloha feSena pomoci softwaru ANSYS v
prostfedi Workbench 14.0 a to za obdobnych podminek. Na vymodelovanou soustavu byly
pfidany vazby piikazem Displacement. Displacement v bod¢ A zamezuje posuv ve sméru osy
x, Displacement 3 v bodé¢ D zamezuje posuv ve sméru osy z a Displacement 2 v bod¢ B
zamezuje posuvy ve smérech os x a z. Prikazem Force se do soustavy zavadi sila F
o velikosti 10 kN.

C: 4.4 Staticky neurdita vnitingé i ynéjing
Static Structural

Tirne: 1, =
28.4.2012 18:58 D

IE Displacernent

Displacernent 2

[€] Force: 10000 M
IE Displacernent 3

BB b -

Obr. 4.3.12 Model soustavy v prostiedi Workbench 14.0

C: 4.4 Staticky neurdita vniting i vynéjiné
Direct Stress

Type: Direct Stress —@—
Unit: MPa J
Tirme: L
28.4.2012 1%:02
20281 A

46,345 ‘ _

19,523 5 .

-1,2981

-34,119

-60,941

-BT.762

-114,58 Z

-141,4 Min

L

Obr. 4.4.13 Hodnoty napéti v jednotlivych prutech
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Hodnoty v modrych rameccich piedstavuji hodnoty napéti v konkrétnich prutech. Po
vyjadfeni sil z hodnot napéti ziskame sily v jednotlivych prutech.

Tab. 4.3.4 vysledné sily v prutech uréené pomoci metody konecnych prvki

Prut j | Napéti [MPa] | Sila [kN]
2 99,987 9,9987
3 -141,4 -14,14
4 -20,723 -2,0723
5 29,281 2,9281
6 -79,281 -7,9281
7 79,285 7,9285
8 20,713 2,0713
9 -29,284 -2,9284

Hodnoty se, stejné jako v pfedchozich ulohach fesenych MKP, oproti vysledkiim
analytickych metod opét 1isi pouze v tadu setin (pro srovnani viz tab. 4.3.2 a 4.3.3). Tento
rozdil vznikl zaokrouhlovacimi chybami pfi pocitani v ruce a numerickou podstatou MKP.

Vzhledem k charakteru vypoctu je zanedbatelny.
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5. Zavér

V kapitole 3.2 byly nastinény postupy pro feSeni staticky urcitych prutovych soustav
riznymi metodami. Nékteré metody vyzaduji vypocet vSech osovych sil v prutech najednou,
jiné metody umoziuji vypocitat sily v prutech postupné a dalsi metody slouzi pouze pro
zjednoduseni soustavy. Ne kazdou z téchto metod lze aplikovat na kazdou prutovou soustavu
a také nelze prohlasit, Ze né¢kterd z metod je lepsi, nebo horsi nez jina. Pti pocitani "v ruce" je
dnes dominantni postupna sty¢nikova metoda a pfi nasazeni vypocetni techniky pak prevlada
obecna sty¢nikova metoda, ptipadné metoda kone¢nych prvki. Vysledky vsech téchto metod

jsou pochopiteln¢ stejné. Grafické metody jsou dnes pouzivany pouze vyjimeéne¢.

V kapitole 4 jsou aplikované metody pro feseni staticky neurcitych prutovych soustav.
Tyto metody jsou vzdy ukazany na stejném vzorovém piikladu, aby bylo mozné ukazat
odliSnosti jednotlivych metod. Vzorové piiklady jsou 3 a lisi se typem statické neurcitosti.
Vysledky vSech metod se pro kazdy z ptiklad shoduji. Drobné rozdily jsou zplisobeny
numerickym charakterem metody kone¢nych prvki a zaokrouhlovacimi chybami pfi pocitani

"v ruce".

Deformacni metoda vychdzi z Castiglidnovy véty, kterd vyjadfuje vztah mezi
zatizenim a deformaci. Pii feSeni ulohy soustavu ¢astecné uvolnime. Soustavu rovnic
rovnovahy doplnime o deformac¢ni podminky vyjadiené v silovém tvaru. Pocet deformacnich

podminek souvisi se stupném statické neurcitosti soustavy.

Silova metoda sice pracuje pfimo se silami, jakozto nezndmymi parametry, avsak jeji
podstata je taktéz deformacni. Rozdil oproti deformaéni metodé spociva predevsim v tom, ze
se soustava rozdéli do n¢kolika zatéznych stavili. Pii feseni ulohy silovou metodou rozdélime
soustavu do jednotlivych zatéznych stavi, kde fesime kazdy stav jako samostatnou soustavu.
Dale si vyjadiime vztah, kde kazdou deformaci vyjadiime jako funkci zatiZzeni jednotlivych
staticky neurcitych veli¢in X, odkud dostaneme soustavu rovnic, za které vyjadiime velikosti
jednotlivych staticky neurcitych veli¢in X;. Vzroste-li stupen statické neurcitosti soustavy o 1,
tak musime vypocitat o 1 vice zatéznych stavii, ¢imz roste rozsédhlost vypoctu. Dale se zvétsi
pocet linearnich rovnic, ze kterych musime vyjadrit jednotliva X;. Na ptikladu 4.3.1 a 4.3.2 je

ukézano, ze feSeni silovou metodou je uz pro 2x staticky neurcitou prutovou soustavu témeét
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2x rozsahlejsi, nez je tomu v piipadé deformacni metody. Silovd metoda je tedy vhodna pouze

pro jednodussi staticky neurcité soustavy.

Metoda konec¢nych prvki je univerzalni metoda, kterd umoziuje fesit témét libovolny
typ ulohy z oblasti mechaniky kontinua. Pro jeji pouziti vS§ak musime disponovat vykonnou
vypocetni technikou, ¢asto drahym softwarovym vybavenim a samoziejmé i teoretickymi
znalostmi pruznosti a pevnosti. Nespornou vyhodnou je snadnd uprava zaddni a rychlé
vypracovani jednotlivych tloh. Metoda kone¢nych prvki je dnes diky své univerzalnosti a

pokrocilé vypocetni technice dominantni pii vypoctech v oblasti mechaniky téles.
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6. ReSerse

Mechanika téles - statika
Autor: Florian Zden¢k, Ondracek Emanuel, Prikryl Karel.

V téchto skriptech je popis kinematického a statického rozboru prutovych soustav.

Mechanika téles - pruZnost a pevnost I
Autor: Jani¢ek Pfremysl, Ondracek Emanuel, Vrbka Jan, Bursa Jifi.
Skripta se vénuji vymezeni prutu, jeho namahani, napjatosti a deformaci. Déle také

meznimu stavu vzpérné stability prutu.

Interaktivni ucebni text - pruznost a pevnost
Autor: Hornikova Jana, Bursa Jifi, Jani¢ek Premysl.
Prace obsahuje fesené i nefeSené ulohy a vyklad, ktery ptehlednou formou vysvétluje

pojmy a souvislosti z pfedmétu pruznost a pevnost.

Statika stavebnich konstrukei I1

Prvni ¢ast knihy je vénovana popisu deformace prutovych konstrukci, v dalsich
¢astech je podrobny vyklad silové a obecné deformacni metody pro feseni staticky neurcitych

prutovych soustav.

Mechanika I. dil
Autor: Juli§ Karel, Brepta Rudolf.
Kniha je zaméfena na vyklad statiky a kinematiky. Na stranach 141 - 155 jsou

uvedeny metody feSeni prutovych soustav.

Statika
Autor: Binder Robert

Prace se vénuje prutovym soustavam na stranach 243 az 268.

Technicka mechanika I
Autor: Stejtr Josef
Na stranach 260 — 267 jsou popsany zptusoby spojeny prutli v piihradovych

konstrukcich. Také jsou zde vytvaieny a popsany vyjimkové piipady prutovych soustav.
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