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Abstrakt

Prace se zabyva samoopravnymi kédy. Konkrétné kédovanim a dekédovanim Reed-Solomonovych
kédu. Je zde popsan tvod do samoopravnych kéda, dédle princip kédovani nasledovany popi-

sem dekdédovani Reed-Solomonovych kédi pomoci Petterson-Gorenstein-Zierlerova, Berlekamp-
Masseyho a Euklidova algoritmu. Posléze je zde popsédna implementace, jez realizuje nékteré

ze zminénych algoritmu. Nasleduji experimenty s aplikaci, které porovnavaji ¢asovou a ite-
rac¢ni naro¢nost kédovaciho a dekdédovaciho procesu.

Abstract

The work deals with error-correcting codes, specifically encoding and decoding Reed-Solomon
codes. An introduction to error-correcting codes is provided, followed by a description of the

encoding and decoding principle of Reed-Solomon codes using the Petterson-Gorenstein-

Zierler, Berlekamp-Massey, and Euclidean algorithms. Implementation is then described,

which realizes some of the mentioned algorithms. This is followed by experiments with ap-

plications that compare the time and iteration complexity of the encoding and decoding

processes.
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Kapitola 1

Uvod

Tato bakalaiska prace se zabyva tématem samoopravnych kédu (anglicky Self-Correcting
Codes nebo pod zndméjsim nazvem Error Correcting Codes — ECC'). Tyto kédy slouzi k de-
tekci a opravé chyb, které mohly nastat na datech pii prenosu po prenosovém médiu vlivem
nezadoucich ruseni. Ideou samoopravnych kodu je to, ze se do puvodni zpravy zakompo-
nuji dodatecéné informace (redundance), s jejichz pomoci je mozno za pouziti konkrétnich
algoritmu zajistit detekci chyb a jejich pripadnou opravu.

Samoopravné kody lze v urcité podobé prirovnat k nasledujici situaci vyskytujici se
bézné v zivoté. Sedite v kiné a divite se na dlouho oéekavané pokrac¢ovani vaseho oblibeného
filmu, kde vlivem ruseni zptsobeného susténim pytlikii od bramburku slysite, jak hlavni
hrdina pravi: ,Neni to o letadle, je to o bilatovi“ Bézny smysl ndm 7iké, Ze se ve vété
nachézi chyba ve slové ,bilatovi®. Smysl nam také tika, ze spravna forma slova je ,,pilotovi‘
Jak je to mozné? Nas mozek provedl analyzu véty, kde oznacil slovo ,bilatovi* jako chybné,
jelikoz ho nezna. V dalsim kroku navrhl seznam podobnych slov, jez znd a mohla by byt
spravné. Nasledné z nich vybral slovo ,,pilotovi®, které v daném kontextu ma nejvétsi smysl.
Tento a dalsi podobné priklady nédzorné demonstruji, co jsou a jak funguji samoopravné
kédy.

Oblasti samoopravnych kodi se zacal zabyvat Richard Hamming, ktery v roce 1950 po-
psal tzv. Hamminguv kéd [11]. Tento kéd slouzi k opravé jednondsobné chyby a k detekei az
dvojnasobnych chyb. S rostouci slozitosti systému a se zvétsujicimi se objemy dat prestaly
dostacovat existujici samoopravné kédy a bylo potreba pokrocilejsich kédt umoznujicich
opravovat vicenasobné chyby. U téchto kodi bylo typicky pozadovano, aby existoval syste-
maticky a efektivni postup kdédovani a dekdédovani zpravy, a aby existovala moznost, kterou
lze k6dy parametrizovat na zakladé jejich vyuziti v rtznych systémech, kde kazdy systém
milize mit riazné pozadavky na predpokladanou nejvyssi ndsobnost chyb ve zpravé. Témto
pozadavkim vyhovuji zejména BCH kody [6, 13] a Reed-Solomonovy (RS) kédy [10].

Reed-Solomonovy kdédy byly popsdny v roce 1960 Irvingem S. Reedem a Gustavem
Solomonem. Rozsitené uplatnéni nasly az po roce 1977, kdy byly pouzity ve vesmirném
programu NASA Voyager, kde v systému sondy Voyager 2 byl nainstalovan efektivni kodér
RS kédt, avsak efektivni dekodér jesté nebyl objeven. Védci timto pocindnim riskovali,
kdyz predpokladali, ze v dobé, kdy sonda dosdhne Uranu, bude jiz dekodér vyvinut. Tento
risk se jim opravdu vyplatil a v roce 1986, kdy se sonda priblizila k Uranu, byly systémy
Voyageru vylepSeny o efektivni systém dekédovani RS koda [9]. V soucasné dobé lze nalézt
uplatnéni téchto kodi v bézné se vyskytujici technice, jako napriklad v CD, DVD, SSD,
QR kodech nebo se tyto kédy hojné vyuzivaji v telekomunika¢nich systémech.



Cilem prace je provést analyzu vypocetni narocnosti samoopravnych kodi. Konkrétne
se prace zaméruje na problematiku Reed-Solomonovych kédu. U implementace téchto kédu
je zmérena jejich vypocetni narocnost, pricemz jsou zde zvoleny dva postupy pro nalezeni
chyby v kdédovych slovech. Implementace umoznuje nastavit rizné pozadavky na délku
zabezpecovanych dat a nejvyssi predpoklddanou nasobnost chyb. Toto feseni umoznuje
zavést rizné kdédové scénare. Dosazené vysledky téchto méreni jsou nédsledné analyzovany
a zdokumentovany.



Kapitola 2

Galoisova télesa

S myslenkou téchto algebraickych struktur pfisel francouzsky matematik Evariste Galois po
némz, jsou tyto struktury pojmenovany. Konkrétné se jim rikd Galoisova télesa (anglicky
Galois fields— GF) nebo se lze setkat s preklady jako konecna télesa ¢i pole.

Necht p je prvocislo a ¢ = p™, kde m patii do mnoziny prirozenych ¢isel, pak konecna
télesa budou znacena jako GF'(p™) nebo jako GF(q).

Kone¢né téleso lze sestrojit za pomoci generujiciho polynomu télesa F(X). Polynomu
F(X) stupné m muze byt pro kazdy stupen obecné vice, pricemz kazdy z téchto polynomu
generuje jinou abecedu prvku télesa (pokazdé se vSak zachovavaji vSechny vlastnosti).

V této kapitole bude popsana konstrukce konecného télesa za pomoci primitivniho nebo
generujiciho polynomu a déle budou popsany operace nad konec¢nymi télesy. Tato kapitola
primarné vychazi z [4, 15].

2.1 Konstrukce télesa pomoci primitivniho polynomu

Necht existuje téleso GF(2™). Kazdy jeho prvek lze vypoéitat jako zbytek po déleni ¢ tzv.
primitivnim polynomem, kde i = 0,...,22m~2,

Primitivn{ polynom p(x)' je takovy polynom stupné m, jenz beze zbytku déli polynom
27 + 1, kde j = p™ — 1 = 2™ — 1. Zéroven viak beze zbytku nedéli polynom z* + 1, kde
k< [4].

2.2 Konstrukce télesa pomoci generujiciho polynomu a pri-
mitivniho prvku

Necht existuje téleso GF(2™). Kazdy jeho prvek lze vypocitat jako zbytky po déleni mocnin
tzv. primitivniho prvku o € GF(2™), respektive o', kde i = 0,...,m — 1, generujicim
polynomem stupné m, jehoz prvky jsou z GF(2) a zaroven je nerozlozitelny v GF(2) [4].
Vice o generujicich polynomech viz sekci 3.3.1.

Primitivni prvek je takovy prvek télesa GF(q), jehoz ad je ¢ — 1, kde se fadem rozumi
takové nejmensi kladné celé ¢islo n, pro které o™ = 1. Timto prvkem lze vygenerovat
vSechny nenulové prvky GF(q). Takovyto prvek existuje alespon jeden pro kazdé konecné
téleso [16].

'Existuji  tabulky primitivnich polynomt, napiiklad https://www.partow.net/programming/
polynomials/index.html


https://www.partow.net/programming/polynomials/index.html
https://www.partow.net/programming/polynomials/index.html

Priklad 1
Necht je d4n primitivni polynom p(x) = 2 + z + 1. Prvky koneéného télesa GF(21), které
lze z p(z) vytvorit, jsou sepsany v tabulce 2.1.

Tabulka 2.1: Tabulka kone¢ného télesa vytvorend za pomoci primitivniho polynomu
p(r) =2 +2+1.

Exponencialni reprezentace | Polynomialni reprezentace | Vektorova reprezentace
0 0 (0 0 0 0)
a® 1 (0 0 0 1)
al x! (0 01 0)
o? z? (01 0 0
o z? (L 00 0)
ot at 1 00 1 1)
ad 22 2! (O 11 O)
af 2 2? (1 10 0
o z? a1 (1 o1 1)
a® 2 1 (010 1)
o’ z? ! (1 01 0
at? | (011 1)
all 3 2?2 2! (1 11 O)
at? 2 2? ozt 1 (111 1)
a'? a? a? 1 (110 1)
ot z? 1 (1 00 1)

Vektorova reprezentace je zkonstruovana z polynomialni reprezentace tak, ze chybéjici moc-
niny 27 urcitého polynomu jsou reprezentovany hodnotou 0 a vyskyty mocniny 2/ jsou
reprezentovany hodnotou 1, pro j = 0,1,...,m — 1. Naptiklad prvky konecného télesa
a’, a® lze zapsat nasledujicimi reprezentacemi:

o' =24+0+z'+1=(1 0 1 1),
a®=0+2"+0+1=(0 1 0 1).

Za pripadu, Ze se stale bude dodrzovat stejny forméat zapisu, nezalezi na tom v jakém poradi
bude, jak vektorovd, tak polynomidlni reprezentace prvku koneéného télesa zapséna. [9].

2.3 Operace nad konecénymi télesy

vvvvv

sta¢i definovat pouze operaci ndsobeni a operaci s¢itani. Operaci s¢itani 1ze nejjednoduseji
aplikovat tak, ze se nad vektorové reprezentaci obou operandt z konec¢ného télesa provede
operace XOR. Operaci ndsobeni lze provadét sectenim exponentid obou operandi a tento
soucet podrobit operaci modulo 2™ — 1 [9]. V tabulkdch 2.2 a 2.3 jsou sepsany operacni
tabulky pro operaci sé¢itani a ndsobeni v GF (2%), jez byly vygenerovany pomoci primitivniho
polynomu p(z) = z* + 2 + 1.



Operace v operacnich tabulkich 2.2 a 2.3, jez jsou pro prehlednost usporadany pohromadé
na této strance, jsou symetrické, a proto za celem lepsi ¢itelnosti v tabulkéch je zobrazena
pouze nezbytna ¢ast téchto tabulek. Tyto tabulky se budou déle vyuzivat pfi vypoctech
urcitych prikladu, jez jsou v této praci uvedeny.

Tabulka 2.2: Operac¢ni tabulka znazoriujici operaci "+" prvki z GF(24).

AT AT 2T BT Al Pl o a®]a® a2 aB] ol
Aol B a4l al [a®aBla | a2 a | a® a2 all] af | od
al 012l a | a® | a2 ol [a® [a® [ a3 | o | of | aB | a2 | af
2 01 a® [a® [ al [ a2 a [T & | & | o | o8] o3
. 0 o a2 1o 1aBlal a2 ad a0 o8 | af
oA 0 B 1a2l Bl a4 a2 [aB] af |all | &
s 0 D TaBl ol ab | o | &3 o | o | a2
b 0 a0 la%l o® | a” | af | af | a0 | o8
ol 0 ol a® [af | B 1 a2 | ad | of
a8 0 a2 o [ a7 | & | &3 | of
a9 0 laB |l a2 | &8 | a0 a2
10 0 | a3 [ ad [ ot
all 0 A | ot | oo
@ 0 al | o
ald 0 a?
alt 0

Tabulka 2.3: Operacni tabulka znazornujici operaci "-" prvki z GF(2%).

AT T2 TR TA Pl Bl a® a0 allla2] o]l
a2l latl a® laf | ol ala | al]alla]ad]| ok
ol Ll APl ab [a” | a® a0 lalla?al®| o] of
o2 Al [l o 1B a2 a® o] o | o
b Bl a® o 1 al ol [ a2 al® | a®| o | ol | a2
o Bl 1 al ol a2 a® la® | o | of | a2 | o
b a0 ol a2 [ abB la® [ a0 | ol | a2 | o8 | of
ob 2 aB o o lall a2 | @ | o | b
o7 AT ol o2 o P | ab
b Al a2 Bl Elad b ot
o0 PV 2 RSV N R R N I IR
10 P ab o | B ad
ol o a8 [ of 1 ald
o2 O T odl | o2
13 ol | o2
o4 13




Priklad 2 slouzi jako nazorny priklad, jak néasobit a scitat prvky z konecného télesa bez
pouziti operac¢nich tabulek.

Priklad 2
Necht plati konecné téleso z prikladu 1. Piiklad souc¢tu dvou operandi miize vypadat
nasledovné

o’ +a® = a” XOR o® = (1011) XOR (0101) = (1110) = a'!
a priklad nasobeni dvou operandi miize vypadat nasledovné

a8 = a8 — gl5mod 15 _ 0 _ 4

Necht f(x) je polynom stupné m s koeficienty z GF(2), ktery je ireducibilni v GF(2)
(tj. nemd 0 ani 1 jako svuj kofen) a zaroven mé kotreny z GF'(2™). Asociované kofeny jsou
vSechny mocniny BQk, kde k£ > 0, pro které plati, ze f(8) = 0 (tj. § je kofenem f(x)),

evvs

¢(B) =0 [4].
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Kapitola 3

Samoopravné kody

Vsechny kédy pro opravu chyb se zakladaji na stejném zakladnim principu a to takovém,
ze se redundantni informace pridéd k informacim (zprave), aby bylo mozné opravit pripadné
chyby, které mohou vzniknout pri prenosu nebo ukladani. V zdkladni formé se redundantni
symboly prfipojuji k informac¢nim symbolim, aby se ziskala zakdédovana posloupnost nebo
kédové slovo [20].

V této praci se bude pracovat s kédovymi slovy jejichz struktura je znédzornéna na
obrazku 3.1, kde jednotlivé parametry jsou detailnéji popsany v podsekci 3.1.

»
>

< n symboldi

Zabezpecovaci Cast Informacni ¢ast

<«— n-ksymoll —>»<€«—— ksymold —>

Obréazek 3.1: Struktura kédového slova. Obrazek byl prevzat s Gpravami z [20].

Format kédového slova miize byt také zapsan v opa¢ném poradi, tedy nejdiive se vyskytuje
¢ast, jez reprezentuje informaci a po ni se nachézi zabezpecovaci ¢ast. Tento popis je zna-
zornén na obrazku 3.2. Avsak oba ze znazornénych zpusobu nejsou jediné. V znazornénych
pripadech se konkrétné jedna o kédova slova zapsana v systematickém tvaru, vice o tomto
tvaru v podsekci 3.4. Druhym zptsobem, jak znazornit kédové slovo, je v tzv. nesystema-
tickém tvaru, kde nelze jednoduse z kédového slova odlisit jeho informacni a zabezpecovaci
Cast.

\4

A

n symbol(

Informacni ¢ast Zabezpelovaci Cast

<«—— ksymold —>»<€¢——— n-ksymoll —>

Obréazek 3.2: Alternativni struktura kédového slova uvddénd ve vétsing literatur. Obrazek
byl prevzat z [20].

V této kapitole budou popsény zakladni t¥idy samoopravnych kédt. Mezi témito tiidami
existuji zévislosti, jez jsou znazornény na diagramu 3.3. Konkrétné tiida Reed-Solomonovych
kédi bude obsdhle popsana v nasledujici kapitole.
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Blokové kédy

Linearni blokoveé kody

Cyklické kody

Primitivni, g-narni BCH kédy | Neprimitivni, g-narni BCH kody

Nebinarni BCH kody Nebinarni BCH kody
Reed-Solomonovy kody Reed-Solomonovy kédy
Reed-Solomonovy Reed-Solomonovy
kédy nad GF(2™M) koédy nad GF(2™)

Obrazek 3.3: Diagram reprezentujici zavislost mezi rtiznymi druhy kédu. Diagram byl
prevzat z [9]

3.1 Blokové kédy

Hlavni charakteristikou blokovych kédu je jejich prace s bloky dat o pevné dané velikosti.
Kodér tedy vstupni informaci rozdéli na sekvence na sobé nezavislych bloku, kde kazdy
blok nese k£ informacnich biti. Jinymi slovy, blokové kédy diky tomu, ze jsou bloky zpravy
na sobé nezévislé, nepotiebuji si uchovavat stavy mezi jednotlivymi bloky'. Informacéni bity
jsou reprezentovany jako k-tice u = (ug,u1, ..., ug_1), jez se nazyva zprava. Celkovy pocet
zprav, jez lze takto vytvofit je 2¥. Kodér kazdou zpravu u transformuje a na sviij vystup
odesle n-tici v = (vg,v1,...,v,—1) nazyvanou jako kédové slovo. Celkovy pocet kddovych
slov je shodny s poctem zprav, tedy 2%,

Pridanou zabezpecovaci ¢ast tvori tzv. redundantni bity, jejichz pocet je n — k za pred-
pokladu, ze k < n. Redundanci R definoval R. Hamming jako pomér délky kdédového slova
k délce zpravy tedy jako "

R=. (3.1)

respektive kolik bita slouzi k zabezpeceni jednoho bitu. Rovnice se pouzivd k méreni icin-
nosti kédu [11].
Prevrécend hodnota k rovnici 3.1 je

r=- (3.2)

a reprezentuje pomeér poctu bitt zpravy k délce kédového slova. Tento pomér se anglicky
oznacuje jako ,,code rate®. Do Cestiny ho lze pfelozit jako informaéni pomér [1].

Reed-Solomonovy kédy maji kédova slova o pevné dané délce, patii tedy do tiidy blo-
kovych kédi. Sekce primarné vychézi z literatury [15].

'Protikladem blokovjch kédil jsou konvoluéni kédy, kde jsou vstupy a vystupy zavislé na piedesljch
vstupech a vystupech
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Priklad 3

Necht plati, ze kodér jistého blokového kédu dokéze zpracovat 4bitovou zpravu a jeho
vystupem je 7bitové kddové slovo. Tabulka 3.1 uvadi, jak by mohl vypadat pfiklad binarniho
blokového koédu, pricemz prvni t¥i bity kédového slovo jsou redundantni.

Tabulka 3.1: Priklad binarniho blokového kédu, kde k = 4 a n = 7. Tabulka byla

prevzata z [15]

Zprava Koédové slovo
(0 0 0 0) 000000 0)
(1 0 0 0 (110100 0
(01 0 0) 011010 0
(1 100 (1 01110 0
(0 0 1 0 (1110010
(1 01 0 0011010
(011 0 (1 000110
(1 110 0101110
(0 0 0 1) (1 0100 0 1)
(1 00 1) 011100 1)
(010 1) (110010 1)
(110 1) 000110 1)
(0 01 1) 010001 1)
(1 01 1) (1 001011
(01 1 1) 0010111
(111 1) (1111111

3.2 Linearni blokové kédy

Uvazujeme samoopravny kod K. Necht K je podmnozinou n-dimenzionalniho binarniho
vektorového prostoru Vo = {0,1}". V takovémto pfipadé je kod K linedrni. To znamen4, Ze
vysledek souctu jakychkoliv dvou kédovych slov z K je rovnéz kédové slovo z K. Prostor
Vs je téze nékdy oznacovan jako Hamminguv prostor [20].

Koédovani mtze byt realizovino pomoci maticového nasobeni. V logickych obvodech je
realizace provedena za pomoci exkluzivni disjunkce a konjunkce, respektive pomoci hradla
XOR a hradla AND. Daéle v této praci, pokud se bude pracovat na binarni tirovni, budou
vypocty provadény dle tabulky 3.2.

Reknéme, ze vektory {g, o1, ...,0,_1} jsou bize k-dimenzionalniho vektorového pod-
prostoru kédu K. V takovém pripadé mize byt jakékoliv kédové slovo v € K reprezentovano
jako linedrni kombinace bazovych vektorii vynasobenych vhodnymi bindrnimi koeficienty.
Hodnotu v lze zapsat jako:

U = uglo + U101 + - - + Up—1Vk—1, (3.3)

kde u; € {0,1},1 < i < k.
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Tabulka 3.2: Hodnoty A a B znézornuji vstupy (napf. hradel). Operace + a - v poradi
znadi exkluzivni disjunkci a konjunkci. Operace — znadzornuje také exkluzivni disjunkci,
jelikoz z binarniho pohledu operace A — B a A + B (modulo 2) poskytuji stejny
vysledek [20]. Tyto operace tedy lze navzajem zaménovat.

A B|A+B|A-B|A-B
0 O 0 0 0
0 1 1 0 1
1 0 1 0 1
1 1 0 1 0

Rovnici 3.2 lze zapsat jako soucin matic, kde G znaci generujici matici a hodnota

U= (uo Uy ... uk_l) reprezentuje zpravu.
v = uG, (3.4)
kde
Vo 0,0 Vo,1 T Vo,n—1
U1 V1,0 V1,1 ot Vin—1
G=| . |= _ A _ . (3.5)
Vk—1 Vk-1,0 Vk—1,1 - Vk—1pn-1

Kontrolni matici H nazyvame takovou matici, jez spliuje podminku GHT = 0, kde
HT symbolizuje transponovanou matici H. Pro kazdé platné kédové slovo v musi platit
rovnice

vHT = 0. (3.6)

Linedrni kody se v literatute znaci nejéastéji budto jako (n, k) nebo jako (n, k, dpin ), kde
dmin reprezentuje Hammingovu vzdélenost. Asi nejzndméjsim linedrnim blokovym kédem
je standardni Hamminguv kéd, ktery lze oznacit za linedrni (7,4) kod.

P1i dekédovacim procesu je klicovym konceptem tzv. syndrom, jez je slovo z Vs defino-
vané jako

s=THT. (3.7)

Pomoci syndromu 3, jenz je chapan jako soubor priznaku, se indikuje, zda se v preneseném
slové 7 vyskytly néjaké chyby. Kédové slovo v € K je doruceno prenosovym kandlem, ktery
do slova zanesl chyby, které jsou definované jako chybovy vektor € € {0, 1}". Piijaté slovo,
které bylo timto kandlem preneseno, lze zapsat jako

F=10+e, (3.8)
pricemz syndrom chyby slova 7 lze vypocitat jako

s=TH'=(v+e)H" =eHT. (3.9)

Sekce vychazi z literatury [20].
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Priklad 4
Necht existuje Hamminguv kéd (7, 4), jehoZ generujici matice G a kontrolni matice H z [21]
jsou dany nasledovné

oo 0001111

G = H=1011 0011
01 010T1FPO0 1010101
0011001

a je déna zprava u = (0 10 1) k zakoédovani.
Pomoci rovnice 3.4 Ize vypocitat kodové slovo v jako

1110000

- 1001100

v=uG=0 10 1)1 791 l=0C010101),.
0011001

Kontrolu, zda je vysledné kédové slovo korektni, 1ze provést za pomoci 3.6, kdy vysledek
nasobeni musi byt roven nulovému vektoru, respektive syndrom chyby musi byt nulovy.

tHT"=(1 0 1 0 1 0 1) =(0 0 0

— O = Ok O
_ = OO OO = O
—_ == =0 OO

Zanesenim chyby e = (0 00100 0) do kédového slova v vznikne
r=v+e=(1 01010 1)4+(0 00 1000=(101110 1)

Za pomoci rovnice 3.9 lze zjistit syndrom kédového slova nasledovné

§s=rHT=(1 0111 0 1) =0 0 1)

—_ O = O = O =
= =0 O == O
o= == O OO
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3.3 Cyklické kédy

Ko6dy spadajici do této tridy disponuji cyklicnosti. Cykli¢nost je vlastnost, jez je popsana
v nasledujicim odstavci.

Necht Z)O = (’U[) V] ... Up_9 Un,l) je kddové slovo linedrniho blokového kédu C'. Ro-
taci tohoto slova o jednu pozici doleva se ziskd slovo ?1 = (U1 ... Up—2 Up_1 Uo).

Opakovanym provadénim této operace dojde k vytvoreni dalsich slov %)2, %)3, ,?n_l.
Orotuje-li se puvodniho slovo celkem n krat v jednom smeéru, vysledkem rotace bude pu-
vodni kédové slovo, tudiz je postacujici provést operaci rotace o jednu pozici doleva nebo
doprava celkem n — 1 krat. Je vSak nutné tuto operaci provadét pouze v jednom sméru.
Pokud by tato podminka nebyla splnéna, nedoslo by ke kontrole kazdého mozného pripadu,
jez mohl pri rotaci nastat. V pripadé, ze kazdé ze slov %)1, %)2, %)3, cee %)n_l je kédové slovo
kédu C tak tento kod patii do tiidy cyklickych kéda.

Na obrazku 3.4 je ndzorné ukézana rotace kédového slova v z prikladu 4 o jednu pozici
doprava.

1

N
ARAMAN

1

Obrazek 3.4: Rotace kédového slova o jednu pozici doprava®.

Tato sekce a nésledujici podsekce primarné vychdzi z literatury [22].

3.3.1 Generujici polynom

Necht vSechna kédova slova ©(z) reprezentovand jako polynom jsou ndsobky jistého poly-

wix o1 y . ” = .
nomu g(z), pficemz se polynomidlni reprezentaci mysli napriklad slovo v( zapsané jako

%)0 =vo+ v+ vy 2 4 vy (3.10)

Polynomu g(z) se obecné rika generujici polynom kédu. Lze dokazat, ze je mozné polynom
z™ — 1 vydélit g(x). Polynom 2™ — 1 lze rozlozit na ireducibilni faktory ¢;(z), kde j =
1,2,...,1. Tento vztah lze zapsat s prihlédnutim k tabulce 3.2 jako

7 vlastnosti popsanych vyse lze generujici polynom zapsat jako

sy = [ e (3.12)

GEJC{1,2,...1}

Generujici polynom g(z) lze tedy vyjadrit jako soucin uréitého poc¢tu ireducibilnich faktoru,
jez vznikly rozlozenim polynomu (z"™ — 1).

Inspirace obrazkem z https://en.wikipedia.org/wiki/Cyclic_code#/media/File:Rotate_right.svg
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Priklad 5
Rozlozenim polynomu 2’ + 1 na jeho ireducibilni faktory vzniknou polynomy

2"+ 1= (z+1)(2® +z+1)(a®+ 2% +1).

Nékteré ze zndmych cyklickych kédt o délce kddového slova 7, jez vznikly z generujiciho
polynomu, ktery je dan rovnici 3.12 a ireducibilnimi faktory, jsou:

« Bindrni cyklicky Hammingtv (7,4) kéd je generovany pomoci g1 (z) = (23 + 2 + 1).

« Bindrni cyklicky paritni (7,6) kéd je generovany pomoci ga(z) = (2% + x + 1)(z% +
2
x®+1).

« Binarni MLS? (7,3) je generovany pomoci g3(z) = (z + 1)(23 + = + 1).

Necht generujici polynom g(z) je ddn nasledovné
9(x) = go + g1 + gox® + -+ + g™ " (3.13)
V takovém piipadé lze kazdé kodové slovo z C zapsat jako
v(z) = m(x)g(x), (3.14)
kde m(z) je polynom, jenz reprezentuje zpravu
m(z) =mo+miz+- -+ me_1z" L. (3.15)

Musi platit, ze stupen polynomu m(x) bude mensi nez k.
Lze tedy rovnici 3.14 rozepsat jako
U(x) = U0+'U15U+’U2.ZU2+ +Un_1.’L'n_1

= (go+ @z + gox? + - + gug2" ") (mo + maz + - + my_12"1), (3.16)

kde stupent polynomu kédového slova je mensi nebo roven n — 1 [20].

3PIngm ndzvem ,, Mazimum-Length-Sequence®
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3.4 Systematicky format kédového slova

Cyklické k6dy nemusi byt vzdy zapsany v systematickém tvaru. Systematicky tvar kédového
slova je takovy tvar, jez je reprezentovan na obrazku 3.1, respektive lze jednoduse odlisit
informacni ¢ast od zabezpecovaci ¢asti.

Pomoci mensi ipravy lze cyklicky koéd zakdédovat do systematického tvaru. Necht existuje
vektor zpravy

m = (mo my ... mk_l). (3.17)

Tento vektor lze zapsat také v polynomidlnim tvaru, viz rovnici 3.15.

K zakdédovani zpravy do systematického tvaru je potieba vytvorit prostor pro zabezpe-
covaci Cast, a to se docili tim, Ze se posune polynom zpravy doprava o n — k pozic. Cilem
je dostat nasledujici tvar

00 ... 0 mp mi ... my_1), (3.18)

kde ¢ast obsahujici nulové hodnoty méa velikost n — k. Pomoci polynomu lze tento tvar
zapsat do nasledujici podoby

" Fm(z) (3.19)
Pokud generatorem g(z) vydélime 2" *m(x) dostaneme kvocient spoleéné se zbytkem
2" Fm(z) = g(x)g(z) + d(), (3.20)

kde ¢(z) je podil a polynom d(z) zndzorniuje zbytek, jehoz stupen je mensi nez n — k.
Mizeme také fici, ze
d(z) = 2" Fm(z) mod g(z), (3.21)

kde hodnotu d(z) lze zapsat jako

(do dv ... dpjp—1 0 0 ... 0). (3.22)
Upravou rovnice 3.20 vznikne

2" Fm(e) — d(z) = q(x)g(x) = c(x). (3.23)

Jelikoz 2" *m(x) — d(z) je nasobkem generujictho polynomu g(z) musi se tedy jednat
o kédové slovo, jehoz reprezentace je

(—d() —dl —dn,k,1 mo My ... mk,l). (324)

Zabezpecovaci informace se nachdzi na prvnich n — k pozicich a zprava je obsazena na
poslednich k pozicich kédového slova. Sekce primérné vychazi z literatury [18].
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3.5 BCH kédy

Tyto samoopravné kédy popsali ve své préci [6] panové Raj Chandra Bose a Dijen K. Ray-
Chaudhuri a nezévisle na nich ve své praci, pan Alexis Hocquenghem [13].

Tyto kédy lze rozdélit na primitivni a neprimitivni BCH kédy nebo na binarni a nebi-
narni BCH kédy. Primitivni BCH kédy maji délku kédového slova n rovnou p™ — 1, zatimco
ne-primitivni maji délku rtiznou od p™ — 1. Popis bindrnich a nebinarnich BCH kéda bude
popséan nize. Sekce a jeji podsekce primarné vychézi z literatury [5, 9].

3.5.1 Binarni BCH kédy

Kédové slova jsou tvorena ze symbolu z GF(p) = GF(2). Prvky konecného télesa jsou
z GF(q) = GF(p™) = GF(2™), kde ¢ znad¢i pocet prvki v télese. Koeficienty generujictho
polynomu g(x) jsou z GF(2) a jeho koteny jsou z GF(2"™).

Necht ¢ znaéi korekéni schopnost, pak pro kazdé celé ¢islo m > 2 a t < 2™~ 1 existuje
bindrni BCH kéd s nasledujicimi vlastnostmi
Délka kédového slova:
n=2"-1 (3.25)
Hammingova vzdalenost:
dmin 2> 2t +1 (3.26)
Pocet paritnich biti:
n—k<mt (3.27)

3.5.2 Nebinarni BCH kédy

Kédovéa slova jsou tvofena ze symbolu z GF(2™) a prvky koneéného télesa jsou také
z GF(2™). Koeficienty generujictho polynomu g(z) jsou z GF(2™) a jeho kofeny jsou
z GF(q?). Plati, Ze m > 1 a z > 2 a délka kédovych slov je n = ¢* — 1 symbolu, kde
q=2m.

Necht plati vlastnosti z binarnich BCH kédu. Tyto vlastnosti lze zobecnit na [16]
Délka kédového slova:

n=q" -1 (3.28)
Hammingova vzdalenost:
Pocet paritnich biti:

n—k<2mt (3.30)

3.6 Uvod do Reed-Solomonovych kédi

vvvvvv

Solomonovy (RS) kédy na pocest jejich objevitelu Irvinga S. Reeda a Gustaveho Solomona,
ktefi je popsali ve své praci [10]. Reed-Solomonovy kédy nalezly uplatnéni pro korekci chyb
jak v digitdlnich komunika¢nich systémech (DVB-T2), tak v tloznych systémech (CD, pa-
méti Flash, QR kédy) [16]. Reed-Solomonovy kdédy se fadi do tfidy nebindrnich BCH, cyk-
lickych, linearnich blokovych k6d. Problematika Reed-Solomonvych kédi bude popséana v
nasledujici kapitole.
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Kapitola 4

Reed-Solomonovy kody

Tato kapitola se bude zabyvat jednou z nejpokrocilejsich t¥id samoopravnych kédi, a to kon-
krétné Reed-Solomonovymi (RS) kédy. V nésledujicich ¢astech bude popsén obecny prin-
cip RS kodi, jeho vlastnosti a parametrii, princip generujictho polynomu, zptsob kédovani
(zabezpeceni) informace a posléze problematika dekédovani a hledani chyb. Tyto principy
budou v ukézany na jednoduchém prikladu, ktery se bude postupné prolinat jednotlivymi
sekcemi. Pro nazornost se tento priklad bude tykat véty zminéné v tivodni kapitole, kon-
krétné véty: ,,Neni to o letadle, je to o pilotovi‘. Pro jednoduchost se zamérime pouze na
jedno slovo, a to pfesnéji na slovo: ,,pilotovi®, které podrobime kédovacimu a dekédovacimu
procesu. Jednotlivé polynomy budou v této a v nasledujicih kapitolach psany pomoci vel-
kych pismen, aby bylo jednoznac¢né urceno, ze se jiz pracuje s Reed-Solomonovymi kody,
oproti prechozim kapitolam, kdy byly polynomy zapisovany malymi pismeny. Tato kapitola
primarné vychazi z [9] pokud nebude uvedeno jinak.

4.1 Popis Reed-Solomonovych kéda

Kédova slova jsou tvorena ze symbolu z GF(2™). Totéz také plati pro koeficienty a koreny
generujicich polynomi. Reed-Solomonovy kédy jsou specialni tfidou nebindrnich BCH kédu
pro které plati, ze z = 1, vizte sekci 3.5.2. Obecné pro tento kod plati nasledujici nerovnosti:

m > 2, (4.1)
t < omt

Lze tak sestrojit Reed-Solomonovy koédy s riznymi vlastnostmi, jez se tykaji napriklad
délky kdédového slova, zabezpecovaci schopnosti, délky informace k zabezpeceni.
Vlastnosti RS kédu lze popsat nasledujicimi rovnicemi [16]:
Délka kédového slova:

n=p"—1 (4.3)

Pocet paritnich symbolti:
n—k=2t (4.4)

Informacéni délka zpravy:
kE=p™—1-2t (4.5)

Hammingova vzdalenost:
Ain = 2t + 1 (4.6)
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Pomér chyb ¢, ktery je kdéd schopny opravit, k celkové délce kédového slova definuje
hodnota c. Rovnice pro jeho vypocet je

c = —. (4.7)

Na rozdil od diive zminénych BCH kodi, tak u Reed-Solomonovych kodi lze z parame-
tru n a k urc¢it korekéni schopnost ¢ kédu. U kodi BCH existuji specidlni tabulky (podobné
tabulce z piikladu 6), ve kterych jsou vypsany korekcni schopnosti BCH kédu pri urcitém
n a k, viz literaturu [15, 16]. Korekéni schopnost kédu lze vyjadrit z rovnice 4.4 jako [23]

t= V;kJ (4.8)

Priklad 6

Necht plati rovnice 3.2, 4.1, 4.3, 4.5, 4.7, 4.8 a m < 4, pak lze setrojit tabulku 4.1. Z této
tabulky je zfejmé, zZe pro kazdou chybu ¢ jsou potiebné dvé paritni informace z kdédového
slova, aby bylo mozné pripadnou chybu najit a opravit. Také je z tabulky patrné, ze se
zvysujicim se m roste pocet moznosti, jaky zvolit Reed-Solomoniv kéd v zavislosti na
pozadovaném poctu symboll k zabezpeceni ¢i na jeho korekéni schopnosti.

Tabulka 4.1: Seznam Reed-Solomonovych kédu a jeho vlastnosti spliujici podminku, kde

m < 4.

m n k t r c

[1] [1] 1] [0] [ 100.0 %) [ 0.0%]
2 3 1 1 33.3% 33.3%
3 7 5 1 71.4% 14.3%
3 7 3 2 42.9% 28.6 %
3 7 1 3 14.3% 42.9%
4 15 13 1 86.7 % 6.7 %
4 15 11 2 73.3% 13.3%
4 15 9 3 60.0 % 20.0 %
4 15 7 4 46.7 % 26.7 %
4 15 7 ) 33.3% 33.3%
4 15 3 6 20.0% 40.0%
4 15 1 7 6.7 % 46.7 %

Pozndmbka: Rddek wvedeny v hranatijch v zdvorkdch v tabulce /.1 reprezentuje RS kéd, kde
délka datové cdsti je rovna délce celého kodového slova. Z toho vyplyjva, Ze se zde nevyskytuje
redundance, kterd by informaci zabezpecila, a proto t = 0. Z hlediska bezpecnosti nemd tento
kod Zadny prakticky dcinek. Nicméné je vsak mozné sestrojit takoviyto Reed-Solomonotiv
kod [9].
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Reed-Solomonovy kédy maji dvé dilezité vlastnosti: [9]
e délka kédu je o jedna mensi, nez je velikost kédové abecedy,
e miniméalni vzdalenost je o jedna vétsi, nez je pocet paritnich symbolu.

Kody, jez maji minimalni vzdalenost o jedna vétsi nez pocet paritnich symboli, se nazyvaji
tvorf pravé RS kody [16].

Pro spravnou funkénost Reed-Solomonovych kédt z hlediska zabezpeceni je tfeba exis-
tence jejich kodéru a dekodéru, viz pribéh sondy Voyager z tivodni kapitoly.

Vstupem kodéru je zprava, jez ma byt zakdédovana a dorucena pienosovym kandlem
k cilové destinaci. Jeho vystupem je zprava s pridanou redundantni informaci. Vstupni
zpravu M (X) lze zapsat jako polynom, kde jednotlivé koeficienty M; polynomu odpovidaji
¢astem celkové zpravy, pro M; € GF(p™)

M(X)= Mo+ MX + ... My_o X2 4 M XL, (4.9)

Vstupem dekodéru je vystupni kédové slovo z kodéru, jez mohlo byt pfi prenosu po
prenosovém médiu zatizeno rusenim, které mohlo ve zpravé vytvorit jednu ¢i vice chyb.
Chybou se rozumi nezadouci zména hodnoty koeficientu kédového slova na jinou hodnotu.
Vystupem dekodéru je puvodni zprava M (X). Neni vSak pokazdé zaruceno, ze se dekodéru
podari vzdy obnovit zpravu do puvodni podoby, nebot poskozena zprava mohla byt zatizena
vétsim pocCtem chyb, nez je korekéni schopnost Reed-Solomonova kédu, tim i schopnost
dekodéru opravovat chyby. Nazorny priklad principu prenosu zpravy za pouziti kodéru
a dekodéru Reed-Solomonova kédu je na obrazku 4.1.

Kodér
== Zprava Zakodovana zprava
\‘?!

————>{RS(255, 223) —\

Pfenos zpravy

) Dekodér
B Pdavodni zprava
LD — RS(255, 223)
¢. Zprava s moznym

poskozenim

Obréazek 4.1: Piiklad pfenosu zpravy inspirovany sondou Voyager

Detailnéjsi popis kodéru lze nalézt v sekci 4.3 a dekodéru v sekci 5.1
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Priklad 7

Na jednoduchém prikladu budou nastinény vlastnosti Reed-Solomonovych koda, které
doposud byly zminény. Slovo k zakédovani bude slovo z tivodni kapitoly, respektive slovo
»pilotovi“. Toto slovo se skldda z osmi pismen, kterda budou zabezpecena Reed-Solomonovym
kédem. Pro nazornost bude jednotlivym pismentim prifazena urcitd hodnota dle tabulky 4.2.

Tabulka 4.2: Tabulka znazornujici, jaka ¢iselna hodnota nélezi uréitému pismenu.

1 2 3 4 ) 6
P I L O T \Y%

Aplikaci tabulky na slovo ,,pilotovi“ vznikne posloupnost ¢isel, jez lze zapsat jako vektor
M=(12 345 46 2
nebo jako polynom z rovnice 4.9

M(X)=1+2X +3X>+4X° +5X* +4X° + 6X° 4+ 2X".

Jednotlivych Reed-Solomonovych kédi mtze byt nespocetné mnoho, proto je pro je-
jich lepsi rozeznani zavedeno nékolik druhu jejich znaceni jako napiiklad RS(n, k) nebo
RS(n, k,t). V této praci se bude nadéle pouzivat pouze znaceni RS(n, k), jelikoz se pouziva
ve vétsiné literatur.

Priklad 8

Dle popisu problému z prikladu 7 je patrné, Zze abeceda symbolu se sklada z Sesti znakt
a délka zpravy je 8 symboli. Vychazime z tabulky z prikladu 6. Z této tabulky problému
nejvice odpovida radek s délkou koédového slova 15 a délkou informacni casti 9, jelikoz
zprava k zakédovani M (X) je délky 8. Jedna se tedy o kéd RS(15,9) se schopnosti opravy
t¥i symboli. Nadéle v praci bude vsak zvolen kéd RS(15, 8), jelikoz tento kod vice odpovidd
pozadavku na délku informacni ¢asti kédového slova a zaroven zustane zachovana korekéni
schopnost. V tabulce 4.4 je sepsan vycet vlastnosti zvoleného RS(15,8), jez byly spocteny
v tabulce 4.4.

Tabulka 4.3: Vycet prvka z tabulky 4.4

m n k t r (d

4 15 8 3 53.3 % 20.0%
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Tabulka 4.4: Vycet urcitych vlastnosti RS(15,8)

Délka kédového slova (rovnice 4.3) n = 15 symboli
Pocet paritnich symboli (rovnice 4.4) n —k =7 symbolu
Informacni délka zprévy (rovnice 4.5) k = 8 symbolu
Hammingova vzdalenost (rovnice 4.6) Amin =2t+1=17
Pomér zabezpedenych symbolu (rovnice 3.2) r= % =53,3%
Pomér chyb (rovnice 4.7) c=L1=20,0%
Pocet prvka GF, viz (tabulka 2.1) g=mn+1=16 symboli
Pocet moznych kédovych slov [9] p™ =232 > 10 slov
Pocet moznych prijatych slov [9] pm = 260 > 1018 glov
Polynom generatoru télesa FX)=X"+X+1

4.2 Generujici polynom

Necht « je primitivni prvek GF(q). VSechny kofeny generujictho polynomu G(x) Reed-
Solomonova kédu, jenz mé korekéni schopnost ¢, jsou a, a?, ..., a?". Necht ¢;(X) je mini-
mélni polynom o € GF(q), tak lze tento polynom zapsat jako X — af. Generujici polynom
lze vypocitat jakou sou¢in minimdlni polynomu nasledovné [16]

b+2t—1
GX)= J] @+a)=X+a)(X+a?) ... (X +a1), (4.10)
i=b

kde b je obvykle 0 nebo 1 [20]. Generujici polynom je mozné také zapsat jako

2t
G(X)=) gjad =go+n X+ + g1 X + X7, (4.11)
j=0

kde g; € GF(q) pro 0 < i < 2t. Jelikoz a,a?,...,a?" jsou kofeny X" — 1, tak lze X" — 1
vydélit beze zbytku polynomem G(X). Z tohoto duvodu je délka kédového slova n = ¢ — 1
s délkou zabezpecovaci ¢asti 2t [16].

Priklad 9
Necht « je primitivni prvek télesa GF(2%) z piikladu 1 a uvazujeme kéd RS(15,8). Gene-
rujic polynom G(X) m4 kofeny o, a?, a3, at, a®, a8, Vysledny polynom lze za predpokladu

b =1 vypocitat nasledovneé

GX) = X4+ X +D)X+)X+aH)(X +a)(X +ab)
a6+a9X+a6X2+a4X3+a14X4+a10X5+X6

P1i vypoctech se pouzivaji operac¢ni tabulky sc¢itani 2.2 a nasobeni 2.3 Galoisovych téles,
pricemz budou pouziviny i v nasledujicich prikladech.
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4.3 Princip kédovani

Necht zabezpecovaci ¢ast je CK(X) a informacni ¢ast je M(X), tak lze CK(X) ziskat
za pomoci M (X) pii pouziti modulo operace spolecné s generujicim polynomem G(X),
respektive

CK(X)=X"""M(X) mod G(X) (4.12)

nebo hodnotu CK(X) lze ziskat také z
X" FM(X) = Q(X)G(X) + CK(X), (4.13)

kde Q(X) znaci podil a X"~ ¥ reprezentuje posuv, aby kédové slovo bylo v systematickém
tvaru, vice viz podsekci 3.4.
Pri¢tenim hodnoty CK(X) k obéma strandm rovnice 4.13 vznikne

X" FM(X) 4+ CK(X) = Q(X)G(X). (4.14)

Kédové slovo C(X), jez ma byt preneseno, obsahuje v systematickém tvaru zabezpeco-
vaci éast CK(X) a informacni ¢ast M (X), kédové slovo lze tedy zapsat nésledovné

C(X)=X"""M(X)+CK(X), (4.15)

kde stupen polynomu CK(X) je v intervalu (0,n —k —1) € N a stupeti X" *M(X) je
v intervalu (n —k,n—1) € N pro M(X) # 0 jinak je stupen 0. Pokud plati n > k,
tak zabezpecovaci ¢ast C'K(X) nikdy neptekryje informaéni ¢ast M (X). Pokud je stupen
M (X) nulovy, tak v takovémto pripadé bude celé kédové slovo rovno 0, respektive C'(X) =
M(X)=CK(X)=0.
Kédové slovo C(X) 1ze také zakédovat do nesystematického tvaru nasledovné
C(X)mm—systematic = G(X)M(X) (416)

Na obrazku 4.2 je zobrazen diagram Reed-Solomonova kodéru, jehoz vstupem je zprava
a vystupem je zakddovana zprava, respektive kdédové slovo. Pro prehlednost jsou vSechny
polynomiélni hodnoty kodéru, které jsou pouzivany, rozepsané nize

o Informacni ¢ést (zpréva) slozena ze symbolu M;, kde i =0,1,...,k — 1:

M(X) = My+ MX + -+ Mo X" 4+ My X*!

o Generujici polynom G(X) slozeny ze symbolu G;, kde i = 0,1,...,2t — 1:
G(X) =Gop+Gi1 X+ + G2t71X2t_1 + X2

e Zabezpecovaci Cast slozend ze symbola CK;, kde i =0,1,...,n—k — 1:

CK(X) = X" *M(X)mod G(X)
= CKy4+CKi X+ +CKy_j_oX" "2 4 CK,_j_ X" k1

o Kdédové slovo slozené ze symbolu C;, kde i = 0,1,...,n — 1:
C(X)=X""M(X)+CK(X)
= X" FM(X) 4+ X" *M(X) mod G(X)
=CKo+  +CKp_j 1 X" MoX" % 4o M X" (4.17)
=Co+C1 X+ +Cp X" 2+ Cp X1
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—>
M(X) — k > > % k >—n—> C(X)
5 g
x-k—1-> > © f
° 102 n-k—> Q9
B | CK(X) (zbytek
G(X) n-k+1 —> po déleni)

Kodér Reed-Solomonova kédu

Obrézek 4.2: Diagram Reed-Solomonova kodéru. Diagram je prevzaty z [9]

Priklad 10

Necht mame zpravu M (X) = 1+2X +3X2+4X3+5X4+4X5 4+ 6X6 +2X7 7 piikladu 7
a generujici polynom G(X) = a® +a°X +ab X%+ a* X3 +a' X4+ 09X + X6 7 pifkladu 9.
Nejdiive bude prevedena zprava M(X) do exponencidlni reprezentace tak, ze jednotlivé
koeficienty polynomu budou prevedeny do bindrni podoby a za pomoci tabulky 2.1 se vy-
hledaji jejich exponencialni reprezentace. Bude vyuzit vektor M z prikladu 7:

M = (1 23 45 46 2) = (0001 0010 0011 0100 0101 0100 0110 0010) ,
kde jednotlivym bindrnim hodnotdm odpovida vektor v exponencidlnim zapisu
M = (ao al ot o2 o o o al) ,
jenz ve polynomidlnim zapisu vypada
M(X)=a’+a' X +a'X? + a’X3 + B X1 + a2X5 + P X0 4+ o1 X7
Vysledné kédové slovo C(X) lze vypocitat za pomoci vzorce 4.15 nésledovné
C(X)=X""M(X)+CK(X),
kde zabezpecovaci ¢ast je
CK(X)= (X’ +a'X +a?'X? +a?X3 + X1 + o’ X° + o° X + o' X7) mod G(X)
AN A X At XY a2X 0 a8 X M 02X 12 1 05X 4 ol X mod
S+ adX +abX2 +at X3 + oM xt 4 gl0X5 4 X6
C X 4+ aMX? et X3 Mt 4 o BXP 40X
a informacni ¢ést je
X" PM(X) = (XT) (0 + o' X 4+ a* X2 + 2X3 4+ o X* + 2X° + o° X6 + o1 XT)
= AN X At XY+ a2X 10 a8 X M 4 02X 4 0P X 4 ol e,
Vysledné kédové slovo tedy vypadd nasledovneé:
C(X) = a®X + aMX? + o' X3 + oM X + o3 X° + X0
AOXT 4 alX® 4ot X% 4 a2X10 L 0B X1 4 02X12 4 05X 13 4 olx
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Kapitola 5

Dekédovani Reed-Solomonovych
kodua

V predchozi kapitole bylo ukazano, jak zakédovat zpravu pomoci Reed-Solomonova kodu.
V této kapitole bude nejdiive do zakdédovaného slova zanesena chyba a posléze budou uka-
zany techniky a postupy, jak toto poskozené slovo opravit zpét do ptvodni podoby. Kon-
krétné bude popsan postup dekdédovani prijatého kdédového slova. Bude popsan vypocet
syndromu chyb a jak ze syndromt uré¢it pocet chyb nachézejici se v prijatém slové. Na-
sledné bude popsana technika, jak nalézt pozice chyb a konkrétni hodnoty chyb s nasled-
nou opravou slova pomoci zjisténych informaci. V zavéru kapitoly budou popsany konkrétni
algoritmy pro nalezeni pozic chyb.

5.1 Princip dekédovani

Pfed samotnym dekdédovanim prochazi kédové slovo tzv. prenosovym kandlem. V tomto
kandlu mohou nastat na prendseném kdédovém slové C(X) chyby, jez jsou reprezentoviny
polynomem FE(X). Tyto chyby mohly nastat jak na informacni, tak i na zabezpecovaci
¢asti kdédového slova a daji vzniku kédovému slovu R(X). Tento princip je zndzornén na
modelu 5.1.

Y

C(X) —n—>

—n— R(X)

séitacka
\ 4

Y

E(X) —n—>

Pfenosovy kanal

Obrézek 5.1: Model prenosového kanalu. Model je prevzaty z [9]

vvvvv

pozici vykonnéjsi prostiedky. Pro mensi a méné vykonné Reed-Solomonovy kédy je snadné
pracovat i pri vysoké frekvenci prendsenych dat (kédovych slov). Toto ovSem neplati pro
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vétsi, tim padem i vykonnéjsi Reed-Solomonovy kédy, kdy je potieba zajistit, aby i pii vy-
sokych prenosovych rychlostech nedochazelo v komunikaci k dlouhému zpozdéni. Samotny
dekdédovaci proces lze rozdélit do péti fazi:

1. Vypocitat syndrom z prijatého slova.

2. Vypocitat lokaliza¢ni polynom chyby.

3. Vypoditat pozice chyb z lokaliza¢niho polynomu.

4. Vypocitat puvodni hodnoty za pomoci syndromt a pozic chyb.

5. Vypocitat pivodni kédové slovo za pomoci pozic chyb a chybovych hodnot.

Oproti binarnim kédum, kdy stac¢i najit pouze pozici chyby a nasledné prohodit bindrni
0 za 1 nebo naopak, tak u nebinarnich je navic jesté potfeba vypocitat puvodni hodnotu. V
dalsich sekcich bude popsana faze hledani syndromu chyby, lokaliza¢niho polynomu a chy-
bovych hodnot. Ke konci kapitoly bude pomoci Petersonova-Gorensteinova-Zierleova algo-
ritmu (PGZ) dekédovano slovo, jez bylo zakédovédno v predchozi kapitole, jelikoz je tento

vvvvvv

polynomu budou popsany posléze. Konkrétné bude popsan Berlekamp-Masseyho algoritmus
(BMA) a Euklidav algoritmus. Tato sekce primarné vychazi z [9].

Dekédovaci proces lze zaznamenat pomoci diagramu, viz obrazek 5.2. Jednotlivé zna-
zornéné polynomy spolecné s polynomy zobrazené na modelu prenosového kanalu na ob-
razku 5.1 jsou popsany dale jako

o Priijaté kodové slovo slozené ze symbolt R;, kde ¢ =0,1,...,n — 1:
R(X)=C(X)+ E(X) (5.1)
= (Co+ Ep) + (C1 + E1)X + -+ + (Crez + Bp_2) X" 2+

(Cn—l + En—l)Xnil
= Ro+ R X+ -+ Ry 2 X" 2+ R, 1 X"}

e Chybovy vzor E(X) je slozeny ze symbolid X% X1, ..., X"~ ! reprezentujici pozice
chyb a ze symbolu Ey, E, ..., E,_1 reprezentujici hodnotu chyby [18]:

EX)=E X' +E X' +...+ B, ; x"!

o Dekédované kédové slovo C'(X)' slozené ze symbolu C!, kde i = 0,1,...,n — 1:

C(X) =R(X)— E(X)=R(X)+ E(X)
= X" *M(X) +CK(X)
= X" FM(X) + X" FM(X) mod G(X)
=CH+ O X+ +C X240 X!

o Dekédovand zprava M(X)" obsahujici symboly M/, kde i =0,1,...,k — 1:

MX) =C, _,+Cp 1 X+ + Ch Xk 240 x*!
= M{+ M]X + -+ M,_,X*2 4 M x*1
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o Dekédovand zabezpecovaci ¢ast obsahujici symboly CK], kde i =0,1,...,n —k — 1:

CK(X) =Ch+C\X +-+C_, X" " 240, Xkl
= CK})+CK|X +++CK_,_,X"*21cK! X"kl

— k—>M(X)'

Y

Y

R(X)—n—>

Y

Y

vypocet -E(X)'

séitacka
Y
Délicka C(X)'

>\t n-k >CK(X)'

Dekodér Reed-Solomonova kédu

Obrézek 5.2: Diagram Reed-Solomonova dekodéru. Model je prevzaty z [9]

5.2 Syndrom chyby

Slovo ,,syndrom*“ je ve slovniku definovano jako skupina znaki a symptomt, které se vysky-
tuji spolecné a charakterizuji konkrétni abnormalitu nebo stav. Syndrom lze také definovat
jako soubor soubé&znych véci, které obvykle tvoii identifikovatelny vzorec'. Slozky syndromu
S; jsou urcité charakteristiky, které charakterizuji konkrétni chybovy vzor. Akumulované
slozky syndromu dohromady tvoif syndrom S(X), kde S; = s(a?) ai=1,2,...,n — k.
Necht plati, ze R(X) je ptijaté kdédové slovo, tak jednotlivé slozky lze vypocitat jako

Si = R(a). (5.2)

Pokud kédové slovo R(X) neobsahuje zadné chyby, tak jednotlivé slozky syndromu S; musi
byt nulové, jinak se ve slové R(X) vyskytuje alespon jedna chyba. Respektive plati, ze
kodové slovo C'(X) je ndsobkem generujiciho polynomu G(X), vizte sekci o systematickém
formétu slova 3.4 a rovnici 4.14. Generujici polynom mé kofeny a, o2, ..., % a tudiz i koé-
dové slovo C(X) musi mit stejné kofeny. Postupnym dosazenim vsech korent polynomu
G(X) do prijatého kédového slova R(X) = C(X) + E(X) musi pokazdé vyjit nulovd hod-
nota za predpokladu, ze nenastala v prijatém slové zadna chyba. Jakdkoliv chyba v prijatém
slové ma za nasledek, ze vysledkem tohoto dosazovani nebude pokazdé nulova hodnota.

!Definice byly pfevzaty z https://www.merriam-webster.com/dictionary/syndrome
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Vzorec 5.2, pokud plati j =1,2,...,n — k, lze upravit jako
S; = C(a?) + E(d?), (5.3)
respektive lze napsat
S; = R(c?) = C(?) + E(a?) = 0+ B(a?). (5.4)

Lze tedy Tici, Ze dosazenim kofenu generdtoru G(X) jak do preneseného slova R(X) tak do
chybového vzoru mé za vysledek stejné slozky syndromu .S;.
Rovnici 5.4 1ze prepsat, pokud plati j = 1,2,...,2t, jako [18]

n—1
Sj=R(e/) = E(e/) =) _ Epa*. (5.5)
k=0
Jestlize plati, Ze prijaté slovo R(X) obsahuje v chyb a jejich lokace jsou i1, @2, . . . , iy s urcitou

nenulovou chybovou hodnotou Ej;, a pokud j =1,2,...,2t, tak

Sj=Y Ey(a))t =) E(a") (5.6)
=1 =1

Necht '
X; = a*, (5.7)

pak lze prepsat rovnice 5.6 jako
v
Si=> E;Xj. (5.8)
=1

Sekce primarné vychazi z [23, 18].

Priklad 11

Necht pravé zakédované kédové slovo bez zadné chyby je dano jako C(X) = o8 X +a* X2+
A1 X3 oM X4 4 B X5 a9 X0 a0 X T+l X8+ at X0+ a2X 0408 X1l 4 02 X124 05X 13 ¢
a' X™. Syndromy tohoto slova, jelikoz nebylo zatiZeno zadnou chybou, musi byt nulové.

Kofeny generatoru z pifkladu 9 jsou a, a?, o2, a*,a’,ab a musi tedy platit, ze dosazenim

kazdého jednoho kofene do C'(X) musi dat za pomoci rovnice 5.2 nulovou hodnotu.
Si=d’+a+a"+a’+a’ +1+a"+a’ +a®+aP+at+a"+aP +1=0
S=a 4+t +a?+a 4o+l +at+ 2 +a’+aT+1+al+a+at=0
Ss=a'+ P+’ +a a0+ a2+ + 0% +at+a+al+ab+at+al® =0
Si=a2 40’4041+ 40P 10+ +a%+ a2+ 1+’ +al2+a2=0
Ss=aB+a+a'vat+a¥+a+a’+al+at+a’ 40P +a?+ a0 +all =0

Sﬁ:a14+a11+a14+a8+a13+1+a12+a4+a13+a2+a14+a14+a8+a10:0

Jelikoz jsou vSechny slozky syndromu S; nulové, tak toto slovo neobsahuje zadné chyby.
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Priklad 12

Necht v kddovém slové C(X) z piikladu 11 vznikly chyby, jez jsou ddny chybovym profilem
E(X) jako E(X) = a5X? 4+ o0 X?. Piijaté kédové R(X) slovo na vstupu dekodéru je dle
rovnice 5.1

R(X)=C(X)+ E(X)
R(X) = (a®X +a"X? + "X + oM X + P X5 +a9X0 + X7+ aX® + o X+
A2X10 1 o8X 1 a2X12 4 05X 4 o X1) 4+ (aSX2 + al0X?)
=X + X2+ o X3 4 aMX a3 X0+ X0+ X7+ aX® + o2X 0+
Oé2X10 + OéSXll + 062X12 + a5X13 + OéX14

Chyba v prijatém slové nastala, jak v informac¢ni ¢asti, tak i v zabezpecovaci Casti. Kon-
krétné 1ze E(X) prepsat do bindrniho tvaru jako E = (1100X? 0111X?). Vysledné prijaté
hodnoty, jez byly touto chybou postihnuty, jsou v bindrnim tvaru 0101X? a 0100X°. Z to-
hoto je patrné, ze chyby nastaly na vice bitech, a to konkrétné na 4 bitech. Ackoliv korekéni
schopnost kédu RS(15,8) je t = 3, tak chyby pujdou opravit, jelikoz v Reed-Solomonovych
kédech se korekéni schopnost uvazuje na tirovni symboli nikoliv biti (symbolem rozumime
mnozinu biti).

Charakteristiky syndromu S; pfijatého kédového slova R(X) jsou
S1 =+ +ah+al+l+14+a"+a +at+a?+at +at +ad+1=4°
So=a%+ a2+’ +a"+alb+al+at ol o’ +a’+1+at Fal +alt=af
Ss=al+a+a’+al+a®+a2+af +a%+a+a?+al +a® +a +al® = a2
Si=a?+at+dl 1+l +ad+a¥+ad+al+al?+a'+ a5 a2 +a?=af
Ss=a®+a’+a''+at+af+a’+a’ +a' +al +a’ +ad + o+l + ol = o
Se=ata’+at+af+aB+14+a2 40t +al+al+at + ot + 0+ a0 = o7
Z rovnice 5.4 by mélo platit, ze jednotlivé charakteristiky syndromu S; by mély byt shodné

y P )y Z2€ ) y 8y y y by

s chybovym vzorem E; po dosazeni korentu generujiciho polynomu G(X).

Ey=a%+at=0a°

By = a0 4 a3 =¢o°
Ey=a?+a"=a?
Ey=a"+a' =af
Es=a'+a'%=a®
Eg = A +at=a"

7 vysledkt je patrné, ze S; = E; kde i = 1,2,...,n — k a vskutku jsou jednotlivé charakte-
ristiky syndromu zavislé na chybovém profilu, jenz do kdédového slova zanesl chyby.
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5.3 Vypocet poctu chyb

Sekce se bude zabyvat technikou, jak pomoci syndromu zjistit kolik se v prijatém slové
nachdazi chyb. Tato informace nasledné pomtize pii hledani lokaliza¢niho polynomu, jenz
bude vysvétlen v nasledujici sekci. Konkrétné se v této sekci bude pojednavat o pripadech,
kdy kodové slovo obsahuje jednu, dvé nebo tii chyby. Tento princip lze aplikovat i na
vicenasobnéjsi chyby, kde se vsak stavaji vypocCty narocnéjsi, a proto existuji pokrocilejsi
principy, jak opravit chyby v kédovém slové. Tyto principy budou vysvétleny v sekcich 5.7
a 5.8. Tato sekce a jeji podsekce primarné vychazi z literatury [22].

Dle [23] lze za pouziti autoregresni modelovaci techniky vytvorit matici, jenz umozinuje
za pomoci prvnich v syndromu predpovédét nasledujici syndrom. Tuto syndromovou matici
lze zapsat jako

Sl S2 53 v Sv—l Sv Lv —Pu+l 1
Se Sz Sy ... S Supr| [Lva —Sut2
: : R : : N : ) (5.9)
Sv—1 Sy Svp1 .. Sow-3 S Lo —S2-1
L Sv Sv—i—l Sv—i—? cee SZv—Z SQv—l_ L Ll ] B _SQv ]
kde hodnoty L1, Ls, . .., L, reprezentuji koeficienty lokaliza¢niho polynomu, vice v sekci 5.4.

5.3.1 Jednochyba

Uvazujeme jednochybu v prijatém kdédovém slové a pocet chyb v = 1. Rovnici 5.8 lze prepsat
za predpokladu, ze j = 1,2,...,2t jako

Si=FEX, Sy=EX! ... S=EX]. (5.10)

Jedna se vlastné o geometrickou posloupnost s kvocientem X;. Hodnoty E; a X3 jsou tedy

S S1

X == By =—.
1 S, 1 el

(5.11)
Z informaci vyse je patrné, ze v pripadé jedné chyby existuje hodnota Li, jez odpo-
vida kvocientu geometrické rady. Je mozné zapsat nasledujici rovnici za predpokladu j =
1,2,...,2t—1

Sj+1 = Sle. (5.12)

Vyjadrenim vznikne 2¢ — 1 rovnic s jednou neznamou L; nebo dle rovnice 5.9 vznikne jedna
rovnice o jedné neznamé

S1Ly = Ss.

Na obrazku 5.3 je znazornén obvod pro vypocet charakteristik syndromii za pomoci line-
arniho zpétnovazebniho registru (anglicky Linear FeedBack Shift Register —LFSR). Pomoci
ného lze vypocitat vSechny potrebné charakteristiky syndromu.
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\ 4
»

Obréazek 5.3: Obvod pro vypocet syndromu s jednochybou za pomoci LFSR [23].

5.3.2 Dvojchyba

Uvazujeme dvojchybu v prijatém kédovém slové, respektive v = 2. Dle rovnice 5.9 vznikne
soustava rovnic o dvou nezndmych

S1Ly + S2L1 = S
SoLg + S3L1 = S4,

S1 Sy
Sy 53
jisté, ze se v prijatém slové nachézi vice nez jedna chyba. Pokud by se ve slové nachazela
pouze jedna chyba, tak by determinant vysel nulovy, jelikoz by byl druhy sloupec determi-

kde musi byt nenulovy determinant Ag = ‘ Pokud vyjde determinant nenulovy je

nantu nasobkem prvniho.
Na obrazku 5.4 je znazornén obvod pomoci néhoz lze vypocitat vsechny potrebné cha-
rakteristiky syndromu.

82 ;81_)

Y

Obrazek 5.4: Obvod pro vypocet syndromi s dvojchybou za pomoci LFSR [23].
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5.3.3 Trojchyba

Pokud se v prijatém slové nachézi trojchyba, respektive v = 3, tak dle 5.9 lze rozepsat
soustavu rovnic o tfech neznamych takto

S1Lg + SaLo + S3Ly = S,

SoL3 + S3Lo + S4L1 = S

S3L3 + SaLo + S5L1 = Sg,

S1 Sy 53
kde musi byt nenulovy determinant As = |Sy S3 S4|. Pokud by se ve slové vyskytovaly
Ss Sy S

pouze dvé chyby, tak by determinant vysSel nulovy, jelikoz by byl treti sloupec linearni
kombinaci prvnich dvou sloupcu.

Na obrazku 5.5 je znazornén obvod, pomoci néhoz lze vypocitat vsechny potrebné cha-
rakteristiky syndromu, respektive Sy, S5 a Sg.

S, >» S ——>

A 4

Ss

A 4

Obrazek 5.5: Obvod pro vypocet syndromu s trojchybou za pomoci LFSR [23].

Obrazek 5.6 znidzornuje, jak by mél vypadat vypocet poctu chyb pifi maximalni korekéni
schopnosti kédua t = 3. Nejdrive se spocitaji syndromy S, pokud je alespon jeden nenulovy,
tak se déle spocita Ag, pokud Az = 0, tak se spocitd Aa,....

Musi se pokazdé zac¢inat od korene stromu, protoze pokud by se naptiklad nejdrive
spocitala Ay pri po¢tu chyb v = 3, tak muze byt vysledkem, jak Ay = 0, tak i Ay # 0.
Prvni vysledek evokuje to, ze se ve slové nachazi pouze jedna chyba. Zatimco pokud vysledek
vyjde nenulovy, tak se mylné muze predpokladat, ze ve slové jsou pravé dvé chyby misto
t¥.

3 chyby 2 chyby 1 chyba 0 chyb

Obrazek 5.6: Rozhodovaci strom pro maximalni korekéni schopnost ¢ = 3 symboly [23].
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5.4 Lokaliza¢ni polynom

Necht plati, Ze pozice chyb v kédovém slové jsou na pozicich XJt, X72 ... XJv za predpo-
kladu v chyb, tak chybovy polynom muze byt zapsin jako

E(X) = Ej, X' + Ej, X7 4 ... + E;, X", (5.13)

kde indexy 1,2, ..., v urcuji poradi chyby a j odpovida lokaci chyby. K opravé poskozeného
slova je potfeba vypocitat chybové hodnoty £}, a pozice chyb Xt kdel=1,2,...,v.

Necht plati, Ze pozice chyby je definovina jako 3; = aJt. Rozepsanim rovnice 5.8 se ziska,
2t charakteristik syndromu

S = R(a) = Ejlﬂl + Ej2,32 + - Ejv/Bv

Sy = R(a?) = Ej, 5f + Ep B3 + -+ + B, 8,
(5.14)
Sor = R(a®) = B, B3 + E;, B2 + - + E;, B2

V této soustavé se nachazi 2t neznamych. Konkrétné ¢ pozic chyb a t chybovych hodnot.
Jelikoz je tato sada rovnic nelinedrni, protoze nékteré nezndmé disponuji exponenty, tak
tyto rovnice nelze fesit obvyklym zptusobem. Postupem, kterym lze vyresit tuto sadu rovnic,
se obecné 1ika Reed-Solomonotv dekddovaci algoritmus.

Lokaliza¢ni polynom (anglicky error-locator polynomial) lze zapsat jako

LX)=14+5/X)1+ 2X)...(1+ 5,X) (5.15)
=14+ L1 X + LoX? + -+ L, XY, (5.16)
kde koreny polynomu jsou %, %, ceey i Prevracené hodnoty téchto korenti urcuji pozici

chyby v E(X). Necht je rovnice 5.9 prepsdna zjednodusené jako
S-L=25,. (5.17)

Pro sestaveni lokaliza¢niho polynomu je potfeba vypocitat vSechny jeho koeficienty
Ly, Ls,..., L, Matici L s témito koeficienty lze vypoéitat za pomoci inverzni matice S—1,
jez lze vypocitat dle [12] za pomoci adjungované matice S* jako

1
Sl =_—_g* 5.18
5] (5.18)

Nésledné dle pravidel lze upravit rovnici 5.17 jako

Sl.s.L=5"1.5 (5.19)
L=8"1.8. (5.20)

Z jednotlivych prvka matice L l1ze vyjadrit koeficienty lokaliza¢niho polynomu L(X). Sekce
primdrné vychazi z literatury [23].

35



Priklad 13
Necht plati charakteristiky syndromu z ptikladu 12

Dle rovnice 5.17 1ze sestavit syndromovou matici S3 s predpoklddanym poctem chyb
v=t=3

a® o o?
S:=la® a? af
a? o of

5 09 o2
(@ « (6

1Sa,] = [@® a? 7| =a’+a*+a —ab —at—alt =0
Oé2 a7 Oég

Jelikoz determinant vysel nulovy, tak bylo zjisténo, ze se ve slové nevyskytuji tfi chyby.
Nyni se sestavi syndromova matice Sy s predpokladanym poctem chyb v = 2.

9
o’
So =
Determinant této matice |Sa,| je

5 9
o« 7 3 4
|SA2|:[a9 o? }Za —a’=a" #0.

Determinant neni nulovy, tudiz se ve slové vyskytuji pravé dvé chyby. Nyni je potifeba
vypocéitat inverzni matici S~! dle rovnice 5.18

P 1 [a? o] [a®® o
at |a® ab o® all”

Nyni je mozné aplikaci rovnic 5.19 a 5.20 ziskat matici L s koeficienty lokaliza¢niho poly-
nomu
a® afl [ad o Li ] [aB o] [a?
a® ol |a? «o? Ly | | ol |a”
Ll B O[ll
L2 - all
Lokaliza¢ni polynom dle matice L lze zapsat jako

L(X)=14a"X +a'' X2

Dalsim krokem bude vypocet korenii tohoto polynomu.
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5.5 Chienovo vyhledavani

Necht existuje lokaliza¢ni polynom L(X). Dalsim krokem dekédovani je nalezeni kofent

L(X). To se provede tak, ze se prozkouma kazdy prvek koneéného télesa GF(¢™), zda neni

kotenem L(X). Z hlediska dekédovani se tento algoritmus jevi jako nejvice efektivni.
Vyhodnocenim kazdého nenulového prvku koneéného télesa:

2 x=09"2

r=l,r=ar=« vznikne

L(1) =1+ Li(1) + La(1)* +--- + Ly(1)"
L(a) =1+ Li(a) + La(a)® + - + Ly(a)®
L(a?) =1+ Li(a?) + La(a®)* 4 - + Ly(a?)? (5.21)

La®"72) =14+ L1(a?" ™) + Lo(a?" ™22 4 ... 4 Ly(a?" 72)".

Tento algoritmus muze byt efektivné realizovan pomoci hardwaru. Priklad obvodu, jenz
uskutecnuje Chienovo vyhledavani, je zobrazen na obrazku 5.7. Sada registri je prvné na-
plnéna koeficienty lokaliza¢niho polynomu Lq, Lo, ..., L,. Zprvu je vystupem

(

A=>"Lj=L(1)-1

J=1

Pokud A = 1, tak byla nalezena pozice chyby, protoze L(X) = 0. V nésledujicich fa-
zich je stav kazdého registru vynasoben «,a?,...,a". V registru se tedy nachizi hodnota
Lia, Lya?, . .., Lya®. Vystupem je

A= ZLjaj = L(a) — 1.
j=1

Obdobné se pokracuje, dokud se takto nezkontroluji vsechny nenulové prvky konecného
télesa. Sekce vychazi z literatury [18].

Lq > L, == om > L,

Y

2 v

a a a

Obréazek 5.7: Ptiklad obvodu realizujici Chienovo vyhleddvani z [18].



Priklad 14

Necht plati lokaliza¢ni polynom L(X) z prikladu 13

Kone¢né téleso méa dle pifkladu 1 vSechny nenulové prvky o, a

L(X)=1+a"X +allXx?

1

,...,a. Vsechny tyto

prvky se dosadi do 5.21 a pokud vyjde néjaka z rovnic nulovd, tak se jedna o koren lokali-

za¢niho polynomu L(X).

L) =a’ +a't + ot =af
L") =a"+a'? +a'? =at
Lie*)=a"+a® +a’ =a®
L®)=a’ +a'* +a?=ab
L) =a’+a’+a* =a*
L) =a +a' +af = a'?
L% =a’+a*+a®=0
L") =a’ +a? +al? = ol
Li®) =a’+a* +a'? =o'
Lia”)=a’ +a® + o =al!
L@ = a® + ab + al = a2
LiaM)y=a’+a" +a’ =o'
L(a?)=a’ +a® +a° =o'
La®) =a’+a’+a"=0
L@ = a® +al? 4 o2 = of

Koteny lokaliza¢ntho polynomu tedy jsou ab a a'3. Dle 5.15 uréuji pievracené hodnoty

kotenii pozice chyb, respektive zde plati, ze pozice chyb jsou «

predpokladu 8; = oJ! lze pozice chyb zapsat jako

fir=a =a

9

By =a” =a

6

_ 1 13 _ 1
= g5 a« ﬁz.Za

5.6 Vypocet chybové hodnoty a oprava prijatého slova

V této sekci budou popsany dva postupy pro nalezeni chybovych hodnot z lokaliza¢niho
polynomu L(X) a jeho kofenu [;. Nésledné bude popsiano, jak z chybového polynomu
a prijatého slova ziskat ptivodni slovo. Princip opravy prijatého kédového slova popsaného
v predchozich sekcich a z nasledujici sekce vychéazi z PGZ algoritmu. Postup vyhodnocovani
tohoto algoritmu je zndzornén na vyvojovém diagramu 5.8.
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5.6.1 Maticovy vypocet chybové hodnoty

Sadu rovnic 5.14 lze pfepsat do maticové podoby jako [18]

Br B2 ... Bl [EAr S1
2 52 ... B |E S.
SRR B et I R B (5.22)
gyt B3t ... BE| |E, Soy

Pocet charakteristik syndromu je 2t. Jelikoz vsak uz byl zjistén pocet chyb v prijatém
kédovém slové v a vSechny jejich lokace ;, tak je mozné vypocitat chybové hodnoty za
pomoci v rovnic, proto je potfeba vypodéitat pouze v neznamych [23]. Rovnici 5.22 1ze dle
téchto skutecnosti prepsat jako

Br B2 ... Bu| [E1 S
2 g2 ... g2||Ee s
R I It B el I (5.23)
opd .. pE||E, Sy

Vypocitanim jednotlivych hodnot F1, Es, ..., Ey, tak lze vysledny chybovy polynom vyja-
drit jako
E(X)=E(X) = E1p1 + Exfy + - - + E,fo. (5.24)

Vypocet koeficientii lze provést obdobné jako u lokaliza¢niho polynomu pomoci inverzni
matice 37! jako
E=p35"1.8, (5.25)

jestlize plati, ze rovnice 5.23 je zjednodusené zapsana jako
B-E=25,. (5.26)

Podsekce primarné vychazi z literatury [23].

Priklad 15
Necht plati kofeny 81 = o/t = o a B3 = a/? = a? z pifkladu 14 a charakteristiky syndromu
S1 = a® a Sy = o z pifkladu 12. Dle rovnice 5.23 lze zapsat dané hodnoty, pfi pouziti

znaceni z rovnice 5.26, jako
ad o2 [E; B ab
a? ot| |Ey| T |
Obdobnym postupem jako v prikladu 13 lze vypocitat matici £ nasledovneé
12 10 5 10
E= £ = an az ag = a6
Es « « o a
Chybovy polynom lze dle rovnice 5.13 zapsat jako

E(X)=a’X? 4+ a'%X?.
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R(X)
v

Vypoc¢et charakteristik syndromt

S;j=R(ai)proj=1,...,t

ANO

Sj=0proj=1,...,t

PGz ALGORITMUS

Vytvoreni syndromové

matice S

A 4

V prijatém slové se det|S| =0 ANO
nenachédzi Zadné
detekovatelné chyby NE

Vytvoreni inverzni
matice §7!
Vypo&et L=871.5,

Prilis mnoho
chyb k opravé

L(X)

A 4

\ 4 Nalezeni chybovych pozic B; pro
j=1,...,v pomoci
Chienova algoritmu

Y

Vypocet chybovych hodnot
Ezﬁil'sv

Vypocet C(X) = R(X)+ E(X)

Obrazek 5.8: Vyvojovy diagram Petersonova-Gorensteinova-Zierleova algoritmu. Obréazek
byl pfevzat s Gpravami z [14].
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5.6.2 Forneyuv algoritmus

V predchozi podsekci byla popsana metoda hledani koeficientt chybového polynomu pomoci
linedrnich rovnic. Nicméné existuje metoda, jez je vypocetné jednodussi.

Necht plati matice z rovnice 5.22. Tato matice je vlastné matici Vandermondovych
polynomii, jez lze rychle fesit pomoci Forneyho algoritmu. Necht je definovan syndromovy
polynom jako

2t
S(X) =145 X+ SHX>+ -+ S X =14 §;X7, (5.27)
j=1

Vyhodnocova¢ chyb (anglicky error-value evaluator) je definovan jako
Q(X) = S(X)L(X) mod X1, (5.28)

Tato rovnice se nazyva klicovou rovnici. Podstatnym aspektem této rovnice je to, ze diky
modulo operaci dojde k zahozeni vsech ¢lenit s fadem 2t ¢i vysSSim.
Jednotlivé chybové hodnoty lze vypocitat jako
2—b 0 -1
g B2 529)
L'(B,)
kde L'(X) znad¢i derivaci L(X) a hodnota b je definovana v sekci 4.2. Podsekce vychézi z
literatury [20, 18].

Priklad 16

Necht plati lokaliza¢ni polynom z piikladu 13 L(X) a pozice chyb Siaf3; z prikladu 14.
Chybovy polynom lze spocitat pomoci Forneyova algoritmu nasledovné. Predpokladame
charakteristiky syndromu

5 9 2 7 7

Si=a® So=a’ S3=a® S;=a" S;=a® Ss=a'.

Syndromovy polynom lze z téchto charakteristik vypocitat dle rovnice 5.27 jako
S(X)=1+a’X +a°X? + X3 + "X+ a8X° + a7 XC.
Nésledné se vypocita vyhodnocovac chyb z rovnice 5.28
QX)) =1 +a"X + X)) (1 +0°X +a” X2+ a2 X% + o’ X* + o®X5 + a7 X%) mod X©
=1+*X +a°X2

Derivace lokalizaéniho polynomu je L'(X) = a!!. Nynf se pro jednotlivé pozice chyb za
pomoci rovnice 5.29 zjisti jejich chybové hodnoty za predpokladu b = 1 z piikladu 9

(14 a2ab +a’(a%)?) (1 +a’+a?)

E(a?) = _ _ 6.4 _ 10
1(a”) ol ol aas=a
2 3 13 5(,.13\2 2
a’(l+ a’a™ + o’ (a a‘(l1+a+a '
EQ(O(Q) — ( all ( ) ) _ ( all ) — a2a4 — 046.

Chybovy polynom lze dle rovnice 5.13 zapsat jako
E(X)=a%X%+a'0Xx?,

kde je tento polynom shodny s polynomem vypocitanym pomoci maticovych operaci v pri-
kladu 15.
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5.6.3 Oprava chyb

Necht prijaté slovo R(X) je zatizeno chybovym vzorem E(X) a je dan chybovy polynom
E(X), jenz byl vypocten pomoci principu popsanych vyse. Opravu piijatého slova lze pro-
vést jako

~

C(X)=R(X)+ E(X) = C(X) + E(X) + E(X), (5.30)
kde C(X) je opravené kédové slovo.

Priklad 17

Necht plati chybovy polynom F (X) z prikladu 15 a prijaté kodové slovo R(X) z prikladu 12
a pro porovnani piavodni kédové slovo C(X) z prikladu 10. Opravené kédové slovo C’(X )
lze vypocitat za pomoci rovnice 5.30 nasledovné

C(X) = R(X)+ E(X)
= X +a"X?+ "X+ aMX + P X0 + X0+ X7+ aXP 4ot XY +
Q2X10 4 08X 4 02X12 4 oS3 4 x4

C(X) = CO(X).
Jelikoz se pivodni kédové slovo a prfijaté slovo po opravé nalezenych chyb nelisi, tak
se uspésné podarilo dekédovat a opravit vsechny chyby, jez se ve slové vyskytovaly. Z
opraveného slova lze ziskat ptvodni zpravu z informaci z rovnice 4.17 a z obrazku 3.2
M(X) = X"+ o' X8+ a*X? + a?2X10 + o8 X M + a2X12 + X3 4 ol X, respektive
ve vektorové reprezentaci M = (1 2 3 45 46 2). Aplikaci tabulky 4.2 lze ziskat
slovo ,,pilotovi“. Uspésné se tedy podaftilo prenést a ziskat celou zpravu.

5.7 FEuklidiv algoritmus

V této sekci bude popsano vyuziti Euklidova algoritmu k dekédovani, pricemz sekce pri-
méarné vychazi z literatury [18, 20]. Tento algoritmus je zndmy jako rekurzivni metoda
pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele (NSD) dvou ¢isel ¢i polynomu [20]. Necht plati
klicova rovnice (anglicky key equation) definovana v rovnici 5.28

Q(X) = S(X)L(X) mod X+,
Z této rovnice jsou prozatim zndmy pouze hodnoty S(X) a ¢. Tuto rovnici lze prepsat jako
Q(X) = (XHTHe(X) + S(X)L(X) (5.31)

pro jakykoliv polynom O(X). Rozsiteny Eukliduv algoritmus pro zadany par (a,b) vraci
par (s,t) spliujici
c=as+ bt,
kde ¢ je NSD a a b. Vice o principu Euklidova algoritmu (EA) viz [19]. Necht plati nasledujici
znaceni r;(X) = Q(X), a;(X) = O(X) a bj(X) = L(X). Lokaliza¢ni polynom L(X) lze
ziskat aplikaci rozsifeného EA na vstupni hodnoty ro(X) = X%*! a 7 (X) = S(X). Pokud
v j-tém kroku algoritmu
rj(X) = X*a;(X) + S(X)b;(X)

plati, ze deg [r;(X)] < ¢, tak Q(X) = r;(X) a L(X) = b;(X), kde deg| | je stupei
polynomu. Hodnota a;(X), respektive ©(X) se pro dekédovani nevyuzije.
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5.7.1 Dekdédovani za pouziti Euklidova algoritmu

Nize je popsan postup, vyhodnoceni Euklidova algoritmu pro dekédovani Reed-Solomonova
kédt, primérné vychézejici z literatury [19, 20]. Tento postup je rovnéz zndzornén na dia-
gramu 5.9.

1.
2.

10.

Vypocet charakteristik syndromu z prijatého slova R(X).

Pokud S(X) = 0, tak prijaté slovo neobsahuje zadné detekovatelné chyby. Nasleduje
krok 10.

Pokud S(X) # 0, tak jsou pocatecni hodnoty algoritmu nastaveny jako
ro(X) = X2+
r(X) = 5(X)
bo(X)
b1 (X)
J

Il ||
N = O

. Rekurzivni parametry jsou definované jako

ri(X) = rj-2(X) — ¢;(X)rj-1(X)
b;j(X) = bj—2(X) — ¢;(X)bj-1(X)

Pridemz rekurze pokracuje dokud deg [r;(X)] > t. Kdyz deg [rj(X)] < t, tak se
rekurze zastavi.

Tento krok je nepovinny. Je mozné ziskat takovou hodnotu A € GF(2™), Ze jejim
vyndsobenim polynomu bj(X), respektive A\b;j(X) vznikne monicky polynom. Pak

L(X) = Abi(X)
Q(X) = —Ari(X)
Literatura [20] napriklad prevddi L(X) do tvaru rovnice 5.16.

Nalezeni kotenti il lokaliza¢niho polynomu Chienovym algoritmem, tim i nalezeni
pozic chyb f;. Musi byt splnéno [20]

LB =0  kdeg~!eGFE2™)

Vypocet chybovych hodnot Forneyovym algoritmem

Bt
G
kde polynom Q(X) lze ziskat z rovnice 5.28 nebo z posledniho kroku EA.

. Vytvoreni chybového polynomu

E(X) = E\B1 + Exfa+ - + Eyf.

. Oprava poskozeného slova

Konec algoritmu
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R(X)
v

Vypocet charakteristik syndroma

S;=R(ad)proj=1,...,t

ANO

Y

V prijatém slové se
nenachédzi zadné
detekovatelné chyby

R(X)

Sj=0proj=1,...,t

Inicializace hodnot
ro(X) = XZt“,rl(X) = 5(X),
bp=0,b1 =1,
ji=2

A

<
<
A

RozSifeny EA
ri(X) =7rj2 = ¢;(X)rj
bj(X) = bj-2(X) — g;(X)bj-1(X)

EUKLIDUV
ALGORITMUS

Q@X%&

A 4

A 4

Q(X) = S(X)L(X) mod*

Chienovo vyhledavani

—

Forneytv algoritmus

Y

P¥ili$ mnoho chyb

k opravé
¢ \ 4

Vytvoreni chybového polynomu

v

vypocet C(X)= R(X)+ E(X)

N|
v

Cc(X)

Obrazek 5.9: Vyvojovy diagram Euklidova algoritmu. Vypoéet hodnoty ©(X) by mohl byt

vynechan, jelikoz samotny pricip Euklidova algoritmu produkuje tento polynom. Tento

vypocet je zde ponechén, aby diagram vice odpovidal konkrétni implementaci dekodéru,
jez bude popsana v dalsi kapitole. Obrazek c¢astecné vychazi z diagramu 5.8
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Priklad 18
Necht plati syndromovy polynom z prikladu 16

S(X)=1+a"X+a'X% 4+ a?X3 + o' X" + a8X® 4 o' X6,

Aplikaci rozsifeného Euklidova algoritmu na jeho vstupni hodnoty (ro(X), r1(X)) respektive
(X7, S(X)), lze zkonstruovat tabulku 5.1, jez znézorfuje kroky tohoto algoritmu.

Tabulka 5.1: Tabulka kroka Euklidova algoritmu [16].

j ri(X) g;(X) b;(X)

0 X7 0

1 S(X)

2 ®+aPX +afX2 4+ X3+ 83X +a8X0 | o +aBX a +adX

3 all + o X 4+ aX? ad+aX | al4+a"X + " X?

Z této tabulky lze odecist lokalizaéni polynom L(X) = b3(X) = o' +a’X +a'X? a
vyhodnocovaci polynom Q(X) = r3(X) = o' +a'* X +aX?2. Nyni by bylo mozné aplikovat
na polynomy krok 7 z podsekce 5.7.1. Zde bude ukédzano, ze aplikace tohoto kroku nijak
neovlivni celkové vysledky.

Nésleduje aplikace Chienova vyhleddvani na lokaliza¢ni polynom

L") =a'' +a"+a" =a'!
La®) =o' +aP¥ +a* =0
L@ =ar +a° +a®> =0

L") =a' +ab +a° = a?

6

Koteny L(X) jsou a® a a'? a pozice chyb jsou tedy 1 = % =a’ a By
shodné s vysledky z prikladu 14.
Pomoci Forneyova algoritmu se vypocitaji chybové hodnoty

ag(all +a14a6 +a(a6)2) a9(a11 +a5 +a13)

Ei(ad) — _ — 0208 = o0
1( ) ol o )
20,11 | 14,13 1312 2( 11 4 12 | 12
(ot + attald + ala (et +a?+a
By(a?) = (a + a +a(e”)?) o +7 + >:a13a8:a6.
a o

Ze zjisténych chybovych pozic a hodnot lze sestavit chybovy polynom

E(X)=0a5Xx%4a'0X",

jenz je shodny s chybovym polynomem z piikladu 16. I prestoze byl lokaliza¢ni a vyhod-
nocovaci polynom rozdilny od predeslych prikladu, tak se doslo ke stejnému chybovému
polynomu.
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5.8 Berlekamp-Masseyho algoritmus

Berlekamp-Masseho algoritmus (BMA) je iterativni dekédovaci algoritmus pro BCH a RS
kédy. S prvotni myslenkou prisel E. Berlekamp, ktery ji v roce 1967 pfedstavil na mezi-
navazal J. Massey, ktery ve své praci [17] predstavil feseni tohoto algoritmu pomoci LFSR,
jez poskytuje dalsi pohled na jeho vlastnosti. Princip algoritmu vychézi z rovnice 5.9, kterou
lze prepsat za predpokladu j = (v + 1), (v +2),...,2v jako

S; = — Z LnSjn,
n—1

kde tento vyraz lze implementovat pomoci LFSR, jez je zndzornén na obrazku 5.10. BM
algoritmus je iterativni s prvni iteraci oznacenou jako ¢ = 1. Necht délka LFSR produkujici
prvnf charakteristiku syndromu S; je £ = ¢() =1 a odpovidajici lokaliza¢ni polynom je
LO(X) = LMW (X) = 1. Pfedpokladem je, 7e tento polynom také produkuje Sy. S piihléd-
nutim k rovnici 5.9 a obrazku 5.10 lze odvodit vztah mezi témito dvéma charakteristikami

syndromu jako
¢(3)

Sit1 = — Z LS 1y
n=1

NPV

Y

Sj—l

Y

51;2

\4
]
]
[ ]
Y

Sj;z

\ 4

Obrézek 5.10: Obvod LFSR se zpétnovazebnimi vstupy (anglicky taps) L1, Lo, ..., L,
a vystupy Si,S9,...,S2, za predpokladu j = v+ 1,v+ 2,...,2v. Diagram byl pfevzat
z [20).

Ve specidlnich pripadech muze byt takto vypocitand charakteristika syndromu aproxi-
movana predchozi charakteristikou. Obecné vSak toto neplati a aktudlni navrh LFSR mize
byt od pozadovaného rozdilny. Jak moc dostatecné produkuje soucasny navrh LFSR dalsi
syndrom, je ddn odchylkou d, jejiz vypocet je dan rovnici

£ 2(3)
dD =8 +> LWSi 1 n=> LYSi11 .
n=1 n=0

Jestlize je soucasny navrh LFSR spravny, tak vysledek této rovnice je nulovy. Znamena
to tedy, Ze soucasné nastaveni LFSR, respektive proménné ¢ a L) (X), jsou spravné
nastavené a musi tudiz zustat po zbytek béhu algoritmu neménné.
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Jinymi slovy se soucasny design LFSR nebude ménit. Respektive, pokud d = 0, tak nasta-
veni LFSR je

00+ = g,

LD (x) = LO(X),
1=1+ 1.

Pokud je design LFSR nespravny, tak d® # 0 a je tedy potieba ho upravovat, dokud
nebude d” = 0 nebo dokud se nepiekroé mozny pocet iteraci 2t. Jednim ze zptisobi,
jak korektné vygenerovat vSechny charakteristiky syndromu, je zapamatovani si posled-
niho piipadu iterace m, kdy se LFSR nepodarilo vyprodukovat néasledujici charakteristiku
syndromu S,,. Vyuzije se tedy m-ty design LFSR s asociovanou odchylkou d,, za tucelem
modifikace souc¢asného navrhu LFSR. Toto feSeni Ize shrnout vztahem

4@

(i4+1) _ 70 _ yi-m
LX) = LOX) - X

LM (X).

Detailngjsi vysvétleni tohoto algoritmu pracujiciho na principu LFSR a vSech jeho c¢asti je
mozné nalezt napriklad v literature [14, 16], pricemz tato sekce primarné vychazi z litera-
tury [14].

5.8.1 Dekédovani za pouziti Berlekamp-Masseyho algoritmu

Nize je popsan postup vyhodnoceni Berlekamp-Masseyho algoritmu pro dekédovani Reed-
Solomonova kodi, kde tento postup vychdzi z rovnic, jez byly popsany vyse. V literatufe [14,
18, 7] je mozné nalézt obdobné postupy, jak vyhodnocovat tento algoritmus. Tento postup
je rovnéz znazornén na diagramu 5.11.

1. Vypocet charakteristik syndromu z ptijatého slova R(X).

2. Pokud S(X) = 0, tak prijaté slovo neobsahuje zadné detekovatelné chyby. Nasleduje
krok 19.

3. Pokud S(X) # 0, tak jsou pocateéni hodnoty algoritmu nastaveny jako
Citaé iteraci: i = 1
Délka LFSR: ¢ =
Propojovaci polynom: L(X) =1
Propojovaci pomocny polynom: p(X) = X.

4. Vypocet odchylky
¢

d=S;+> LiSi_j.

j=1
5. Pokud odchylka d = 0, tak nasleduje krok 11.

6. Pokud d # 0, je mozné opravit doc¢asny propojovaci polynom 7'(X) pfiddnim pomoc-
ného propojovaciho polynomu p(X) k sou¢asnému propojovacimu polynomu L® (X)
nasledovné

T(X) = L(X) — dp(X).
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7. Kontrola velikosti LFSR. Pokud plati 2¢ > 4, tak nésleduje krok 9.

8. Vzhledem ke kroku 7 musi byt LFSR zvétsen. Zvétseni probiha nasledovné

{=1—4.

9. Normalizace propojovacitho polynomu L(X) vydélenim odchylkou d # 0 a nasledné
ulozeni vysledku do pomocného LFSR p(X) nasledovné

10. Nyni je mozné prepsat L(X), nebot byl normalizovin a ulozen do p(X) béhem kroku
9. Je tedy mozné aktualizovat tento propojovaci polynom L(X) nésledovné

11. Posunuti pomocného LFSR o jednu pozici pouzitim

p(X) = Xp(X).

12. Pokud 2t = i, tak nasleduje skok na krok 14, jinak krok 13.
13. Inkrementace ¢itace ¢ =7+ 1 a skok na krok 4.

14. Nalezeni kofenti lokalizacniho polynomu Chienovym algoritmem, tim i nalezeni pozic
chyb.

15. Vypocet chybovych hodnot Forneyovym algoritmem.
16. Vytvoreni chybového polynomu.
17. Oprava poskozeného slova.

18. Konec algoritmu.

Konkrétni aplikace toho algoritmu je znazornéna na piikladu 19. Podsekce primarné vychazi
z [20].

Priklad 19
Necht plati ptijaté kodové slovo R(X) a z ného vypocitané charakteristiky syndromu
z prikladu 12

Nize bude sepsan postup vyhodnoceni BM algoritmu vuci prijatému slovu dle krokt popsa-
nych v podsekci 5.8.1. Jelikoz syndrom je nenulovy, a tudiz se v prijatém slové vyskytuje
alespon jedna chyba, tak je potieba inicializovat pocatecni hodnoty z tretiho kroku algo-
ritmu.
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o Inicializace poc¢atecnich hodnot:

i=1,
=0,

L(X)=1,

p(X)=X.

o Iterace ¢ = 1 se vstupnimi hodnotami: £ =0, L(X) =1 a p(X) = X.

0
{4} Vypocet odchylky: d = S1 + > LjS1—; = a’.
j=1

{5} Kontrola zda d = 0 < o® = 0 — NE.

{6} Oprava do¢asného propojovactho polynomu: T(X) = L(X) —dp(X) =1 —a’X.

{7} Kontrola velikosti LFSR: 2¢ > i< 2-0>1 — NE.

{8} Zvétseni LFSR: /=i—¢=1-0=1.

{9} Normalizace propojovaciho polynomu a ulozeni do p(X): p(X) = ai =alY.
{10} Ptepsani L(X), jelikoz jiz bylo zpracovdno: L(X) =T(X) =1 — a’.
{11} Posunut{ pomocného LFSR: p(X) = Xp(X) = a1?X.

{12} Kontrola zda 2t =i < 6 =1 — NE.
{13} Inkrementace ¢itace: i =i+ 1=1+4+1=2.

o Tterace i = 2 se vstupnimi hodnotami: £ =1, L(X) =1+ a’ a p(X) = a'°X.

1
{4} Vypocet odchylky: d = S+ > LijSs—; = a® + ol = a3,
j=1

{5} Kontrola zda d =0 < a!3 =0 — NE.
{6} Oprava docasného propojovaciho polynomu: T(X) = L(X) —dp(X) =1 — a*X.
{7} Kontrola velikosti LFSR: 2¢ > i < 2-1 > 2 — ANO.

{9} Normalizace propojovaciho polynomu: p(X) = 1;0{2)( =a’-a"X.
{10} Prepsani L(X), jelikoz jiz bylo zpracovano: L(X) =T(X) =1 — a*X.
{11} Posunuti pomocného LFSR: p(X) = Xp(X) = a?X — a7 X2
{12} Kontrola zda 2t =i < 6 = 2 — NE.

{13} Inkrementace ¢itace: i =i +1=2+1=3.

o Iterace i = 3 se vstupnimi hodnotami: £ = 1, L(X) = 1+a*X a p(X) = o®?X — a7 X2

1
{4} Vypocet odchylky: d = S5+ > L;S5_; = a® + a!3 = ol
j=1
{5} Kontrola zda d =0 < o' =0 — NE.

{6} Oprava doc¢asného propojovaciho polynomu: T'(X) = L(X) —dp(X) =1—- X —
a®X.

{7} Kontrola velikosti LFSR: 2( > i< 2-1> 3 — NE.
{8} Zvétieni LFSR: £ =i — (=3 —1=2.
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{9} Normalizace propojovaciho polynomu: p(X) = 125511)( =a—-a’X.

{10} Ptepsani L(X), jelikoz jiz bylo zpracovdno: L(X) =T(X)=1- X — a5X.
{11} Posunuti pomocného LFSR: p(X) = Xp(X) = aX — o’ X2

{12} Kontrola zda 2t =i < 6 =3 — NE.

{13} Inkrementace ¢itace: i =i+ 1=3+1=4.

o Iterace i = 4 se vstupnimi hodnotami: £ = 2, L(X) = 1 — X — afX? a p(X) =
aX —a’ X2

2
{4} Vypocet odchylky: d = Sy + > LjSy—j = a’ +a? +a’ = all.
j=1

{5} Kontrola zda d = 0 < o'l =0 — NE.

{6} Oprava do¢asného propojovaciho polynomu: T(X) = L(X)—dp(X) = 1—all1 X —

atl X2,

{7} Kontrola velikosti LFSR: 20 > i < 2-2 >4 — ANO.

{9} Normalizace propojovaciho polynomu: p(X) = 17{;71?6)(2 =at—a'X —al0Xx2
{10} Ptepsani L(X), jelikoz jiz bylo zpracovano: L(X) = T(X) = 1 — o' X — !l X2,
{11} Posunuti pomocného LFSR: p(X) = Xp(X) = a?X — a?X? — o19X3.

{12} Kontrola zda 2t =i < 6 =4 — NE.
{13} Inkrementace ¢itace: i =i+ 1=4+4+1=>5.
o Tterace i = 5 se vstupnimi hodnotami: £ = 2, L(X) = 1 — o' X — o1 X? a p(X) =

a*X —atX? - at0X3,

2
{4} Vypocet odchylky: d = S5+ > LijS5—; = a® +a® + a3 =0.
j=1

{5} Kontrola zda d =0< 0=0 — ANO.
{11} Posunuti pomocného LFSR: p(X) = Xp(X) = a*X? — o?X? — o!9X4.
{12} Kontrola zda 2t =i < 6 =5 — NE.
{13} Inkrementace ¢itace: i =i+ 1=5+1=6.

o Tterace i = 6 se vstupnimi hodnotami: £ = 2, L(X) = 1 — a1 X — o1 X? a p(X) =
atX? - atX3 - al0X4

2
{4} Vypocet odchylky: d = S+ > L;jSe—; =’ +a* +a® = 0.
j=1

{5} Kontrola zda d =0« 0=0 — ANO.
{11} Posunuti pomocného LFSR: p(X) = Xp(X) = a* X3 — o*X* — o'9X7.
{12} Kontrola zda 2t =i < 6 = 6 — ANO. Konec iteraci BM algoritmu.

« Chientiv algoritmus se vstupnim lokaliza¢nim polynomem L(X) = 1 —a''X —a!!1 X2,
respektive L(X) =1+ oM X + a1 X2
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Vystupnim polynomem tohoto algoritmu, jakozto u Euklidova a PGZ algoritmu, je opét
L(X) = 1+ o™X + o' X? s jehoZ pomoci by se opét nasly lokace chyb pomoci Chi-
enova vyhledavani (priklad 14) a ndsledné i jejich hodnoty pomoci Forneyova algoritmu
(priklad 16). Nésledné by se ze ziskanych chybovych hodnot sestavil chybovy polynom (pfi-
kAlad 17), ktery by se pricetl k pfijaté zpravé a vysledkem by bylo opravené kédové slovo
C(X).
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R(X)
v

Vypocet charakteristik syndroml

S;j=R(a?)proj=1,...,t

ANO

A

Sj=0proj=1,...,t

V prijatém slové se
nenachdzi zadné
detekovatelné chyby

O(X) = R(X)

Vypocet odchylky

£
d=8; + E LjSl;j
J=1

i-0 ANO

NE
Modifikace propojovaciho polynomu

T(X) = L(X) — dp(X)

NE

Zvétseni LSFR

L=i—1{

—

UloZeni normalizovaného L(X)

3 3

Posunuti p(X)

p(X) = Xp(X)
|

v

Aktualizace LSFR propojovacim polynomem

BMA ALGORITMUS

I(x)]
| Chienovo vyhledavani |
v
| Forneyuv algoritmus |
v
| Vytvoreni chybového polynomu |
v
| Vypocet G(X) = R(X)+ B(X) |
I
v
o(x)

Obrézek 5.11: Vyvojovy diagram Berlekamp-Masseyho algoritmu. Obrazek byl prevzat s

Upravami z [14].
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Kapitola 6

Implementace

Tato kapitola bude pojednavat o konkrétni implementaci kodéru a dekodéru Reed-Solo-
monova kédu véetné jejich vedlejsich c¢asti jako naptiklad generovani prvki Galoisovych
téles nebo generovani generujiciho polynomu. Nasledné je popsan zptisob implementace mé-
feni vypocetni narocnosti se zavedenymi kédovymi scénéri. Na diagramu 6.1 je zndzornéna
zjednodusena implementace programu. Konkrétni priklady spousténi programu spolec¢né
s popisem vsSech prepinacii lze nalézt v priloze B.

6.1 Uvod do implementace

Vytvoreny program je ve formé konzolové aplikace, kterd nese nazev ReedSolomon. Apli-
kace mé dva zpusoby spousténi, respektive dva zplsoby jeji parametrizace. Parametry jsou
zadavany

1. pomoci prepinaci pred spusténim programu nebo
2. v prubéhu béhu programu, kdy je uzivateli feceno, jaky parametr se ma zrovna zadat.

Vice o moznostech spousténi je uvedeno v prilozeném README anebo v napovédé programu,
kterou lze vyvolat prepinacem -h. Prepinace, které musi byt uzivatelem specifikovany, aby
aplikace korektné fungovala jsou

1. -n—délka kédového slova,

2. -k —délka informacni ¢asti,

3. -m—informace (zprava), kterd ma byt zakédovana a nésledné dekédovana,
4. -e—chyby, které budou zaneseny na urcité misto v kédovém slové.

Vstupni parametry n a k nejsou v diagramu 6.1 nikam navedeny, jelikoz se tyto parametry
vyskytuji globdlné napri¢ celym programem, a proto nejsou v diagramu pro prehlednost
zakresleny.

Na standardni vystup je pri béhu aplikace tistén jeji postup, ktery reflektuje postupy
kédovani a dekdédovani Reed-Solomonovymi kédy zminéné v predchozich kapitolach. Jedna
se napriklad o tabulku konec¢nych téles 2.1, operacni tabulky séitani 2.2 a nasobeni 2.3 nebo
postupy dekédovani Berlekamp-Masseyovym ¢i Euklidovym algoritmem.

V nésledujicich sekcich budou popsany podstatné diléi ¢asti implementace.
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Primitivni polynom
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Generovani prvkl GF
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Generovani generujiciho polynomu
Generovani polynomu zpravy
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RS kodér
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Zaneseni chyb (y)

¢_1

RS dekodér (BMA nebo EA)

i """""""" i

Vystup méreni

Obréazek 6.1: Diagram prenosového kanédlu. Diagram je prevzaty z [9]

6.1.1 Seznam pouzitych technologii

V nésledujicim seznamu jsou sepsany technologie, jez byly pouzity pfi tvorbé implementace
e Programovaci jazyk C++ ve verzi 17,
o GNU preklada¢ g++ (pouzitd verze 11.3.0),
« Python (pouzita verze 3.10.3),

o GNU Make (pouzitd verze 4.3).

Podstatnou ¢asti je vyuziti verze 3.10 nebo vyssi u jazyka Python, jelikoz méfici skript
v implementaci vyuziva fidici pfikaz match (ekvivalentem v jazyku C je switch), ktery se

vvvvvv
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6.2 Generovani klicovych c¢asti Reed-Solomonova kédu

V této sekci budou popsany tii zdkladni ¢asti, jez jsou potfeba vytvorit pred samostatnou
funkci kodéru a dekodéru Reed-Solomonova kodu, které jsou

1. vygenerovani prvku konecného télesa,
2. vytvoreni generujictho polynomu,
3. vytvoreni informac¢niho polynomu.

Generovani prvku kone¢ného télesa vychazi z [4]. Algoritmus konkrétné vychazi z me-
tody vyuzivajici primitivni polynom, kdy je kazdy jeden prvek télesa vyjadien jako zbytek
po déleni obecné mocniny X™ pron = 0,...,2™ — 2 primitivnim polynomem. Algoritmus
je realizovany ve funkci generateGFElements(). Prvky jsou po vygenerovani ulozeny do
struktury mapa pojmenované jako map, kterd ma globalni ptisobeni v programu. Mapa ma
jako kli¢ hodnotu exponentu v exponencidlnim zépisu. Kli¢ odkazuje na hodnotu vektoro-
vého binarniho zapisu prevedeného do dekadické podoby, viz priklad 1.

Generujici polynom a jeho generovani vychazi ze sekce 4.2, kdy funkce generateGX()
realizuje rovnici 4.10 s prednastavenou hodnotou b = 1.

Tvorba informacniho polynomu, respektive polynomu zpravy vychazi z prikladu 7, kdy
je prevedena posloupnost dekadickych ¢isel do polynomialniho tvaru za vyuziti vygenerova-
ného konec¢ného télesa. Je potreba dodrzet maximalni moznou délku zpravy danou hodnotou
n. Obdobné se toto tyka i zadanych dil¢ich ¢asti zpravy, které musi byt v intervalu < 0,n >.
Funkce realizujici tento postup je generateMX().

Nyni jsou vygenerovany vsechny ¢asti pottebné pro spravnou funkci kodéru a dekodéru
Reed-Solomonova kédu.

6.3 Kodér Reed-Solomonova koédu

Implementace kodéru Reed-Solomonova kédu vychézi z popisu obvodu kodéru v [9]. Funkci
obvodu lze popsat procedurou, kde obvod, z kterého procedura vychazi, je zobrazen na
diagramu 6.2. Postup procedury lze popsat nasledovné:

1. Vy¢isténi zpstnovazebniho posuvného registru (X0 = X! = ... = X%-1 = (),

2. Povoleni prepinace Al, A2 a zakazani prepinace B.

3. Postupné nahrani informacnich symbolu (celkem k& symboli).

4. Zakéazani prepinace Al, A2 a povoleni prepinace B.

5. Aplikace posuvu v obvodu celkem n — k krat za tucelem ziskani kontrolnich symbolda.
6. Zakoédované slovo se nachézi ve vystupnim registru.

7. Skok na krok 1 pro zakédovani dalsi zpravy.

Sepsané kroky procedury spolecné s diagramem byly inspiraci pro implementaci funkce
RS_encode() implementace. Vstupnimi parametry jsou generujici polynom spoleéné se
zpravou a vystupem je kédové slovo v systematickém tvaru.
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V diagramu se za bloky oznacené jako "+" skryva blokova séitacka prvkd konecného
télesa a za bloky oznacené jako "Ndsobeni g;" pro j =0,1,...,2t — 2,2t — 1, se skryva blo-
kova nasobicka prvka konecného télesa. Bloky jsou v poradi implementovany pomoci funkei
block_add() a block_mul (). Vstupem funkci jsou dva prvky konecného télesa, respektive
jejich exponencidlni reprezentace (klice v mapé), na které ma byt dana operace aplikovana.
Operace sc¢itani aplikuje operaci XOR na dekadickou reprezentaci vstupu, tedy na hodnoty,
které odkazuje kli¢ v mapé map. Operace nasobeni pracuje pouze s exponencialni repre-
zentaci, kde je vysledek dan jako zbytek po déleni souctu obou vstupt hodnotou n, ktera
odpovida délce kédového slova.

» Nasobeni g > X0 >

+ > X!
» Nasobeni g >

+ » X2
» Nasobeni g

HEE <
I Y

» Nasobeni go o >

A\ 4

» Nasobeni g1 >

Prepinac¢ Al

A

_)
+ » Prepinac B » Vystupni
posuvny (> C(X)
M(X) —> Pfepinat A2 > > registr

Obrazek 6.2: Diagram kodéru Reed-Solomonova kdédu vyuzivajici posuvny registr.
Diagram je prevzaty s tpravami z [9]
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6.4 Dekodér Reed-Solomonova kodu

Dekodér je realizovan pomoci dvou algoritmt a to
o Berlekamp-Masseyho (BM) algoritmu,
o Euklidova algoritmu (EA).

Kéd ke zminénym algoritmim byl prevzat z literatury [20], kde byl prilozen jako pod-
purny material pro studium, ktery lze nalézt na internetové strance http://the-art-of-
ecc.com/index.html. Moje implementace, skladajici se z c¢asti popsanych v predchozich
sekcich a z této prevzaté implementace, jez byla za c¢elem kompatibility obou programu
modifikovana tvori, spolené jeden funkéni celek realizujici aplikaci umoznujici kédovani
a dekédovani Reed-Solomonovych kodi.

Priblizny postup, jakym funkce pro dekédovani pracuji, je znédzornén na diagramu 5.9
pro Euklidiv algoritmus a na diagramu 5.11 pro BM algoritmus.

6.5 Schopnost implementace

Implementace v aktudlnim stavu umoznuje praci s maximalni délkou kédovych slov 255
symboltl, v prostudované literatuie jsem nenasel, ze by se v praxi pouzivala delsi kédova
slova, jelikoz Reed-Solomonovy kdédy se zminénou maximélni délkou maji symboly, které
lze zaznamenat pomoci osmi biti, tedy jednoho bajtu. Je vSsak mozné modifikaci funkce
set_primitive_polynomial() v souboru GF_arithmetic.cpp do programu zanést dalsi
primitivni polynomy, jez by umoznovaly praci s delsimi kédovymi slovy.

Prevzata ¢ast kodu je vytvorena v programovacim jazyku C a nachazi se zde tedy
struktura pole, kterd program limituje rovnéz z hlediska maximélni délky kédovych slov.
Velikosti poli byly z prevzaté ¢asti upraveny, tak aby umoznovaly pracovat s délkou koédo-
vych slov 1023 symbol. M4 ¢ast implementace je vytvofena v jazyku C++ a vyuzivam
struktur std: :vector, které nemaji pevné danou délku.

Limitace délky k6dového slova neni teoreticky zadna (za predpokladu dostate¢ného zvét-
seni velikosti poli). Je zde vSak limitace ze strany velikosti operac¢ni paméti nebo systému.
Navic by byla latence tak vysokd, ze by v praktickém vyuziti z nejvétsi pravdépodobnosti
znemoznovala zpracovavat informace v dostatecné vysoké rychlosti [9].

Poznamka: Aktudlni velikost poli je predimenzovdna tak, aby dokdzala zpracovat ko-
dové slovo o mazimdlni délce 1023 symbolii. Ve funkci set_primitive_polynomial () jsou
predpripravené , zakomentované® radky s primitivnimi polynomy za ucelem pripadného vy-
zkousend.

6.6 Meéreni vypocetni naroc¢nosti

Méreni vypocetni ndroc¢nosti probihd rovnéz v souborech programu ReedSolomon pomoci
¢itact iteraci a pomoci struktury std::chrono::high_resolution_clock, jez je pouzita
pro métreni ¢asové naroc¢nosti. Méreni se specializuje na itera¢ni a ¢asovou néroc¢nost. Kazdé
z téchto méreni bude provedeno dvakrat, a to pro Berlekamp-Masseytuv a Euklidav deko-
dovaci algoritmus. Pro vysledky z kazdého méfeni je v nasledujici kapitole vymezena sekce.

Samotné spousténi a analyzu experiment realizuje skript v jazyku Python measure. py.
Skript spousti program ReedSolomon, kterému nastavuje urcité prepinace dle typu experi-
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mentu a nasledné zpracovava vysledky, jez program ukladd do souboru. Prepinace, nasta-
vené skriptem do programu ReedSolomon, které jsou potiebné pro realizaci métreni, jsou

o -r—povoleni pfepinacu (jinak by byl program parametrizovan ze standardniho vstupu),
e -n—délka kédového slova,

e -k—maximalni délka informacni ¢asti,

e -m—informacni ¢ast,

e —e—pocet chyb a jejich nésledné lokace a hodnoty,

e —f—jméno souboru do kterého budou mezivysledky docasné ukladany,

o -i—specifikuje méfeni itera¢ni narocnosti,

e -t —specifikuje méfeni ¢asové narocnosti,

o —c—specifikuje, kolik méfeni bude provedeno (primarné vyuzitelné s prepinacem -t).

Necht parametry prepinaci -n a -k jsou v poradi n a k. Jejich hodnoty v experimentech jsou
ulozeny v souboru RS. in, kde jsou zapsany ve formatu (n, k). Témito dvojicemi jsou uréeny
kédové scénare, jimiz je primarné parametrizovan Reed-Solomonovuv kéd, a se kterymi
probihaji experimenty. Volba kédovych scénait vychazi z [8], které byly doplnény dalsimi
kédovymi scénafi, aby byl analyzovan cely rozsah délek informacnich ¢asti kédovych slov.
Koédové scénare jsou dany tabulkou 6.1.

Tabulka 6.1: Vycet kodovych scénéri, které budou podrobeny méreni.

n | k n k n k n k
63 | 55 255 | 239 || 255 | 165 || 255 | 51
63 | 47 255 | 225 || 2565 | 135 || 255 | 38
63 | 39 255 | 205 || 2565 | 117 || 255 | 28
63 | 31 255 | 191 || 255 | 98 255 | 17
63 | 23 255 | 183 || 255 | 76

63 | 15 255 | 175 || 255 | 65

Za ucelem métreni dekdédovaciho procesu jsou do zakédované zpravy zaneseny chyby.
Pred zanesenim vygenerované chyby na urcitou pozici v kédovém slové je nejdrive zkontro-
lovano, zda se na dané pozici jiz tato hodnota w nenachézi. Pokud se zde vyskytuje, tak je
nahrazena hodnotou (w+1) mod n. Napriklad by mohla pri experimentu nastat situace, kdy
maji byt zaneseny do kédového slova celkem t¥i chyby, ale vlivem shodnosti ptivodni hodnoty
a hodnoty chyby budou zaneseny pouze dvé chyby. Byly by tak ovlivnény vysledky méreni.
Pri experimentech s ¢asovou narocnosti je nastaveno, aby se kdédovani a dekédovani pro-
vedlo celkem stokrat, kdy jsou jednotlivé mezivysledky s¢itany a nésledné je na vystup tistén
vysledek vydéleny poétem provedeni. Casteéné se timto odladi odchylka mezi vysledky zpi-
sobend proménlivou vytizenosti CPU. Pro jesté vice odladéné mezivysledky byla frekvence
CPU pii méfeni nastaven na hodnotu 1 GHz programem cpupower-frequency-set'

Vystupem skriptu se spusténym experimentem je tabulka vytisténa na standardni vy-
stup zobrazujici vysledky méreni.

'Manudlové stranky programu https://manpages.ubuntu.com/manpages/trusty/mani/cpupower-
frequency-set.1l.html
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Kapitola 7

Srovnavaci studie
Reed-Solomonovych kédu

V této kapitole budou prezentovany vysledky meéreni vypocetni narocnosti urcenych ké-
dovych scénari dané tabulkou 6.1. Vypocetni narocnost se zaméruje na dva aspekty, a to
konkrétné:

e [teracni naroc¢nost — Méfeni se zaobird tim, kolik jednotlivé algoritmy provazejici kodo-
vaci nebo dekdédovaci proces musely vykonat iteraci. Napiiklad Chientiv vyhledavaci
algoritmus, pri délce kédového slova n symboli, musi provést n iteraci, aby zjistil,
zda jsou vsSechny urcité prvky konecného télesa korenem lokaliza¢niho polynomu ¢i
nikoli. Dalsim prikladem je kontrola vSech charakteristik syndromi, ktera bude trvat
2 x t iteraci, aby bylo zkontrolovano, zda se v prijatém slové vyskytuje detekovatelna
chyba.

e (Casova narocnost — Méreni se vztahuje na to kolik ¢asu dohromady zaberou jednotlivé
algoritmy provazejici kédovaci nebo dekdédovaci proces.

Pozndmka: Vystupem implementace jsou také statistiky o iteracni ¢i casové ndrocnosti jed-
notlivijch algoritmu kédovaciho a dekodovaciho procesu.
Na nésledujicim vyctu jsou vypsany konkrétni experimenty a jejich konkrétni zaméreni:

e Experiment 1—itera¢ni naroc¢nost za pouziti dekodéru vyuzivajictho BM algoritmus.
e Experiment 2—iteracni narocnost za pouziti dekodéru vyuzivajictho EA.

o Experiment 3—c¢asova naroc¢nost za pouziti dekodéru vyuzivajictho BM algoritmus.
o Experiment 4 ¢asova naroc¢nost za pouziti dekodéru vyuzivajiciho EA.

Pro prehlednost bude iteracni a ¢asovd naroc¢nost kédovani Reed-Solomonva kédu zobra-
zena pouze jednou, jelikoz pro kazdy dekdédovaci proces je takika shodné. Vysledky méreni
budou zobrazeny ve formé sloupcového nebo ¢arového grafu. Pri méfeni casové vypocetni
naroc¢nosti nejsou vysledky na rozdil od iteracni konzistentni. Z tohoto divodu bude na
grafy zobrazujici vysledky téchto méreni aplikovana linedrni regrese. Grafy tedy budou pro-
lozeny aproximacni primkou, ale pouze v pripadé, kdy nebude narusovat citelnost grafu.
Casova vypocetni naroénost je méfena v mikrosekundach, a je tak zaznamensna i v danych
grafech, avsak pro lepsi citelnost jsou hodnoty na osich znazornujici ¢as zaneseny tak, aby
bylo nekomplikované ptrevést hodnoty na milisekundy. V posledni sekci budou diskutovany
vysledky méreni vypocetni naroc¢nosti.
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7.1 Experiment 1

Tento experiment se zamétuje na iterac¢ni vypocetni naro¢nost kddovani a dekédovani Reed-
Solomonova kédu, kdy dekodér vyuziva Berklamp-Masseyho algoritmus. Graf 7.1 zobrazuje
vysledky méfeni kédovani pri délce kédového slova n = 63 symboli a pti délce kddového
slova n = 255 symboli jsou vysledky vyobrazeny na grafu 7.2. Zatimco vysledky pro de-
kédovani jsou pro n = 63 symbold prezentovany na grafu 7.3 a pro n = 255 symbolid na

grafu 7.4.

Pocet iteraci

1,000

800

600

400

200

T o
55 47 39

31

T
23

15

Pocet symbolid k v informac¢ni ¢asti RS koédh pti délce kdédového slova n = 63 symbolt

Obrazek 7.1: Itera¢ni vypocetni narocnost kédovani RS kodia o délce kédového slova
n = 63 symboll z uréenych kédovych scénaia.
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Obrazek 7.2: Tterac¢ni vypocetni ndrocnost kédovani RS kédt o délce kédového slova
n = 255 symboll z urcéenych kédovych scénar.
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Obrazek 7.3: Itera¢ni vypocetni narocnost dekédovani RS kodi o délce kédového slova
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7.2 Experiment 2

Oproti prvnimu experimentu, tak zde se uvazuje dekodér Reed-Solomonova kédu pracujici
na Euklidové algoritmu, pficemz je zde opét méfena iteracni vypocetni naroc¢nost. Vysledky
meéfeni jsou pro délku kédového slova n = 63 symboli zaneseny na grafu 7.5 a pro n = 255

symbolll vyobrazeny na grafu 7.6
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Obrazek 7.5: Itera¢ni vypocetni narocnost dekédovani RS kodi o délce kédového slova
n = 63 symboll z uréenych kédovych scénait pri pouziti Euklidova algoritmu.
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Obrazek 7.6: Iterac¢ni vypocetni narocnost dekédovani RS kodi o délce kédového slova
n = 255 symboli z uréenych kédovych scénart pri pouziti Euklidova algoritmu.
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7.3 Experiment 3

V aktudlnim a v nasledujicim experimentu se méreni vypocetni naro¢nosti bude zamérovat
na cas, respektive na to, jak dlouho trva kédovani a dekdédovani, pricemz se tento experiment
tyka dekdédovani pomoci BM algoritmu. Graf 7.7 zobrazuje ¢asovou zavislost kddovani mezi
riaznymi délkami informac¢nich ¢asti a délkou kdédového slova n = 63 symboli. Zatimco
graf 7.8 se zaméfuje na délku kédovych slov n = 255 symboli. Cervend pfimka na zminénych
grafech predstavuje regresni primku. Je zde zobrazena pro pfibliznou predstavu, jak rychle
roste ¢asova naroc¢nost kddovani se snizujici se informacni ¢asti kédovych slov. Pro ¢asovou
naro¢nost dekédovani je vyhrazen graf 7.9 pro n = 63 a graf 7.10 pro n = 255 symbolu.
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Obréazek 7.7: Casova vypocetni narocnost kédovani RS kodi o délce kédového slova
n = 63 symboll z uréenych kédovych scénait.
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7.4 Experiment 4

Posledni z experimentii se zaméruje na dekédovaci proces, jez vyuziva Euklidova algoritmu.
Graf vysledkti méfeni pro délku kédového slova n = 63 symbolt je 7.11 a pro n = 255
symboli je 7.12.
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n = 255 z urcenych kdédovych scénait pii pouziti Euklidova algoritmu.
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7.5 Diskuze vysledkii méreni

7 prvniho experimentu je na grafech 7.1 a 7.2 nejvice patrny jejich priubéh. Ten je zpu-
soben tim, ze implementace vychézi z popisu kodéru realizovaného pomoci hardwaru, viz
obrazek 6.2. Takovyto dekodér by dokazal zakdédovat zpravu v n taktech tedy v délce kddo-
vého slova. V softwarové realizaci je mozné pocet iteraci ¢asti pocitajici paritni informaci
vypocitat jako 2 x k x ¢ (dle poctu iteraci for cykli). Ze znalosti ziskanych z teorie plati,
ze se zvétsujici se délkou informacni Casti klesd korekéni schopnost kédu. Respektive ko-
rekéni schopnost je zavisla na délce kdédového slova a délce informacni ¢asti. Chovani kodéru
z grafu lze ukézat na nasledujicim prikladu

o RS(63,55) 2%k *t=2x55x 9355 = 440 iteract

o RS(63,31)-2xkxt=2x31x 33 =992 iterac

o RS(63,15) -2kt =2x 15 x 83515 = 720 iteraci

Ovsem z Casové narocnosti kédovani ve tretim experimentu na grafech 7.7 a 7.8 je patrné,
Ze se snizujici se délkou informacni ¢asti roste cas potrebny pro zakédovani zpravy, i kdyz
se vykona méné iteraci, jak bylo popsiano vyse. Je to zplsobeno tim, ze pri malé délce
informacni ¢asti je potreba vytvorit delsi zabezpecovaci ¢ast. Lze tedy rici, ze dusledkem
pomalejsiho zpracovani je prace s delSim vektorem zabezpecovaci Céasti, kde je tato cast
tvorena jednotlivymi symboly, jez byly spocteny kédovacim algoritmem a nésledné pridany
do tohoto vektoru.

Co se tyce porovnani dekédovacich algoritmi, tak 1ze dekdédovat prijaté slovo pomoci
FEuklidova algoritmu na obecné nizsim poctu iteraci nez pomoci BM algoritmu. Pticemz po-
cet iteraci vychazi z principu dekédovani popsanych v sekcich 5.7 a 5.8. Z ¢asové naroc¢nosti
vychézi i pres obcéasné vykyvy rychleji BM algoritmus. Jakozto u kédovani, tak i u dekd-
V dekdédovacim procesu je to primarné zptisobeno vysokou mirou schopnosti korekce, tim
i vétsim poctem charakteristik syndromi, se kterymi se musi pracovat.
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Kapitola 8
Zaver

Tato bakalarska prace se zabyvala problematikou samoopravnych kéda. Cilem prace byla
implementace a analyza vypocetni ndro¢nosti vybraného samoopravného kédu (zde Reed-
Solomonova kodu), kterd byla splnéna. Po obecném tivodu problematiky byly vypsany po-
znatky vysvétlujici potiebné znalosti pro dalsi praci. V poradi se jednalo o popis Galoi-
sovych téles nasledovany tivodem do samoopravnych kédu. Posléze byla vysvétlena teorie
Reed-Solomonovych kédu a princip jejich kédovani a dekédovani. Jednotlivé kapitoly byly
prolozeny nazornymi priklady, které ¢tenari pomohly lépe pochopit popisovanou teorii, pri-
c¢emz od kapitoly vysvétlujici Reed-Solomonovy kédy priklady na sebe navazovaly. Pokud
by byly sepsany v souvislém celku, tak by popisovaly cely princip kdédovani a dekdédovani
Reed-Solomonovych kédu. Kapitola pojednavajici o implementaci popisovala, jak jsem rea-
lizoval kodér s dekéderem a s pripadnym zanesenim chyb do kdodového slova. S implementaci
byly v nasledujici kapitole nasledné provadény experimenty zamérujici se konkrétné na ite-
ra¢ni a ¢asovou naroc¢nost. Vysledky méreni byly zaznamenany ve formé grafd, po kterych
nasledovala diskuze nad vysledky méreni.

V préaci se mi podarilo provést vlastni implementaci vypoc¢tu prvka Galoisovych téles
spolecné s realizaci operaci nad nimi. Nasledné jsem implementoval dle popisu z litera-
tury kodér Reed-Solomonova kédi, jehoz vystupem je kédové slovo v systematickém tvaru
a prevzaty dekodér Reed-Solomonova kédu jsem upravil tak, aby vyhovoval vystupu mého
kodéru a zaroven dokazal pocitat s diive vygenerovanymi prvky kone¢ného télesa. Celkova
implementace dokaze v aktualnim stavu pracovat s maximalni délkou kédovych slov az 255
symbolu. Je teoreticky mozné experimentovat s delsimi kédovymi slovy pri urcité modifikaci
kédu.

Experimenty se zamétovaly na Reed-Solomonovy kédy s délkou kdédovych slov 63 a 255
symboltl s riznou délkou jejich informacni ¢asti. Konkrétné se métreni zaobiralo jejich ite-
ra¢ni a Casovou narocnosti. Z vysledktt métreni vyplynulo, Ze z hlediska, jak iterac¢ni, tak
casové vychazi lépe Berlekamp-Masseytiv algoritmus. Byla také vysvétlena anomaélie zpiiso-
bujici prubéh grafu kodéru pri méfeni iteracni narocnosti. Z méreni casové narocnosti bylo
zjisténo, ze s pribyvajicimi poc¢ty chyb v kédovém slové roste ¢as potiebny pro jejich opravu
linedrné a také bylo zjisténo, zZe se snizujici se délkou informacni ¢asti roste potrebny cas
pro zakédovani a nasledné dekdédovani zpravy.

Pri studiu teorie a zpracovavani bakalarské prace jsem se naucil lépe chapat principy
samoopravnych kodi, zejména Reed-Solomonovych kéda. Dle mého nazoru by mohl byt
text prace spolecné s moji implementace ptrinosny v pfedmétu Systémy odolné proti poru-
chdm —SPP, kdy by dychtivym studentiim mohl pomoct k pochopeni problematiky Reed-
Solomonovych kdodti.
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Na tuto bakalarskou praci bych mohl v budoucnu navézat implementaci dalsich dekédo-
vacich algoritmil, respektive riznych variant Berlekamp-Masseyho a Euklidova algoritmu,
kde bych tuto implementaci rovnéz podrobit méreni a naslednému porovnani jednotlivych
dekdédovacich procesi.
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Priloha A

Obsah prilozeného pamétového
média

D Slozka se soubory pro preklad bakalaiské prace
TG/ et e Slozka se zdrojovymi kody
Makefile .ooutuunn i Makefile pro sestaveni projektu
CMakeLisStsS.tXt «vvvvrrrnnnnnnnnn... Konfigura¢ni soubor pro nastroj CMake
ReedSolomon.hpp ..oovvnnnnn.... Hlavickovy soubor obsahujici deklarace funkei

] o) T Zdrojové soubory s implementaci
measurement/ ..............ccoeenn. Slozka obsahujici soubory realizujici méreni
tmeasure.py .............................. Python skript pro méreni vykonu
RS.in.........oo0t Vstupni soubor pro skript obsahujici signatury RS koda

| README.mA .......covvvvennnnnnnnnn. Soubor popisujici zékladni praci s programem
| _thesis.pdf.......cciiiiiiiiiiiiiiiiiiiii Bakalarské prace ve formatu PDF
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Priloha B

Manual

Zadanim nésledujiciho ptikazu do termindlu se spusti preklad celého programu

$ make

Vystupem je spustitelny soubor ReedSolomon, ktery lze spustit pomoci

$ make run

nebo

$ ./ReedSolomon

V obou zminénych zptisobech spousténi bude po uzivateli pozadovano, aby na vstup za-
dal hodnoty, jimiz bude parametrizovat aplikaci. Lze také parametrizovat aplikaci pomoci
prepinaci, viz napovéda programu

$ ./ReedSolomon -h

Konkrétni priklad funkce programu lze ukazat na

$ make exampleBMA

nebo

$ make exampleEA

Na vystupu obou téchto prikazii bude vypsano feseni prikladu kédovani a dekédovani Reed-
Solomonova kodu, jenz jsou pocitany v textu bakalarské prace.
Co se tyka experimenti tak ty lze spustit pomoci prikazu

$ make exp{1-4}

kde za exp se nachézi jedna ¢islice odpovidajici konkrétnimu experimentu z kapitoly 7
bakalaiské prace.
Prelozené bindrni soubory lze odstranit prikazem

$ make clean

Dalsi nezminéné detaily je mozné nalézt v prilozeném souboru README.md nebo v napoveédé
jednotlivych program.
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Seznam prepinact programu ReedSolomon

-h —Zobrazi ndpovédu programu.

-r—Povoli prepinace. Pokud tento prepinac¢ neni nastaven, tak budou vstupy pro-
gramu cteny ze standardniho vstupu.

-n— Nastavuje celkovou délku kédového slova.

-k —Nastavuje maximéalni délku zpravy, jez mé byt zakdédovana a prenesena.

-f —Nastavuje cestu a nazev souboru do kterého budou vypsany vysledky méreni.
-t —Nastavi, aby se mérila ¢asovd naroc¢nost programu.

-i—Nastavi, aby se mérila itera¢ni naro¢nost programu.

-b—Dekdédovani bude probihat pomoci BM algoritmu.

-a—Dekdédovani bude probihat pomoci Euklidova algoritmu.

-c—Nastavi pocet kolikrat se bude opakovat proces kdédovani a dekdédovani. Vyu-
zitelné zejména pri méreni s prepinacem -t, jenz vysledky méfeni touto hodnotou
zprumeéruje.

-m—Hodnoty za prepinacem oddélené mezerou urcuji jednotlivé ¢asti zpravy.

-e—Prvni hodnota urcuje pocet chyb, jez budou zaneseny do zakédovaného kdédového
slova. Za touto hodnotou nésleduje uréity pocet dvojic (<pozice>, <chyba>), kde
prvni hodnota udéva pozici chyby ve slové a druhd hodnota udéava hodnoty, jez bude
na tuto pozici dosazena.

Seznam prepinact meériciho skriptu

-h— Vypise napovédu mérictho skriptu.

—-e—Slouzi k nastaveni maximalniho poctu chyb, které budou zaneseny do kdédového
slova v programu.

-a—>Slouzi k nastaveni, aby program ReedSolomon dekédoval pomoci Euklidova al-
goritmu.

-b—Slouzi k nastaveni, aby program ReedSolomon dekédoval pomoci BM algoritmu.

-t —Slouzi k nastaveni, aby program ReedSolomon produkoval do souboru statistiku
0 Casové vypocetni naro¢nosti pouzitych algoritmii.

-i—Slouzi k nastaveni, aby program ReedSolomon produkoval do souboru statistiku
o iterac¢ni vypocetni ndroc¢nosti pouzitych algoritmi.

-f —Nastavuje cestu k vstupnimu souboru s Reed-Solomonovy kédy, respektive s pa-
rametry Reed-Solomonova kédu ve tvaru "RS(n,k)".

-o—Nastavuje cestu k vystupnimu souboru, do kterého program ReedSolomon bude
produkovat statistiky o vypocetni narocnosti.
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