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Abstrakt
Tato bakalarska prace se zabyva spojitou a diskrétni logistickou rovnici. Jejim cilem je
provést analyzu téchto rovnic a porovnat oba ptipady.
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1. UVOD

1. Uvod

Logisticka rovnice je nejuzivanéjsi rovnici pfi modelovani popula¢niho ristu. Je stu-
dovéna jak ve formé spojité (diferencidlni), tak i ve formé diskrétni (diferencni). Cilem
tématu je provést analyzu spojité i diskrétni logistické rovnice, porovnat oba ptipady a
diskutovat pripadny nesoulad v kvalitativnim chovani téchto rovnic.

Problémy popula¢niho rustu, stejné jako mnoho dalsich situaci v riznych oborech, je
mozné matematicky modelovat (alespon v prvnim pfiblizeni) velmi jednoduchym zpusobem.
Objasnime to na nasledujicim piikladé, ktery mé s déle vysSetfovanymi problémy velmi
uzkou souvislost.

~ees

dalsf rok yo, atd. Za jistych, ¢dstecné idealizovanych podminek, pocet jedincu v (n + 1)-im
roce (tedy hodnota y,, 1) zavisi pouze na y,, tedy na jejich poétu v roce predchozim. Tuto
zavislost je mozné zapsat ve tvaru

Yns1 = [(Yn), n=20,1,2,... (1.1)

kde f je zatim nespecifikovand funkce. Jeji konkrétni typ se navrhne podle méteni nebo po-
zorovani. Tzv. diskrétni logistickou rovnici, kterd je predmétem naseho studia, obdrzime,
volime-li za f kvadratickou funkci.

Obdobnym zptisobem pak dospéjeme k odpovidajicimu spojitému modelu, ktery je
reprezentovan piislusnou diferencidlni rovnici. Exaktni feseni tohoto spojitého modelu je
(alespon v jeho zékladni podobé) pomérné jednoduché. Na druhé strané, analytické feseni
diskrétniho modelu je znamo pouze ve velmi specidlnich ptipadech, a proto predmétem
naseho studia bude predevsim kvalitativni analyza této diskrétni rovnice.

Na zavér zminime nékolik poznamek ke struktufe prace. V druhé kapitole zavedeme
nékolik pomocnych pojmit, a to predevsim pro diskrétni rovnici (pevné body, cykly).
V tteti kapitole se budeme zabyvat tématikou diferencialni logistické rovnice a urcéime jeji
exaktni feseni. Kapitola ¢tvrta diskutuje diskretni (diferen¢ni) logistickou rovnici a jeji
vlastnosti. V zaverecné kapitole strucné shrneme vysledky prace a zminime poznamky ke
srovnani obou modelu.



2. Matematicky aparat

V této kapitole uvedeme nékolik pomocnych pojmi, které budou tieba k vysterovani
problematiky diskrétni logistické rovnice. Nejprve bychom pfipomnéli pojem iterace.

Je-li f: I — I néjaka funkce, pak pro prirozené ¢islo n bude symbol f" znamenat n-krat
slozenou funkci zobrazujici opét I do I, kterou je mozné rekurzivné definovat nasledovné:
Pro n =1 klademe

') = fly), yel.
Pro obecné n > 2 pak klademe

)= f("'), yel.

Funkce f" se nazyva n-td iterace funkce f. Oznacime-li dale y, = f"(yo), kde yo € I, pak
muzeme psat
Yn41 :f(yn)7 n = 1727"'7 (21)

coz je diferen¢ni rovnice prvniho radu, kterou se budeme dale zabyvat.

2.1. Pevné body

Definice 2.1 Bod y* € I s vlastnosti f(y*) = y* se nazyvd pevny bod funkce f.

Jinak vyjddfeno, y* je bodem ekvilibria rovnice (2.1) a predstavuje konstantni feseni této
rovnice. Nékdy proto také hovoiime o pevném bodu rovnice (2.1).

Poznamka 1 Pojem ekvilibria (rovnovdzného stavu) je klicovy pri studiu diskrétnich dy-
namickych systémai. Prirozenym problémem v Tadé aplikact je otdzka, zda se stavy daného
systému (vSechny, nékteré) blizi k tomuto rovnovdinému stavu.

Nyni uvedeme definici nékterych typu pevnych bodu.
Definice 2.2 Pevny bod y* funkce f se nazyjvd
a) stabilni, jestlize pro viechna e > 0 ezistuje § > 0 takové, Ze :
lvo —y*| <6 = |f"(yo) —y*| <e, m=0,1,2,...
Jestlize y* nent stabilni pevny bod, pak se nazve nestabilni.
b) atraktivni, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze plati :
Yo —y"[ <6 = Tim f(yo) = ¢
(Ize-li volit 6 = 0o, pak y* se nazyvd globdlni atraktor).
c) asymptoticky stabilni, je-li stabilni a atraktivni.

d) odpuzujici, jestlize existuje takové okoli V' bodu y*, Ze pro kazdé yo € V, yo # y*
existuje takové n, ze f"(yo) ¢ V.



2. MATEMATICKY APARAT
7 nasledujici véty vyplyva, ze vhodné okoli atraktivniho, resp. odpuzujiciho pevného bodu
neobsahuje zadny dalsi atraktivni, resp. odpuzujici pevny bod y*.

Véta 2.3 Necht f je spojité zobrazeni z intervalu I do I. Kazdy atraktivng nebo odpuzujici
pevny bod y* funkce f je izolovany.

Nasledujici véta udava podminky postacujici k existenci pevnych bodi.

Véta 2.4 Necht f je spojitd funkce na intervalu I a necht existuji takové body yi, 1y €
I, ze f(y1) > y1 a f(y2) < y2. Pak f md pevny bod lezici mezi y, a ys.

Dale jesté uvedeme vétu, kterd dava (alespon teoreticky) navod k nalezeni pevnych bodu.

Véta 2.5 Necht f je spojitd funkce z intervalu I do I a necht pro néjaké yo € I posloup-
nost { f™(yo)}5°, konverguje k néjakému bodu y*. Potom y* je pevny bod funkce f.

Dikazy Vét 2.3, 2.4 a 2.5 lze nalézt v [3].

Maé-li funkce f v pevném bodé y* derivaci, je mozné v nékterych piipadech rozhodnout
o charakteru pevného bodu podle nasledujici véty. Protoze tuto vétu budeme v dalsim
textu casto aplikovat, uvedeme ji vcetné dukazu.

Véta 2.6 Necht spojitd funkce f zobrazujici interval I do I md v pevném bodé y* € I
derivaci. Potom

o je-li |f'(y*)| <1, tak y* je atraktivni pevny bod,
o je-li |f'(y*)| > 1, tak y* je odpuzujici pevny bod.

Diikaz: Necht |f/(y*)] < 1 a necht U je né&jaké dostateéné malé okoli pevného bodu y*.

Ze vztahu ) — F)
fly’) = lim, T
vyplyva, ze pro vsechna y # y* z okoli U, plati

y—y* ' '

Polozime nyni y = y,, kde v, = f"(yo) a yo € U, a dosadime do vztahu (2.2), ¢imz
dostaneme

1f(yn) = FWO)] < lym — 7). (2.3)
Pevny bod je definovan vztahem f(y*) = y* a pro (n + 1)-ni iteraci funkce y, 41 plati
f(Yn) = Ynt+1. Muzeme tedy upravit vztah (2.3) nasledovné

Ynt1 — Y| < |y — ¥

Vidime, ze posloupnost a, = |y, — y*| je klesajici, zdola ohrani¢end, kterd bude mit
néjakou limitu lim,, ., a, = a. Staci ukazat, ze a = 0. Dokazeme to sporem.

Predpokladejme, ze a > 0. Ze vztahu (2.2) vyplyva, ze f(y*—a) € (y* —a,y* +a) = V.
Ponévadz f je spojita funkce, pro bod (y* — a) existuje takové okoli U_, ze f(U_) C
V. Podobné, existuje okoli U; pro bod (y* + a) s vlastnosti f(U;) C V. Ponévadz
lim, o |Yn — ¥*| = a, existuje takové n, ze y,, € U_, nebo y,, € U,. Z toho ale plyne, ze
Yns1 = f(yn) € V, tedy |yns1 — y*| < a, a to neni mozné, dostdvame spor. Proto a =0 a
yn konverguje k y*, z ¢ehoz plyne, ze y* je atraktivni pevny bod.

Pro odpuzujici pevny bod se diukaz provede analogickym zpusobem.



2.2. CYKLY
2.2. Cykly

Pevny bod predstavuje v matematickém modelu, napf. v modelu vyvoje populace, ustaleny
rezim. To znamenad, ze kdyz jednou uroven populace dosdhne hodnoty v, = y*, kde y* je
pevny bod, tak uz se dal neméni. Podobny vyznam ma i nasledujici pojem tzv. cyklu.

Definice 2.7 Nech? f : I — I. Reknéme, Ze bod y* € I je bodem cyklu 7ddu n funkce f
(nebo Ze y* generuje cyklus rddu n), jestlize

") =y
a soucasne A
'y #y* pro i=1,2,...n—1.
Poznamka 2 Specidlné, cyklus radu 1 je pevny bod funkce.
Poznamka 3 Je-li y* cyklem rddu k funkce f, pak y* je bodem ekvilibria rovnice
y=9), g=r".

Poznamka 4 Klasifikace cykli 7ddu k (stabilita, atraktivita apod.) se zavede a posoudi
pomoci prislusnijch pojmu pro pevny bod.

Pro ilustraci naznacime klasifikaci cyklu fadu 2, to znamend, ze pevny bod funkce
ziskdme dvojndsobnym slozenim funkce f (tj. f o f).

Véta 2.8 Méjme funkei [ spojitou a zobrazujici interval I do I. Necht bod y* € I je
cyklus vddu 2 a necht existuje f'(y*) a f'(f(y*)). Pak plati :

o je-li | f'(f(y)f (v*)| <1, pak y* je atraktiond cyklus Fddu 2,
o je-li |f'(f(y")f'(y*)| > 1, pak y* je odpuzujici cyklus Tdadu 2.

Na zaveér uvedeme bez dukazu tvrzeni, které formuluje podminky, za kterych je chovani
posloupnosti { f™(y)}>°, kde y € I je libovolny bod, v jistém smyslu rozumné. Tato véta

bude hrat dulezitou roli pfi analyze diskrétniho piipadu.

Véta 2.9 Necht f je spojitd funkce zobrazujict interval I do I, kterd md jenom cykly Fddu
1,2,2% ...,2". Pak kaZdd posloupnost {f™(y)}>2,, kde y € I, konverquje k nékterému
cyklu (nebo pevnému bodu) funkce f.



3. SPOJITA LOGISTICKA ROVNICE

3. Spojita logisticka rovnice
Spojita logisticka rovnice je tvaru

y = ay — by, (3.1)

kde a > 0, b > 0 jsou redlné konstanty (viz napf. [2]). Princip odvozeni této rovnice
spociva v nasledujici uvaze:
Zakladem rovnice (3.1) je takzvand Malthusova rovnice

y = ky,

kterd vyjadiuje skutecnost, ze okamzitd zména daného stavu (v nasem piipadé stavu
populace) je pfimo umérnd danému stavu. Kvadraticky ¢len obsazeny v rovnici (3.1) mé
pak vyznam faktoru umrtnosti.
Rovnice (3.1) je obycejnou diferencidlni rovnici prvniho fddu, kterou je mozné vyftesit
vice zpusoby, a to napt. Bernoulliho substituci, nebo metodou separovanych proménnych.
Nejprve rovnici (3.1) budeme uvazovat jako rovnici Bernoulliho typu, a vyfesime ji
tedy pomoci prislusné Bernoulliho substituce. Za predpokladu y # 0 zavedeme substituci

kde pro derivaci u dostaneme

a po dosazeni substituce tedy mame
' = —au+b. (3.2)

Timto jsme prevedli danou rovnici na linedrni obycejnou diferencialni rovnici prvniho
fadu. Nyni ur¢ime homogenni a partikuldrni feseni rovnice (3.2).
Reseni homogenn{ ¢asti bude
up, = Ce™,

Partikuldrni feseni u, hleddme ve tvaru
u, = A,

kde A je vhodna konstanta. Pro derivaci u, obdrzime



Reseni u tedy muzeme napsat podle znamého strukturniho vzorce ve tvaru

b aCe ™ +b
u=u,+u,=Ce " +-=——\
a a
Zbyva jesté zpétné dosazeni do zvolené substituce. Pak kazdé nenulové tfeSeni logistické

rovnice (3.1) lze psét ve tvaru

a

= — R. A4
b+ aCe—at’ ¢e (3-4)

y(t)
Pro srovnani vyfesime rovnici (3.1) i metodou separaci proménnych. Za predpokladu y # 0
a y # a/b mame
y/
—— =1
ay — by?

1 [d 1 bd
- —y——/— Y :/dt. (3.5)
a Yy o a a— by

Déle vyndsobime rovnici (3.5) konstantou a a po integraci dostaneme nésledujici vztah:

Odtud dostavame

In

— byC' = at, (3.6)

kde C' je integracni konstanta. Snadnou upravou rovnice (3.6) dospéjeme ke stejnému

tvaru feseni, tj.
1 a
t) = = , CeR.
y(t) Ly Ceat b+ aCe

Navic, zahrneme-li i po¢atecni podminku

y(0) = yo # 0,

snadno vyjadiime integracni konstantu C'

a a

T btaCe®  b+aC

y(0) Yo
tj.
a — yob
=219
alYo
Nyni nésleduje pomérné pracnd tprava vztahu (3.4), kterou provadime z davodu ziskén{
prehledné;jsi formy feSent.
Nejdiiv si do vztahu (3.4) dosadime konstantu C' = a;jgb, a postupné vztah upravime
do tvaru

l _ beat +a— byoyo

Y ey,

Dale, po vyndsobeni ¢lenem ye® obdrzime

—-b be™ b 1 b
eat:y(a y0t+ - yO) :y<eat—+—__) )
e ayo a Yo a




3. SPOJITA LOGISTICKA ROVNICE

tedy
‘()= @) ()
e (1-—-y)=(-y ;
a a byo
a odtud jestée
20 a— by . .
— —_— @ = 2e". 3.7
() e o
Od rovnice (3.7) odecteme vyraz (e + %) :
2b 2b —b —b
et 4+ 2y (CL yo) _ <eat+u) _
a a byo byo
)l ()
=e" — . 3.8
" (3.8)

2b —b
sl | G
a byo byo
V dalsim kroku vydélime rovnici (3.8) vyrazem (e™ + %), ¢im dostdvame jiz jednodussi

tvar : )
at a—9%yo
2_by _ — ¢ B ( byo ) (3 9)
a at a—byo '
Nyni postupné zjednodusime jenom pravou stranu rovnice (3.9), tedy:
r b
a—by a—byg m 2=bvo
et — (= 0 o T oY e fyo
at " a—by “a—by at a—byg at
e?2 byoo B byOO ﬂ67 _ eln 590 e 2
t a—byg - qia—by — T et
ea +( byo ) ne%t + 7by00 _Q%t eln byoo
e%t 2—byg Ta—byg e%t a—byg + %t
byg ) eln 50 e
a dostaneme nasledujici kone¢ny tvar pravé strany :
(ﬂ—lnq“*b%) —(%_n 20
e 2 byo —e 2 byo
—b < —b :
T o T

(Lt_lnq ) _
e ? bwo ' +e

Zbyva jesté provést posledni kroky nasi upravy, tj. :

()

2b
—y — 1 =tanh
a 2

= tanhg t—(-In
2 a by

)

1 a—byg))

2b
—yzl—l—tanhg t—(—In
a 2 a byo



Timto jsme dospéli ke konecné formeé tvaru feSeni, a to:

a a a 1, a—by
t) = — + — tanh — (¢ — =-1 .
ylt) = 5 + gy tanb 5t =7), 7=

Na obrézku (3.1) je graf funkce y(t), tzv. demograficka kfivka.

Obrazek 3.1: Logistika - demografickd ktivka

10



4. DISKRETNI LOGISTICKA ROVNICE
4. Diskrétni logisticka rovnice

4.1. Odvozeni logistické rovnice

V prvnim odstavci této kapitoly odvodime z obecného tvaru diskrétni logistické rovnice
tvar, ktery bude uzitecny pro nasi dalsi analyzu této rovnice.

Necht v ¢ase ty Zije v dané oblasti yy jedincti daného druhu. Pro jednoduchost muzeme
polozit tg = 0. V ¢ase t; = 1 (muze to byt rok, den, atd.) se bude pocet jedincu rovnat
¢islu y;. Je pritom ziejmé, ze hodnotu y; dostaneme z y, tak, ze odecitame pocet téch
jedincu, ktefi v ¢ase od ty do t; zemfeli a pfiCteme pocCet nové narozenych, tj.

ot k s
Y1 = Yo 100y0 100%-

Kladné konstanty k,s predstavuji prirustek a ubytek jedinci v procentech. Zkracené
muzeme napsat

Y1 = Yoq-
Cislo ¢ mizeme nazvat koeficientem pifrustku (¢ > 1) nebo tbytku (¢ < 1). Jestlize
predpokladame, ze ¢islo ¢ nezavisi na y,,, dostaneme

Y2 = Y149 = y0q27

a obecné pro libovolné ¢islo n
Yn = Yn-14 = Yoq"- (4.1)
Posloupnost y,, je tedy geometricka. Jestlize ¢ > 1, tak pocet jedincu v populaci
neohranicené roste, jestlize ¢ < 1, je situace opacna — populace vymira, tedy lim,, .. ¥, =
0. Druhd moznost je redlna, prvni vSak nemuze nastat nikdy, protoze zdroje ristu jsou
pro kazdou populaci ohranicené. Jestlize tedy chceme modelovat i nevymirajici populace,
koeficient prirustku nesmi byt konstantni, ale bude funkci stavu populace. To znamena,
ze populace velikosti y roste, nebo se zmensuje s koeficientem

q=q(y).

Jestlize tedy predpoklddame, ze dané prostredi ma urcitou kapacitu 7, tj. vic nez 7 jedinca
daného druhu delsi ¢as neuzivi, muzeme polozit

q=q(y) =1+ AT — ya),

kde A > 0 je konstanta. Tedy ¢ je pfimo umérné vzdalenosti mnozstvi populace y, od
kapacity prostfedi 7. Potom podle vztahu (4.1) plati

Nejjednodussi tvar vztahu (4.2) ziskdme, jestlize polozime
_ A-1

V nasem modelu to muze pro A € (0,1) znamenat, ze y < 0. To ale nevadi, model, ktery
takto ziskame, tedy model

Yn+1 = Ayn(l — yn) (4.3)

11



4.2. ANALYZA LOGISTICKE ROVNICE

popisuje i v ptipadé A € (0, 1) situaci adekvatnim zpusobem.

Poznamenejme jesté, Ze jsme se v prubéhu uvah dostali k modelu, ve kterém stav y
znamend relativni pocetnost populace, protoze y je vzdy ¢islo z intervalu (0, 1).

Jinou verzi modelu (4.3) je diferenc¢ni rovnice

Yn+1 = QYn — byfw (44)

kde a > 0, b > 0 jsou realné konstanty. Rovnice (4.4) je formélné shodna s diferencidln{
rovnici (3.1). Vhodnou substituci lze ukdzat, Ze rovnice (4.4) je ekvivalentni s rovnici
(4.3).

4.2. Analyza logistické rovnice

V tomto odstavci provedeme analyzu modelu (4.3) nejprve z hlediska pevnych bodu, pak
z hlediska cyklu druhého i vyssich fadu.
V dalsim textu budeme pouzivat oznaceni

faly) = Ay(1 —y). (4.5)

Pevné body

Abychom dostali pevné body funkce f, musime polozit

faly) =y,
tj.
Ay(l—y) =y. (4.6)
Resfme tedy kvadratickou rovnici
A+ (1 - Ay =0, (4.7)

jejimiz koteny jsou

1
=0 —1- =,
Y1 a Yy !

Jak pozdéji uvidime, v nékterych pripadech budou oba tyto kofeny rovnice i pevnymi
body funkce f,.

Funkce fa je spojitd funkce zobrazujici interval (0,1) do (0, 1), jestlize A € (0,4). To
znamena, ze na$ model budeme vysetiovat v ptipadech, kdy hodnota parametru A je ¢islo
z intervalu (0,4). Pocet pevnych bodu funkce f4 zdvisi i na hodnoté parametru A.

Pro A € (0,1) bude mit funkce f4(y) jediny pevny bod, a to y; = 0. Podminka

[Fai)] <1,
tj.
|A —2Ay;| < 1
plati tehdy, je-li
Al <1,

12



4. DISKRETNI LOGISTICKA ROVNICE

0.8f A=3

06f

041

A=1

0.2f
A=0,5

0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 4.1: Grafy funkce f4 pro ruzné hodnoty parametru A

o cemz se presvédcime dosazenim y; = 0. Pak podle Véty 2.6 bude yj = 0 atraktivni
pevny bod. Od A = 1 uz existuji dva pevné body. Budou jimi kofeny rovnice (4.7), které

v dalsim budeme znacit 1
=0 r=1-—.
yl a y2 A

Jinak vyjadreno, hodnota A = 1 je kritickou hodnotou parametru A pro vznik druhého
pevného bodu. Doposud jediny pevny bod y; = 0 se ,rozdvoji”’, oddéli se od néj bod
y3 =1 — % a zatne se vzdalovat (pro A =1 je y3 =0).

Podobné jako v predchozim piipadé, pomoci Véty 2.6 urc¢ime, jestli jsou tyto pevné
body atraktivni nebo odpuzujici. Bod y; bude odpuzujici pevny bod, pravé kdyz A €
(1,4). To plyne ze vztahu

[fay)l > 1
tj.
f4(0)] > 1.

V piipadé druhého pevného bodu y5 =1 — % mame

) 1
[faly)l =14 =240 - ) =2 - A <1,

to znamend, ze y; bude atraktivni pevny bod, pravé kdyz A € (1, 3).

V piipadé A = 1 nastava rovnost |f%(y;)| = [f4(y5)| = 1, a podle Véty 2.6 tedy
nelze rozhodnout, zda tyto pevné body jsou atraktivni nebo odpuzujici. Podobné nelze
na zakladé Véty 2.6 klasifikovat pevny bod y5 =1 — % pro A = 3.

Je-li A € (3,4), pak |fa'(y3)| = |2 — A| > 1, a pevny bod y; je odpuzujici. O tom se
snadno pfesvédc¢ime zopakovanim pravé provedenych tvah.

Cykly druhého radu

Pro cyklus druhého fadu (tj. pro rovnici zahrnujici pfislusnou druhou iteraci funkce fy)
plati vztah

A(Ay(1 —y))(1 = Ay(1 —y)) = v,

13



4.2. ANALYZA LOGISTICKE ROVNICE

£,
APyt —2A%)° + (A + A%y — (A2 = D)y =y (4.8)

Tato rovnice je algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné a ma proto nejvyse ctyti realné

0.8

0.6

A=2

04r

0.2 A=1

0

. . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obréazek 4.2: Grafy funkce f% pro ruzné hodnoty parametru A

koreny. Mezi tyto kotfeny patii i pevné body yi a y;. Déle proto uvedeme postup, jak
muzeme ur¢it dalsi dva realné kofeny yji a y; rovnice (4.8).
Jestlize rovnici (4.8) vydélime polynomem (y — y;)(y — v ), obdrzime

A% — (A2 + Ay +(A+1)=0, (4.9)
kde diskriminant této kvadratické rovnice bude tvaru
D= (—(A*+ A))? —4A%(A+1),

a odtud po upravé
D =A*—2A% - 34% = A*(A-3)(A+1).

Ziejmé tedy plati D > 0, prave kdyz A > 3 (ptipad A < —1 vylouéime). Pro A = 3 je
diskriminant D = 0, a rovnice (4.9) m4 jediny dvojndsobny koten, a to pravé pevny bod
ys =1 — % = % Pro A > 3 pak muzeme ze vztahu (4.9) jiz vypocitat kofeny yi a yj.
Vyfesenim rovnice (4.9) dostavame

. A+1+JATDA—3I)
y3,4: 2A °

Lze snadno ovérit (a plyne to iz vyse provedenych ivah), ze pro tuto dvojici y3, y; € (0,1)
plati :

falys) = w1,
falys) = vs.

Body v a y; tvoii dvojeyklus (tj. cyklus fadu 2) funkce f4. Pro kazdy z bodu y3, y; plati
tedy

falyz) = w3, Jalys) = vi,
tj. y3, yi jsou pevné body funkce f3.

14



4. DISKRETNI LOGISTICKA ROVNICE

Pro jednoduchost vypoctu ukazeme klasifikaci cyklu druhého radu pii konkrétnich
volbach parametru A.

Priklady
e A=31

Ze vztahu (4.9) muzeme urcit pro A = 3,1 oba body, které tvoii hledany dvoj-
cyklus. Dosadime-li zvolenou hodnotu A do (4.9), diskriminant nabude hodnoty
D = 3,9401 a hledané body jsou

ys = 0,76457 a y; = 0,55801.

Podle Véty 2.8 muzeme rozhodnout, zda jsou jednotlivé cykly druhého fadu funkce
f4 atraktivni nebo odpuzujici.

4 (faly ) fa' ()] = |AP=2(A%+24%)y" +2(5A%+24°) (y)* = 8(A") (y*)°+8(A") (")),
tj. pro y3 = 0,76457 a y; = 0,55801 plati nasledujici klasifikace:
[fa' (Fa(y3)) fa'(y5)] = 10, 968] < 1,

| fa'(fa(yi)) fa (y2)] = 10,212] < 1,
tedy y; a y; jsou atraktivni cykly 2. radu.

Poznamenejme, ze o existenci tohoto 2-cyklu pro hodnotu A = 3,1 se muzeme
presved¢it i jinym zpusobem: v bodech y; = 0,7 a y» = 0,8 vypocteme hodnoty
funkce f%. Takto dostdvame

f2(y1) = 0,7043, resp. f3(yy) = 0, 7749,
tedy
FAy1) =0,7043. .. > y; = 0,7, resp. f2(y2) =0,7749... <y, = 0,8.

Podle Véty 2.4 plati, ze mezi body 3, a y musi lezet néjaky kofen y; rovnice (4.8).
Hodnota y; by teoreticky mohla byt pevnym bodem funkce f4: V naSem piipadé
tomu tak neni, protoze funkce f4 ma pevné body y; =0ay; =1 — % =0,6774.

Zadny z pevnych bodi y*, y5 tedy nelezi v intervalu (yy,12).)

e A=33

Pro hodnotu A = 3, 3 dostaneme vyse popsanym zpusobem pfislusnou dvojici cyklu
radu 2 ve tvaru y; = 0,8236 a y; = 0,4794.

Dale provedeme jesté klasifikaci cykla y5 = 0,8236 a yj = 0,4794 :
[ fa' (Fa(y3)) fa'(y5)] = 10,617] < 1,
|fa' (fa(yi)) fa' (y3) ] = | = 0,039 < 1,

tedy podobné jako v predchozim piipadé y3 a y; jsou atraktivni cykly 2. radu.
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4.2. ANALYZA LOGISTICKE ROVNICE
Cykly vyssiho radu

Pro A € (0,3) funkce fa(y) = Ay(1 — A) nema cykly vyssich fada. Tyto cykly postupné
vznikajl od hodnoty A > 3. Nejprve vznikne prvni 4-cyklus. To znamenad, ze existuji 4
ruzné body v, ys, ys a ys s vlastnosti

I
O *x Nx O *

~— ~— ~—
I
NSNS

o
—
Ned
00 %
N—r
I
Ny
O ¥

Jeho urceni a klasifikace se provedou zptusobem analogickym jako v ptipadé cyklu radu
dva. Specialné tedy musime fesit rovnici

faly) =,

coz pro zna¢nou opracnost vypoctu jiz provadét nebudeme. Dalsi analyzou lze ukazat, ze
pii rostouci hodnoté parametru A se objevi i cyklus fadu 22 = 8, pak cyklus fadu 2* = 16,
atd.

Otazkou je, kdy se poprvé objevi cykly lichych fadu. Lze ukazat, ze pocinaje volbou
parametru

A= A = 3,5700

se objevuji cykly fadu 27p, kde p > 1 je liché &islo. Koneéné, pro viechna A > 1+ /8
bude mit funkce f4 cyklus fadu 3. O tom se presvédéime feSenim rovnice

faly) = A(A(Ay(1 — ) (1 — Ay(1 — y))(1 — A(Ay(1 —»))(1 — Ay(1 —y)) = y.

Ptrevedeme-li hodnotu y na levou stranu rovnice a vydélime-li tento vztah jiz znamymi
pevnymi body yf =0ay; =1— %, pak lze podrobnéjsi analyzou ukéazat, ze tato upravena
rovnice ma realny kofen pro A > 1++/8. Neni bez zajimavosti, pii této hodnoté parametru
A ma funkce fu cykly vSech moznych tadu, pficemz pravé cyklus fadu 3 se zde objevi
jako posledni. Tato skutecnost vyplyne mj. i z nasledujicich tvah.

Z uvedené analyzy vyplyva, ze zkouman4 existence cykli byt jednoduché (kvadratické)
funkce je pomérné slozita zéalezitost. O to vétsi vyznam mé nasledujici teoreticka véta,
ktera fesi problém existence cyklu zcela obecné.

Véta 4.1 (Sarkovského véta) Necht [ spojitd funkce z intervalu I do I. Na mnoZiné
vSech prirozenyjch ¢isel zaved'me nové uspordddni definované ndsledovné:

3<5=<T7<...<23<25=<27<...<23<25<27<
<=9l 2 <8<4<2<1
(slovy: Nejdriv jsou vsechna lichd éisla Tiznd od 1 v prFirozeném usporddani, pak jejich
dvojndsobky, ddle jejich ctyrndsobky atd. a uspordddni se ukonci mocninamsi c¢isla 2 v ses-

tupném poradi). Ma-li funkce f cyklus fadu m, kde m < n, tak f md i cyklus Fddu n.

Diikaz Sarkovské véty je velmi dlouhy a nebudeme ho proto uvadét, lze ho nalézt napf.
v [1] a [4].
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4. DISKRETNI LOGISTICKA ROVNICE

7 Sarkovské véty a Veéty 2.9 vyplyva nésledujici zajimavy zavér tykajici se provedené
analyzy funkce (4.5). Vyse zminovand hodnota Ay, = 3,5700 ma mezi vSéemi hodnotami
vysadni postaveni:

Jestlize A < Ay, pak kazdd posloupnost generovana libovolnym prvkem g, € (0, 1) je
bud periodické (jeji periodou musi byt jedno z &fsel 1, 2, 22, 23 24 .. .), nebo konverguje
k nékteré takové posloupnosti, tj. existuje takova posloupnost zg, x1, 2, ... s periodou
2", ze plati

fim (o= ) =0
Uvedena posloupnost je generovana prvkem z, a funkci f4. V daném pripadé fekneme, ze
posloupnost {y, }°°, je asymptoticky periodické. Zjednodusené vyjadieno, takové chovéni
dané posloupnosti je jesté ,rozumné”. V nasem modelu vyvoje populace totiz znamena, ze
pocet jedincu v jednotlivych generacich pro vzdalené generace se méni priblizné periodicky.
Jestlize vsak A > Ag,, je vzdy mozné najit takovy pocatecni bod 1y, ze v nim ge-
nerované posloupnosti nenajdeme zddné zakonitosti. Takova posloupnost (pro vhodné
zvolené 1) muze byt dokonce tak neusporddand, ze ji muzeme pokladat za posloupnost
ndhodnych ¢isel (coz se pouziva v praxi). Tomu se ikd chaos. Chovani populace je tedy
v daném pripadé zcela neusporadané - chaotické.

17



5. Zaver

Cilem této prace bylo provést analyzu spojité i diskrétni logistické rovnice, porovnat
oba piipady a poukazat na piipadné rozdily v kvalitativnim chovani téchto rovnic.

Ve spojitém pripadé nas model byl popsan piislusnou diferencidlni rovnici typu ODRI,
jejiz feSeni jsme ziskali jednak metodou separaci proménnych, jednak Bernoulliovou sub-
stituci. V obou piipadech jsme dospéli ke stejnému feSeni, které jsme pak upravili na
tvar
o e a—byo.

vt =55+ 35

1
tanh g(t —7), kde 7==1In
2 a byo

N4

jsme vychazeli z puvodniho modelu

k s

Y1 = Yo + myo — myoa

ze kterého jsme odvodili model

Ynt+1 = Ayn(l - yn)a

ktery byl formalné jednodussi pro nasi analyzu. Ukéazalo se, ze chovani tohoto mode-
lu ve zna¢né mire zavisi na parametru A, jehoz hodnoty jsme uvazovali v intervalu
(0,4). V zavislosti na hodnoté tohoto parametru jsme urcili a klasifikovali pevné body
a cykly druhého i vyssich fadu dané funkce. Pomoci existence cykla jistych fadu (a
s pouzitim prislusnych teoretickych vét) byla stanovena kritickd hodnota parametru A,
ktera predstavovala hranici pro ,rozumné”, prip. ,chaotické” chovani stavu dané popu-
lace.

vvvvvv

------
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