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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva problematikou diferencidlnich rovnic se zpozdénim, které
na rozdil od obycejnych diferencidlnich rovnic, obsahuji v argumentu neznamé funkce
funkci tzv. zpozdéni a diky tomu mohou presnéji popisovat nékteré realné systémy, jenz
se snazime prevést do matematického modelu. V praxi to jsou systémy, v nichz se vysky-
tuji naptiklad casové prodlevy potfebné k reakci systému na zménu stavu.

Ptitomnost zpozdéni je na druhou stranu komplikaci pii feSeni téchto rovnic a pficinou
mnoha odlisnosti od obyc¢ejnych rovnic, z nichz ty hlavni jsou v této praci popsané. Rovnéz
je ukdzan princip pouziti diferencidlnich rovnic se zpozdénim pii modelovéani rustu popu-
laci.

Abstract

Bachelor thesis focuses on the issue of differential equations with delay, which, unlike
ordinary differential equations, contain in the unknown function argument the function of
the so-called delay. Therefore, these are capable of a more exact description of certain real
systems we want to convert into mathematic models. Practically, these are those systems
where time delays, necessary for the reaction of the system to the change of status,
occur. The presence of this delay, however, also complicates solution of such equations
and sets further differences in comparison with ordinary equations. The crucial differences
are described in this thesis. Also the principle is shown for the use of delay-differential
equations in population growth models.

klicova slova
Funkcionalni diferencialni rovnice, diferencialni rovnice se zpozdénim, metoda kroku, rust
populaci, logisticka rovnice.

key words
Functional differential equations, differential equations with delay, method of steps, growth
of populations, logistic equation.
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1 Uvod

Regen{ matematickych rovnic je nepopiratelné velmi sirokym odvétvim z matematickych
disciplin. Ve spojeni s diferencidlnim poc¢tem se dostavame k velmi dulezité oblasti ma-
tematické analyzy. Studium diferencialnich rovnic nam jiz nékolik desetileti poméaha po-
rozumét spousté praktickych problému z mnoha védnich oboru, jako naptiklad medicina
a biologie, fyzika, strojni inzenyrstvi nebo ekonomie, ale rovnéz nam umoznuji urcitym
zpusobem tyto praktické problémy ovladat, tim padem ¢asto zdokonalovat, pomoci feseni
téchto rovnic a néasledné zpétné aplikace ziskanych poznatku na dany problém.

Mnohdy si vystacime s oby¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi (ODR), ale stale ¢astéji
diferencialnich rovnic neni dostacujici. Predevsim se jednd o modely, jejichz vyvoj muze
byt zavisly nejen na okamzitém stavu, ve kterém se nachézi, ale jsou ovliviieny i minulym
stavem. Tim se ndm zde objevuje myslenka auto-kontroly systému, ktera je dana diky
zpétné vazbé. Ta se vyznacuje regulaci vyvoje néjakého systému za zachovani stabilniho
stavu. Tim se dostavame k tématu této bakalarské prace, protoze diferencialni rovnice
se zpozdénim jsou pouzivany pravé pro tyto modely. Zpozdéni je doba potiebna zpétnou
vazbou k pociténi zmény stavu systému a nasledné reakci na ni.

Diferencidlni rovnice se zpozdénim patii do vétsi skupiny rovnic tzv. funkcionalni di-
ferencidlni rovnice (FDR), z tohoto duvodu o nich nékdy mluvime jako o funkcionélnich
diferencidlnich rovnicich se zpozdénim (FDR se zpozdénim).

Pro teseni diferencidlnich rovnic se zpozdénim nelze obecné pouzit postupy jako pfi
reSeni obycejnych diferencialnich rovnic, to ale neni zdaleka jedind odlisnost. Nékteré ze
zéakladnich rozdilu jsou popsany v této praci stejné jako jedna ze zakladnich metod pro
vypocet, konkrétné metoda kroku. Po sezndmeni s timto zpusobem feseni diferencialnich
rovnic a s nékolika vlastnostmi je ukézana jejich aplikace na konkrétnich praktickych
modelech.



2 Funkcionalni diferencialni rovnice

Pro lepsi porozumeéni problematiky diferencialnich rovnic se zpozdénim a zkoumaéani jejich
vlastnosti, je vhodné, se nejprve seznamit s nadiazenou skupinou rovnic, a to s funk-
cionalnimi diferencidlnimi rovnicemi. Tyto rovnice vzniknou slozenim funkcionalnich a
diferencialnich rovnic.

Za funkciondlni rovnici (FR) povazujeme rovnici, kterd obsahuje nezndmou funkci
ruznych argumentt, pricemz rozdil mezi hodnotou argumentu neznamé funkce a parame-
trem t nazyvame odchylkou argumentu.

Definice 2.1. Rovnici ve tvaru

w(t) = f(t, 2(t = h(1))), (2.1)

kde f je realna funkce definovand na dvourozmérné oblasti Q C R?, h(t) je spojité funkce
definovand na néjakém intervalu I, nazveme funkciondlni rovnice. Vyraz (t — h(t)) je od-
chylka argumentu.

Prikladem FR je naptiklad rovnice
x(5t) = x(2t) + x(3t).

Snadno se ovéri, ze jejim Fesenim je linedrni funkce x(t) = c¢(t). Dalsimi piiklady FR
mohou byt napiiklad tyto rovnice

vvvvvv

nelze.
Obycejna diferencialni rovnice je dana derivacemi néjaké funkce, kde rad nejvyssi de-
rivace neznamé funkce nazyvame rdd rovnice.

Definice 2.2. Rovnici, ve které se vyskytuji derivace hledané funkce az do tadu n,
nazyvame obycejnou diferencidlni rovnici, a ma tvar

e M (t) = ft,x(t), 2 (t), ..., 2" V(t), (2.2)

kde n je 7dd rovnice, a f je redlna funkce definované na (n-+1)-rozmérné oblasti Q ¢ R"*.

Regenim rovnice (2.2) rozumime n-krat diferencovatelnou funkei x(t) na néjakém inter-
valu I, splitujici podminky [t, z(t), 2'(t), ..., 5™~V (¢)] € Q a rovnici (2.2) pro V¢ € I.

Pozndmka. Pokud jsou vSechny odchylky argumentu konstantni, FR nazyvame di-
ferenc¢ni rovnice. Je-li FDR nultého tadu, 1ze ji chéapat jako FR.



2.1 Problematika reSeni

Je znamo, ze najit exaktni feSeni ODR umime jen pro specidlni typy rovnic. Také kva-
litativni vlastnosti ODR jsou prozkoumaéany jen pro tzkou tfidu rovnic. Problematika
feSitelnosti FDR je jesté slozitéjsi, zamysleme se napf. jenom nad tim, na jakém intervalu
je feseni FDR vubec definované.

Uvazujme napf. rovnici

i(t) = ka(t — h), (2.3)

kde k,h = konst a k # 0. Nyni chceme najit feSeni této rovnice na néjakém libovolném
intervalu o <t < 3, tedy z : [, 5] = R, kde 8 > a+ h. Zde vznika problém, protoze pro
a <t < a+ h neni prava strana rovnice definovana, protoze t — h < a.. Proto definujeme
x(t—h) z pravé strany rovnice pomoci pocdteéni funkce ¢, ktera je definovana na intervalu
a—h<t<p.

Tedy predpokladame

z(t—h)=¢(t—h)prot—h < a.

Druhou moznosti, jak se vyhnout problému s pravou stranou, je, ze feseni bude vyhovovat
rovnici (2.1) pouze na intervalu a + h < t < (. Resitelnosti FDR se podrobnéji zabyva

[5].



3 Diferencialni rovnice se zpozdénim

Jak je patrno jiz z ivodu, FDR se zpozdénim mohou popisovat Sirokou oblast praktickych
i teoretickych modell, napif¢ riznymi védnimi obory. At uZ to je technicky, fyzikalni
nebo biologicky model, tvar rovnice je zavisly predevsim na typu zpozdéni, které muze
byt reprezentovano jednoduchou konstatni funkei nebo nekonstantni funkci néjakého pa-
rametru. V komplikovanéjsich pripadech muze zpozdéni dokonce zaviset i na samotném
feseni a tedy je ve tvaru h;(t,z(t)). V takovém pfipadé se oznacuji jako autoregulativni.

Z tohoto duvodu je praktické definovat obecny tvar FDR se zpozdénim odpovidajici
piimo dané problematice. Pro moji bakalarskou praci budu tedy za FDR se zpozdenim
povazovat rovnici podle néasledujici definice.

Definice 3.3. Rovnici ve tvaru
2™ () = f(t, 2™ (t — hy(t)), ..., 2 (t — hy (1)), (3.4)

nazveme funkciondlni diferencidlni rovnici se zpoZdénim, kde m > m; > 0, Vi = 1,2, ...k,
hi(t) > 0 jsou dana spojité funkce zpozdéni definované na néjakém intervalu I, a f je
realns funkce definovana na (k + 1)-rozmérné oblasti Q € R**!. Regenim rovnice (3.4)
nazveme m-krat diferencovatelnou funkei z(t) definovanou a spojitou na R a spliujici
rovnici (3.4).

3.1 Metoda kroku

Tato metoda je jednou ze zakladnich metod pro feseni FDR se zpozdénim. Princip spoc¢iva
v déléni intervalu, na kterém feSeni hledame, do subintervaliu jejichz délka je dana veli-
kosti zpozdéni. Na téchto subintervalech potom hledame césti feSeni, které jsou nakonec
dohromady Tesenim na celém puvodnim intervalu.

Aplikujme metodu kroku na rovnici

(t) = f(t,x(t), z(t — h)), (3.5)

prot > tg, h = konst > 0. Necht f : [ty, 00) x R?> = R je spojité funkce. Po¢atecni funkce
na intervalu [to — h, to] je néjaka dand funkce ¢(t — h), na tomto intervalu spojitd, a déle
necht plati pocatecni podminka ¢(to) = z(t).

Nyni provedeme prvni krok. Ten spoé¢ivda v nalezeni feSeni na intervalu [to,to + hl,
protoze pro tg < t < to + h plati, ze t — h € [ty — h,to]. V pravé strané rovnice tedy za
x(t — h) dosadime ¢(t — h) a ziskdme tak ODR

l’(t) = f(t,$(t),¢(t - h)),

kterou muzeme Fesit. Dostaneme tedy feSeni na intervalu [tg,to + h], které je definované
i v bodé tg + h, z ¢ehoz ndm plyne pocatecni podminka pro nasledujici krok.

Ve druhém kroku hleddme feseni na intevalu [to+h, to+2h]. Potom t —h € [tg, to+h], a
tedy x(to—h) je jiz definovand, znama z prvniho kroku a tedy se stava pocateéni funkei pro
krok druhy. Rovnice (3.5) se opét zméni na ODR, kterou fesime s poc¢atetni podminkou,
ktera vyplyva z rovnosti feseni z prvniho a druhého kroku v bodé ty+ h. Timto zpusobem
postupujeme v dalsich krocich, dokud nedostaneme feseni na pozadovaném intervalu
(viz [5]).

K ziskani feseni FDR se zpozdénim pomoci této metody je nezbytné znat nejen
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pocatecni podminky jako u feseni ODR, ale podstatna je pfedevsim znalost pocatecni
funkce, definované na intervalu o délce rovné danému zpozdéni. Tomuto a dalsim rozdilum
oproti ODR se bude vénovat kapitola 3.4. Metoda zarovén vyzaduje schopnost nalezeni
reSeni prislusnych ODR.

3.2 Priklad

Hled4dme feseni rovnice

x(t) = 2z(t — 5), (3.6)
s pocatecni podminkou ¢(t) =1 pro t < 0.

3.2.1 Reseni pomoci metody krokt

Pro nézornost postaci provést tii kroky, feseni tedy budeme hledat na intervalu [0, 15].
7 rovnice vidime, ze zpozdéni je konstantni a jeho velikost je h = 5, coz bude rovnéz
parametr pro déleni subintervalu v jednotlivych krocich.

Prvni krok, t € [0,5]: @(t) =2-¢(t) =2-1=2

Obecné tesent: z1(t) = 2t + ¢;

Pocateéni podminka: 1 =2-0+¢; = ¢ =1

Partikuldrni fesent: xq(t) = 2t + 1

Nyni jesté potiebujeme vypocitat hodnotu z;(t) pro t = 5, kterou pouzijeme jako poc.
podminku ve druhém kroku.

Druhy krok, ¢ € [5,10]: #(t) = 2- 21(t) = 2(2(t — 5) + 1) = 4t — 18
Obecné feseni: xy(t) = 2t2 — 18t + ¢y

Pocateéni podminka: 11 =2-52 — 18 -5 4 ¢y = ¢ = 51
Partikuldrn{ feSent: z5(t) = 2t* — 18t + 51

Treti krok, ¢t € [10,15]: @(t) = 2 - z5(t) = 2(2(t — 5)* — 18(t — 5) + 51) = 4t* — 76t + 382
Obecné fesent: x3(t) = 5 - 13 — 38t% 4 382t + c3

Pocatecni podminka: 71 = % 103 —38-104382-10+c3 = c3 = —1282,3

Partikuldrn{ fesenf: z5(t) = 5 - ¢* — 38t% + 382 — 1282, 3

11



3.2.2 Reseni v programu Matlab

Program Matlab obsahuje ve své knihovné mnoho funkci uziteénych pro vypocty ruznych
typu rovnic. Jinak tomu neni ani v pripadé FDR se zpozdénim, kde mame k dipozici
napiiklad funkci dde23. Velkou vyhodou pouziti programu Matlab je okamzité vykresleni
feSeni rovnice do grafu

Ve funkci s ndazvem rovnice zadavam rovnici, jejiz feseni hledam. Samotné vypocty se
provadi pomoci cyklu, kdy do kazdého kroku vstupuji hodnoty z ptedchoziho. Vyjimka
se musela deklarovat pro prvni krok, kde se musi pouzit pocatecni hodnoty dané ze
zadani. Do proménnych lag, k, PP zaddvam hodnotu zpozdéni, pocet kroku a pocatecni
podminku.

function dydt = rovnice(t,y,Z)

ylag = Z(:,1);
dydt = 2*xylag;
end
lag = 5;
k = 3;
PP = 1;
for n = 1:k
if n ==
sol = dde23(@rovnice,lag,PP, [n*xlag, (n+1)*lag]);
else
sol = dde23(@rovnice,lag,sol, [n*lag, (n+1)*lagl) ;
end
end
400
350} 1
300} 1
250 | 1
x 200} ]

150 1

100 q

50 1

t

Obrézek 1: Resenf rovnice (3.6)
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3.3 Vytvoreni matematického modelu

Princip zpozdéni lze nazorné ukazat pomoci modelu popisujici sprchujiciho se ¢lovéka,
ktery chce pomoci otdcenim kohoutku vodovodni baterie dosahnout urcité teploty vody,
kterou oznacime Ty (T}, = konst). Zména teploty vody AT ve vystupu baterie je imérna
otoceni kohoutku o thel A« s koeficientem k. Necht Ty(t) je teplota vody na vystupu
baterie v ¢ase t, a h = konst je ¢as potfebny k premisténi vody z mista vystupu baterie
na hlavu sprchujictho se clovéka.

Predpokladejme, ze rychlost otaceni kohoutku je imérna k rozdilu teploty vody od
pozadované teploty T} s koeficientem x, jehoz velikost zavisi na povaze ¢lovéka. Protoze v
case t clovek citi teplotu vody opoustéjici baterii v ¢ase t-h, dostaneme nasledujici rovnici

Oé(t) = —H[Tb<t - h) - Tk] (37)

Odtud ptes prvni zminénou zavislost ziskdme rovnici pro teplotu vody na vystupu

z baterie T}, '
Ty(t) = —kr[Ty(t — h) — Ty, (3.8)

kterd je typickym zastupcem FDR se zpozdenim.
Z tohoto modelu (podrobné popsaného napi. v [5]) lze tedy vidét, jak muze byt vyvoj
pritomného stavu néjakého procesu ovlivnén stavem v minulosti.

3.4 Srovnani FDR se zpozdénim a ODR

Vzhledem k tomu, ze FDR se zpozdénim, narozdil od ODR, popisuji urc¢ity stav systému,
ktery je ovliviiovan jeho stavem na predchéazejicim ¢asovém tseku, muzeme predpokladat
mnohem vétsi obtiznost pii zkouméani pravé FDR se zpozdénim, at uz se budeme bavit o
feSeni vzhledem k pocatecnim podminkam, existenci a jednoznacnosti feSeni, ¢i stabilite.

Co konkrétné povazujeme za ODR jsme si jiz pripomnéli v definici 2.2. Odlisnost
ODR od FDR se zpozdénim muzeme pozorovat uz ve velmi trivialnim ptripadé. Vezméme
si napiiklad linearni ODR prvniho fadu s poc¢atécni podminkou

dx

i kx, x(0) = 1. (3.9)

Reseni této pocatecni tdlohy dostaneme jednoduse pomoci separace proménnych:

d
S
x
/ dr _ / ke dt
x
Inz=kt+c
z(t) = exp(kt) (3.10)

Diky pocateéni podmince nyni muzeme vypocitat hodnotu feSeni, v jakémkoliv case
t >ty = 0, a minulost feSeni nam ji nijak neovlivni.

13



Triviadlni feseni (3.10) se zkomplikuje priddnim casového zpozdéni h = konst do pravé
strany rovnice (3.9). Dostaneme néasledujici FDR se zpozdénim

dx_

o= kx(t —h), z(t) =1 (3.11)

pro —h <t < 0. Misto hodnoty reseni definovaného v pocatecnim bodé zde jako pocatecni
podminku mame funkci definovanou na konec¢ném intervalu. U této rovnice muzeme po-
zorovat, narozdil od rovnice (3.9), ze muze byt oscilujici. K této vlastnosti se vratim po
zminéni néasledujici myslenky.

Pozndmka. Podivejme se nyni v rychlosti na zajimavou vlastnost funkei sin(t) a cos(t).
7 jejich grafu lze vidét, ze jsou od sebe vzajemné posunuty o néjaké nasobky ¢isla 7, navic
zname vztah mezi nimi a jejich derivacemi:
) 3

cos(t) = sin(t — §7T)

; (3.12)

— sin(t) = cos(t

< sinr) = cos(1)

Pokud tedy zvolime x(t) = sin(t), tak v souladu s vlastnostmi (3.12) vyhovuje z(¢) rovnici
/() = z(t — 37). Tyto funkce jsou proto zajimavé ve zkouméni FDR se zpozdénim.

Vratme se tedy nyni k rovnici (3.11) a dosadme do ni (podobné jako v [3]) partikuldrn{
feSeni
x(t) = Asin(wt). (3.13)
Po dosazeni dostaneme
wA cos(wt) = kAsin(wt — wh) = kA[sin(wt) cos(wh) — cos(wt) sin(wh)].

Polozme poporadé wt = 0 a wt = 7/2, potom

wA -1 =FEA[0- cos(wh) — 1 -sin(wh)]

wA -0 =FkA[l - cos(wh) — 0 - sin(wh)].
Odtud dostaneme dvé podminky

w = —ksin(wh)

0 = cos(wh) (3:14)

Druhé podminka plati pro wh = 7/2 nebo wh = 37/2. Pro prvni podminku jsou tyto dveé
moznosti:

1. wh=m/2 a kh=—7/2

2. wh=31/2 a kh=—3r/2

Tedy pro tyto hodnoty kh, ma rovnice (3.11) harmonické feseni (3.13).
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Uvazujme nyni podobnou ulohu jako v (3.9), s napohled nepodstatnymi zménami v
rovnici i poc¢atecnich podminkach

dx

— =—z, x(0) =0. 3.15
= (0) (3.15)
Ukazme, ze tato uloha ma jediné feseni a tim padem je jednoznacné zadan4.

dx

= —dt
x
Injz|=—-t+c¢
x=e 't

Po dosazeni pocatecni podminky vidime, ze jediné mozné feseni je nulové.

0#e® = z(t)=0
Nyni pieved me stejnou tlohu do oblasti FDR se zpozdénim tim, Ze do pravé strany rovnice
(3.15) priddme konstantni zpozdéni h = 7/2

dx

o 2t =5, 2(0)=0. (3.16)
dt

V tomto pripadé je opét feSenim nulové feseni z(t) = 0, ale navic je tloha (3.16) splnéna
i pro x(t) = sint, protoze pii dané pocatecni podmince plati

cos0 = —sin(0 — g)

Jednoznaé¢nost lze zaridit nahrazenim bodové pocatecni podminky pomoci pocatecni funkce.

Nabizi se ndm volba ¢(t — h) = cost na intervalu [—7, 0]. Potom pomoci metody kroku je
dx ’
— = —cos
dt

z(t) =sint + ¢
a méla by platit podminka ¢(ty) = z(to) pro to = 0, tedy plati

cos(0 — g) =sin0+ ¢

0=04+c¢c = ¢c=0.

Volba pocéatecni funkce v tomto ptripadé byla uspésna, diky tomu dostaneme jedniné
feseni x(t) = sint. Tento piiklad dokazuje dulezitost pocatecni funkce pii hleddni fesent
diferencialnich rovnic a nutnost jeji znalosti pro jednoznacnost feseni.

7 toho plyne i dalsi zasadni odlisnost FDR se zpozdénim od ODR. V praxi tento
problém muze vypadat nasledovné. Predpokladejme, ze jsme pomoci néjakych pozorovani
systému sestavili rovnici (FDR se zpozdénim), kterd tento systém popisuje a budeme chtit
podle jejiho feseni predikovat vyvoj systému v budoucnosti. Exaktni feseni nemusime byt
vzdycky schopni exaktné spocitat, ale v nékterych pripadech muzeme feseni odhadnout.
Problém nastane v piipadé nejednoznacnosti a nam se podaii odhadnout vice moznych
feseni, potom neznalost poc¢atecni funkce nam znemozni spravnou predikci vyvoje daného
systému.
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3.4.1 Cauchyho tiloha

Definice 3.4. (Cauchyho itloha pro ODR) Méjme libovolny, ale pevné dany bod
(to, o, x1, ..., y_1). Uloha uréit feseni rovnice (2.2), které vyhovuje n poédtecnim podminkdam

l’(to) = X, Jll(to) = L1y --ny l’(n71)<t0) = Tp—1 (317)

se nazyva Cauchyho iloha (rovnéz poédtecni tloha). Resenfm této Cauchyovy tlohy je
stejnd funkce x(t), kterd je uvedena jako FeSeni rovnice (2.2), spliiujici podminku (3.17).

V piipadé ODR je feSeni, zavislé na case, jednoznacné definovano svym pocateénim stavem
v daném momenté. To u feSeni FDR se zpozdénim obecné neplati. K vyfeseni pocatecni
ulohy a tedy k nalezeni feseni potfebujeme znat navic tvar feseni na intervalu jehoz délka
je rovna danému zpozdéni. Formulace Cauchyho tlohy pro FDR se zpozdénim muzeme
tedy definovat nésledovné s vyuzitim poznatku z [5].

Definice 3.5. (Cauchyho tdloha pro FDR se zpozdénim) Poc¢étecni problém pro
FDR se zpozdénim je tloha urcit feseni nésledujici rovnice vyhovujici danym podminkam

#(t) = f(t.20(0));  2(0) :=a(t—0), —h<0<0, (3.18)

Ty = O, (3.19)

kde h je tentokrat konec¢né konstantni zpozdéni, ¢ty € R, ¢ : [-h,0] — R. Funkci z(¢)
nazveme feSenim této lohy, jestlize je definovand na intervalu [ty — h,to + A] pro A > 0,
a spliuje rovnici (3.18) a podminku (3.19) na intervalu [to, ¢y + AJ.

3.4.2 Existence a jednoznacnost reseni

V souvislosti s ODR jsou o existenci a jednoznacnosti feSeni znamé predevsim dvé véty,
a to Peanova a Picardova, obé jsou dokdzany napft. v [4].

Véta 3.6. (Peanova) Necht funkce f(t,z(t),2'(t),...,2" (t)) z rovnice (2.2) je spo-
jita v oblasti Q € R™™ obsahujici ve svém vnitiku bod (tg, zo, 1, ..., Z,_1 ). Potom existuje
alespon jedno Feseni pocatecniho problému (3.17), které je definované a spojité v néjakém
okoli bodu tg.

Véta 3.7. (Picardova) Necht funkce f(t,z(t),2(t),...,2" (t)) z rovnice (2.2) je
spojitd v oblasti Q € R™"! obsahujici ve svém vnitiku bod (¢, zg, 1, ..., 2,_1). Déle
necht mé funkce f v kazdém bodé Q parcidlni derivaci f /O, kterd je na 2 ohrani¢ena.
Potom existuje jediné feseni pocatecniho problému (3.17), které je definované a spojité v
néjakém okoli bodu tg.
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Podminky existence a jednoznacnosti feSeni pro FDR se zpozdénim shrneme v nasledujici
véte uvedené a dokdzané v [5].

Véta 3.8. Necht ¢ € C([—h,0],R) a funkciondl f : D, — R je spojity a spliiuje v
néjakém okoli kazdého bodu (¢, u) € Dy, := [to, oo] x C([—h, 0], R) Lipschotzovu podminku
ve druhém argumentu. Potom existuje t5 = ty4, ¢ € [to, 00) takové, ze:

1. existuje Teseni x(t) pocatecni ulohy (3.18),(3.19) na intervalu [to, t4];
2. v kazdém intervalu [to, t1] C [to,ts) je toto FeSeni jediné.

Véta 3.8. je obdobou Peanovy a Picardovy véty pro FDR se zpozdénim. Na prvni
pohled lze vidét veétsi slozitost oproti ODR. Je to z duvodu, ze pro FDR se zpozdénim
je tfeba silnéjsich podminek nez pro ODR. Kde si u ODR vystacime s podminkami pro
funkci, u FRD se zpozdénim je nutné definovat podminky pro funkcionél, protoze u ODR
sta¢i platnost danych podminek pouze v bodech ¢, zatimco u FDR se zpozdénim musime
zohlednit vliv pocatecni funkce pro to — h < t < ty. Tedy zavedeme body (¢, u), které pro
kazdy ¢t maji pfitazenou funkci ¢ € C(|—h,0],R). V téchto bodech potom vyzadujeme
podminky pro existenci a jednoznac¢nost feSeni FDR se zpozdénim.
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4 Aplikace diferencialnich rovnic se zpozdénim

V kapitole 3.3 jsme si ukazali model, ktery je popsan FDR se zpozdénim a zaroven jsme si
pomoci néj uvédomili prakticky vyznam zpozdéni, ale FDR se zpozdénim se nam nabizi
v daleko vice pripadech a hlavné v piipadech z védniho hlediska mnohem vyznamnéjsich,
nez sprchujici se clovék. Ukazme si nyni vyuziti nékolika piikladu z fyziky a strojniho
inzenyrstvi.

4.1 Stabilita zavésu jerabu

Predstavme si napiiklad ptistavni jerdb, ktery se pouziva k nakladani a vykladani velkych
kontejnerovych ptrepravnich lodi, kde rychlost ovliviiuje objem zisku. Proto musi jerab
pracovat efektivné, coz vyzaduje rychlé premisténi nékladu. Zde vznika problém, pokud
se rameno jefabu bude pohybovat s velkymi zrychlenimi, zptsobi kyvadlovy efekt, ktery
muze vést ke ztraté kontroly nad pohyby ndkladu. Tomu se v praxi snazime zabréanit
pouzitim vhodnych materidlu zavésu a predevsim jeho konstrukci. Tento model popisuje
rovnice

2" + ex’ + sin(z) = —k cos(x)(x(t — h) — x), (4.20)

kde x predstavuje ihel vychyleni zavésu od svislé osy, leva strana rovnice popisuje ky-
vadlovy oscilator a prava strana je zpétna vazba. Zpozdéni h zde vznika kvuli opozdéné
pohybové reakci zavazi za pohybem samotného ramene nebo zavésu jerabu. To se promita
do ovladani, protoze operator jefabu vnima aktudlni stav zavazi, ktery je dan akci

v predchéazejicim ¢asovém okamziku. Kdyz uvazime, ze x bude nabyvat malych thlq,
potom pro rovnovazné feseni z = 0 plati

sin(z) ~ x,

4.21
cos(z) ~ 1, (421)

a rovnici (4.20) muzeme piepsat do tvaru
" +er' +x=—k(z(t—h)—x) (4.22)

Déle pro malé hodnoty h muzeme polozit z(t — h) ~ x — 72" a dostaneme rovnici (4.1) ve
tvaru
"+ (e —kr)r' + 2 =0, (4.23)

ve kterém je zpozdéni h pfitomné ve clenu oscilace. Pokud je k£ < 0, pak tento ¢len roste
se zpozdénim umoznujicim rychle slabnuti oscilace. Tento model lze nalézt podrobnéji
popsan v [3] i s vyuzitim fyzikdlnich rovnic.
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4.2 Plynulost dopravy

V dnesni dobé je doprava jakéhokoliv typu nedilnou soucasti kazdodénniho zivota vétsiny
obyvatel téméf vSech zemi svéta. Af uZ se jednd o osobni ¢ ndkladni dopravu, neja-
traktivnéjsi z hlediska vyuziti FDR se zpozdénim je automobilova doprava, vyuzivajici
predevsim rychlostni silnice a dalnice, kde predpokladdame vzajemnou interakci mnoha
vozidel.

Nésledujici rovnice ve tvaru

Tnt1 (t + T) = O‘(i)n - l"nJrl)a (4'24)

odvozend napt. v [3|, popisuje zavislost zrychlovani (piip. zpomalovani) nésledujiciho
vozidla na rozdilu jeho rychlosti a rychlosti vozidla predchéazejiciho s koeficientem a. Na
zménu rychlosti fidi¢ druhého vozidla reaguje se zpozdénim o reakéni dobu r, reakce na
zménu rychlosti prvniho fidice v case t tedy prichéz az v ¢ase t+r. Kdybychom pozorovali
rozdil vzdalenosti dvou vozidel, ukdzalo by se, ze prubéh v ¢ase by mohl byt v uréitych
casovych intervalech velmi nestabilni diky oscilaci, jejiz vznik podnécuje koeficient a. Ten
totiz popisuje citlivost reakce ridice. Pokud bude tidi¢ zrychlovat a zpomalovat rychle
(koeficient o bude velky), potom zména rychlosti predchézejictho vozidla vyvold prudké
zmeény v rychlosti nasledujiciho, které se stabilizuji az po urcité dobé od odeznéni inicia¢ni
Zmeny.
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Obrazek 2: Vlevo nahote: Reakce druhého vozidla na zménu rychlosti prvniho se
zpozdénim h = 1s. Vlevo dole: Zména vzdalenosti vozidel pii dy = 10m, o = 0,551,
h = 1. Vpravo: Srovnani reakce rychlosti 5 na zménu z; s delsim zpozdénim h = 1, 5s,
zpusobujici silngjsi oscilaci. (Obrazky pouzity z [3].)
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5 Uvod do modelovani riistu populaci

Predikce vyvoje populace néjakého druhu z nejen zivoc¢isné iise je v mnoha odvétvich bio-
logie velmi dulezita. Jednim takovym piikladem muze byt model vyvoje nékterych druhu
bakterii v zavislosti na podminkach, ve kterych se vyskytuji, dalsi piiklad muzeme najit
i u pozorovani populaci chovnych i divokych zvitat, jehoz zmény mohou byt ovliviovany
napiiklad mnozstvim potravy, vyskytem predatotiu nebo plodnosti jedincu.

V mnoha ptipadech si vystacime pouze s ODR nebo diferenénimi rovnicemi. Pro
popsani komplikovanéjsich modelu, ¢i slozitéjsich stavu vyvoje, jako napriklad mozné
fluktuace v populacich, nam lépe poslouzi FDR se zpozdénim. Zde zpozdéni muze re-
prezentovat néjakou reakcéni dobu, jako je napiiklad doba obnoveni zdroju nebo perioda
dozravéani (dospivéni).

Zavedme si nyni zdkladni oznaceni.

Definice 5.9. Necht z(t) uddv4 velikost populace v ¢ase t, ddle b = konst je mnoZzstvi
narozenych jedincu a d = konst mnozstvi jedincu zahynulych na ¢asovém intervalu
[t,t + At]. Potom plati

x(t+ At) — z(t) = bx(t) At — dz(t)At. (5.25)

Nyni upravime rovnici (5.25) tak, ze ji podélime At a nasledné At aproximujeme nulou.
Tim dostaneme zakladni rovnici popisujici exponencialni rust populace

Zf — br — dz = (b— d)z. (5.26)
Resgen: d
L= (b—d)dt
/ ds / (b—d) dt
Inx = t +c
o= ol d)t+c _ ot o=t

Partikularni feseni dostaneme, kdyz budeme uvazovat poc¢atecni podminku z(0) = z, coz
v praxi znamena, ze dand populace mé na zacatku pozorovani stav xy. Dostaneme tedy
feSeni popisujici stav populace v case t

o(t) = xo - DL, (5.27)

Oznacme (b—d) =r = z(t) = ™. Parametr r tedy ovliviiuje rust nebo pokles popu-
lace, pokud je r > 0 nebo r < 0.

5.1 Logisticka rovnice

Rovnice (5.26) a ji odpovidajici feseni (5.27) mohou fungovat pouze pro kratké casové
intervaly, protoze populace nemuze neustale rust pro ¢ — 0o, z duivodu mozného omezeni

nedostatkem zdroju. Tento problém tesi logistickd rovnice
dr x
(1 - _)7
dt K
kde K = konst > 0 je maximalni uzivitelné mnozstvi populace.

(5.28)
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Pomér z : K v rovnici (5.28) tedy ovliviuje vyvoj populace. Pokud je mnozstvi zdroju
velké a v populaci neni mnoho jedincu, plati z << K a tedy (z/K) — 0. Naopak pokud
se pocet jedincu blizi k poctu uzivitelnych jedincu K, nebo ho dokonce prevysuje, dochazi
v populaci k soupefeni o potravu a nasledné stagnaci ¢i poklesu populace.

Reseni rovnice (5.28):

dx x? K — x?
— =r|lr——=)=r——
K

ﬁdl‘z’lﬂdt
Xz — T

[ Yae fra

Inz —In(K —z)=rt+c
Kx_xzert_e
rt

x = Ke'te® — xele

C

x+ xetet = Kete®
Kertec
T=—
1+ ertec

Plati opét pocdteéni podminka x(0) = xo:

(5.29)

Ke* x
z(0) = 1+eczx0 = x09+ 206’ = Ke® = eC:K_OxO

Kdyz dosadime za e“ do obecného feseni (5.29) a provedeme nékolik tiprav dostaneme
partikuldrni feseni (5.30) rovnice (5.28):

rt x Kaxge™t T
x(t) = Ke tKTOmO — =y = Kzoe”
Lhetgty St (K —wmo)e™ +zg)e
K
o(t) = T (5.30)

2 — (w9 — K)e

V tomto pripadé je rust populace omezen, dokonce se model chova tak, jak by bylo
octekavano. Vypocitame-li totiz limitu feseni (5.30), zjistime Ze je pro ¢ — oo rovna
hodnoté K, tedy pocet jedincu v populaci nepreséhne maximalni mozny stav z hlediska

zdroju.
lim .T()K _ on — K
t—oo Tg — (:CO — K)efrt Ty — 0

Vidime, ze limita nezélezi na pocatecni hodnoté xg, takze omezenost vyvoje hodnotou
K plati jak pro ptipad zy > k, tak i pro zop < K. Tato skutecnost je dobfe patrnd i z
grafu teseni (5.30), ze kterych si lze rovnéz lépe udélat predstavu o vyvoji modelu pro
ruzné hodnoty xg, K a pripadné r. Pro parametr r, ktery pro pripomenuti udava rozdil
narozenych a zahynulych jedincu za Atf, ovSem nastava v uré¢itém piipadé problém. K
tomuto problému se budu kratce vénovat az pozdéji. Nyni se podivejme na 2 zakladni
pripady pro r > 0.
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Obrazek 3: Graf 1 (vlevo), Graf 2 (vpravo)

Pro jednoduchost a prehlednost je zvolen parametr r = 1. Tedy porodnost a imrtnost
je v populaci v podstaté vyrovnand, pouze s malou prevahou narozenych jedincu. Graf 1
potom ukazuje vyvoj, kdy pocatecni stav xqg = 300 pfevysSuje maximalni mozny stav
K = 50, proto dochazi k poklesu populace, ktery se ustali az v momenté, kdy je aktualni
stav blizky maximalnimu.

Druhy piipad je popsan v grafu 2, kde populace zacina s velkou rezervou v poctu
jedincu (z¢o = 50, K = 300). Dochazi k doc¢asnému rustu populace, ale i ten je omezen
hodnotou K. Ale i v tomto pfipadé s volbou zy < K, muze populace klesat, pokud se v
ni bude rodit méné jedincu, nez jich bude umirat. Potom r = b — d < 0 a limita feSeni
(5.30) bude rovna 0. Podminka zy < K = (z9 — K) = —(K — x0) je zde zdsadni.

. on |:
lim =

ZC()K
t—oo 1o + (K — .2170)6” N

To + 00

Snizeni poctu jedincu potom neni dusledkem nedostatku potravy, ale prevazujici mortalita
nad natalitou. Tento pripad je popsan v grafu 3 pro hodnoty z¢y = 250, K = 300 ar = —1.

Ve vsech predchozich pripadech jsme predpokladali, ze obnovovani populace je neménné
s postupujicim ¢asem (r = konst), to ale ¢asto nemusi platit. Parametr r muze byt rovnéz
funkci ¢asu, kterd muze byt oscilujici zavisla naptiklad na néjaké casové obdobi. Pocet
jedinct v populaci pak kolisd, jak jde vidét v grafu 4, kde r = f(t) = 0.5sin 2¢.
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Obrazek 4: Graf 3 (vlevo), Graf 4 (vpravo)
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5.2 Logisticka rovnice se zpozdénim

Doposud bylo pro modelovani popula¢niho systému pouzito pouze ODR, specidlné logis-
tické rovnice pokud jsme chtéli zahrnout omezenost rustu pripadné klesani pro ¢t — oo.
V téchto modelech je rychlost rustu populace v ¢ase t zavislda na velikosti populace ve
stejném case, coz vyzaduje, aby proces reprodukce byl skoro okamzity. To neplati u vétsiny
zastupcu zivocisné fiSe, kde obnoveni generace je zpozdéno o dobu reprodukéniho cyklu,
jako napftiklad lithnuti nebo doba brezosti. Pocet novych jedincu tedy neni zavisly na
mnozstvi zdroju v dobé prichodu na svét, ale uz od zacatku jejich prenatalniho veéku,
tedy v okamziku zplozeni. Tyto modely pfesnéji popsany pomoci FDR se zpozdénim,
nejcastéji pomoci tzv. zpoZdenou logistickou rovnici

dv x(t —h)
pro kterou plati poc¢ateéni podminka
z(0) = ¢p(0) >0, 6€[—h,0] (5.32)

Nynf se pojdme vénovat stabilité Feseni rovnice (5.31) s (5.32).

Definice 5.10. Rekneme, Ze feSeni 2 = z* rovnice (5.31) je stabilni, pokud pro kazdé
dané € > 0 existuje § > 0 takové, ze pokud |p(t) — z*| < 0 na intervalu [—h, 0], potom
viechna feseni x(t) rovnice (5.31) s poc¢ateéni podminkou ¢ na [—h, 0] splnuji |z(t)—2*| < e
pro vSechna t > 0. Pokud navic existuje dy > 0 takové, ze |¢(t) — x*| < &y na [—h, 0] im-
plikuje limy;_, z(t) = x*, potom fekneme, ze feSeni z* je asymptoticky stabilni.

Uvazujme trividlni feseni rovnice (5.31):
1. z =0,
2.z =K.
Je ziejmé, ze teseni x = 0 je nestabilni (i malé zmény od x=0 uz pro rovnici dz/dt = rx

ukazuji, ze je = 0 nestabilni s exponencidlnim rustem). V piipadé x = K to tak
jednoduché neni. Necht X = 2 — K, potom

dX r
S8 = —rX(t = h) = =XOX( - h).

Tuto rovnici zlinearizujeme a dostaneme rovnici

dX

e —rX(t —h), (5.33)

ke které hledame feseni ve tvaru X (t) = ce, kde ¢ = konst a vlastn{ éfsla \ jsou feSent
charakteristické rovnice

A4 re M =0. (5.34)
Vime, ze x = K je asymptoticky stabilni (viz [1]), jestlize vSechny vlastni ¢isla (5.34) maji
zapornou redlnou ¢ast.
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Polozme za A obecné komplexni ¢islo A = p + v, kde p je redlna slozka a v ima-
ginarni. Kdyz oddélime redlnou a imagindrni ¢ast charakteristické rovnice (5.34) dosta-
neme nasledujici

t 4 re " cosvh = 0,

o (5.35)

v—re "sinvh = 0.

Vsimnéme si, ze kdyz bude h = 0 charakteristicky rovnice (5.34) pfejde na tvar
A+71r=0,

z ¢ehoz plyne A = —r < 0. Ze spojitosti plyne, kdyz A prechazi z hodnoty —r na hodnotu
takovou, ze ReA = p > 0 s rostoucim h, potom existuje néjaka hodnota h = hgy, pro
kterou plati ReA(hg) = p(ho) = 0. Potom zéroven musi charakteristickd rovnice (5.34)
mit dva komplexné sdruzené kofeny +ivy pro vy = v(hg). V takové piipadé dostaneme

cosph = 0,

coz plati pro -
Vohk:§+2k'ﬂ', ]{]:1,2,

Nahradime-li vy = r, muzeme vyjadfit nas hledany vztah (5.36) pro hodnotu h = hg, ve
které je ReX = 0.

2
he= T4 BT 1
2r r
v
h=hy = — 5.36
0= 5 (5.36)

Vsechny vlastni ¢isla rovnice (5.34) tedy maji zapornou redlnou ¢ast pro vsechny hodoty
h pro které plati 0 < h < g-. Pfedchdzejici tivahy muzeme tedy shrnout do nasledujici
véty.

Véta 5.11. (Stabilita x = K)(viz [1])

1. Reseni z = K je asymptoticky stabilni, pokud 0 < rh < 5

2. Resenf x = K je nestabilni pro rh > 5

3. Vieseni v = K dochézi k bifurkaci, pokud rh = 5. Pro rh > 7 existuji periodicka
reseni.

Poznamka. Logistickd rovnice i logistickd rovnice se zpozdénim jsou hloubéji zkoumany
v [6], kde jsou pouzity i pti modelaci konkrétnich systému.
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Pojem bifurkace znamena rozdvojeni a neni spjat pouze s matematikou. Napiiklad v
zemépisné terminologii muze znamenat rozdvojeni toku fek. V modelovani dynamickych
systému umoznuje dobfe pozorovat ruzné varianty vyvoje daného systému.

Matematickou podstatu bifurkace lze ndzorné ukazat na trividlnim piikladé. Méjme

rovnici
2 +cx =0, (5.37)

kterda ma pro ¢ > 0 jediné teseni x = 0. Pokud ale bude ¢ < 0, plati

2 —cx =0,

z(z? —¢) =0,

z(x++/e)(z —Ve) = 0.

Rézem dostaneme tii moznd feSeni x = 0, x = —y/c¢, * = —y/c a muzeme Tict, ze u rov-
nice (5.37) nastava v bodé ¢ = 0 bifurkace.

Velmi podobnou bifurkaci rovnice (5.31) vidime na obrazku 5, ktera nastava pro hod-
notu h = -, jak je uvedeno na predchozi strané.

Obrazek 5: Graf bifurkace rovnice (5.31),[5].

A
\\- ey
Kb Ymmmmmmaa pesmmam- L
.\\\ ___,-’
0 t, t+h H42h n+30 tL+4h t

Obrazek 6: Graf periodického feseni zpozdéné logistické rovnice (5.31),[5].
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6 Zaveér

7 charakterizace diferencialnich rovnic se zpozdénim a néasledného srovnani jejich vlast-
nosti s oby¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi jednoznaéné vyplynula skutecnost, ze zkoumani
Piitomnost zpozdéni v argumentu nezndmé funkce zasadné komplikuje fesitelnost tloh,
ktera je v pfipadé uvedené metody kroku podminéna znalosti pocatecni funkce. Na druhou
stranu zpozdénim vzniklé komplikace jsou vyvazeny vyhodami v presnosti matematickych
modelt odvozenych pomoci diferencialnich rovnic se zpozdénim. Nepoptitelna skutecnost,
ze u mnoha realnych systému, nejen technickych, ale i prirodnich, je jejich vyvoj zavisly
na minulém stavu, je jasnou motivaci pro dalsi zkoumani téchto rovnic.
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