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Abstrakt

V technické praxi je velmi duilezité vyvijet vypocetné efektivni a zaroven presné a stabilni
numerické metody pro feseni uloh prenosu tepla a hmoty. Tato prace se zaméruje na in-
verzni tlohu vedeni tepla, ktera je potfebna k vypoctiim okrajovych podminek (teploty,
tepelného toku nebo soudinitele prenosu tepla). V dnesni dobé jsou k vypocétu inverzni
ulohy pouzivané sekvenc¢ni metoda a metoda pro vypocet celé domény. V této diplomové
praci je vyvinut novy pristup k inverzni tloze, tzv. sub-doménova metoda, ve které do-
chazi k vyzdvizeni vyhod a naopak potlaceni nevyhod obou znamjch metod. Soucasti
prace je i testovani vSech zminénych pristupti k inverzni tloze na vygenerovanych datech
a datech z realnych experimenti. Déle je tato nova metoda porovnavana s obéma zna-
mymi metodami, a to jak vzhledem k presnosti vysledkt, tak i vzhledem k vypoctové
narocnosti.

Summary

It is very important to develop efficient but still accurate and stable numerical methods
for solving heat and mass transfer processes in many industrial applications. The thesis
deals with an inverse heat conduction problem which is used to compute boundary con-
ditions (temperatures, heat flux or heat transfer coefficient). Nowadays, two approaches
are often used for inverse task — sequential estimation and whole domain estimation. The
main goal of this work is to develop a new approach, the so-called sub-domain method,
which emphasizes advantages just as reduce disadvantages of both methods mentioned
above. This approach is then tested on generated prototypic data and on data from real
experiments. All methods are compared with respect to accuracy of results as well as to
computational efficiency.
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1 Uvod

Diplomové prace se zabyva inverzni tlohou vedeni tepla a zamétuje se na déje, ve kterych
dochazi k velmi rychlym zménam okrajovych podminek. Pojem inverzni tloha je zvlasté
v matematice velmi ¢asto pouzivan v riiznych problematikach. Pfi ptimé tloze byva znam
urcity pocatecni stav zkoumaného systému, jeho dynamika, vlastnosti a vSechny sily, co
na néj pusobi. Hledana je pak odpovéd systému na uréité podnéty. P¥i inverzni tloze
naopak nebyvéa znam kompletné pocatecni stav systému a jeho dynamika, nebo nékteré
vlastnosti a sily, které na systém piisobi. Navic je zndma méfend odezva na neznamy
podnét. Vysledkem inverzni tilohy je nalezeni poc¢atec¢niho stavu systému, pripadné vsech
jeho neznamych vlastnosti nebo ptisobicich sil. Jednoduse feceno, pro vypocet inverzni
ulohy je znam disledek urcitého podnétu, ktery hledame. Pfed samotnym popisem tloh
vedeni tepla jsou v této kapitole rozebrany zakladni zptisoby pienosu tepla.

1.1 Zakladni teorie prenosu tepla

Pfenos tepla vznika vlivem teplotnich rozdili. Existuje hned nékolik zakladnich zpiisob1i,
jak miize byt teplo prenaseno. Ty jsou znazornény na obrazku 1.1 a dale vysvétleny. Pfenos
tepla miize byt kvantifikovan, tj. 1ze vyc¢islit mnozstvi energie pfenesené za jednotku casu.

vedeni

proudéni (kondukce)
(konvekce) b

zafeni
(radiace)

Obrazek 1.1: Zakladni principy pfenosu tepla [7]

Kdykoli se objevi teplotni rozdil ve stacionarni latce (pevné, kapalné nebo plynné),
dochézi k prenosu tepla vedenim (kondukci). Podstatou vedeni je vyména energie mezi
casticemi dané latky pii jejich ndhodném pohybu. Kinetickd energie téchto c¢astic roste
s jejich teplotou. P1i srazkach pak castice s vétsi energii predavaji ¢ast své energie ¢asticim

s energii mensi. [3] Pfenos tepla vedenim je mozné popsat pomoci Fourierova zakona:
7= —kVT, (1.1)
v jednodimenzionalnim piipadé pouze:
dT
= —k—. 1.2
Ga o (1.2)

Hustota tepelného toku g, [Wm™?] je teplo pienesené v x-ovém sméru na jednotku plochy
kolmé ke sméru pohybu a je pfimo tmérné teplotnimu gradientu d7'/dz v tomto sméru.
Konstantou timérnosti £ [Wm™K™!] je soudinitel tepelné vodivosti materidlu. Zaporné
znaménko je dusledkem pohybu tepla ve sméru klesajici teploty. Celkovy tepelny tok
vedenim pres plochu A je pak:

Tz = Gz - A (13)
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Proudéni (konvekce) je prenos tepla sloZeny ze dvou mechanismi. Kromé energie pre-
nasené pohybem a srazkami ¢astic je energie pfenasena i objemovym pohybem tekutin,
tj. advekci. Mtizeme navic mluvit o konvekci nucené ¢i prirozené. Velmi casto ale nastava
konvekce smiSend - nucenéa i ptirozena. Pii experimentech popsanych v dalsich kapitolach
dochazi k proudéni tepla z horkého povrchu ocelové desky do chladici vody vlivem jejich
rozdilnych teplot. Pienos tepla proudénim je mozné popsat podle Newtonova ochlazova-
ciho zakona:

qg=0ao(T; — Ty), (1.4)

kde konstantou timérnosti o [Wm=2K™!] je soucinitel pienosu tepla, T [K] je povrchova
teplota a T, je teplota okolni tekutiny. [14]

Dalsim zptisobem pienosu tepla je zdreni. Latkové prostifedi v tomto piipadé neni
zapotiebi, nebot teplo je z povrchu prenaseno elektromagnetickymi vinami. Mira energie
uvolnéné z povrchu na jednotku plochy je nazgyvéna intenzita zafeni F [Wm™2] a jeji horni
hranice je dana Stefan-Boltzmannovym zakonem:

Ey, = oTy, (1.5)

kde T, [K] je absolutni teplota povrchu a o [Wm2K™4] je tzv. Stefan-Boltzmannova
konstanta. Takové zareni by odpovidalo idedlnimu ¢ernému zafi¢i. Realny povrch vsak
prenasi méné tepla:
E = eoT?, (1.6)

kde € [—] je materidlova vlastnost zvana emisivita a plati 0 < e < 1. [14]

V primé tloze vedeni tepla jde predevsim o stanoveni tepelného pole na povrchu
i uvnitt zkoumaného télesa pti danych okrajovych podminkach. Pro homogenni latku,
ve které nedochazi k zadné advekci, 1ze zakladni rovnici vedeni tepla zapsat ve tvaru:

o (oT\ & [ 0T\ o [ oT T
T )+ L) L (k) 1= e, 1.
Bz (kax)+0y (kﬁy)+8z (kaz>+q P ot (1.7)

Pf1i analyze prenosu tepla je velmi dilezita materidlova vlastnost, tzv. soucinitel teplotni
vodivosti a [m?s™1|:
a= i (1.8)
PCp
Material s vysokym soucinitelem teplotni vodivosti mé rychlou odezvu na tepelné zmény
v okoli, zatimco materidl s niz§im soucinitelem teplotni vodivosti reaguje na tyto zmény

pomaleji. [9, 14]

1.2 Okrajové podminky

Reseni rovnice vedeni tepla zavisi na okrajovych podminkach a pokud jde o neustéleny
dé¢j, pak také na podminkach v néjakém pocatecnim case. Jsou znamy tti zékladni typy
okrajovych podminek, které jsou uvedeny pro jednodimenzionélni p¥ipad v z = 0. [9, 14]

Okrajova podminka prvniho druhu, téz nazyvana Dirichletova podminka, odpovida
situaci, kdy je na povrchu udrzovana néjaka znamé teplota (napf. pokud je povrch v kon-
taktu s vafici kapalinou, nebo pokud jsou teploty na povrchu métfeny):

T(0,t) = Ts. (1.9)
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Pokud neni na povrchu znama teplota, ale je znaméa hustota tepelného toku, lze podle
Fourierova zakona zapsat okrajovou podminku druhého druhu, neboli Neumannovu pod-

minku:
—k—;—0 = gs. 1.10
9x‘ 0= ¢s ( )

Specialnim pripadem je povrch, ktery je dokonale izolovan. Neumannovu podminku pak
miizeme zapsat:

oT

9z 1=
Okrajova podminka tfetiho druhu (Newtonova podminka) odpovida piitomnosti kon-

vekéniho chlazeni nebo ohfivani na povrchu:

—k ~0. (1.11)

—kg—z;\zzo = h[Ts — T(0,1)]. (1.12)

1.3 Metody vypoctu uloh vedeni tepla a cile prace

Jestlize jsou béhem prenosu tepla na povrchu znamé okrajové podminky, pak je mozné
urcit prubéh teplot v télese. Tento problém je znadmy jako primd dloha (kap. 2). Okrajové
podminky je ale ¢asto nemozné zkoumat a pifimo méfit na povrchu télesa. Mimo jiné by
pripevnénim senzoru doslo k naruseni povrchu, a tim i k vyraznému ovlivnéni pribéhu
celého procesu. Senzory jsou tedy Castéji zabudovany uvnitt télesa a okrajové podminky
je pak nutné pocitat pravé pomoci inverzni dlohy (kap. 4).

Pro potieby této prace bude jednorozmérna inverzni uloha vedeni tepla znamenat vy-
pocet odhadu hustoty tepelného toku na povrchu télesa z jednoho naméfeného pribéhu
teplot uvniti tohoto télesa. Jde pouze o odhad skutecného pribéhu, protoze pfi experi-
mentalnim méfeni budou vzdy pritomné chyby, které ovlivni vypocet hustoty tepelného
toku.

Parcialni diferencialni rovnice zahrnujici i rovnici vedeni tepla mohou byt feseny jak
numerickymi metodami, tak analyticky. Mezi pfesné metody patii klasické separovani
proménnych a Laplaceova transformace. Vice metod je mozné nalézt napt. v [13, 11].
Analytické metody mohou byt pouzity pouze v nékolika pripadech, ale jsou znama presna
feSeni pro mnoho zjednodusenych geometrii a okrajovych podminek. [21, 9]

Ve vétsiné pripadt je pro primou ulohu lepsi pouzit numerické metody, mezi které
patii metody konec¢nych diferenci, konecnych prvki, konec¢nych objemi atd., z nichz jsou
nékteré popsané v kap. 2. Prestoze numerické metody maji obecnéjsi a castéjsi vyuziti, je
dobré znat presné feseni alespon ve zjednodusenych situacich, a to predevsim z divodu
porovnani jednotlivych numerickych metod a jejich presnosti. Vypocet primé metody je
velmi dilezity, nebot je intenzivné vyuzivan béhem vypoctu tlohy inverzni. [14]

Metody fesSeni inverzni tlohy vedeni tepla mohou byt klasifikovany podle rtznych kri-
térii. V kap. 4 jsou metody rozdéleny podle ¢asové domény pouzivané pfi vypoctu. Je-li
uvazovan vzdy pouze jeden okamzity Casovy krok, je umoznéna presna shoda vypoctené
teploty s teplotou naméfenou béhem experimentu. Tato metoda se nazyva Stolzova. Nevy-
hodou pouziti této metody je, ze neumoznuje dostatecné malé casové kroky, aniz by byla
porusena stabilita feseni, a je velmi nachylnéa k chybam, kterych se pii méreni nelze vyva-
rovat. Dalsi metoda vyuziva nékolik doprednych teplot, tzn. teplot namérenych v ¢asech
nasledujicich po daném casovém okamziku. Takové algoritmy jsou nazyvany sekvencni.
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Vyhodou vyuziti dopfednych krokt je snizeni citlivosti na chyby v méfeni a také moznost
zavedeni mensich ¢asovych kroki, coz umoznuje nalezeni podrobnéjsich informaci o hle-
dané hustoté tepelného toku. Posledni moznosti je vypocet na celé casové doméné, ktera
je pfi méreni zaznamenana. Béhem tohoto vypoctu mohou byt ¢asové kroky velmi malé.
K sekven¢nimu i celodoménovému piistupu existuji regulariza¢éni metody (viz kapitola 5),
které je vylepsuji. [4]

V dnesni dobé je casto vyuzivana sekvencni i celodoménova metoda s prislusnou re-
gularizaci. Jak bude vysvétleno, kazda méa svoje vyhody i nevyhody. Obecné se da fici, ze
celodoménova metoda dava presnéjsi vysledky za cenu vysoké vypocetni narocnosti. U sek-
ven¢ni metody je tomu naopak. Je vypocetné velmi efektivni, ale presnost vypoctu muize
byt nesrovnatelné horsi. Cilem této prace je vyvinout metodu, kterd vhodnym zpiisobem
obé znamé zkombinuje, a dojde tak k vyzdvizeni jejich vyhod a naopak potlaceni jejich
nevyhod. Od nové, tzv. sub-doménové metody, se tedy pozaduje, aby presnost vypoctu
byla srovnatelna s vysledky celodoménové metody s regularizaci pti zachovani vypocetni
efektivity podobné sekvenénimu pristupu.
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N\l I d I d
2 Prima uloha
V této kapitole jsou zminény dvé numerické metody vypoctu primé tlohy, z nichz jedna je
zalozena na integralni formulaci matematického modelu a druha na jeho diferen¢ni forme.
Cela kapitola vychézi z [1].

Rovnice vedeni tepla mtze byt linearni i nelinedrni. Nelineadrni problém je takovy, kde
samotnd rovnice vedeni tepla nebo okrajova podminka je nelinedrni funkei teploty. V li-
nearnim pripadé je mozné parcialni diferencialni rovnici nahradit odpovidajici integralni
rovnici. Existuji dva pfistupy k feSeni rovnice vedeni tepla pomoci integralnich rovnic,
a to Duhameliv princip a metoda vyuzivajici Greenovu funkci. Jelikoz jsou obé metody
velmi podobné, v praci je popsan pouze Duhameliv princip. Reseni nelinedrniho piipadu
vyzaduje diskretizaci parcialni diferencialni rovnice. K takovému feseni jsou casto pou-
zivany metody konecnych diferenci a metody jim podobné. Alternativni metodou, ktera
bude nastinéna v této praci, je metoda konecnych objemi.

2.1 Duhameltv princip

Duhameltiv princip vychézi z principu superpozice, a je proto pouzitelny pouze pro linearni
pripady. Existuje nékolik zptsobti odvozeni Duhamelova principu, napt. pomoci principu
superpozice nebo Laplaceovy transformace (vice viz [13]). Nasledujici odvozeni vychéazi
z principu superpozice a je k nému také mozné nalézt vhodnou numerickou aproximaci.

2.1.1 Odvozeni Duhamelova principu

Duhamelav princip slouzi k nalezeni teploty v jakémkoli misté v libovolném case. Jednim
z takovych TeSeni je ¢(r,t), coz je narust teploty v bodé r télesa zptisobeny konstantni
jednotkovou hustotou tepelného toku

{2128

Hustota tepelného toku na povrchu télesa je aproximovana podle obr. 2.1 hodnotami
v Casech Aj/2, A3/2, ..., Ap—1/2, které reprezentuji hustotu tepelného toku v jednotlivych

q(t)

74
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Obrazek 2.1: Aproximace ¢(t) M diskrétnimi kroky

¢asovych intervalech (0, A1), (A1, A2), ..., (Aapr—1, tar). Odpovidajici hodnoty hustoty tepel-
ného toku jsou oznaceny qi, qo, ..., ¢y @ obecné je lze zapsat:

1
Gn = q(An—1/2) = q[(n — §)A)‘]’ n=1,2,.. M. (2.2)
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Je-li uvazovana pocatecni teplota Tj v celém télese konstantni, pak pouzitim principu
superpozice je teplota v misté r v Case t); slozenim prirtstkd teplot vlivem jednotlivych
slozek hustoty tepelného toku ¢, az quy, tj:

T(r.tm) =To+ q[o(r tar — Ao) — (. tar — A1)
+ @lo(r,tar — A1) — o(r, tar — A2)]
(2.3)

+ qulo(r, tar — Aar—1) — (r, tar — M),

kde ¢(r,trr — Ayr) = ¢(r,0) = 0. Déle pouzitim stejné dlouhych casovych kroku, tedy

N =iAN, i=0,1,.., M, (2.4)
lze zapsat:
A — A = JAN — AN = (j — )AX = Ay (2.5)
Rovnice (2.3) pak mize byt prepséana do tvaru:
Oty — A1) — B(r, by — M)
T(r,ty) = To + nzl n ) AN (2.6)

Pro limitni pfipad AX — 0 a dany ¢as t); = t 1ze rovnici (2.6) prevést do integrélni formy:

r,t—\)

T(r,t) =Ty + /0 tq()\)[—a(b( S (2.7)

Ze vztahu (et — \) (et — \)
r,t— B r,t—
)Y - ot (2:8)

lze odvodit Duhameltv princip, ktery byva nékdy nazyvan také Duhameltv integral:

r,t—\)

T(r,t) =T+ /0 )2 S (2.9)

Vztah (2.9) je konvoluci, nebot zde vystupuje sou¢in dvou funkei, z nichz jedna je pro-
ménné A a druha proménné ¢ — \.

2.1.2 Numericka aproximace a jeji maticova forma

Numerickou aproximaci rovnice (2.9) lze vyjadrit z rovnice (2.6). Plati:

(b(ra by — )\nfl) - ¢(r7 by — )\n) = ¢(r7 thnJrl) - (b(ra tM7n> = A¢(I‘, thn)a (210)

a proto lze rovnici (2.6) zapsat nasledovné:

T(rty) =To+ Y GlAo(r, ta—m). (2.11)

n=1
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V pripadé této prace bude uvazovan jediny senzor, a proto lze zavislost na poloze r
v rovnici 2.11 vynechat a vztah uvést ve zjednodusené formeé:

M
Ty =Tp + Z AN —pn, AQ; = dit1 — @i (2.12)

n=1

Rozsifeni rovnice (2.12) pro ¢asové kroky 1 az M + r — 1 dava rovnice:

Ty =Ty + 1 A¢o
Ty =Ty + 1801 + ¢2Adg

Ty =To + Adr—1 + @AGM—2 + - + au—1A¢1 + g Ay (2.13)
T =To + Aoy + @AGN—1 + - + A1 + 1A

TM—H‘—I = TO + Q1A¢M+r—2 + -+ QM—i—r—QAgbl + QM+7’—1A¢07

coz muze byt zapsano v maticové formé:

[ Ty ] [ Agy 1T @ ]
1 Agy Agy 42
. _ . . . + T 1’
T Appyrr Aoy - Agy qm 0
L Tvrr1 | L AGryr—2 APyyr—s o Agrq -+ Ago | [ quryr—1 |
(2.14)
kde 1 je vektor jednicek. V jesté kratsim tvaru je tedy mozné psat:
T = Xq + Tp1, (2.15)
kde T a q jsou odpovidajici vektory z rovnice (2.14) a X je dolni trojihelnikova matice:
- Ady -
Ay Ago
X — |- : 2.16
Nouor Déws o Ady (2.16)
| APyryr—2 Adyir—z -0 Agrg - Agy |

casto nazyvana matice koeficientti citlivosti pro hustotu tepelného toku q. Prvky této
matice jsou koeficienty citlivosti (viz kap. 3.4.2), tedy prvni derivace teploty podle hustoty
tepelného toku. Z rovnic (2.13) lze ovéfit, ze plati:

Xy =5, = { 0 o (2.17)

V sekvené¢nich metodéach pro vypocet inverzni tlohy vedeni tepla (uvedenych v kap. 4) je
bézné pouzivat modifikaci rovnice (2.15):

T = Xq + T|q-0- (2.18)
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Tento maticovy zapis pak neni omezen na vyjadreni pomoci Duhamelova principu a jeho
¢leny maji mirné pozménény vyznam:

T
oo | (2.19)
i TM+7~—1
[ qm
q=| P (2.20)
| dM+r—1
Ay ]
x| 20 A | 2.21)
Abrs Ars - Ady
Tgp=o ]
T|qo = ,TLW:WH:O . (2.22)
T|QM:‘]M+1:---:(11M+T—1:0 J

Hodnoty ¢; potiebné v matici X lze nejjednoduseji spocitat jako teplotni zmény v misté
senzoru pro jednotkovou hustotu tepelného toku na povrchu pro stejnou diferencialni
rovnici a okrajové podminky jako u pivodni tlohy s po¢ateéni podminkou ¢(z,0) = 0.

2.2 Metoda konec¢nych objemu

Existuje mnoho situaci, kdy neni mozné vyuzit Duhameltv princip, nejcastéji z dtivodu
nelinearity ulohy nasledkem tepelné zavislych materidlovych vlastnosti. Zmény v teplotach
uvnitt télesa vystaveného urcité hustoté tepelného toku byvaji natolik velké, ze dochéazi
ke zna¢nym zménam v téchto tepelnych vlastnostech. Diky numerickym metodam je vSak
mozné nelinearni parcialni rovnici vedeni tepla prevést na systém linearnich algebraickych
rovnic.

hranice kontrol. objemu

Obrazek 2.2: Ukazka konecného kontrolniho objemu
Metoda konecnych objemt vyuziva kontrolni objemy libovolné kone¢né velikosti (viz

obr. 2.2), na néz je aplikovana integralni forma energetické rovnice. Zakon zachovani
energie vyzaduje, aby soucet miry tepelného toku skrz kontrolni objem a rychlosti zmény
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energie uvnitt kontrolniho objemu byl rovny mite energie vyprodukované uvniti tohoto
kontrolniho objemu. Zachovani energie lze tedy zapsat nasledovné:

[[aias 2 [[[wir = [[[ rar o
A v v

kde A a ¥ jsou uzaviena plocha a objem kontrolniho objemu, q je vektor hustoty tepelného
toku, ktery opousti kontrolni objem, e [Jkg™!] je specifickd energie (energie na jednotku
hmoty) a €™ [Wm™3] je vikon energie na jednotku objemu. Jak je vidét na obr. 2.2, ¢ast
hranice kontrolniho objemu splyva s hranici télesa a zbytek hranice kontrolniho objemu
je cely uvniti tohoto télesa. Nasledkem toho integral hustoty tepelného toku pies plo-
chu kontrolniho objemu zahrnuje i hustotu tepelného toku z externich tepelnych zdrojt
(okrajové podminky) i teplo vedené do daného kontrolniho objemu ze vSech sousedicich
kontrolnich objemi.

Ax Hranice elementu
I **/ﬁ*ﬁ e
(t) I I I I | ranice kontrol.
€ | ! \ fﬁ objemu
1 2 13 PN-1 NY
I I I T T
[ s mp— — ,,,L,JqN(t)
X

Obrazek 2.3: Rozdéleni na elementy s vyznacenymi hranicemi kontrolnich objemi

Rovnice zachovéani energie (2.23) je velmi obecné, v dalsim tedy bude uvazovana pouze
jednorozmeérna tloha a ploché téleso, které 1ze rozdélit na elementy stejné velikosti. Kazdy
z téchto elementl ma vlastni tepelné vlastnosti a hranice elementi muze byt také roz-
hranim, kde se méni material télesa. Hranice kontrolnich objem jsou zvoleny tak, ze lezi
uprostied jednotlivych elementti. VSe je znazornéno na obr. 2.3. Poloha hranic kontrolnich
objemt je do urcité miry libovolna. Kazdy element obsahuje dva uzlové body vyznacené
e, jeden na kazdé hrané elementu.

|- - CEOT| pgm - k9T A |- -
q(t) - oz lo;— &2 Moz lz+ 5 [
o~ kG |as e T — k2L o o
* x e , e . ® Az
1| -T— 2 j—l j | _]+1 oz lo Ny —F*

a) b) c)
Obrazek 2.4: Pohled na kontrolni objemy obklopujici
a) povrchovy uzel 1, b) libovolny vnitini uzel j, ¢) povrchovy uzel N

Jestlize je aplikovan zakon zachovani energie (rov. (2.23)) na kontrolni objem obklo-
pujici uzel 1, lépe vykresleny na obr. 2.4, 1ze psat:

orT

Ax/2
—k— —q(t)+ — Tdx = 2.24
Grlaen—a)+ 5 [ perdz o (224

kde je energeticky obsah dan vztahem e = ¢T" a €™ = 0. Obdobné pro libovolny kontrolni
objem obklopujici vnitini uzel j:
or oT d [ratad?
—k—|2. 4 Az k—I\z.— Az — Tdx =0 2.25
am’J—&-A/Z"‘ 6x|JA/2+dt/xij/2 pclax (2.25)
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a pro kontrolni objem obklopujici uzel NV:

TN
qn(t) + /{:Z—Z|W_M/g + % e pcTdx = 0. (2.26)
Tento pristup zajistuje, ze teplo odvedené z jednoho kontrolniho objemu je pfimo ve-
dené do nasledujiciho kontrolniho objemu. Aby bylo mozné vypocitat integraly a derivace
z rovnic (2.24)—(2.26) a prevést je do vhodného vypocetniho algoritmu, je nutné udinit
nékolik predpokladti o teplotnim profilu kazdého elementu. Takovych predpokladi mtze
byt mnoho, avsak ¢im vice se bude vychazet z fyzikdlni podstaty ovéfené experimenty,
tim lépe. Napftiklad pro ustaleny stav plochého télesa pti danych okrajovych podmin-
kach a pfi konstantnim k je teplotni profil linearni s polohou. Proto se v neustaleném
pripadé muze predpokladat linearni teplotni profil uvnitt jednotlivych elementi. Pro ele-
ment ohraniceny z;_; < x < z; je tedy uvazovany teplotni profil:
r — T T — Tj-1

T(z)=T;4 I+ T y i1 S x <y, (2.27)

J
Tj—1— Ty Tj— Tj-1

kde T; = T'(z;) je uzlova teplota. Rovnice (2.27) je zapsédna ve tvaru Lagrangeova in-
terpolacniho polynomu. Lokalni hustota tepelného toku je pak urcena derivovanim této
rovnice a pouzitim Fourierova zakona:

or T, —T;_
Q(.T) = —/{Z% = —]{Zx]_—x]i, Tj—1 < <Zj. (228)
J J—

Linearni teplotni profil elementu tedy tvori konstantni hustotu tepelného toku uvnit¥
elementu. Tato konstantni hodnota se vSak méni s kazdym elementem.

Pii pfedpokladu konstantni objemové tepelné kapacity (pc) pro kazdy element, nume-
ricky vztah pro vyraz ukladani energie vyzaduje vyhodnoceni integralt tvaru [ 7T'(z)dz.
Je praktické provést tyto integraly pres Casti elementii a poté pridat odpovidajici prirts-
tek do energetické rovnovahy kontrolniho objemu. Dva integraly, které se zde objevuji,
jsou vyhodnoceny pomoci rovnice (2.27):

ijrAz/Q A.T 3 1
[ rae =S ), (2.20)
Tj Az 1 3
Tdr = ==(=Tj_1 + =Ty). (2.30)
/xj_w 2 4TI 4

Pro vyse uvedené linearni teplotni profily jednotlivych elementd je mozné zapsat za-
chovani energie kontrolnich objemt pro uzly 1,5 a N ve tvaru:

T, — T Az d 3 1
I le 2 _q(t) +pCTE(ZT1 + ZLT2> =0, (2.31)
T, —T; T, 1 —1T; Az d 1 3
ld Jjt+1 _pd 1 J = (ZT. =T,
Azrd 3 1 | '
+poy G+ L) =0, j=23,.,N-1
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Ty.1—T Az d 1 3
qN(t) — k% + pCTE(ZTNil + L_lTN) =0. (233)

Tyto tfi rovnice (2.31)—(2.33) reprezentuji systém N obycejnych diferencidlnich rovnic prv-
niho fadu v case. Uvazovanim konkrétniho teplotniho profilu elementu a dalsimi vypocty

je pak metodou kone¢nych objemii odvozen systém obycejnych diferencidlnich rovnic na-
misto jediné parcialni diferencialni rovnice.
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3 Zaklady inverznich uloh

3.1 Historické souvislosti

V roce 1960 vydal G. Stolz jednu z nejstarsich praci zabyvajicich se inverzni tlohou
vedeni tepla. Jeho ¢lanek fesil vypocty tepelného toku béhem kaleni téles jednoduchych
konec¢nych tvarti. Pro polo-nekonecné geometrie jiz o nékolik let diive uvedl podobnou
techniku T. J. Miserpassi, a to numericky i graficky. Dalsi vyznamnou praci publikoval N.
V. Shumakov v roce 1957. Shumakov i Stolz uvedli metody, které fesily tllohu sekven¢nim
pristupem, nicméné Stolzova metoda byla nestabilni pro malé ¢asové kroky. Prvni vinou,
ktera podnitila zahajeni studia inverznich tiloh vedeni tepla, bylo odstartovani vesmirného
programu v roce 1956. V této dobé zacal na studiu inverznich tloh vedeni tepla pracovat
také J. V. Beck a uvedl prvni navrhy metod, které povolovaly mensi ¢asové kroky nez
Stolzova metoda. Dalsimi, ktefi se témito problémy zabyvali kviili vesmirnému programu,
byli napfiklad B. F. Blackwell, M. Imber, G. P. Mulholland a S. D. Williams a D. M. Curry.
Nalézt feseni inverznich tloh vedeni tepla vyzadoval i vyzkum soucasti jadernych reaktort.
V nasledujicich letech vydal jesté nékolik praci J. V. Beck a kol. Na téchto metodéch jsou
z velké ¢asti zalozeny programy dodnes pouzivané po celém svété. [4, 20)]

3.2 Zakladni definice inverzni tlohy

V této préci je uvazovéana tuloha, kdy je testovaci deska dané tloustky predehiata na urci-
tou pocatecni teplotu a poté chlazena ostiikem. Z druhé strany je deska tepelné izolovana.
Vice viz priloha A. Tato tloha simuluje pfedevs$im ochlazovani pii hydraulickém odstra-
novani okuji pred vstupem do valcovaci stolice.

VODNI
PAPRSEK

TESTOVACK
DESKA

A A
AYAY/A

Obrézek 3.1: Model sestavy [17]

Béhem chlazeni pii valcovani oceli za tepla je v urcité hloubce pod povrchem méren
pribéh teplot (viz obr. 3.1). Hustota tepelného toku je obecné zavisla na prostoru i case.
Boc¢ni slozka toku tepla mize byt vzhledem k velikosti normalové slozky zanedbéna a hus-
tota tepelného toku je tedy odhadovana pouze jako funkce Casu z teplot zaznamenanych
senzorem v hloubce z; pod povrchem, jak je zobrazeno na obr. 3.2. Teploty jsou zazna-
menavany v diskrétnich casech t; s danou frekvenci a prislusna teplota je oznacena Y;.
Skute¢nd hodnota hustoty tepelného toku ¢(¢;) je pak aproximovana odhadem g;.
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K odhadnuti hustoty tepelného toku na povrchu je nezbytné nutné vytvorit matema-
ticky model procesu pfenosu tepla. Zakladni IHCP lze zapsat ve tvaru [/]

0 oT oT

(

T(x,0) = Ty(x) (

oT

o 0 pro z=1 (
T(ﬂUl, ti) =Y. (

Uéelem je odhadnout hustotu tepelného toku na povrchu v ¢asech t;:

o(ts) = —k%h_o. (3.5)

Reseni takové tlohy je velmi rozdilné oproti piimé tiloze. Problém je predev§im v tom,
ze okrajové podminky nejsou specifikovany v = = 0, misto toho jsou vstupnimi hodno-
tami teploty méfené v urcité vnitini hloubce x = x; pod povrchem. Navic jsou znamy
pouze v diskrétnich casech a obsahuji chyby. Je tedy zfejmé, zZe z méfeni uvnitt télesa je
mozné ziskat mnohem méné informaci, nez kolik je zndmo pro klasickou pfimou ulohu.
V inverzni tloze jsou povazovany za znamé materidlové vlastnosti, které jsou zavislé na
teploté — tepelna vodivost k, hustota p a specifické teplo c. Jestlize se vSak kterakoli
z téchto vlastnosti méni s teplotou, IHCP se stava nelinearni. Déle je za znamé povazo-
vano pocatecni rozlozeni teplot Ty(z), poloha senzoru x; a tloustka desky L. V poslednich
dvou hodnotéch jsou pfipadné chyby zanedbany. Okrajovd podminka dana rovnici (3.3)
vyjadiuje dokonalou izolaci v x = L.

q(t), neznamy tepelny tok

¢¢¢¢¢¢¢¢x¢¢

X

[
¢ 4 teplotni senzor

znama okrajova podminka

Obrazek 3.2: Schématické znazornéni ulohy vedeni tepla [14]

3.3 Méreni

V inverznich tlohéach vedeni tepla se objevuje vice méfenych hodnot nez jen teploty, napf.
Cas, poloha senzoru, tloustka vzorku a dalsi. Kromé teploty jsou vSechny povazovany
za znamé. Pokud by tomu tak nebylo, bylo by nutné zaroven odhadovat napi. polohu
senzoru a hustotu tepelného toku. Takovy problém by tedy zahrnoval inverzni tlohu
vedeni tepla i metodu k urCovani parametrii, coz presahuje rozsah této prace. Jestlize
nezname piesné tepelné vlastnosti, je nutné je urcit s nejvétsi moznou presnosti.

Pti experimentech se predpoklada, ze méreni teplot je hlavnim zdrojem chyb v datech.
Jakékoli systematické chyby dané kalibraci, pritomnosti senzoru a dalsimi vlivy se povazuji
za predem odstranéné, aby mohl byt zbytek chyb pokldadan za nahodné piisobeni. Takové
chyby je pak mozné statisticky popsat (viz napf. [4]).
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3.4 Obtiznost inverznich tuloh vedeni tepla

3.4.1 Citlivost na chyby

Inverzni tloha vedeni tepla je obtizna zejména kviili vysoké citlivosti na chyby méteni.
Pro jednorozmeérny piipad a hodnoty hustoty tepelného toku odhadované v diskrétnich
casech je snaha ziskat co nejvice dat pouzitim malych casovych krokt mezi jednotlivymi
hodnotami ¢;. To ale ¢asto miize vyustit v nestabilitu feseni inverznich tloh, pokud nejsou
pouzita dalsi omezeni. Podminka malych ¢asovych kroki mé tedy u inverzni tlohy ve-
deni tepla opacny efekt nez u numerickych feseni rovnice vedeni tepla. Tam mutze byt
zmensenim ¢asovych kroki vétsinou stabilita posilena. [4]

Teplotni odezva uvniti télesa je odlisna nez na jeho povrchu. Dochazi totiz k tlumsi-
cimu efektu, tj. teplotni vychylky uvnitt télesa jsou oproti vychylkdm na povrchu znac¢né
potlacené. Navic u odezvy uvnitf télesa nastava znacna casova prodleva. [4]

3.4.2 Koeficienty citlivosti

Vysetieni koeficienti citlivosti mtize ptfinést dilezité poznatky pii urcovani odhadt hus-
toty tepelného toku. Obecné byvaji koeficienty citlivosti definovany jako prvni derivace
zavislé proménné podle neznamého parametru. Tyto koeficienty mohou slouzit k urceni
oblasti, kde by mohl nastat problém se stabilitou. Je tedy mozné vcas provést apravy
na experimentalnim zafizeni. Jestlize jsou koeficienty prili§ malé nebo korelované, lze ¥ici,
ze jde o obtiznou tlohu s velkou citlivosti na chyby méfeni. [4]

Pro inverzni ilohu vedeni tepla jsou podstatné koeficienty citlivosti definované jako
prvni derivace teploty 7' v misté x; a Case t; vzhledem k hustoté tepelného toku ¢y, tedy:

QT(mj, tz)

XjM('Tj,ti) = aqM

(3.6)

proj=1..J,i=1..naM=1,..n.

P1i odhadu hustoty tepelného toku je povazovana q,; za konstantni mezi Casy ty;_;
a tyr. Pokud je predpoklad pouze jednoho umisténi senzoru uvnitt télesa, tedy J = 1, pak
je mozné koeficienty citlivosti zapsat nasledovné:

oT;
aQM.

Tyto koeficienty jsou nulové pro M > i, tedy teplota v Case t; je nezavisla na hustoté
tepelného toku ¢ps, kterd nastane v casech pozdéjsich. Vyjadiuji tedy, jak bude urcity
impuls hustoty tepelného toku ovliviiovat teplotu v daném misté senzoru dale v case.
Vice o odvozeni i samotném vypoétu koeficientt lze nalézt napt. v [4].
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4 Inverzni uloha

Inverzni ulohy nabyvaji na vyznamu v rtznych odvétvich techniky a inzenyrstvi, jako je
akustika, aerodynamika, optika, astrofyzika a mnoho dalsich. [I] V oblasti pfenosu tepla
se inverzni tloha pouziva predevsim k odhadu povrchovych podminek, jako je teplota
nebo hustota tepelného toku, pro stanoveni materialovych vlastnosti a pro stanoveni te-
pelného pole uvniti zkoumaného télesa. Napriklad piimé méreni hustoty tepelného toku
na povrchu stény vystavené pozaru, na vnéjsim povrchu rakety vracejici se do zemské
atmosféry nebo na vnitfnim povrchu spalovaci komory je velmi obtizné. V takovych pii-
padech je nutné provést méreni teplot pod povrchem a poté inverznimi vypocty hodnoty
hustoty tepelného toku odhadnout. [13]

Nejvétsi problém inverzni tlohy je, ze je velmi citliva na chyby ve vstupnich datech,
tedy i na chyby méfeni. ReSeni pak obecné nemusi vyhovovat podmince existence, jed-
noznacnosti a stability. Takova tloha byva oznacovana za Spatné podminénou. Pro lepsi
predstavu o citlivosti Tfeseni inverzni tilohy na malé zmény v méfenych vstupnich datech
lze uvazovat naptiklad jednorozmérné kvazi-stacionarni teplotni pole v télese nekonec¢ném
jednim smérem vystaveném periodické hustoté tepelného toku na povrchu. Je tedy dana
tloha: 0 < x < 00, T(z,0) = 0, v ¢asech t > 0 je povrch = 0 vystaven hustoté tepelného
toku go cos(wt), kde go je konstanta a w [H z] frekvence oscilace. Po uplynuti uré¢ité doby
je kvazi-stacionarni teplotni pole v télese:

T(z,t) = %\/gexp(—x\/%) cos(wt — a:\/% - Z). (4.1)

Maximalni vychylka v libovolném misté je obdrZzena z nastaveni cos(-) = 1:

T Ol = 2 vl [52), (12)

Z rovnice (4.2) je patrné, Ze maximdlni teplota uvnit¥ télesa se snizuje exponencidlné
s klesajici vzdalenosti = od povrchu a s druhou odmocninou frekvence. Jestlize vSak
chceme stanovit povrchovou teplotu pomoci teplot méfenych ve vnitfnim bodé télesa,
jakakoli chyba v méfeni naroste exponencialné se vzdalenosti x a s druhou odmocninou
frekvence w. Uloha je tedy velmi citliva na jakoukoli nepfesnost méfeni. [13]

V dalsim bude uvazovana inverzni tloha znazornéna na obr. 3.2 a popsana rovnicemi
(3.1)—(3.5), bude tedy nutné odhadnout hustotu tepelného toku na povrchu zkusebni desky
na zakladé zmeétrenych teplot pouze v jednom vnitinim bodé. Postupné budou vysvétleny
metody zminéné v kapitole 1.3. Z divodu rozsahu je prace omezena na linearni pfipad,
tzn. vSechny teplotni vlastnosti jsou konstantni, nezavislé na teploté.

4.1 Jednokrokova metoda

Nejstarsi metoda pro feSeni inverznich tloh vedeni tepla byla pouze jednokrokova. Slo
o sekvencni algoritmus, kdy byla postupné v kazdém casovém kroku vypoctu nastavena
teplota Th; shodné s teplotou namétrenou Y);, coz tuto metodu ,pfesné shody“ odlisuje
od ostatnich sekvencnich pfistupt vyuzivajicich metodu nejmensich c¢tverci. Presnou
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shodu je mozné obdrzet pouzitim numerické formy Duhamelova principu i metody ko-
nec¢nych objemt (kone¢nych diferenci, koneénych prvki). [4] Pro oba pfistupy lze teplotu
v misté senzoru v Case t;; zapsat jako

Ty = TM’qMZO + Adoqur, (4.3)

kde A¢q je teplotni zména v misté senzoru v ¢ase t; pro jednotkovou hustotu tepelného
toku na povrchu v ¢ase tg = 0, ale A¢y je také citlivostni koeficient pii teploté Ty

na hustotu tepelného toku q,;:
0Ty
Agy = =M. 4.4
Oqum (44
Pro pfesnou shodu je nastaveno T); = Y); a tpravou rovnice (4.3) je tedy mozné urcit
odhad hustoty tepelného toku pro dany casovy krok:

Yar — Toslor =
qv = M ¢M|qM—O’ (4.5)
1

protoze plati A¢yg = ¢1 — ¢9 = ¢1. Vyhodou rovnice (4.5) je jeji jednoduchost, a tedy
snadné porozuméni a zavedeni vypocetné efektivnich algoritmt. Naopak nejvétsi slabosti
je extrémni citlivost na chyby meéteni, zejména pti pouziti malych ¢asovych kroki. Z téchto
diivodt jiz dnes nebyva tato metoda prakticky vyuzivana pfi feSeni inverznich tloh vedeni
tepla. [4]

Pouzitim Duhamelova principu lze odvodit:

M-1

Tatlg=o = Y GAou—i + T, (4.6)

=1

a tak lze rovnici (4.5) prepsat do tvaru:

M-1
Y — 2. GiAon—i —To
. i=1
y (4.7)
Rovnice (4.7) se nazyva Stolziv algoritmus, protoZze G. Stolz byl prvni, kdo aplikoval
Duhameltv princip pti vypoctech inverzni tlohy vedeni tepla jednokrokovou metodou. [4]
Dulezitym znakem rovnice (4.7) je jeji sekvencnost, tedy kazdy odhad ¢y, zalezi na Y,
a odhadech ¢ v predchozich ¢asovych krocich, M je néasledné navyseno o jednicku.

4.2 Metody odhadu funkce

Jednou z moznosti, jak pfistupovat k inverznim tloham vedeni tepla, je uvazovat fun-
kéni formu hustoty tepelného toku meénici se s ¢asem. Takovou funkci muze byt sekvence
konstantnich segmentt nebo néktera z mnoha dalsich forem, jako jsou paraboly, kubické
kiivky nebo exponencialy.

V metodach odhadu funkce (dle principu volné pfelozeno z anglického function spe-
cification method) je mozné odhadovat pribéh hustoty tepelného toku sekvenéné nebo
pro cely casovy interval. Prvni pristup je nazyvan celodoménovou metodou a kompletni
funkce je nalezena najednou. Sekvenc¢ni metoda zacind v pocateénim case a odhady jsou
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urceny jeden za druhym pro kazdy casovy krok. Oba tyto pristupy narozdil od metody
jednokrokové jiz zahrnuji ¢asovou prodlevu a tlumici efekt (viz kapitola 3.4), coz uz samo
o sobé& ptinasi lepsi vysledky. [3] Jak bude ukazano, sekvenéni metoda je vypocetné efek-
tivnéjsi nez celodoménova, ale obecné vice podléha tlumicimu efektu. Prudké zmény v hus-
toté tepelného toku jsou tak pfi vypoctu zmirnény a povazovany za pododhadnuté. [7]

4.2.1 Celodoménova metoda

V této kapitole budou zminény dvé metody, z nichz jedna je vhodnéjsi pro odhady hustoty
tepelného toku pfi déjich, kde nedochéazi k prudkym zménédm v intenzité chlazeni. Druha
pak lépe popisuje libovolny priibéh hustoty tepelného toku.

q(t) q(t)

a) b)
Obréazek 4.1: a) Pozvolné a b) libovolné zmény pribéhu hustoty tepelného toku

Hustota tepelného toku bez prudkych zmén

Jestlize je z néjakého dtvodu pri urcovani odhadu hustoty tepelného toku na daném
kone¢ném intervalu 0 < ¢ < ty znamy jeho piiblizny pribéh (napf. jako na obr. 4.1a,
kde hustota tepelného toku za¢ind na uréité nezndmé hodnoté a postupné mirné klesa),
lze zvolit vhodnou funkci a tento zvolna se ménici pribéh hustoty tepelného toku touto
funkci aproximovat. Pro hustoty tepelného toku podobné obr. 4.1a lze pouzit nékterou
z téchto funkci:

q(t) = B, (4.8)
q(t) = B+ P, (4.9)
q(t) = Bi+ Bat + Bst?, (4.10)
g(t) = Bi(1—e ™), (4.11)
at) = Bill=Basin(BaD)], 0<fst < 7. (4.12)

pti¢emz rovnice (4.11) je nelinedrni v 35 a rovnice (4.12) je nelinedrni v 3. Tyto vyrazy
jsou pak aplikovany na cely ¢asovy interval a neznamé parametry jsou odhadnuty pouzitim
matematickych modelt, které vyjadiuji vztah mezi teplotou a hustotou tepelného toku
a které vyuzivaji teploty namérené senzorem od pocatecniho ¢asu ¢ = 0 do koncového
Casu ty. [4]

Pro lepsi objasnéni celodoménového piistupu bude nyni odvozen vypocet pro téleso vy-
stavené hustoté tepelného toku, kterou lze aproximovat linedrnim vyrazem z rovnice (4.9).
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Pocatecni teplota je v celém télese jednotna Ty a tepelné vlastnosti jsou uvazovany neza-
vislé na teploté. Parcidlni diferencialni rovnice ma tvar:

o (0T oT

yheaktivni® okrajovou podminku v z = x5 je mozné vyjadrit jako jednu z podminek:

T(xo,t T(xo,t
Tlant) =1y, L@l o 0Tt e gy (4.14)
ox ot
a hledanou povrchovou okrajovou podminku:
oT'(0,t
—k 8(5(3 ) = 51 + ﬁgt = q(t). (4.15)

Lze odvodit a pfimym dosazenim dokéazat, Ze teplotni rozlozeni dané vzorcem
T(x,t) = Ty + frp(x, 1) + BodV(z, 1) (4.16)

vyhovuje rovnicim (4.13) a (4.15). ¢(z,t) je feSenim rovnice (4.13) se stejnou okrajovou
podminkou (4.14) jako ptivodni tloha, kde je vyraz ) + fot v rovnici (4.15) nahrazen 1
a je uvazovéna pocatecni teplota Ty = 0. ¢(Y)(z, ) je podobnym fefenim jako ¢(z,t), jen
pravé strana rovnice (4.15) je nyni pouze t. []

Pomoci metody nejmensich ¢tvercti jsou pak minimalizovany odchylky od namérenych
teplot Y7, ..., Y, v casech tq,...,1,, v misté x;:

5= 3 1%~ Tlan )P (@.17)

Za pouziti zapisu ¢; = ¢(r1,t;) a ngl) = ¢ (z1,1;) je tedy nutné minimalizovat vyraz

n

5= [V~ To— i — a0l (1.18)

=1

vzhledem k (1 i ;. Derivace S podle f; a (2 a nahrazeni f; oznacenim pro odhad Bl a Po
analogicky (8, dava dvé rovnice. Obé rovnice jsou poté polozeny rovny 0:

> [Yi — Ty — b — Bz?bz(-l)} ¢; =0, (4.19)

i=1

\E

Yi= Ty = g — BaolV| oV =0, (4.20)

=1

coz se da zapsat i v maticové formé:
Cii Cho &} {m}
= 4.21
[ Cy Co } [ B dy |’ ( )

32



kde

S (1) SOk
Ci=3 6% Co=Ci=Y o0, Ca=%[o"]"
=1 =1

7 =1
n n

di =3 (Y;i = Tp)gi, do= (Y= Tp)o".

i=1 =1

Parametry pro odhad hustoty tepelného toku dany rovnici (4.15) jsou urceny FeSenim

rovnice (4.21) [4]: P
5 10 — doCh

_ 01bm = 6201 4.22
G ) (422)
A d.Ci1 — dqC

52 _ 2V11 1Yv12 (423)

CiCy — Oy

Rozsifeni postupu pro polynomy vyssich stupni lze dohledat napft v [6].

Libovolné se ménici hustota tepelného toku

V praktickych aplikacich zkoumanych v Laboratofi pfenosu tepla a proudéni se bézné
vyskytuji prudké zmény v prubéhu hustoty tepelného toku. Kiivky, které obsahuji takové
prudké zmény nebo az skokové nespojitosti (viz napf. obr. 4.1b), je obecné velmi tézké

vvvvvv

obecné rovnice.

q(t)

q

0

Casto pouzivany zpiisob, jak aproximovat kiivky libovolnych tvart, je zavedeni déleni
na ekvidistantni ¢asové intervaly At a na kazdém z téchto intervali nahrazeni skutec¢né
hodnoty hustoty tepelného toku ¢(t) konstantni hodnotou. Nejlepsi hodnotou ¢, kterou
je mozné aproximovat hustotu tepelného toku ¢(t) v ¢asovém intervalu ty,_1 az ty;, je
primeér spoc¢teny na zakladé vzorce:

welaw) = 5; [ atid (4.24)

tar—1

Obvykleji nez rovnice (4.24) se pro aproximaci na intervalu ¢y, az t); pouziva konstanta
rovnajici se hodnoté ¢(t) v ¢ase t,; 1 = (tp—1 + tar)/2, jako na obr. 4.2. []

Pro homogenni pocatecni teplotni rozlozeni Ty, jediny senzor a linedrni inverzni tilohu
vedeni tepla, kde je hledana hustota tepelného toku ¢(t), 1ze odvodit matematicky model
pro teploty v misté senzoru (viz rovnice (2.15)). [4]

33



Jednou z moznosti, jak tento problém fesit, je klasické inverze odvozena z rovnice (2.15),
tedy vyjadreni hustoty tepelného toku na povrchu vzorcem:

q=XT-1Tp1). (4.25)

Jelikoz pro model nejsou znamé povrchové teploty T, ale méfené teploty Y v urcité
hloubce pod povrchem, matice X se stava spatné podminénou a jeji inverze muze v modelu
zptsobovat znacné problémy vzhledem k velmi malym koeficientim na jeji diagonéale
(v absolutni hodnoté). Cim hloubéji je termoclanek umistén, tim méné stabilni je feseni
rovnice (4.25). Inverzi je mozné provést vzdy, ale takto odhadovand hustota tepelného
toku miize byt velmi zasuméla. Proto je témér nemozné bez dalsich tprav tuto metodu
pouzit, mimo urcité specialni pripady, kdy lze stabilitu z néjakého divodu predpokladat,
a je nutné do postupu zavadét regularizace (viz kapitola 5). [12]

q(t)
52 T T ]
CinnanlENE
1 ;%1 Q41
Q11 CJ21 | |
0 4t t; 1y 7

Obréazek 4.3: Aproximace ¢(t) hodnotami ¢; = g2 = 51 a g3 = q4 = P2

Jednou z dalsich moznosti feseni je pouziti konstantni hodnoty hustoty tepelného
toku pres nékolik ¢asovych intervalt. Jako jednoduchy priklad lze uvést pripad, kdy budou
uvazovany ¢tyti casové kroky a q; = g2 = 51, g3 = q4 = (2, kde 31 a B3 predstavuji hodnoty
hustoty tepelného toku, které maji byt odhadnuty. Piiklad tedy odpovida obrazku 4.2
a rovnice (2.15) mize byt piepsana do tvaru:

A ®1 0 Ty
Ty | ®2 0 b1 Ty
T |~ | ds—61 & {BJJF T | (4.26)
T Oy — Q2 P2 Ty

kde Agg = ¢1, Ado + Ady = ¢2, Ag1 + Ady = ¢3 — ¢1 a Ay + Ad3 = ¢4 — ¢2. Nyni je
mozné preurcenou soustavu (4.26) fesit metodou nejmensich ¢tverci vzhledem k 3 i fo

pro funkci
4

§=3 (Yi-T). (4.27)

Dalsim typem aproximace je linedrni nahrazeni kfivky ¢(¢) na jednotlivych ¢asovych in-
tervalech dle obr. 4.4a, coz danou kiivku interpretuje s lepsi pfesnosti nez konstantni
hodnoty z obr. 4.2. Lepsi pfesnosti je ale dosazeno pouze za cenu vétsi slozitosti Feseni. [4]

Tato itvaha mize byt jesté rozsifena a na jednotlivych casovych intervalech mtize byt
zavedena aproximace parabolickou kfivkou, napt:

2
q(t) = qu—1 + Bi(t = ty—1) + (amr — qu—1 — B1AAL) (%) , (4.28)
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kde f3; je pridany parametr. Mohou byt pouzity také kubické splajny, coz jsou polynomy
tfetiho stupné, a to takové, Ze hodnoty ¢(t), dg(t)/dt a d?q(t)/dt* jsou spojité na hranici
kazdého elementu.

Alternativou k metodé, kde byl pribéh hustoty tepelného toku ¢(t) nahrazen kon-
stantni hodnotou na nékolika ¢asovych intervalech (obr. 4.2), mtize byt opét aproximace
pomoci usecek pres vice ¢asovych intervalii (viz obr. 4.4b). [4]

a(t) a(t)

qM—1f---------—--—~

PBy-------= : : : ‘ |
QOF~ T ! |
Co Al | |
. ! ‘ ! l ‘A l 1‘
o & & 3 ta—1tm t o &1 t2 13 tar—1tm t
a) b)

Obréazek 4.4: Linearni aproximace prubéhu ¢(t)

4.2.2 Sekvendéni metoda

Sekven¢ni metoda je v dnesni dobé velmi ¢asto pouzivana pro inverzni tlohy vedeni tepla
predevsim z divodu jeji nizké vypocetni nadrocnosti. Na rozdil od celodoménové metody
neurcuje vechny prvky hustoty tepelného toku (qas, M = 1,...n) soucasné, ale postupné
od prvniho k poslednimu. Pro stabilizaci Spatné podminéné ulohy vyuziva v kazdém
¢asovém kroku teploty naméfené v nékolika nésledujicich (,,doptednych®) ¢asech. Zakladni
koncept sekvenéni metody se dd shrnout do nékolika kroki (uvazujeme hustotu tepelného
toku zndmou az do ¢asu ty_1):

1. Je zvolena funkéni forma ¢(t) pro r dopfednych ¢asovych kroku tas, tari1, ooy tarir—1
a pro tyto hustoty tepelného toku jsou primou tilohou spoc¢teny odpovidajici teploty
v misté senzoru.

2. Zavedeme funkci, ktera zahrnuje druhé mocniny rozdilu namétrenych a odpovidaji-
cich spoctenych teplot v téchto casech.

3. Metodou nejmensich ¢tvercii je urcen odhad hustoty tepelného toku ;.

4. M je navyseno o jednicku a cely proces se opakuje.

Takto lze popsat zdkladni myslenku linedrni sekven¢éni metody pro vypocet inverzni tlohy
vedeni tepla. [1] Nelinedrni pfipad by zahrnoval jesté nékolik vnéjsich iteraci, dokud by
vypoctené teplotni pole ztistdvalo beze zmén. [14]

Nejjednodussi zptisob sekvencni metody je predpokladat » dopfednych krokt konstant-
nich, jako je zobrazeno na obr. 4.5. Odhady hodnot hustoty tepelného toku ¢, ¢o, ..., ¢rr—1
jsou znamé a ucelem je stanovit odhad ¢,;. Pro zajisténi stability algoritmu inverzni alohy
lze uvazovat hodnoty hustoty tepelného toku v r dopfednych krocich konstantni a sobé
rovné, tedy:

A = qM+1 = qM+2 = -+ = QM 1r—1- (4.29)
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Obrazek 4.5: Konstantni hustota tepelného toku v dopfednych krocich sekvenéni metody

Je-li r = 1, pak se vypoctena a zmérena teplota musi shodovat a jde o tzv. jednokrokovou
metodu popsanou v kapitole 4.1. [1]

Pro stanoveni odhadu ¢y, s pouzitim pfedpokladu z rovnice (4.29) je nejprve potieba
vypocitat odpovidajici teploty v misté senzoru Ty, Thsi1, -, Thrir—1, & to obvykle klasic-
kou pfimou metodou danou rovnicemi (2.18)—(2.22):

Ty = TM|qM:0 + Or1qm
Th = TM“]JW:‘HVPrl:O + G2qum (4‘30)
TM+T—1 = TM‘qM:...:qA4+T_1=0 + ¢TqM7

kde ¢; jsou opét koeficienty citlivosti.

A
Teplota)
- xY
]
" u
X u
X
X
1 1 1 1 1 >
M-1 M M+1M+2 - M+r—1 Kroky

Obrazek 4.6: Srovnani namérenych a vypoctenych teplot

Protoze se vypoctené (T, ..., Tarir—1) @ namétené (Yyy, ..., Yari,—1) teploty v misté
senzoru ziejmé neshoduji (viz. obr. 4.6), je stanovena funkce pro minimalizaci rozdilu
mezi nimi metodou nejmensich ¢tverci:

T T
S =Y Varsict = Trsic1)” = Y (Yargiot — Turgicilg=o — diqur). (4.31)
=1 =1
Tato rovnice je zderivovana vzhledem ke ¢,; a polozena rovna nule. Odhad ¢, je pak dan

vztahem:
,

Z(YM—H‘—1 - TM+i—1|qM:...:O)¢i
G == . . (4.32)
> 97
i=1
Tento algoritmus je vyuzivan sekvencné pro M zvysujici se o jednicku v kazdém kroku.

7 divodu vyuziti doprednych c¢asti je pro n naméfenych teplot mozno napocitat pouze
n — r odhad® hustoty tepelného toku. [14]
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Volbou r > 1 doprednych casi je mozné zvysit stabilitu Spatné podminéné tlohy,
a tedy potlacovat chyby z méfeni. Zaroven ale muze dojit k tlumeni, a odhad hustoty
tepelného toku tak mtze byt vyrazné nizsi oproti realné situaci. Vhodna volba r je tedy
dilezitou soucasti metody a je nutné se ji dale zabyvat.

Stejné jako u celodoménové metody muize byt v jednotlivych ¢asovych krocich misto
konstanty uvazovan napf. linearni pribéh hustoty tepelného toku. Pak ale dochazi ke zvy-
Seni vypoctové naroc¢nosti a bylo by nutné provést dalsi numerické experimenty pro urceni
podminek, za kterych by doslo k podstatnému zlepseni pouzitim linearni hustoty tepelného
toku oproti konstanté. [4]

4.3 Optimalizacni metody

Inverzni tlohu vedeni tepla lze preformulovat do tvaru optimalizacni tlohy, a proto miize
byt k jejimu feseni pouzit néktery znamy optimalizacni algoritmus. Tento pfistup je
v dnesni dobé ztidka pouzivan, pfedevsim z divodu slozitosti odpovidajici ucelové funkce,
kterda obvykle zahrnuje rozdil ¢tverctt mezi naméfenymi a odhadovanymi teplotami, pii-
padné pridany regularizacni parametr.

4.3.1 Genetické algoritmy

Genetické algoritmy byly ptivodné inspirovany zivou prirodou. Byvaji pouzivany pro Si-
rokou $kélu inverznich vypoc¢ti i inverzni tlohy vedeni tepla. [16] Jejich hlavni vyhodou
obvykle neni jejich vypocetni narocnost, ale pfedevsim jejich odolnost, tzn. vyhledavaci
proces miize trvat déle nez klasické gradientni algoritmy, ale feseni, které je nalezeno, je
vétsinou skutecné globalnim optimem. Navic mohou konvergovat k feseni i v piipadech,
kdy ostatni klasické metody diverguji nebo selzou kvili nestabilité. Proces miize byt
vysoce vypocetné naro¢ny, nebot zahrnuje vyhledavéani z velkého poctu vSech moznych
feSeni. V dnesni dobé lze ale vypocet paralelizovat. 7]

4.3.2 Neuronové sité

Neuronové sité jsou motivovany vykonnosti mozku pii provadéni vypocti. Jsou slozeny
z velkého poctu jednotek (neuronti) vzajemné propojenych vazenymi spojenimi, které
reprezentuji funkci synapsi v mozku. Existuje celd fada typd neuronovych siti, z nichz
kazda je vhodna pro jinou tfidu uloh. K tomu, aby tyto sité byly schopny hledat feSeni
dané ulohy, musi nejprve projit ur¢itym procesem uceni. Pro uceni je tfeba mit dostatek
reprezentativnich prikladt jako tzv. trénovaci testovaci mnozinu. Neuronové sité jsou
schopny se vyporadat s nelinearitou a ¢asto dokazou tlumit chyby z méteni. [7]

4.3.3 Optimalizace hejnem castic

Jednim z vysoce uc¢innych stochastickych optimalizacnich algoritmi, které jsou pouzivany
i pro feseni inverznich tloh, je optimalizace hejnem c¢astic. Tato metoda byla také zalozena
na pozorovani prirody, predevsim hejn ptaki nebo ryb. Pokud kterykoli jedinec v takovém
hejnu najde vhodnou pozici, ovlivni tak drahu pohybu vsech ostatnich ¢lent hejna. Kazdy
z jedincti hleda ve svém okoli, ale necerpa pouze ze svych zkusenosti, ale ze zkusenosti
celého hejna, predevsim jeho nejsilnéjsiho clena.
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Na zacatku je tfeba zvolit pocet Castic v hejnu. Obecné plati, ze mensi pocet bude
vyzadovat nizsi vypoctovou naroc¢nost uvnitt jedné iterace, ale pocet iteraci pro nale-
zeni globalniho optima bude vyssi. Naopak vypoctova naro¢nost béhem jedné iterace se
zvysi s vétsim poctem castic v hejnu, ale k nalezeni globalniho optima bude stacit mensi
pocet iteraci. Optimalizace hejnem castic je pomérné nova technika, kterou poprvé po-
psali J. Kennedy a R. Eberhart v roce 1995. Mezi jeji vyhody patii zejména vyuzitelnost
na velké mnozstvi icelovych funkei, véetné inverznich tloh, a pomérné rychla konvergence
k feSeni. [7]
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5 Regularizace

Regulariza¢ni metody slouzi k modifikaci ptivodnich pfistupt, predevsim k zajisténi sta-
bility Spatné podminénych tuloh. Regularizace maji mnoho podob a forem a v praxi jsou
velmi dilezité. Vétsina publikaci se vsak zabyva regulariza¢ni metodou pouze pro celodo-
ménovou podobu inverzni tlohy vedeni tepla, zatimco regularizace pro sekvenc¢ni pristup
neni v literatute pfili§ zmiriovana. Popis v kapitole 5.2 tedy vychazi z diplomové préce [10)]
a z praktickych zkusSenosti s inverznimi tlohami z Laboratofe pfenosu tepla a proudéni.

5.1 Celodoménova metoda s regularizaci
Pivodni celodoménova metoda je zaloZzena na minimalizaci souctu ¢tverci odchylek mezi

nameérenymi a odhadovanymi teplotami v misté senzoru. Regularizace pro zajisténi sta-
bility a jednoznacnosti feseni vklada do tohoto souc¢tu jeden nebo vice ¢lenti.

5.1.1 Zavedeni regularizace

Obecné 1ze celodoménovou metodu s regularizaci zapsat ve tvaru:

[\

n—1 n—

S = Z(Yz —T;)* +ag Z 4+ Z(Qi-i-l —gi)?+ a2 Y (Giy2—2¢i+ )+, (5.1)
i=1 i=1

=1 =1

kde ag, a1 a ag jsou tzv. regularizacni parametry. Jak bude ukazano, velikost téchto para-
metri ma vyznamny vliv na presnost feseni. Existuje mnoho metod, jak hodnoty téchto
parametri vhodné zvolit, nékolik z nich lze najit napt. v [19]. Jednotlivé komponenty
¢i,t = 1,...,n mohou byt v jednotlivych ¢asovych krocich stejné jako u klasické celodo-
ménové metody konstantni (obr. 4.2), linedrni (obr. 4.4), atd.

Jestlize je v rovnici (5.1) ag # 0, @y = ag = 0, pak byva minimalizace S nazyvana
regularizaci nultého fadu. Podobné pii a; # 0, g = ap = 0 jde o regularizaci prvniho fadu
a pii as # 0, ap = a; = 0 o regularizaci druhého fadu. Obdobné je mozné pokracovat
i do radid vyssich. Nejcastéji se vsak pouziva regularizace nultého radu, kterd narozdil
od vyssich fada nevyzaduje zadné diferencovani. [/]

Regularizace nultého fddu zahrnuje minimalizaci funkce:

5= -T Y 5:2)
i=1 i=1

vzhledem ke ¢;,7 = 1, ..., n. Volbou oy = 0 dochazi ke ztraté regularizacniho ¢lene. Naopak
pro velké aq je hustota tepelného toku zredukovana limitné az na ¢; = 0,7 =1, ..., n.
Stejné tak pri regularizaci prvniho fadu:

n—1

S = Z(Y; — T+ Z@”l - q)’° (5.3)

=1 =1

volba vysokého «; zptisobi ¢; = const,i = 1,...,n, kde konstantou muiize byt jakakoli
kladnd i zdporna hodnota. [1]
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5.1.2 Tikhonovova regularizace nultého rfadu

Ucelovou funkci pro Tikhonovovu regularizaci nultého fadu je mozno uvést v maticovém
tvaru:

S=(Y-T)"(Y - T) + arq’q. (5.4)

P1i minimalizaci vzhledem k neznamému vektoru hustoty tepelného toku je teplotni pole
T vyjadfeno rovnici (2.15) a hledany odhad lze vyjadrit nasledovné:

q=(X"X+ao) ' XT(Y -Tp1) =F(Y - Tpl); F= (XX +aoD)'X". (5.5)

Matice F byva nazyvana Tikhonoviv filtr a ma nékolik zajimavych vlastnosti. Symbolicky
ji lze zapsat:

[ fo S 2 o fon fin ]
foo fo Fa o fe
I T R R 5.6

: 5 o fo
fn—2 fn—3 fl fO f—l
| faet fa2 0 f2 L foo
Jde o Toeplitzovu matici, tedy matici, ktera je konstantni podél kazdé své diagonaly.
Specialné matice n x n je pak Toeplitzova praveé tehdy, kdyz pro vSechna 1 < i, 7 < n plati
fij = fi—1,j—1. Toeplitzova matice navic patii do tiidy tzv. persymetrickych matic, které
jsou symetrické podle vedlejsi diagonaly, neboli f; ; = fn—jt1n—it1, Proi,7 =1,...,n. [19]
V praci je pouzita Tikhonovova regularizace nultého fadu a pii vypoctech je voleno
pevné ag = ¢?, kde ¢; je prvni koeficient citlivosti. Tato hodnota regulariza¢niho para-
metru nezarucuje obecné nejlepsi feseni pro vSechny pripady, ale pro uvedené priklady je
tato regularizace dostacujici. Podrobnéjsi popis lze nalézt napf. v [18].

5.2 Sekvencni metoda s regularizaci

5.2.1 Regularizacni parametr

Zakladni myslenkou sekven¢ni metody vypoctu inverzni tlohy vedeni tepla, jak byla po-
psana v kapitole 4.2.2, je feseni krok po kroku. Pro zjisténi odhadu hustoty tepelného toku
gum Vv Case ty; jsou pouzity teploty Yis, Yari1, ..., Yarir—1 nameétfené v odpovidajicich ca-
sech, kde r je pocet tzv. ,doprednych“ kroki. Pro tuto metodu hraje roli regulariza¢niho
parametru pravé pocet doprednych kroku r, ktery Spatné podminénou ulohu stabilizuje.
Volba vhodného parametru r je v praktickych tlohach zasadni. S rostouci hodnotou para-
metru r ziejmeé roste i stabilita feSeni, ale zatimco maléd hodnota tohoto parametru mutize
vést k nestabilité a prudce oscilujicimu feseni, velkd hodnota naopak muze vést k nezadou-
cimu prehlazeni feseni. Tyto zavéry lze pozorovat na obr. 5.1, kde jsou srovnany vysledky
pro vypocet se tfemi ruznymi hodnotami parametru (r = 4,8 a 20 kroki) a ,skuteény*
prubéh hustoty tepelného toku, ktery byl pouzit pro generovani pribéhu teplot pouzitych
jako vstup do inverzni tlohy. V pfikladu je uvaZovana nerezova deska o tloustce 10 mm
s termoclankem zabudovanym 2 mm pod povrchem.

Silna oscilace ve vypoctené hustoté tepelného toku pro malé r = 4 je ziejma, je tedy
nutné pouzit vyssi hodnotu. Zvysujici se r s sebou vsSak pfinasi dvé nevyhody. Jednou
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Obrazek 5.1: Vliv poctu doprednych krokt v sekvencéni metodé

z nich je, Ze s rostoucim r prirozené stoupa i vypoctova narocnost, a tim roste cas potirebny
k dosazeni feseni. Druhou nevyhodou je, ze zvysovanim parametru r dochézi k vétsimu
vyhlazovani Teseni, prudké zmény jsou rozmazany v case a vysoké hodnoty hustoty te-
pelného toku jsou vyrazné utlumeny. Pro 20 doptednych kroki je dokonce vypoctené
maximum hustoty tepelného toku jen asi ve 25 % skutecné hodnoty.

5.2.2 Volba regularizacniho parametru

Na tivod je nutné fici, ze neni mozné stanovit konkrétni hodnotu r tak, aby vyhovovala
vsem situacim. Potfebny pocet dopfednych krokti se bude lisit s kazdym vypoctovym mo-
delem. Obecné tento pocet zavisi na mnoha parametrech, zejména pak na materidlovych
vlastnostech, vzdalenosti senzoru od povrchu a vzorkovaci frekvenci.

Zakladni idea pro volbu vhodného poctu doprednych kroki je takova, Ze je potieba r
dostatecné velké, aby zabranilo nezadoucim oscilacim v feSeni a aby zarucilo, Ze zména
v hustoté tepelného toku na povrchu bude mit dostatek casu k tomu, aby se projevila
v teplotni odezvé v misté senzoru. Zaroven je vSak tieba nevolit zbytecné velky pocet
doprednych krokti, aby feseni nebylo oproti skutecnosti vyrazné utlumeno.

q(t)

MW /m?|
10+

—a(?)
-- go(t)

ot
I
T

o'z 5 10 20 30 10 Kroky
Obrazek 5.2: Jednotkové impulsy tepelnych tokt

Podstatou metody je tedy nalezeni co nejmensiho poctu krokt, kdy se zména v hustoté
tepelného toku stihne projevit i v hloubce senzoru. Postup je proto zalozeny na porovnani
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dvou teplotnich odezev v misté senzoru na dva stejné jednotkové impulsy, pouze posunuté
v ¢ase o jeden krok (viz obr. 5.2). Prvni z téchto odezev je pro jednotkovy impuls ¢y, ktery
nastal v ¢ase typ = 0, druha odezva pro jednotkovy impuls ¢, v Case t; (obr. 5.3).

Nyni je mozné dostacujici pocet doprednych krokidt volit mnoha zpusoby. Trivialni
pristup by napiiklad uvazoval odezvu pouze na jeden z impulsii a zvolil tolik dopfednych
krokt, aby se projevila vétsina (napf. 90 %) teplotni zmény. To by v uvedeném piikladu
znamenalo asi 13 krokt.

Vyspélejsi metodou je spocteni odchylky mezi obéma odezvami. Tato kfivka (obr. 5.4)
pak udava informaci o tom, jak se zména v okrajovych podminkach mezi Casy o a to
v misté senzoru zpozduje a rozmazava v ¢ase. Parametr r je mozné volit napf. jako pocet
krokii, kdy odchylka dosdhne 50 % maximélni hodnoty, takové body existuji dva. Intui-
tivnim pristupem je ale zvoleni tokového poc¢tu doprednych krokt, kdy odchylka dosahuje
maxima. V prikladu to znamena asi 10 kroki. Tento pristup byl zvolen i v aplikaci, ktera
byla naprogramovéana v ramci této diplomové prace. K takto zvolenému r jsou (pro vétsi
jistotu stability) pfidany jesté dva dopfedné kroky.

T [°C]
1000 — Odezva pro ¢;(t)
-~ Odezva pro ¢(t)
975 +
950 +
925 4+ f f f f f
012 5 10 20 30 40 Kroky

Obrazek 5.3: Teplotni odezvy na jednotkové impulsy tepelnych tokt

aT [°C)
2,25+

1,50+
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—0,75.

Obrazek 5.4: Rozdil v teplotnich odezvach
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6 Sub-doménova metoda

6.1 Porovnani celodoménové a sekvenc¢ni metody

Pro regularizované metody uvedené v kapitole 5 je mozné odvodit jejich hlavni vyhody
a nevyhody. V dalsim textu je oznaceni celodoménova a sekvencni metoda chapano jako
zkraceny zapis dané metody s prislusnou regularizaci.

V dnesni dobé je pouzivanéjsi sekvencni metoda, coz lze prisuzovat zejména jeji vy-
pocetni efektivité. Diky vypoctu krok po kroku a pouziti pouze nékolika dopiednych ¢ast
jsou doby vypoctu neporovnatelné kratsi oproti celé doméné. Celodoménova metoda se
miize z hlediska vypoctové naroc¢nosti jevit pro praxi zcela nevyuzitelnou. Vice o naroc-
nosti a srovnani vypoctovych c¢ast viz kapitola 8.4.
porovnani vypoctené hustoty tepelného toku pomoci obou metod s predpokladanou sku-
te¢nou hustotou tepelného toku. Na obr. 6.1b je pak srovnani odchylek naméfenych a vy-
poctenych teplot v misté senzoru pro obé metody. Data odpovidaji experimentu s deskou
z nerezové oceli o tloustce 25 mm s termoclankem zabudovanym 0,7 mm pod povrchem.
Na prvni pohled je z obou obrazkit viditelné, ze z hlediska presnosti mize celodoménova
metoda dosahovat vyrazné lepsich vysledktu. V piikladu z obr. 6.1 asi o 17 %. Obecné
totiz sekven¢ni metoda nedokaze tak dobre jako celodoménova zachytit zpozdéni v tep-
lotni odezvé a tlumici efekt. Cim vic se sekvenéni metoda snazi tyto problematické vlivy
do vypoctu zahrnout, tim roste pocet pouzitych dopfednych krokii. Disledkem toho pak
dochazi k velkému rozmazani skutecné hustoty tepelného toku, kterd na téleso ptisobi,
v Case. Takové rozmazani informace zfejmé vyusti i ve velké chyby ve vypocteném tep-
lotnim poli v télese oproti realité.

34 - . 25 4
—Skutecnd Sekvenéni

2 | Sekvencn! ) 2 —Celodoménova
\ —Celodoménova
\

0 = T T T il
9 4 1170 1180 1190 1200 1210 1220 1230 1240 1250 1260

1170 1180 1190 1200 1210 1220 1230 1240 1250 1260 1,5 A
Kroky Kroky

a) b)
Obrazek 6.1: Srovnani sekvencni a celodoménové metody dle:
a) hustoty tepelného toku, b) rozdilu v naméfenych a vypoctenych teplotach

V disledku vyse popsanych skutecnosti se pro praxi jevi vyuziteln€jsi celodoménova
metoda. Vypoctové casy jsou ale prilis velké. Ptiklad z obr. 6.1 se skladal asi z 2 100
vzorkl se snimaci frekvenci 320 Hz, coz odpovida zaznamu dlouhému cca 6,5 sekund.
Cas potfebny k vypocétu sekvenéni metodou byl asi 3,8 sekundy. Cas potiebny pro celo-
doménovou metodu ¢inil 247,4 sekund, tedy néco pies 4 minuty. Praktickd méreni navic
probihaji mnohem déle. Jen experimenty v Laboratofi pfenosu tepla a proudéni uvedené
v piiloze A se pohybuji v fadech desitek minut. Ve stejné hloubce, ale v riznych mistech
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desky navic byva zabudovano vice termoclankt, z nichz pro kazdy je tieba provést vypocet
zvlast. Vypoctova naro¢nost celodoménové metody je v takovych pripadech netinosna.

6.2 Popis sub-doménové metody

Myslenka sub-doménové metody vznikla z divodu hledani moznosti, jak efektivné vyuzit
presnéjsi celodoménovou metodu pii vypoctech a snizit pritom jeji vypoctovou narocnost.
Zakladni ideou této metody je vypocet hustoty tepelného toku celodoménovou metodou
pouze nad uréitym poctem vzorkd, tj. nad oknem urcité velikosti, které se pohybuje podél
Casové osy (viz obr. 6.2).

35 4
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0 350 700 1050 1400 1750 2100
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Obrazek 6.2: Zakladni idea sub-doménové metody

Prvnim vyraznym problémem, ktery bylo nutné prekonat, byla homogenita teplotniho
pole v télese v pocateénim case, se kterou celodoménova metoda, tak jak je definovana
dle vzorce (5.5), pocita. Takova homogenita v piipadé sub-doménové metody nastava
pouze v prvnim okné. Dalsi okna se totiz s vypoctem posouvaji do casi, pred kterymi jiz
néjaka vyména tepla probéhla, a teplotni pole v télese se tedy zménilo. Vypocet proto
bylo potfeba modifikovat.

Jednou z moznosti, jak vypocet upravit, bylo ponechat rovnici (5.5) a misto po¢atecéni
teploty Ty dosazovat namérenou teplotu na pocatku daného okna. V takovém piipadé by
bylo nutné spocteni koeficientii citlivosti zvlast na zacatku vypocétu kazdého okna, a to
za predpokladu nehomogenniho teplotniho pole vypocteného z predchoziho okna. Tento
pristup vsak neni dostatecné efektivni, zejména vzhledem k nutnosti slozitého prepocita-
vani citlivostnich koeficienti, a navic nedosahuje pozadovanych vysledki.

V aplikaci vytvorené v ramci této diplomové prace byl vyuzit vyrazné praktictéjsi
ptistup. Vzorec (5.5) byl upraven do tvaru:

q=(XTX + a) ' XT(Y — T|qe0), (6.1)

kde X je matice koeficientt citlivosti, g regularizacni parametr, I jednotkova matice, Y
vektor nameétrenych teplot a ¢len ri‘|q:0 predstavuje vektor teplot, které odpovidaji nulové
hustoté tepelného toku béhem celého pocitaného okna. Takto vypoctené teploty zachycuji
vliv hustoty tepelného toku z minulosti. Jejich ode¢tenim od teplot namérenych je tedy
odstranéna nehomogenita, a koeficienty citlivosti je proto mozné pocitat pouze jednou
a pouzit v kazdém okné vypoc¢tu. Rady matic a pocty slozek vektort ze vztahu (6.1)
odpovidaji zvolenému poctu vzorki v okné.
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6.2.1 Stanoveni velikosti okna a pirekryvu mezi okny

Dle literatury (napi. [19]) a z provedenych vypocti celodoménovou metodou lze odvo-
dit, ze v nékolika malo krocich na zacatku a konci dané ¢asové domény miize vzniknout
nestabilita. Kdyby se tato nestabilita zahrnula do vypoctu, s kazdym dalsim oknem by
nartistala chyba a nesrovnalost mezi naméfenymi a vypoc¢tenymi teplotami v misté sen-
zoru a v celém teplotnim poli v télese oproti skutec¢nosti. Z tohoto dtivodu neni praktické
pocitat pomoci oken tak, jak bylo znadzornéno na obr. 6.2, ale je vyhodné, aby doslo k urci-
tému prekryvu jednotlivych oken. Diky prekryvu dojde k prepsani nestabilnich hodnot
na zacatku a konci kazdého okna.

Ke stanoveni velikosti prekryvu oken lze pristupovat rizné. V této diplomové praci
byl pouzit postup podobny metodé hledani poc¢tu dopiednych krokt v sekvenéni metodé,
popsané v kapitole 5.2.2. Na zacatku vypoctu jsou pro danou velikost okna vypocteny
koeficienty citlivosti. Mezi nimi lze nalézt maximalni hodnotu, resp. maximalni odchylku
od 0. Pofadi vzorku, kdy tato maximalni hodnota nastava (ozn. i), udava pocet kroki,
které je nezadouci v prekryvu prepsat hodnotami z dalsiho okna. Proto je mozné uvazovat
velikost prekryvu p danou vztahem:

p=(i+2)-2. (6.2)

Pri¢itani 2 je podobné jako u 5.2.2 pouze pro vétsi jistotu, zZe maximéalni odchylka bude
v okné obsazena. Nasobeni dvéma umoznuje vyplnit prvni polovinu vysledného vektoru
hustoty tepelného toku v ¢asovych krocich odpovidajicich pfekryvu hodnotami z prvniho
okna a druhou polovinu hodnotami z druhého okna.

Pro sub-doménovou metodu je dtilezita i volba velikosti okna. Z hlediska presnosti jsou
rozdily vysledkt pro rtizné délky okna zanedbatelné, ale z hlediska vypoctovych casi je
vhodna volba poc¢tu vzorkt v okné zasadni. Vice k porovnani vypocti s riznou velikosti
okna lze nalézt v kapitole 8.4.

6.2.2 Zakladni algoritmus sub-doménové metody
1. Nastaveni poc¢tu vzorkid v okné
2. Spocteni koeficientii citlivosti (pocet dan velikosti okna)
3. Vypocet velikosti prekryvu a poctu oken
4. Vlastni vypocet hustoty tepelného toku:

e v prvnim okné klasickou celodoménovou metodou dle vztahu (5.5)

e pro kazdé dalsi okno je nutné se nejprve ,vratit“ o velikost piekryvu zpét,
spocitat teplotni profil v télese v tomto kroku a od néj zacit dalsi okno, ve kte-
rém je hustota tepelného toku spoctena dle vzorce (6.1)

5. Do vysledného vektoru hustoty tepelného toku se zapisi hodnoty spoc¢tené pro odpo-
vidajici ¢asové kroky, pficemz v misté prekryvu se prvni polovina prekryvu vyplni
hodnotami spoctenymi z prvniho okna a druha polovina hodnotami spoctenymi
z druhého okna.
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7 Popis aplikace
7.1 Prima tuloha

Vychozi aplikace pro vypocet pfimé tlohy vedeni tepla (viz kapitola 2) je zachycena
na obr. 7.1.

T Piima dloha )
MODEL
Material | j

Tlougtka desky [mm]
FPogatetnl teplota [*C]

Pfima dloha
Frekvence [Hz]

PoZadovans hloubka [mrm]

DATA

Wyber Soubor s Daty |
Myher soubor pro wysledky |

Obrazek 7.1: Aplikace pro vypocet primé tulohy

Nejprve je nutné z rozbalovaci nabidky vybrat material desky. V fadku je zakazan ruc¢ni
zapis, nebot nizev materialu se musi presné shodovat s ndzvem ulozenym v piiloZzené ma-
terialové databazi MatrialDB.txt, ze které jsou nacitany materialové vlastnosti. Ve vsech
prikladech uvedenych v této praci byl pouzit material 1.4828 Acroni-konst, ve kterém jsou
vSechny materialové vlastnosti teplotné nezavislé.

Dale je nutné vyplnit tloustku desky a pocatecni teplotu. Aplikace povazuje desku
na pocatku experimentu za homogenné prohfatou v celém svém objemu. Dalsi polozkou
je tzv. vzorkovaci frekvence, tedy casovy krok vypoctu, ktery se shoduje se vzorkovanim
tepelného toku. V poli pozadovana hloubka si miize uzivatel zvolit, v jakém misté desky
potiebuje vypocitat teploty. Napf. pro generovani dat v této praci bylo nutné pocitat
teploty v misté senzoru, jak bude lépe vysvétleno v kapitole 8.1.

Do poslednich dvou tadku je tfeba zadat nazev textového souboru, ktery obsahuje
vstupni data, a nazev souboru, do kterého se maji zapisovat vysledky. Oba je nutné
uvést véetné pristupové cesty. Soubor se vstupnimi daty neobsahuje zadnou hlavicku,
pouze sloupec s hodnotami hustoty tepelného toku, stejné jako v prilozenych ukazkach.
Vyplnéna aplikace pripravena ke spusténi mize tedy vypadat napf. jako na obr. 7.2.

T Piima dloha =)
MODEL
aterial ‘T 4828 Acroni-konst j

Tloustka desky [mm] 25

Poiéteini teplota ['C] [

Pfima iloha |,
Frakwvence [Hz] 3z0

PoZadované hloubka [mm] 07

DATA

Yyher Soubor s Daty ‘U Diplomowva prace,Program’\DatalDirectTask_g.td
Wybher soubor pro wysledky ‘U Diplormova prace\Program’vysledky\ DirecfTask_T_o

Obrazek 7.2: Vyplnéna aplikace pro vypocet primé tlohy

Na zavér aplikace oznami ukonceni vypoctu. Textovy soubor s vysledky (obr. 7.3) pak
obsahuje t¥i sloupce — poradové ¢islo vzorku, odpovidajici ¢as a vypoctenou teplotu.
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Vzorek Gas [=] T [“C]

0 0 8653

1 0.003125 864.958545858066
2 0.00625 864.954066538425
3 0.009375 864.986036591967
4 0.0125 864.975010612621
3 0.015625 864.962035878269
& 0.01875 864.548134888282
7 0.021875 864.934055052764
8 0.025 864.920224231863
S 0.028125 864.906802881857

Obrazek 7.3: Vzorovy vystupni soubor pfimé tlohy
7.2 Inverzni tloha

Aplikace pro vypocet inverzni tlohy vedeni tepla je zachycena na obr. 7.4. Tato apli-
kace umoznuje vypocet ¢tyfmi rdznymi metodami — sekvenéni metodou s regularizaci
(kap. 5.2), celodoménovou metodou bez regularizace (kap. 4.2.1), regularizovanou celo-
doménovou metodou (kap. 5.1.2) a sub-doménovou metodou vyvinutou v této diplomové
praci (kap. 6).

T Hep T
MODEL
Material | =
Tt e Sekveniéni metoda
Hioubka zabudovani termoélanku [mm]
Celodomé 4 metoda
Shimaci frekwence [Hz] ‘
Pohyblivé okno Celodom. reg. metoda |
Maximalni pocetvzorki v okné ‘ EN— . -~
ubdoménova metoda
DATA
“yber soubar s daty |
‘yber soubor pro wisledky | |

Obrazek 7.4: Aplikace pro vypocet inverzni tlohy

Stejné jako u aplikace pro vypocet pfimé tlohy je nutné vybrat material desky a vypl-
nit tloustku desky a vzorkovaci frekvenci. Neni uz vsak potfebné uvadét poc¢atecni teplotu,
na kterou je deska nahrata pred zacatkem experimentu. Za pocatecni teplotu je povazo-
vana teplota na prvnim fadku souboru se vstupnimi daty. Pro vypocet inverzni tlohy
je nutné navic zadat v jaké hloubce pod povrchem je zabudovan senzor, ktery slouzi
k méfeni teplot, pouzitych jako vstupni data do vypoctu. Soubor se vstupnimi daty ne-
obsahuje zadnou hlavicku, pouze sloupec s namérenymi teplotami. Pii takto vyplnéné
aplikaci 1ze spustit vypocet pomoci sekvenéni a obou celodoménovych metod.

W Hep S
MODEL
Material ‘1.4828 Acroni-kanst j
Tloustka desky [mm] 25
Sekvenéni metoda
Hloubka zabudovani termoilianku [mm] |07

Celodoménové metoda
Snimaci frskvence [Hz] 320
Pohyblivé okno

Celodom. reg. metoda
Maximalni pocetvzorkidyv okné @
Subdoménova metoda
DATA

Wyber soubor s daty ‘U \Diplomova praceProgram’,Data\Exp1_T_measured.bdt
“Wyber soubor pro vysledky ‘U \Diplamava prace\Program\Vysledky\Expl_g_subdomenova

Obrazek 7.5: Vyplnéna aplikacepro vypocet inverzni tilohy sub-doménovou metodou
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Pro vypocet sub-doménovou metodou je nutné zadat jesté velikost posuvného okna,
tj. maximalni pocet vzorkt v jednotlivych oknech (viz obr. 7.5). Tento parametr je zasadni
pro rychlost vypoc¢tu. Srovnani riznych délek oken, jak z pohledu vypocetni naro¢nosti,

tak z pohledu presnosti vypoctu, je uvedeno v kapitole 8.

Na zavér aplikace ozndmi ukonceni a rychlost celého vypoctu (viz obr. 7.6). Rychlost
vypoctu je dilezitym ukazatelem pouzitelnosti metody (vice viz kapitola 8).

B HeP =8 %8
MODEL
Material ‘1 4828 Acroni-konst j
Tloustka desky [mm] 25
Sal il d
Hloubks| Mainihcp_program ===
o etoda
Snimacll | vypocet sekvenéni metodou byl ispéiné ukonéen, Potfebny Eas byk: 4009 sekund.
Pohybliv = = etoda
<
Mexdmal
etoda
DATA

Wyber soubor s daty |U Y Diplomova prace’\Programt DataExpl _T_measured bt

Wyher soubor prawysledky |U YDiplomove prace\Programtvysledky\Expl_g_sekvencnibd

Obrazek 7.6: Dokonceni vypoctu inverzni tlohy

Textovy soubor s vysledky (obr. 7.7) pak obsahuje nékolik sloupct. Prvni dva jsou
stejné jako u vystupniho souboru pfimé tulohy, tedy potradové ¢islo vzorku a odpovida-
jici ¢as. Dale nasleduje sloupec se vstupnimi daty, tj. s teplotami naméfenymi senzorem
pod povrchem desky. V dalsich dvou sloupcich jsou uvedeny vypoctené teploty v po-
loze senzoru a na povrchu desky. Sesty sloupec pak obsahuje vysledné odhady hustoty
tepelného toku, kterd na desku béhem experimentu putisobila. V poslednim sloupci je
pro nazornost uvedena odchylka mezi naméfenou a vypoctenou teplotou v misté senzoru,

tedy err = Theas

Vzorek &as [=1

1 0.003125 864.
2 0.00625 864.
3 0.005375 864
4 0.0125 864
5 0.015625 864
& 0.01875 BE4
7 0.021875 864
8 0.025 BE4
9 0.028125 864
10 0.03125 864
11 0.034375 864
1z 0.0375 864
13 0.040625 864
14 0.04375 864
15 0.046875 864
16 0.05 864
17 0.053125 864
18 0.05625 864
19 0.0559375 864
20 0.0625 864

T _meas [°C]

998549858066
994066538425
.986036551567
.975010612621
.962035878269
.548134888282
.5934055052764
-5920224231863
.506802881857
.8%3770270519
.881023338506
.B6B43176594

.B55868046096
.B843243560378
.B30514156624
.B1l7668109749
.B0470519321

.791623054741
.7784225659451
.765114032826

Obrazek 7.7: Vzorovy vystupni soubor inverzni ulohy

T _comp [°C]

864.958854250658
864.955152316784
.988184405876
.978105207105
.965622353878
-95166189%211
.937034421764
-922369380742
.908043587853
.854214042173

.B880874861385
.B67922277257
.855212713018
.B426048959423
.B29984506563
.B817273202451
-B04427437381
.7914311967%4
.77B2B676625

.765005646426

T_surf [°C]

4.
864.

624582602829
483561854539

-412682879838
.383505163944
.375655551692
-386370830143
-354056535401
-356407664045
-350444760835
.375854633508
.354106374547
.32751657072

-258419194878
.26B611702918
.239206359207
.210748708893
.183399210357
.157034435173
.131325%82572
.105501752147

q [W/m"2]

56668.
50796.
43659.
36302.
25736.
24670.
21357.
19828.
19632.
20361.
21559,
22857.
240132,
24929,
25602.
26074.
26403.
26650.
26878.
27128,

3400537056
7791183282
7389124244
4347679848
1279345642
9505034742
1532438851
1616827858
71545639104
284197159

9604228227
088325076

8868334002
9408252378
2212402306
3705372655
3003023851
8491218467
2545010115
1395380551

— Tomp, €OZ je jeden z ukazatelt pfesnosti metod (viz pfiloha 8.3).

err [7C]

—-0.
-0.
-00214781350900498
.00305459448408234
.0035534756085051
.00352701092879%215
.002575328595686
.00214514887852602
.00124070559645165
.000443771653635849
.0001484771210016323
.000505488682610026
.0006553233078384501
.000638660954678016
.000529650061025677
.000354507257504687
-000277755828847148
.000151857947356766
.000136203200668206
.000108386400142599

000304352592170188
0010857783585152
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8 Vysledky

V této kapitole jsou porovnany vysledky pro 4 popsané metody vypoctu inverzni tlohy ve-
deni tepla — sekvené¢ni s regularizaci (déle jen sekvenéni), celodoménovou bez regularizace
a s regularizaci a novou sub-doménovou. V kapitole 8.2 jsou metody porovnany pomoci
vypoctené hustoty tepelného toku, v kapitole 8.3 pak pomoci odchylek mezi naméfrenymi
a vypoctenymi teplotami v misté senzoru. Kapitola 8.4 se vénuje vypocetni narocnosti
jednotlivych metod. Nejprve jsou vsak v kapitole 8.1 popsana data, ktera se v této praci
pouzivaji k vyhodnocovani a porovnani jednotlivych metod.

8.1 Popis dat pro porovnani metod

8.1.1 Experimentalni data

Jako zaklad pro testovani a porovnani jednotlivych metod byla v této praci pouzita data
z redlného experimentu, ktery byl proveden v Laboratofi prenosu tepla a proudéni na line-
arnim standu. Pribéh experimentu je popsan v priloze A.1. Pfi experimentu byla pouzita
kovova deska, jejiz materidlové vlastnosti lze nalézt v prilozené materidlové databazi Ma-
terialDB.txt pod oznacenim ,,1.4828 Acroni“. Tloustka desky byla 25 mm a termoclanek
byl zabudovan 0,7 mm pod povrchem. Pfed zacatkem experimentu byla deska predehrata
na pocatecni teplotu 865 °C. Vzorkovaci (snimaci) frekvence byla 320 Hz pfi rychlosti
posuvu 0,5 ms™t. Cely experiment trval asi 7,1 sekund a bylo poiizeno 2 270 vzorki. Tato
data a nasledné i vysledky, které se k nim vztahuji, jsou oznacena ExpA.

Aby bylo moZzné metody srovnat s realitou, je nutné znat skuteény prubéh hustoty
tepelného toku. Ten zfejmé neni v praxi znam. Proto za ,skutecné“ byly povazovany
hodnoty hustoty tepelného toku vypoctené pomoci softwaru, ktery se dnes v Laboratofi
prenosu tepla a proudéni pouziva a ktery je zalozeny na sekvenc¢nim ptistupu. Na tato data
byla aplikovana piima tiloha, a tak byly zjistény odpovidajici teploty v misté termoclanku.
Ty byly nasledné povazovany za teploty naméfené béhem experimentu a pouzity jako
vstupni data pro jednotlivé metody inverzni tlohy vedeni tepla. V této praci je tedy
mozné porovnat vypoctené hodnoty hustoty tepelného toku se ,skutecnosti“. Tyto realné
hodnoty jsou zndzornény na obr. 8.1.

' /-’/,J
0 500 1000 1500 2000
Vzorky

Obrazek 8.1: Data ExpA
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Protoze v praxi se ¢asto pti odkujovani pouzivaji vyssi rychlosti posuvu, byla nasledné
data ExpA modifikovana. Byl zachovan integral hustoty tepelného toku z ExpA, ale oblast,
kde dochézi k nejvétsimu nartstu v hustoté tepelného toku (vzorky 1 200-1 400), byla
zredukovana na ¢tvrtinu. K podstatnym zménam tedy dochézi na vzorcich 1 200-1 250
a hustota tepelného toku dosahuje vyrazné vyssi maximalni hodnoty. Timto zptsobem
byla vygenerovana data, kterd odpovidaji stejnému nastaveni experimentu pii rychlosti
posuvu 2 ms~! a pouziti trysky s vyssi intenzitou chlazeni. Je pro né pouZito oznaceni
ExpC a pro nazornost jsou na obr. 8.2 zachyceny pouze hodnoty hustoty tepelného toku
na vzorcich 1 100-1 300.

80

1100 1150 1200 1250 1300
Vzorky

Obrézek 8.2: Data ExpC

8.1.2 Testovaci data

Kromé experimentalnich dat byly vSechny metody aplikovany i na mensi testovaci data.
Pro zjednoduseni bylo opét pouzito stejné nastaveni (material, tloustka desky, hloubka
zabudovani termoclanku a vzorkovaci frekvence), pouze poc¢atecni teplota byla upravena
na 900 °C. Data byla generovana tak, aby byl zachovan pfiblizné stejny integral hustoty
tepelného toku jako v pfipadé ExpA a ExpC. Byly pouzity tii typy dat — tzka a Siroka
obdélnikova data (ozn. Testl a Test2 viz obr. 8.3) a trojuhelnikova data (ozn. Test3 viz
obr. 8.4). VSechny vysledky pro testovaci data jsou shrnuty v piiloze B.
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a) b)
Obrazek 8.3: Data a) Testl a b) Test2
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0 50 100 150 200
Vzorky

Obrazek 8.4: Data Test3

8.2 Porovnani vzhledem k hustoté tepelného toku

Pro kazda data je srovnani pfesnosti vSech uvedenych metod znazornéno graficky. Na prv-
nim grafu jsou vzdy skutecné a vypoctené hustoty tepelného toku pomoci vSech metod.
Na druhém pak odchylky vypoctt od skutecnosti. Pro zobrazeni sub-doménové metody
byly pouzity vysledky vypoctu s padesati vzorky v okné. Pfi jiné délce okna jsou rozdily
témeér zanedbatelné a nebylo by mozné je v uvedenych grafech rozlisit. Tyto odchylky jsou
popsany v casti 8.3.2.

8.2.1 ExpA

Na obr. 8.5 lze pozorovat skutecné a vypoctené hodnoty hustoty tepelného toku pro data
ExpA (pohled ztzen na vzorky 900-1 600). Vzhledem k pomérné Sirokému pulzu déavaji
vSechny metody témétr shodné vysledky, a v grafu se proto prekryvaji.

N

q [MWm?]
w

N

N

0

900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600
Vzorky

==q_real —Sekvencni —Celodoménova —Celodoménova s regularizaci —Sub-doménova ‘

Obrazek 8.5: Skute¢né a vypoctené hodnoty hustoty tepelného toku pro ExpA

Prestoze na obr. 8.5 nelze pozorovat rozdily, pii znazornéni odchylek vypocti od sku-
tecnych hodnot (obr. 8.6) jsou uz rozdily patrné. Pro lepsi ndzornost je do grafu pridana
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druha osa pro prubéh skutecné hustoty tepelného toku, aby bylo zretelné, ve které fazi do-
chazi k nejvétsim chybam. Lze vidét, ze odchylka sub-doménové metody, ktera se prekryva
s odchylkou celodoménové metody s regularizaci, je vyrazné nizsi oproti sekvencni metodé.
U celodoménové metody bez regularizace 1ze pozorovat oscilaci kolem skutec¢nych hodnot,
ktera by mohla vést az ke diive zminéné nestabilité a nepouzitelnosti metody pro bézné

vypocty.

0,3 7
I
.' \
I
0,2 I
|
| 3,5
0,1 {
& 1 —
£ 1 3
e £
g [ CXCW 0 =2
E 900 1000 1100 1200 1400 1500 1600 2
b o
Q
-0,1
-3,5
-0,2
-0,3 -7

Vzorky

Sekvenéni =—Celodoménovd —Celodoménova s regularizaci =—Sub-doménova - -q_real‘

Obrazek 8.6: Odchylky vypoctené hustoty tepelného toku od skutecnosti pro ExpA

8.2.2 ExpC

Pfi vyssi rychlosti posuvu béhem odkujovani (data ExpC) nabyva hustota tepelného
toku vyssi maximéalni hodnoty. Pro nazornost byl pro tento pripad pohled ztzen pouze
na vzorky 1 180-1 230.
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0 == >
N/
11180 1190 1200 1210 1220 1230
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=—q_real —Sekvenéni —Celodoménovd —Celodoménova s regularizaci —Sub-doménové‘

Obrazek 8.7: Skutecné a vypoctené hodnoty hustoty tepelného toku pro ExpC
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Pti tak prudké skokové zméné ma velky vyznam tlumici efekt, ktery sekven¢ni metoda
neni schopna plné zachytit. Pfimo z grafu hustot tepelného toku (obr. 8.7) lze pozorovat,
ze sekvencni metoda dava vysledky velmi rozmazané v case a maximalni hodnota hustoty
tepelného toku dosahuje pouze asi 50 % skutecéné hodnoty.

Z obou obr. 8.7 a 8.8 plyne, ze by bylo mozné pouzit obycejnou neregularizovanou ce-
lodoménovou metodu, ktera pro tento konkrétni pripad dosahuje nejpresnéjsich vysledki.
Obecné vsak nelze zarucit, ze nedojde k vyraznéjsi oscilaci.
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Sekvenéni —Celodoménova —Celodoménova s regularizaci =—Sub-doménova - -q_real‘

Obrazek 8.8: Odchylky vypoctené hustoty tepelného toku od skutec¢nosti pro ExpC

Sub-doménova metoda se opét prekryva s celodoménovou metodou s regularizaci.
P1i jejim pouziti dochazi k chybam oproti skutecnosti, i kdyz podstatné mensim nez u me-
tody sekvencni. Je ale nutné zdiraznit, ze pro tcely prace byl regularizacni parametr «y
nastaven pevné. Zavedenim nékteré z metod, ktera najde vhodny regulariza¢ni parametr
pred samotnym vypoctem, by doslo k dalsimu vylepseni vysledki. Okamzitd vychylka
na obr. 8.8 mize byt navic zplisobena pouze tim, ze sub-doménova metoda nezareaguje
na prudkou zménu naprosto presné a hodnoty hustoty tepelného toku jsou velmi odlisné
i ve dvou po sobé jdoucich ¢asovych krocich. Dulezité ale je, ze pri pouziti sub-doménové
metody nedochazi k rozmazani informace v case kviili tlumicimu efektu a ze nedochazi
k vyraznému snizeni maximalni hodnoty hustoty tepelného toku, coz bylo cilem vyjvoje
této metody.

8.3 Porovnani vzhledem k teplotam

8.3.1 Vypoctené a namérené teploty

V praxi ziejmé neni znam skuteény pribéh hustoty tepelného toku a nelze tak zjistovat
presnost vypoctové metody tak, jak bylo uvedeno v kapitole 8.2. Pfesto je mozné urcit
pribliznou presnost vypoctenych vysledkti vzhledem ke skutec¢nosti. Uréitym ukazatelem
totiz muze byt rozdil naméfené a vypoctené teploty v misté senzoru. Grafy 8.9 a 8.10
ukazuji odchylky mezi témito teplotami pti vypoc¢tu pomoci vsech metod pro data ExpA
a ExpC.
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7 obou grafii 8.9 a 8.10 je jasné zietelnd nepfesnost sekvencni metody, kterd v pod-
statnych fazich pribéhu chlazeni dava vysledky az o nékolik stupni odlisné od méreni.
Odchylky celodoménovych i sub-doménové metody se pohybuji pouze v setinach az de-
setinach stupné. Obecné se vSak v radech setin a desetin stupné pohybuji uz samotné

citlivosti mérficich senzori.

8.3.2 Vliv délky okna

Nasledujici grafy 8.11 a 8.12 popisuji vliv délky okna v sub-doménové metodé. Pro data
ExpA a ExpC jsou zde znazornény odchylky mezi naméfenymi a vypoctenymi teplotami
v misté senzoru pri pouziti oken o velikostech 50, 100, 200, 400 a 800 vzorkd.
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Na obr. 8.11 a 8.12 lze pozorovat, Ze i volba velikosti okna muze mit mirny (témér
zanedbatelny) vliv na presnost vysledki.

8.4 Porovnani metod vzhledem k ¢asové narocénosti

Velmi dilezitym parametrem praktické pouzitelnosti metody je i rychlost vypoctu. Jak
bylo uvedeno, sub-doménova metoda dosahuje stejné presnosti jako celodoménova metoda
s regularizaci, kterou ovSsem neni mozné v praxi vyuzivat pro vSechny vypocty z divodu
jejl vysoké vypoctové narocnosti. Napt. vypoctovy cas celodoménové metody s regulari-
zaci pro ExpA, tedy pro experiment trvajici cca 7 sekund, ¢inil priblizné 5 minut. Vypocet
pomoci sub-doménové metody s oknem délky 100, ktera dosahla stejnych vysledki, trval
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uz jen 3,2 sekundy, coz je dokonce o zlomek sekundy méné nez vypocet pomoci sekvencéni
metody. Ke stejnému zlepSeni dochézi pro vSechna experimentalni i testovaci data (viz
tabulka 8.1).

Tabulka 8.1: Casova srovnani jednotlivich metod vypoctu pro viechna uvedend data

ExpA ExpC Testl Test2 Test3

Sekvencni 3,96 3,09 0,56 0,73 0,53
Celodoménova 9,53 793 041 055 0,42
Celodoménova s regularizaci 295,84 261,08 048 0,75 0,50
Sub-doménova 50 4,01 3,60 052 0,72 0,64
100 3,23 3,09 050 058 0,45
200 3,99 3,03 0,50 0,69 0,55
400 6,66 5,94
800 29,87 24,40

Experimenty navic ¢asto probihaji v fadech desitek minut (viz A.2), nikoli sekund,
a pro kazdy experiment je tieba vypocitat vysledky i pro desitky termoclanki.

Vypoctovy ¢as pii pouziti sub-doménové metody je samoziejmé zavisly na zvolené
velikosti okna. Pti zvétSovani tohoto okna roste i vypoctovy cas. Zajimavosti mtze byt,
ze ve vSech pripadech byl vypoctovy ¢as pti 100 vzorcich v okné kratsi nez pii 50 vzorcich.
Otvira se tedy dalsi moznost, jak sub-doménovou metodu vylepsit, a to nalezenim metody,
ktera pred vypoctem automaticky stanovi vhodnou délku okna.

Jak je vidét z grafi v kapitolach 8.2 a 8.3 a z tabulky 8.1, sub-doménova metoda
pfi vhodné zvolené délce okna presné spliuje pozadavky, které na ni byly kladeny. Ptes-
nost, které dosahuje, je vyrazné vyssi nez u sekvencni metody, a to pfi zachovani vypocetni
efektivity s ni srovnatelné, nebo i vyssi.
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9 Zaveér

Tato prace se zabyva jednorozmérnymi inverznimi tilohami vedeni tepla. V tivodni ¢asti
(kap. 1) jsou rozebrany zékladni principy pfenosu tepla a typy okrajovych podminek.
Kapitola 2 se vénuje nejpouzivanéjsim metodam pro vypocet primé tulohy vedeni tepla,
kterd je mimo jiné velmi dulezitou soucasti vSech inverznich metod. Ve 3. a 4. kapitole
jsou nejprve vysvétleny vSechny diilezité pojmy k problematice inverznich tloh a poté jsou
popsany jednotlivé metody vypoctu inverzni tlohy vedeni tepla, a to predevsim sekvencni
a celodoménova. K témto dvéma uvedenym metodam je pak v 5. kapitole zavedena regu-
larizace. Obé metody jsou dnes casto vyuzivané. Obecné dava presnéjsi vysledky metoda
celodoménova s vhodnou regularizaci, ale vzhledem k jeji vysoké vypoctové naroc¢nosti
je pro mnohé praktické aplikace nevyuzitelna. Naopak sekvencni metoda je vypocetné
efektivni, ale vysledky maji mensi pfesnost.

Cilem diplomové prace bylo proto vyvinout novou metodu, ktera bude urc¢itou kombi-
naci dvou vyse zminénych metod. Byla nazvana sub-doménovou a je popsana v kapitole 6.
Soucasti prace jsou také dvé aplikace naprogramované v prostfedi Delphi. Prvni z nich
slouzi k vypoctu pfimé metody vedeni tepla, druha pak umoznuje vypocet inverzni tlohy
vedeni tepla, a to pomoci sekvenc¢ni metody s regularizaci, celodoménové metody bez
i s regularizaci a také pomoci nové vyvinuté sub-doménové metody. Popis obou aplikaci
a jejich ovladani lze nalézt v kapitole 7.

Kapitola 8 a priloha B shrnuji vysledky této prace. Je v nich obsazeno porovnani
vSech metod z pohledu presnosti i vypocetni naroc¢nosti. Naprogramované metody byly
ovéreny jak na testovacich datech, tak na datech experimentalnich. Zavérem lze fici, zZe
noveé vyvinutd sub-doménova metoda plné spliiuje pozadavky, které na ni byly kladeny.
Dosahuje vysledkt témér shodnych s celodoménovou metodou s regularizaci, ale zaroven
dosahuje podstatné kratsich vypoctovych cCasii srovnatelnych s metodou sekvencni. Pti
vhodném nastaveni délky okna dokonce casi kratsich.

V textu se také objevily myslenky, jak sub-doménovou metodu v budoucnosti vylepsit.
Jednou z moznosti je pred samotnym vypoctem zakomponovat metodu, ktera nalezne
vhodny regulariza¢ni parametr. Takové metody jsou uz dnes znamé. Druhou uvedenou
moznosti je vyvinout metodu, ktera zvoli délku okna. Volbou velikosti okna je totiz mozné
ovlivnit jak rychlost vypoctu, tak jeho pfesnost (i kdyZ jen minimalné).

Dalsimi variantami, jak sub-doménovou metodu vylepsovat, je bezpochyby zavedeni
vicerozmérného modelu a zakomponovani vlastnosti senzoru. V kazdém ptipadeé je z vy-
sledki této prace patrny velky potencial této metody do budoucnosti.
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Seznam pouzitych velicin a symbolt

Symbol Rozmér Velic¢ina

a m?s ! Soucinitel teplotni vodivosti

A m? Plocha

e J kg K1 Mérn4 tepelnd kapacita za konstantniho tlaku
e J kg! Specifickd energie

e” W m™3 Mérny vykon

E W m—2 Intenzita zareni

F W K~'m~2 Tikhonovuv filtr

k W m1K! Soucinitel tepelné vodivosti

q W m—2 Hustota tepelného toku

q W% Celkovy tepelny tok

r - Pocet doptednych kroki sekvencéni metody
r m Vektor polohy

t S Cas

T K,°C Teplota

v m? Objem

Y, 2 m Poloha

X K,°C Matice koeficientti citlivosti

Y K,°C Experimentalné namérena teplota
« W m2K! Soucinitel prestupu tepla

g, 1, Qo - Regulariza¢ni parametry

o) - Parametr aproximace

€ - Emisivita

p kg m~2 (kg m™)  Plo$na (objemova) hustota

) K,°C Koeficient citlivosti

w Hz Frekvence

Pouzité indexy

n

(0. @]
i, M

povrch

indexy casovych kroki

Pouzité konstanty

o =5,67037321 - 10 8Wm 2K~

Stefan-Boltzmannova konstanta
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A Prubéhy experimentu

P1i provadéni experimentt v laboratofich je vzdy nutné co nejpresnéji napodobit realné
podminky. Vybaveni pouzivané v Laboratofi pfenosu tepla a proudéni bylo vyvinuto s vy-
uzitim dlouholetych zkusenosti s priimyslovym chlazenim. Vétsina zarizeni je navrhovéana
tak, aby parametry jednotlivych experimentti bylo mozné modifikovat, a tim se pfiblizo-
vat redlnym situacim. V nasledujicim textu jsou zminény experimentalni postupy pro dveé
z mnoha oblasti, jejichz vyzkumem se Laborator pfenosu tepla a proudéni zabyva.

A.1 Vysokorychlostni hydraulické odkujovani

Na povrchu oceli se pfi kontinualnim liti a valcovani za tepla vytvari oxidy. Okuje oxidt
jsou ve vétsiné pripadi nezddouci, nebof se chovaji jinak nez ptvodni material, ktery je
casto navrzeny tak, aby mél urcité specialni vlastnosti. Mohou navic ptisobit jako urcita
tepelna izolace pii chlazeni béhem valcovani a maji negativni vliv na vyslednou kva-
litu povrchu. Pfi hydraulickém odkujovani dochazi k odstranovani okuji vysokym tlakem
vody. Laboratorni experimenty se provadéji na deskach s mensi tloustkou okuji, nez jaka
se objevuje v provozu. Vysledné zavéry o prenosu tepla béhem odkujovani jsou urcitou
kompilaci s dalsimi testy provadénymi na povrsSich pokrytych okujemi. Hlavni ¢ast ex-
perimentalnich méreni je uskutecniovana na tzv. vysokorychlostnim ,linedrnim“ standu,
schématicky znazornéném na obr. A.1. [17]

Obrazek A.1: 3D model linedrniho standu [17]

Zakladni ¢asti linearniho standu je Sest metrti dlouhy nosnik s fidicim mechanismem
a s pohyblivym vozikem, na ktery je pii experimentu upevnéna testovaci deska se zabu-
dovanymi termoclanky. Na voziku je navic elektrické zafizeni snimajici jeho okamzitou
polohu. Nosnik je rozdélen do tii ¢asti, na nichz je fizena rychlost voziku. Na prostiedni
c¢asti, kde dochazi ke chlazeni desky tryskami pevné uchycenymi nad standem, je rychlost
konstantni. PTi experimentech mohou byt pouzity riizné usporadané trysky mnoha typ1.
Tlak vody a rychlost posuvu voziku jsou dalsimi proménnymi parametry. Linearni stand
je navrzen pro rychlosti az do 5 ms™!. Koncepce dlouhého nosniku, ktery se navic mize
otacet kolem své podélné osy, umoznuje velké mnozstvi pozic, ve kterych miize testovaci
deska pod tryskami projizdét. [15]
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Obrazek A.2: Pribéh experimentu na linedrnim standu [17]

Pfed zacatkem experimentu zachyceném na fotografii A.2 je testovaci deska (jiz upev-
néna na voziku) nahiata v elektrické peci na poc¢atecni teplotu. Po vytazeni z pece je deska
nastavena do pozadované polohy. Nasledné vozik nékolikrat rizené projede pod chladicimi
tryskami tam a zpét. Teploty naméfené pomoci termoclankt jsou ukladany v dataloggeru
spolu s odpovidajici polohou voziku a nésledné zpracovany. [15]

A.2 Kontinualni liti

Kontinualni liti je jednou z nejefektivnéjsich metod pro vyrobu oceli, hliniku a dalsich
kovovych produktil riznych velikosti a tvarti. Experimenty a nasledné inverzni vypocty
slouzi k vysetfeni vlivu parametri jako je typ trysky, tlak vody, geometricka konfigurace
a lici rychlost na koeficient prestupu tepla. Tyto vysledky lze pak v praxi vyuzit k navrzeni
vhodné sekundarni chladici zény béhem kontinualniho liti. Proces simulovany v laboratori
se provadi na tzv. vysokoteplotnim ,conti“ standu, jehoz schéma zachycuje obr. A.3.

Obrazek A.3: 3D model vysokoteplotniho ,conti“ standu [17]

Tento stand byl navrzen tak, aby simuloval chlazeni pfi vysokych pocatec¢nich teplo-
tach. Hlavni ¢asti standu je testovaci deska vyrobena z austenitické oceli vybavena sa-
dou termoclanki zabudovanych pod jejim povrchem. Deska je béhem experimentu pevné
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uchycena, zatimco tryska (pfipadné sada trysek) se pohybuje pod ni. Vzdélenost desky
od trysky a rychlost pohybu trysky lze ménit pro kazdy experiment. [17]

Pred samotnym zacatkem experimentu je testovaci deska nahtata elektrickou peci
na pocatecni teplotu (vétsinou 1 200 °C). Tlak vody v trysce, ktera je zakryta deflektorem,
je mezitim nastaven na pozadovanou hodnotu. Jakmile je pec odsunuta, deflektor se otvira
a tryska je uvedena do pohybu. Postupné se posouva pod deskou a chladi jeji povrch.
Zpét se tryska vraci se zavienym deflektorem. Tryska projizdi pod deskou tam a zpét tak
dlouho, dokud neni deska zchlazena na pozadovanou teplotu (cca 500 °C). Teploty, které
termoclanky béhem experimentu zachycuji, se ukladaji pomoci dataloggeru a nasledné
zpracovavaji. Fotografie A.4 zachycuje pribéh experimentu. [17]

Obrazek A.4: Pribéh experimentu na vysokorychlostnim standu [17]
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B Vysledky na testovacich datech

V této piiloze je shrnuto srovnani jednotlivych metod (sekvenéni, celodoménova s regula-
rizaci a bez ni a sub-doménova) aplikovanych na testovaci data popsané v kapitole 8.1.2.
Celodoménova metoda s regularizaci se na tak malém rozsahu dat ve vsech grafech plné
shoduje s metodou sub-doménovou. Jsou proto kviili prehlednosti vyznaceny stejnou bar-

vou.

B.1 Testl

Grafy B.1 a B.2 interpretuji vysledky na testovacich datech Testl, kde skute¢na hustota
tepelného toku ma kratky obdélnikovy priibéh. Nulova hodnota hustoty tepelného toku
se skokové méni na pouhych 10 ¢asovych kroki (tj. asi 0,03 s) na 30 MWm™2 a poté je

opét nulova.

Obrazek B.1:

30 -
25
- 20
£
215
2
S 10
5
0 0 A [\ D,
v
70 80 90 100 110 v 120 130 140
-5
Vzorky

==q_real —Sekvenc¢ni —Celodoménova —Celodoménova s regularizaci =—Sub-doménova

Skutecné a vypoctené hodnoty hustoty tepelného toku pro Testl

15 35

£ : :
= |

s ° "~ VA{VATAIMY

N 70 80 90 10i 11 120 130 140 -5

S =

-10 25

15 -35
Vzorky

‘ Sekvencni —Celodoménovd —Celodoménova s regularizaci =—Sub-doménova - -q_real

Obréazek B.2: Odchylky vypoctené hustoty tepelného toku od skutec¢nosti pro Testl

V obou grafech B.1 a B.2 Ize pozorovat, ze sekven¢ni metoda neni schopna na tak rychlé
a velké skokové zmény adekvatné reagovat. Pribéh hustoty tepelného toku pii vypoctu
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sekvencéni metodou ma pri vykresleni témér Gaussovsky tvar, coz nemtze byt povazovano
za vhodnou aproximaci skutecného obdélnikového priitbéhu.

Vypocet sub-doménovou metodou ma realnéjsi priubeh, ale pro presnéjsi vysledky by
bylo nutné modifikovat regularizacni parametr. Tim by se vypoctené hodnoty hustoty
tepelného toku lépe blizily skutecnosti, jako je tomu pfi vypoctu celodoménovou metodou
bez regularizace, avsak nedochézelo by k oscilaci hodnot po skokové zméné.

B.2 Test2

Testovaci data Test2 méla opét obdélnikovy priubéh, ale nulova hodnota hustoty tepelného
toku se v tomto p¥ipadé skokové zménila na 100 éasovych krokt na pouhé 3 MWm™2.
Poté klesla zpét na nulu.
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Obrazek B.3: Skutecné a vypoctené hodnoty hustoty tepelného toku pro Test2
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Obrazek B.4: Odchylky vypoctené hustoty tepelného toku od skutecnosti pro Test2

Z grafi B.3 a B.4 lze vidét, Ze mensi zménu trvajici delsi dobu nez u dat Testl je uz
relativné dobie schopna odhadnout i sekvenc¢ni metoda.

Celodoménova metoda bez regularizace se projevuje silnou oscilaci (az +8 %) mezi
skokovymi zménami. Nejpresnéjsi vysledky jsou dany sub-doménovou, a tedy i celodo-
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ménovou metodou s regularizaci. Kmitnuti pred a po skokovych zménach mize byt opét
zmirnéno vhodnéjsi volbou regulariza¢niho parametru.

B.3 Test3

Testovaci data Test3 jsou trojuhelnikova. Hustota tepelného toku béhem 11 c¢asovych
krokti vystoupa z nuly na 60 MWm™2 a opét klesne.
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Obrazek B.5: Skutecné a vypoctené hodnoty hustoty tepelného toku pro Test3
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Obrazek B.6: Odchylky vypoctené hustoty tepelného toku od skutecnosti pro Test3

Z grafi B.5 a B.6 lze vyvodit podobné zavéry jako u vsech predchozich prikladi.
Sekvencni metoda neni schopné tak prudkou zménu zachytit, vyrazné snizuje maximalni
hodnotu hustoty tepelného toku a rozmazava ji v case. Nejrealnéjsi vysledky dava celo-
doménova metoda bez regularizace, u které se ale obecné nelze vyhnout mozné oscilaci.
P1i mirné tpravé regularizacniho parametru by podobnych vysledki dosahla i celodomé-
nova metoda s regularizaci, a tedy i nové vyvinuta sub-doménova metoda.
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