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Uvod

Tématem disertacni prace je popis rychlostnich a tlakovych poli v obézném kole
odstfedivého cerpadla s vyuzitim kiivocCarych soufadnic, ze kterého piirozené
vyplyva postup tvarovani lopatky, ktery vede k potlaceni sekundarniho proudéni
V obézném kole a tim padem ke zvySeni jeho G¢innosti. Metoda piedstavena v této
praci lze snadno zobecnit na libovolny hydrodynamicky stroj pracujici

s nestlacitelnou kapalinou, jako napiiklad inducer nebo vodni turbinu. Tento postup
1ze rozd¢lit do dvou Casti.

V prvni ¢asti je pfedstaven axisymetricky model vifivého proudéni
V bezlopatkovém prostoru merididlniho fezu, jehoz feSenim ziskavame vhodné
rozloZeni vstupniho uhlu po néb&zné strané lopatky. Tyto uhly pak slouZi jako
vstupni daj do c¢asti druhé, ve které je odvozen 3D model proudéni v obéZzném kole
v kiivocarych soufadnicich. Tento model jiz bere v GUvahu prostorovy tvar lopatky,
jejich pocet i tlouitku. Reseni tohoto modelu okamzitd poskytuje zpétnou vazbu o
dulezitych charakteristikach proudéni v mezilopatkovém prostoru a dava tak
moznost tvarovat lopatku za u€elem dosazeni poZadovanych parametrii bez nutnosti
slozitého a casové naro¢ného CFD vypoctu v kazdé iteraci.

Protoze uvedené uvahy pii odvozovani vhodného modelu proudéni musi byt
poloZeny na pevnych teoretickych zakladech, byla celd prvni kapitola vénovana
shrunti vektorového a tenzorového poctu v euklidovském prostoru. Jsou zde
zobecnéni na tenzor, jsou zavedeny obecné kiivoCaré soufadnice a zaklady
diferencialniho poctu v téchto soufadnicich.

Ve druhé¢ kapitole jsou zavedeny kiivocaré soutadnice vhodné pro ucely navrhu
obé¢Zzného kola Cerpadla a je pfedstaven zpusob, jak ziskat prvni odhad téchto
soufadnic s pomoci Bézierovy plochy. Dale je odvozen univerzalni model vitivého
proudéni v merididlnim fezu, jehoZ feSenim je ziskan spolehlivy odhad rozlozeni
vstupnich uhli po nabézné strané lopatky. Nakonec je uveden vztah, ze kteréeho je
mozné lopatku zkonstruovat.

V dalsi casti je predstaveno numerické feSeni vifivého proudéni v merididlnim
fezu a jsou uvedeny vyhody tohoto pfistupu, které jsou ovéieny v kapitole 6.
Resenim tohoto modelu ziskavame jednak vy$e zminéné vstupni thly lopatky, ale
také finalni tvar kiivoCarych soufadnic odpovidajicich zvolenému modelu proudéni.

Novy pfristup konstrukce tvaru lopatky na zékladé Lagrangeovych soufadnic je
predstaven v kapitole 4. Cilem této metody je dospét ke tvaru lopatky kopirujicimu
pohyb castice kapaliny, ktery by odpovidal poZadovanym vlastnostem obézného
kola.

Hlavni vysledek této prace je uveden v kapitole 5, kde je odvozen zjednoduSeny
model proudéni v mezilopatkovém prostoru Cerpadla respektujici  plné
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tiidimenzionalni tvar lopatky, v¢etné jeji tloustky. Z tohoto modelu ihned vyplyva
vhodny postup pro tvarovani lopatky za ucelem potlaceni sekundarniho proudéni
Vv obézném kole, ktery ptirozené vede ke zvySeni uc€innosti. Nakonec je v této Casti
uvedeno par metod numerického feSeni tohoto modelu. V kapitole 6 jsou tyto
vysledky s uspéchem aplikovany na dva konkrétni piiklady.



1 Matematicky aparat

V této Casti predstavime matematické néstroje potiebné pro presné vyjadifovani
pii préci s kiivocarymi soufadnicemi. Material uvedeny v této ¢asti je obecné znamy
a lze jej nalézt ve vétSiné ucebnic tykajicich se mechaniky kontinua a linedrni
algebry. Zde bylo vychazeno zejména z [1-3] a [11].

Zamétime se na tenzorovy pocet na euklidovskych prostorech. Zavedeme obecné
kiivocaré soutfadnice a odvodime v nich tvary znamych diferencialnich operatori
rotace, divergence, atd.

1.1 Euklidovsky prostor
Bud’ € neprazdna mnozina a V vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem.

Dvojici (€,V) nazveme euklidovskym prostorem, pokud pro libovolné dva body
x,y € € existuje vektor v € V, definovany jako

v=y—x, (1.1)
a jsou splnény nasledujici podminky:
HVxeE x—x=0€V.
2) Vx € E,Vv € V existuje jediné y € € tak, ze (1.1) je splnéno.
3y Vx,y,z€E x—y)+(@—x)=x—2).

S pomoci (1.1) mizeme zavést metriku, neboli vzdalenost mezi dvéma body
x,y € € jako

dix,y) = llvll=vv-v.

Pii volbé ortonormalni baze se tato metrika stavd zndmou euklidovskou metrikou.
Euklidovsky prostor poskytuje dobrou fyzikalné-geometricou ptredstavu pro pojmy
jak vektor nebo tenzor. Dale je dulezité rozliSovat mezi body a vektory. Z (1.1) je
vidét, ze rozdil dvou bodl je vektor a soucet bodu a vektoru je bod. Soucet dvou
bodil nema zadny vyznam.

Oznacme
E,={v,=xV)|Iv=y—xVy€ect}.

€, neoznacuje nic jin¢ho, neZ mnozinu vSech vektorti do bodu x. Se standardné
zavedenymi operacemi s¢itani a skaldrni nasobeni tvoii vektorovy prostor, ktery se
nazyva tangencialni prostor k €. Prostor €, je izomorfni s V. To stejné plati
napiiklad pro €,,.. Vektor v,, € €, je paralelni posunuti vektoru v, € €, z bodu x do
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bodu y. Skrze vektorovy prostor V tak miZeme provést identifikaci €, = €, = V.

V tomto smyslu mizeme vektory z riznych tangencialnich prostorii s¢itat a odcitat,
jako by patfily do stejného vektorového prostoru.

1.2 Krivocaré souradnice

Zavedeme-li na euklidovském prostoru souradnicovy systém, mizeme vyjadiovat
tenzorové funkce pomoci jejich slozek vzhledem k bazovému poli ur€enému timto
soufadnym systémem.

Bud M c € a U c R"™ oteviené mnoziny. Souradnicovy systém na M je hladké
zobrazeni

Y: M->U
takové, ze 11 je také hladké.
Je-li x € M, pak
Pirxe (b, x™) = P(x),
kde (x1,---,x™) se nazyvaji (k7ivocaré) souradnice bodu x. Funkce
Xr:M-R, yYx)=x' i=1,,n, (1.2)

se nazyva i-ta souradnicovd funkce soufadnicového systému 1. Ozna¢me y = Y ~1,
tedy

x = y(xt, - x™). (1.3)
Pro x1,---,x™ pevné tvoii zobrazeni A; : R » M,
() = x(xt, e xt 4 8,0, ™), (1.4)

ktivku v M prochazejici bodem x v t = 0, nazyvanou i-ta souradnicova krivka. T
je duvod, pro¢ se soufadnice obecné nazyvaji kiivocaré. Tecny vektor k této kiivce
ozna¢ime jako e;(x), to znamena

ox

ei(x) = 4,0 _,

(xl,...,xn)

Lze wukazat, Ze takto definovana mnozina {e;(x), i =1,:--,n} tvofi bazi
tangencialniho prostoru &£,. Toto bazové pole se nazyva prirozend bdze
souradnicového systému (x*). Odpovidajici dudlni baze se oznacuje {e’(x)}.

Za pomoci (1.2) a (1.3) mame



xt =yt (Gt x™),
odkud s pouzitim (1.5) dostavame

oxt
oxJ

=&; = (Vx' ) = (Vx') - € (x).

Dv¢ navzajem dualni pfirozené baze soufadnicového systému (xl) jsou tedy dany
nasledujicimi vztahy:

e() =l . el =Vxi(o). (1.6)

Veli¢iny
gij(x) =e;(x) - ej(x), gij(x) = ei(x) . ej(x)
se nazyvaji metrické tenzory soufadnicového systému.

Bud’ (x‘) a (9?‘) dva soutfadnicové systémy na M a uvazujme zménu soufadnic
od jednoho k druhému. Ozna¢me {e;(x)} a {e;(x)} odpovidajici pfirozené baze.
Transformace soufadnic je dana vztahy

xt = xi(&L, - &7,
xt=xt(xt, e x™),

coZ lze také zapsat nasledovné:

X)) = x' (7)1 (),

X)) =2 (" (x), -, 2" (%) -
Aplikujeme-li gradient na posledni rovnice, obdrzime okamzité vztah pro
transformaci odpovidajicich ptirozenych bazi ve tvaru

ik

oxt _
W, el =—

el(x) = (1.7)

Ztéchto vztah@ vidime, ze [0x'/0%*| a [9x*/dx'| hraji roli matic ptechodu.
Transformacni vztahy pro transformaci sloZzek tenzor(i druhého tadu pii zméné
soufadnicového systému pak nabyvaji tvaru

L oxt a_xlAk (1.8)

] axkoxs




Obecng;jsi vztahy pro transformace tenzora vyssSich fadi se ziskaji analogicky.

1.3 Diferencialni operatory

Nyni miizeme zavést diferencidlni operatory pomoci gradientu a ukazat jejich
slozkovy tvar. Uvidime, Ze pii volbé kartézského soutfadnicového systému tyto
operatory nabudou znamych tvard.

Divergence vektorového pole u je skalarni pole definované vztahem
divu = tr(Vu) . (1.9)
Ve slozkovém tvaru dostavame
divu = ui|l_ .

Pro divergenci vektorového pole Ize odvodit nasledujici vztah:

(J_ oy (1.10)

divu =u!| =

\/_ ox!
viz naptiklad [1].
Rotace vektorového pole u je vektorove pole definované jako
rotu = ((Vu)T — Vu), (1.11)
nebo po slozkach,
rotu = eV u,|;e;.

Odtud také plyne, ze rotu je axialni vektor antisymetrické casti gradientu —2u.
Rozepiseme-li posledné vztah, mame

1 duy
rotu = (

—&ik|l=——u Fl-)e-.
\/E ijk OxJ Yk j i
S vyuzitim symetrie Christoffelova symbolu T} j a faktu, Ze & je antisymetricky
tenzor, mizeme psat
I _ I l I _
il j = €uwjli e = —€jel; = el =0,

Vztah pro rotaci vektorového pole se tak podstatné zjednodusi na
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1 du
rotu = _Sijkﬁl;-ei . (112)

NG

Laplaceiiv operdtor skalarni funkce ¢, znateny A¢ nebo V2¢, je skalarni pole
definované vztahem

A = div(Ve) .
Ve slozkovém tvaru
Ap = gjk¢|j|k = gjk¢|jk .
Je-li ¢ = h vektorové pole, zavadi se
Ah = gfkhi|jkei .
Divergence tenzorového pole druhého radu S je vektorové pole definované
podminkou
v-divS = div(STv)
pro libovolné konstantne vektorové pole v. Pro slozkovy tvar plati
divs = SY| e;.
1.4 Ortogonalni souradnice

Nyni aplikujeme vySe uvedenou teorii na nejzndméjsSi a nejpouzivanéjsi
soufadnicové systémy.

Kartézsky souradnicovy systém. Zvolme pevny bod o € € a bud {i,,i,,i5}
ortonormalni baze prostoru V. Pro libovolny bod x € € je x — 0 € V a muZeme psat

X —o0 = x;i;.

Takto je zaveden soufadnicovy systém
x — (xq, %2, x3)

spolu s {i,, i,, i3} jako jeho pfirozenou bazi, ktera je nezavisla na x € €. Dale plati
gij(x) =6;;, Vx€E,

odkud plyne
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Fjik(x) =0.
Vélcovy souradnicovy systém. Valcovy soufadnicovy systém, (1,0, z),
x=x(0,2z2),

se definuje pomoci nasledujici transformace:

X, =rcos@, r>0,
X, =71sing, 0<0<2m, (1.13)
X3 = Z,

kde x = (x4, x5, x3) je kartézsky soutadnicovy systém.

Pfirozend baze se znaci {e,, ey, e,}, {er, ee,ez} a z (1.13) a (1.6) mlze byt
urcena pomoci kartézskych slozek:

d
er=a—f=c059i1+sin9i2,
d
eq =£=—sin9i1+rcosei2,
_ox .
€ =5

Odtud Ize snadno ziskat maticoveé vyjadieni metrickych tenzora,
1 By 1
l9:] = r , 97]= r2 ,
1 1

a pro Christoffelovy symboly pak dostavame

1
6 _ 6 _
FrG_FGr_;'
F9r9=—7',
ostatni = 0.

Sféricky souradnicovy systém. Sféricky souradnicovy systém (7, 6. ¢),
x=x(6,¢),

se definuje pomoci nasledujici transformace:
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X, =7rsinfcos g, r>0,
X, =rsinfsin¢ , 0O <m,
X3 =1cosf , 0< ¢ <2m,
kde x = (x4, x,, x3) je kartézsky soufadnicovy systém.
Pro ptirozené baze {er, ey, e¢}, {er, e, e¢} plati
e, =sinfcosgi; +sinfsingi, +cosbis;,
eg =rcosfcosgpi; +rcosfsingi, —rsinbis,

ey = —rsinfsingi; +rsinbcosi,.

Maticové vyjadieni metrickych tenzort je tvaru

1
ol=|" e e
r?sin? 6

1 ]
= 7'_2 ,

(rsin0)~?

a pro Christoffelovy symboly plati
6 _1r6 _pd _pod _ L
FTQ_FQT_Fr(p_F(pr_;'

Iy =—1,

[y’ = —7sin®6,
F9¢¢ = F¢¢9 = cotg@ ,
F¢9¢ = —sinf cos@ ,

ostatni = 0.

Nyni uz lze snadno odvozovat tvary diferencialnich operatorti v jednotlivych

soufadnicovych systémech.
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2 Vyuziti  krivoCarych souradnic pri navrhu
hydrodynamického stroje

Budeme vychazet z ptedpokladu, ze zakladni rozméry merididlniho fezu
hydrodynamického stroje jsou dany. Jak se pozdéji ukdze, bude pro nas vyhodné
meridalni fez modelovat pomoci Bézierovy plochy.

2.1 Bézierova plocha

Bézierovy kiivky a plochy vyvinuli nezavisle na sobé P. Bézier pro Renault a (o
trosku diive) P. de Casteljau pro Citroen. Vysledky uvedené v tomto odstavci a
mnohem vice o Bézierovych plochéach Ize nalézt naptiklad v [6].

Bézierova plocha radu n, m, b™™:[0,1]? - &, je definovana jako

m

Bt ut) = ) by BE)B W), (2.1)
i=0

j=0

kde body b;; €E,i=0,-+,n, j=0,-,m, tvoii tzv. Fidici sit Bézierovy plochy,
pomoci které se plocha modeluje, a B* (u') jsou tzv. Bernsteinovy polynomy.

Derivaci Bézierovy plochy lze urcit ze vztahti

m n—1
0
ﬁbn’m(ul,uz) = nz [Z [bi+1,j - bi,j]Bin_l(ul) Bjm(uz) )
j=0 Li=0
P n [m-1 (2.2)
an’m(ul,uz) = mz Z [bi,j+1 - bi,j]B]m_l(uz) B]n(ul),
i=0 | j=0

viz napfiklad [6].

2.2 Proudové pole v meridialnim fezu

V odstavci 1.4 jsme se zabyvali nejznaméjsSimi kiivoc¢arymi soufadnicemi a jejich
vlastnostmi. P#i navrhu hydraulického stroje uz ale stakto jednoduchymi
soufadnicemi nevysta¢ime a musime prejit k 0 trochu obecné&jsim souradnicim.

Bud (x1,x2,x3) kartézské soufadnice definované v ¢asti 1.4. Do roviny uréené
soufadnicemi (x1,x?) umistime fez ob&Znym kolem meridialni rovinou a zavedeme
Vv ni ortogonalni kfivocaré soutadnice (ul,u?) tak, jak je znazornéno na obrazku 1.
Tteti kiivo&arou soutadnici bude obvodovy thel ¢ = u3.
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obréazek 1: Ortogonalni kfivocaré soufadnice v meridialnim fezu

V tomto meridialnim fezu dale uvazujme rotacné¢ symetrické vektorové pole
rychlosti v, pro které plati, ze je v kazdém bodé¢ te¢né k souradnicové kiivce A, (t),
definované vztahem (1.4). Plati tedy

v =v2g,, (2.3)

kde jako {g1,9.,93} jsme oznadili pfirozenou bazi soufadnicového systému
(ut,u? u®). Pro bod meridialni roviny x = [x!,x?] mZeme takové k¥ivocaré
soutfadnice definovat pomoci Bézierovy plochy, tedy vztahem

n m
x = BVl ut) = )N by BR B,

i=0 j=0

Je zfejmé, Ze podminky (2.3) lze vhodnym umisténim fidicich bodti b; ; dosahnout
pouze do urcité miry presnosti.

Dostavame tak kiivotraré soufadnice (ul,u?,u3), pro které u! € [0,1], u? €
[0,1], u3 € [0,2n] a prvni dva vektory piirozené baze {g,,g,} uréime zrovnic
(2.2). Dale, protoze jsou tyto soufadnice orotogonalni, plati

gii=9:-9;, g=det|g;]=1g:l7g21gsl?
Pouzijeme znaceni g; = ||g;|l, odkud pak mtizeme psat

9= 919393, (24)
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kde, protoze soufadnice u3 ptredstavuje obvodovy thel, plati g3 = 7.
p p 1 y platt g

Rychlostni pole v musi spliiovat rovnici kontinuity, ktera je tvaru dive = 0.
S vyuzitim rotaéni symetrie a vztahu (2.3) lze vyraz (1.10) psat ve tvaru

1 0
9197 0u?

divv = (g19,7v%),

odkud pro rovnici kontinuity plyne (viz [7])

F(ub)
g19-mv* =Fl), v=v?g,= 91927‘92 = Uy
F(ub)
=v?g.ll = ,
2 g1r

kde F je n&jaka funkce, kterd zavisi pouze na soufadnici ul. Funkci F uréime
z podminky v né€jakém misté meridialniho fezu. Napiiklad pro vystup z obézného
kola plati

F(ub)

2 Um2 = 1 ’
gl(u ’ 1)R2

u =1 v,=v,,r=R, =

atedy F(ul) = v,,,9,(u!, 1)R,. Odtud pak pro meridialni rychlost plati

_ 9 (u', 1) R,

= 2.5
T g D) Tt u?) &9

viz [7]. Ztéto rovnice je ihned patrny jeji fyzikalni vyznam, nebot ji mizeme
ptepsat do tvaru
Vg1 (Ut u?)r(ut, u?) = vpog,(uh, DR,

UmdS = vmzdSZ ,
kde dS je element priitocné plochy.

2.2.1 Potencialni proudéni

Nyni pfejdeme k samotnému popisu proudového pole. Budeme uvazovat nevifivé
proudéni, které je popsano rovnici rot v = 0. S uvdzenim vychozich pfedpokladi se
vztah (1.12) zjednodusi na

1 0

rotv = TigaT €123 7 (g5vH)gs |-
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Rovnice rot v = 0 pak piejde na tvar
giv? =F?),
odkud Ize upravami ziskat

92 (ul, uZ)
g1l u?)r(ut,u?)

= konst prou? = konst, (2.6)

viz [7]. Rychlost na vystupu v,,,, jsme uvazovali konstantni.

Rovnice (2.6) udava podminku pro tvar soufadnicovych kiivek v meridialni
roving tak, aby proudéni bylo nevifivé.

2.2.2 Francisova metoda

Francisova metoda piedpoklada, Ze je rychlostni profil konstantni po kiivkach
kolmych na proudnice, tedy

v, = A(u?), (2.7)

kde A je n&jaka funkce zavisejici pouze na u?. Pouzitim (2.5) Ize nakonec dojit ke
vztahu

1
g1 (uhu?)r(ut, u?)

= konst prou? = konst. (2.8)

2.2.3 Kvazipotencialni proudéni

Pt1 kvazipotencialnim proudéni je rychlost definovana jako
v(ul,u?) = k(ul,u?) grad ¢ (ut,u?), (2.9)

kde x a ¢ jsou skalarni funkce. Z definice (2.9) plyne

rot (%v) =0, (2.10)

odkud Ize podobnymi Upravami jako v piedeslé ¢asti odvodit

gZ (ull uZ)
g1t u)r(ut, u?)r(ut, u?)

= konst prou? = konst . (2.11)

Porovname-li vztahy (2.6), (2.8) a (2.11), vidime, Ze vhodnou volbou funkce k
muzeme dospét jak k potencialnimu proudéni, tak k Francisové metodé. Pro k = 1
dostavame potencidlni proudéni a pro k = g, pak Francisovu metodu. Zaved'me
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k=gy , n€l01]. (2.12)

Pak volbou n = 0 mame potencialni proudéni a pro n = 1 Francisovu metodu.

Vhodnou volbou n z intervalu (0,1) pak muiZeme ziskat proudéni v meridialnim
fezu, které je velmi blizké proudéni skutecné kapaliny. Toto je velmi dulezity
vysledek, ktery pouZzijeme pozdéji pii numerickém feSeni proudového pole
vV merididlnim fezu.

2.3 Navrh lopatky pomoci kiivoc¢arych souiadnic

Prostorovy tvar proudnice, a tim i lopatky, Ize navrhnout, pokud najdeme vztah
mezi Uhlem opasani ¢ a soufadnici u?, ktery je dle obrazku 2 tvaru

ds du?
tgp = _ 92 ,
rde rde
odkud
dp g,
_r _Jz 2.13
du? r cotgf, (2.13)

viz [9]. Diferencialni rovnice (2.13) popisuje pro riizna ul soustavu kiivek
Vv prostoru. Této soustavé kiivek ddme konkrétni tvar, zvolime-li néjaké okrajové
podminky. Postupovat budeme tak, Ze nejprve zvolime rozlozeni uhlu S. Pro pevné
ul se B voli jako polynom prvniho nebo druhého stupné uréeny v prvnim piipadé
vstupnim a vystupnim tthlem, ve druhém ptipadé navic ithlem opasani.

obrazek 2: Vypocet prostorového tvaru lopatky.

18



Znéme-li rozlozeni Ghlu S, lze snadno urcit rozlozeni thlu ¢ Vv zavislosti na
soufadnici u? integraci rovnice (2.13). Tim je ale jednozna¢né uréena soustava
kiivek v prostoru, ktera uruje konkrétni tvar lopatky hydraulického stroje.

r= w34

r==r

obréazek 3: Vypocetni oblast.

3 Rychlostni pole v meridialnim fezu

Pro dany merididlni fez nyni vypocteme kvazipotencialni proudéni dané rovnici
(2.9). Musi byt splnéna rovnice kontinuity, tedy divv = 0. Ve valcovych
soutradnicich tak dostavame

_ _ 10 d¢p d¢
divv = div(k grad ¢p) = ;a(rrcg> 2 (Ka) =0,

odkud volbou k = g7 dospivame Kk rovnici popisujici kvazipotencialni proudéni
dané volenym parametrem n, tedy

M(gzaa(f) ax(gna—qb>=°' n€[01], (3.1)

ror 2 dx

kterou vyfeSime na oblasti () pfedstavujici bezlopatkovy prostor obézného kola
S vhodné zvolenymi okrajovymi podminkami. Vypocetni oblast je zndzornéna na
obrazku 3.

Resenim rovnice (3.1) metodou koneénych prvki ziskdvame kvazipotencialni
proudove pole v meridialnim fezu vhodné pro vypocet vstupnich whld lopatky.
Typicky vysledek kvazipotencialniho proudového pole a jeho srovnani s proudénim
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redlné kapaliny ziskanym numericky pomoci turbulentniho modelu SST je na
obrazku 4, kde naptiklad CL0.3 znaéi kvazipotencialni proudéni s volbou n = 3.

6

> 9

|
84

N W

Meridional velocity [m/s]

—

o

0 02 04 06 08 1
Leading edge length (relative)

obrazek 4: Srovnani rychlostniho profilu po délce nabézné hrany mezi realnou
kapalinou (tlusta) a kvazipotencialnim proudénim (pferusovana). Zleva
doprava smétuje profil od kryciho disku k nosnému disku.

4 Proudéni v mezilopatkovém prostoru

Nyni se budeme zabyvat modelovanim proudéni s uvdzenim konecného poctu
lopatek. S vyhodou opét pouzijeme kiivocarych soutadnic.

4.1 Model proudéni

V této ¢asti budeme postupovat dle [12]. Uvazujme proudéni vazké, nestlacitelné
kapaliny Vv rotujicim soufadnicovém systému, které je popsano Navierovymi-
Stokesovymi rovnicemi. Pro jednoduchost dale zvolme kartézsky soutadnicovy
systém y = [y;, V., V3], ktery rotuje Uhlovou rychlosti w okolo osy prochazejici
poc¢atkem O. Pro libovolny bod y definujeme vektor y = y — 0. Pohybové rovnice
pak mizeme zapsat ve vektorovém tvaru jako

ow

1
- +(W.v)w+w><(wxy)+2w><w+5gradp—vAw—G=0, (4.1)

kde w je vektor relativni rychlosti a G objemova sila na jednotku hmotnosti. K nim
je potteba ptidat rovnici kontinuity, které je pro nestlacitelné proudéni tvaru

V-w=0. (4.2)

Upravou rovnice (4.1) 1ze dospét ke tvaru

ow
FT grad(Y —uv,) —w x Q2w + rotw) —vAw =0 . (4.3)
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V dal$im se musime omezit pouze na stacionarni proudéni nevazké kapaliny a
posledni rovnice se tak zjednodusi na

grad(Y —uv,) —w X (2w +rotw) =0. (4.4)

Odtud je ihned patrné, Ze aby pro mérnou energii kapaliny platilo Y = uwv,, musi byt
splnéno

wX (2w +rotw) =0.

Posledni rovnice bude splnéna za piedpokladu, ze vektor relativni rychlosti w bude
kolinearni s vektorem 2w + rotw. S vyuzitim 2w = rotu tak dospivime k modelu
proudéni

rotw + rotu = Aw,

(4.5)
V-w=0.

4.2 Model proudéni v kiivocarych souradnicich

Soustavu rovnic (4.5) rozepiseme do kiivocarych soutfadnic zavedenych v ¢asti
Error! Reference source not found.. Budeme ptitom predpokladat, ze plati

v=v%g, +v3g;. (4.6)

Za piedpokladu (4.6) nedochazi v lopatkovém kanélu k sekundarnimu proudéni od
ndboje k vénci a ¢erpadlo ma dobré hydraulické vlastnosti. Prvni z rovnic (4.5) po
upravach piejde na

1 [6173 6172]_0
Jglou?  ou? -
1 dv, A
—_— = ——7P ,
Jgout g2’
1 dv A
2 ——(U3—.QT2).

Jgau 7
Pro rovnici kontinuity plati

du?

92

0 r v
<g1 2) N 9192_33 ~0,
r o ou

kde jsme vyuzili vztahy mezi kovariantnimi a kontravariantnimi slozkami vektoru.
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Postupné zavedeme

Y=Qrv,, F=v,9, 4.7)
a
_air Y192
a = ot V=0 (4.8)

Dale budeme uvazovat piipad A = 0. Rovnice (4.5) pak pfejdou na tvar

oy OF

ou? g

0 (aF) + aY—O
guz ¢ y6<p_ ’

0,
(4.9)

spolu s podminkami

oF aY
ﬁ=0 = F=F@?¢p) a Wzo = Y=YW?¢p). (410)

Poznamenejme, Ze jsme vyuzili znaceni u3 = .

Ze vztahu (4.9) a (4.10) plyne velmi dulezity zavér pro metodiku navrhu tvaru
lopatky cerpadla, a sice Ze muzeme feSit rovnice (4.9) nezavisle na sobé na
proudoplochach uréenych rovnici u! = konst a sledovat, do jaké miry jsou splnény
podminky (4.10). Podaii-li se pak natvarovat lopatku tak, Ze podminky (4.10) budou
splnény, rychlostni pole kapaliny v kanale cerpadla bude tvaru (4.6) a nedojde
k sekundarnimu proudéni od naboje k vénci. V takto navrzeném ob&zném kole dojde
k vyraznému potlaceni hydraulickych ztrat, coz vede ke zvySeni ucinnosti.

V praxi je samoziejm¢ téméf nemoZné natvarovat lopatku tak, aby byly
podminky (4.10) piesné splnény v kazdém bodé prostoru obézného kola. Dokonce
by bylo 1 pomérné obtizné sledovat miru splnéni téchto podminek bod po bodu na
riznych proudoplochach. Pii praktickém ndvrhu je ale dost dobfe mozné sledovat
prabeh veli¢in F a Y na tlacné a saci strané lopatky na néboji a na vénci (ptipadné
jesté na stiedni proudoploSe) a tvarovat lopatku tak, aby si tyto pribchy byly co
nejpodobnéjsi. Z vySe uvedeného pak vyplyva, Ze pii takovém postupu milize
konstruktér predpokladat vyrazné potlaceni sekundarniho proudéni i1 pro realnou
kapalinu. Tento postup bude ovéien na konkrétnim navrhu v ¢asti 5.

Zpétna vazba, kterou by poskytlo Gspésné vyfeSeni rovnic (4.9), by znamenala
vyznamnou pomoc, jelikoZ by umoznila vhodné tvarovat lopatku uz pti prvotnim
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hydraulickém navrhu na zdkladé¢ relevantniho (byt jednoduSeného) modelu
proudéni. Ziskani takovéto informace by bylo pii pfimém hydraulickém névrhu
prulomové. Jediny zplisob navrhu, ktery poskytuje podobné informace jiz pfi prvni
iteraci ve velmi kratkém vypocetnim Case, je tzv. inverzni metoda (viz [13-15]). Pii
inverzni metod¢ se jako pocatecni podminky pro vypocet voli pozadovana mérna
energie obézného kola a zatiZeni lopatky jako funkce po délce lopatky. Vysledny
tvar lopatky je pak dopocitan itera¢né. Inverzni metoda ma vSak nékolik nevyhod,
zejména omezenou volnost tvarovat nékteré parametry lopatky, jako naptiklad
prubéh natoCeni vstupni hrany, ktery je dan vypoctem. Tvarovani specialné navrzené
mezilopatky inverzni metodou je také nemozné.

4.3 Numerické reseni

V této ¢asti se pokusime vytesit rovnice (4.9), tedy

o _OF _ .
ou dp

(4.11)
a(F)+ aY—O
ou y6<p_ ’

kde jsme pro jednoduchost oznadili u? jako u.

obrazek 5: Vypocetni oblast.

Vypocetni oblast V, na které budeme rovnice (4.11) feSit, je znazornéna na
obrazku 5. Tuto oblast ziskame jako periodicky vysek obézného kola okolo jedné
Z jeho lopatek. Pifed nabéZnou hranou a za vystupni hranou lopatky je pak oblast
rozS8ifena, aby bylo moZzné ptfedepsat konstantni okrajové podminky na vstupu a na
vystupu. K rovnicim (4.11) ptidame okrajové podminky
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F=v,,9, nas$i,

F=v,,9, nas$,, (4.12)

Qr
Y = (Qr)? — g—cotgﬁF narl.
2

Na hranicich P; a P, je pak pfedepsana periodicka okrajova podminka. Tyto
rovnice vyieSime vhodnou numerickou metodou.

5 Priklad

V tomto ptikladu navrhneme ob&zné kolo na parametry

Q=301/s,

H =32,5m,

n = 2900 ot/min.
Zakladni rozméry merididlniho fezu jsou dany ze zadani, tedy D, = 174 mm, b, =
18 mm a D, = 100 mm. Odtud plyne hodnota specifickych otac¢ek n, = 36,9 [5].

Hlavni rozméry meridianu jsou nazornény na obrazku 6.
ba

¥
' O
)
Q <
Q
-

obrazek 6: Hlavni rozméry meridialniho fezu.

5.1 Navrh meridianu

Tvar meridiadlniho fezu je v tomto ptipadé¢ dan ze zadéani. Vysledné meridialni
proudové pole vypocétené dle kapitoly 3 je vidét na obrazku 7. Tvar nabézné hrany
zvolime takovy, jaky je na obrazku 7 wvykreslen fialovou barvou. Koeficient

kvazipotencialniho proudéni byl zvolen n = 6.
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obrazek 7: Kontury meridialni rychlosti.

Priibéhy merididlni rychlosti a vstupniho Uhlu po nabézné hrané zjistime ze
znalosti meridialniho rychlostniho pole. Tyto jsou zndzornény na obrazku 8.
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obréazek 8: Rozlozeni meridialni rychlosti (vlevo) a vstupniho thlu (vpravo)
po vstupni hrang.

5.2 Iteracel

Vystupni uhel zvolime pro dosaZeni potfebné dopravni vysky jako [, = 28° pfi
poctu lopatek z = 6. Uhel opasani volime co nejkrat$i za ptedpokladu potlaceni
lokalniho viru a sekundarniho proudéni obecné, v tomto piipadeé 100°.

Abychom znézornili vliv prabéht funkci Y a F po tlatné a saci stran¢ lopatky,
V této iteraci schvalné zvolime tvarovani lopatky opacné, nez bychom ho volili pro
maximalni potlaceni sekundarniho proudéni. To znamena, Ze se pokusime co nejvice
zatizit zadni Cast lopatky na naboji a predni Cast lopatky na vénci. Tvar lopatky
vidime na obrazku 9.
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obrazek 9: Obézné kolo.

Na obrazku 10 vidime srovnani pritbéhtl Y a F na naboji a na vénci. Vidime, Ze
K nejvétsi odchylce F mezi nadbojem a véncem (a zaroven k nejvétS§imu zatizeni)
dochazi zhruba ve 40% délky lopatky. Maximalni hodnota F je zhruba 1 a
minimalni hodnota je zhruba —0,2.

600

500+

400+

300+

200t

100}

0 0.2 0.4 0.6 0:8 1 0 0.‘2 0.4 0:6 0:8 1
I I

obréazek 10: Srovnani veli¢in Y a F na naboji (Cervené) a na vénci (zeleng).

Tomu piiblizné odpovida vznik sekundarniho proudéni v blizkosti naboje, které
je vykresleno v podob¢ proudnic relativni rychlosti na obrazku 11.

5.3 Iterace 2

Ve druhé navrhové iteraci se pokusime potlac¢it sekundarni proudéni patrné na
obrazku 11 pouhou zménou tvarovani lopatky, tedy zménou prib&hu uhlu lopatky
mezi jeho vstupni a vystupni hodnotou. Poloha ndbéZzné hrany, vstupni a vystupni
uhly lopatky i thel opasani zustavaji zcela stejné jako v prvni iteraci. Lopatku
budeme tvarovat tak, abychom dosahli co nejvétSimu piiblizeni prubéht Y a F mezi
nabojem a véncem. Vysledné obéZzné kolo vidime na obrazku 12.
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obréazek 11: Zobrazeni proudnic relativni rychlosti.

obrazek 12: Obézné kolo.

Na obrazku 13 vidime odpovidajici pribéhy Y a F. Co se tyce veli¢iny Y, doslo
ve srovnani sobrazkem 10 ke zfetelnému vyrovnani priabéhti mezi nabojem a
véncem. Stejné tak doslo k ptiblizeni pribéhlti mezi ndbojem véncem u veliciny F,
jelikoz jeji maximalni hodnota je nyni zhruba 0,8 a jeji minimalni hodnota je nyni
pfiblizné 0,05. Spolu se srovnanim obrazkti 12 a 9 tedy vidime, Ze vyrovnani
prubé¢hlt Y a F zcela ptfirozené¢ vede k zatiZzeni ptedni Casti lopatky na ndboji a
zatizeni zadni Casti lopatky na vénci, coz je v souladu s vysledky uvadénymi v [14].
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obrazek 13: Srovnani veli¢in Y a F na naboji (¢ervené) a na vénci (zeleng).

Vse je nakonec potvrzeno CFD vysledky, které jsou na obrazku 14. Vidime témé&r
uplné potlaceni sekundarniho proudéni mezi ndbojem a véncem. Vir patrny
v pifechozim navrhu byl zcela potlacen a dochazi pouze k plynulému proudéni od
naboje k vénci, které navic nastava pouze ve velmi tésné blizkosti tlacné strany.
V celém zbytku lopatkového kanélu je proudéni témét vyrovnané.

obrazek 14: Zobrazeni proudnic relativni rychlosti.

Zavérem jeSté¢ uvedeme srovnani ucinnosti z CFD vypoctu samotného ob&zného
kola s volnym vytokem mezi prvni a druhou navrhovou iteraci (viz obrazek 15). U
obézného kola z prvni iterace se Géinnost ustalila na hodnoté 93,6%, zatimco u
obézného kola z druhé iterace se ucinnost ustalila okolo hodnoty 95,5%. Vidime
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tedy, Ze potlaceni sekundarniho proudéni se projevilo 1 na zvySeni Ucinnosti
obézného kola o necela dvé procenta.

Efficiency vs. Time 95.65 Efficiency vs. Time
94.0f -
95.60 -
93.81 - ft- b 9555 |-
3 Iy
i’:_ §95_5Q 1 O Y A A Y 6 O
= =
w 93.6 w
95.45
93.4
9540 -
93.2 I I I i 95.35 L L L L I I I
2500 2600 2700 2800 2900 3000 4100 4150 4200 4250 4300 4350 4400 4450 4500
Time (s) Time (s)

obrazek 15: Srovnani u¢innosti z iterace 1 (vlevo) a iterace 2 (vpravo).
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8 Abstrakt

Tato prace predstavuje zcela novou metodu ndvrhu hydraulického tvaru lopatek
odsttedivého Cerpadla. Metoda je zaloZena na geometrickém pfistupu vychazejicim
Z kiivo€arych soufadnic, ve kterych je formulovan jak model proudéni
V bezlopatkovém prostoru merididlniho fezu, tak findlni model proudéni v obézném
kole, ktery bere v uvahu kompletni 3D tvar lopatky. Refeni tohoto modelu pak
piimo poskytuje voditko pro tvarovani lopatky obéZzného kola, které vede
Kk potlac¢eni sekundarniho proudéni a tim padem ke zvySeni jeho Uc¢innosti, coZ je
demonstrovano na konkrétnim navrhovém piikladu. Parcidlni diferencialni rovnice
popisujici proudéni v obézném kole Cerpadla se feSi numericky po jednotlivych
proudoplochéch, coz navic vede k vyznamné uspote vypocetniho Casu.
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