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Abstrakt

Diplomova prace se vztahuje na mechaniku kontinua a jeji provazani s vybranymi sméry moderni
diferencidlni geometrie, které se zabyvaji geometrickymi strukturami a objekty. Jedna se predevsim o
tensory, bandly, variety a jety. Prvni ¢ast je vénovand samotné mechanice kontinua a jejimu popisu ve vice
oblastech, dalsi se zabyvaji matematickymi pojmy a jejich pfipadnou aplikaci v mechanice.

Abstract

This Master’s thesis relates to continuum mechanics and its connection with selected directions of modern
differential geometry, which deal with geometric structures and objects. These are mainly tensors, bundles,
varieties and jets. The first part is devoted to the mechanics of the continuum itself and its description in
several areas, others deal with mathematical concepts and their possible application in mechanics.
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continuum mechanics, reference configurations, tensors, varieties, jets, principal bundles, connections,
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Uvod

Cilem této diplomové préce je sezndmeni se s vybranymi sméry moderni diferencidlni geometrie, které se
zabyvaji geometrickymi strukturami a ukazani jejich moznosti v ramci uplatnéni v nékterych oblastech
mechaniky kontinua. Také rozsifeni nékterych téchto pojmu az do r-tého fadu, zobecnénim a zjednodusenim.
Jelikoz se nejednd o zadnd zakladni témata, je tfeba nejprve zavést nékolik pojmu, na které budeme déle
navazovat.

Prvni kapitola se vénuje zakladnim pojmum z mechaniky kontinua, véetné popisu jeho pohybu, kfivosti,
dynamice, nékterym typum konstitutivnich rovnic a nakonec i prvnim definicim variet a jetu. Predevsim
posledni dva zminéné pojmy se budou velmi vyuzivat v dalsich kapitolach.

V dalsi kapitole se budeme zabyvat pfedevsim hlavnimi a asociovanymi bandly. Je tfeba také zminit
homeomorfismus, ktery zachovava topologické vlastnosti a archetyp spolu s jeho zménou. Zminime zde i
napiiklad grupy symetrii nebo neholomni jety, které jsou pak dulezité pro Cosseratuv model. Nakonec je
zapotiebi i homogenity, kterd se projevuje u hyperelastickych materiali vyssiho fadu.

Tret{ kapitola je zaméfena na tensory a tensorové bandly. V této kapitole se také zaméfime na povrchové
sily a napéti, kde vyuzijeme aplikaci tensoru.

Ve ¢tvrté kapitole se budeme bavit o kovariantni derivaci, Levi-Civitové konexi a linedrni konexi, kde
zabrousime i do Riemannova prostoru a ukazeme si jeho propojeni pravé s Levi-Civitovou konexi.

V pfedposledni kapitole zminime grupy a konkrétnéji se zamérime na Lieovy grupy (vcetné piikladu
jako obecnd linedrni grupa, ortogonalni nebo specidlni linedrni grupa), akce na nich nebo napf. Lieovu
zévorku.

Posledni kapitola obsahuje pojmy z geometrického pozadi, kde jiz aplikujeme pojmy z predeslych
kapitol. Také jesté malinko rozsifujeme pojmy, které byly zminéné jiz diive.
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1 Zakladni pojmy mechaniky kontinua

Kontinuum je jakési spojité prostiedi, které se vyuziva pro studium mechanickych déju v plynech,
kapalindch a pevnych latkdch (pfi zméné vzéjemné polohy jednotlivych bodu). V této kapitole se zaméiime
na vice pojmu z této oblasti, véetné pohybu kontinua, tensoru deformaci nebo bilanénich zékonu.

1.1 Kinematika

Zacnéme uvedenim zakladnich pojmu mechaniky kontinua, které jsou potiebné také k prvnim zminkam o
teorii inhomogenity.
Konfiguraci materialového télesa B rozumime zobrazeni

ki B— B3 (1.1)

kde E3 piedstavuje euklidovsky prostor klasické mechaniky, tzv. fyzikalni prostor. Jde o afinni prostor se
skalarnim sou¢inem. Zobrazeni k je tzv. embedding , ¢imz rozumime nasledujici:

Hladké zobrazeni f : N — M variet se nazyvd embedding, jestlize f(IN) je podvarieta M, f je injektivn{
a korestrikce f: N — f(N) je difeomorfismus, ([3]). Vice o varietdch v podkapitole 1.11.

Fyzikalni prostor lze chépat jako prostor R3, vybereme-li reper prostoru E3, coz znamend pocétek, a
ortonormalni bazi. Materidlovym télesem (nebude-li hrozit nedorozuméni, tak ddle jen télesem) budeme
rozumét otevienou podvarietu R?, kterd bude zpravidla trividlni, ¢fmz rozumime difeomorfni R?, zejména
tedy jednoduse souvislou. V takovém piipadé lze téleso pokryt jednim globalnim souradnym systémem

ko : B —R? (1.2)
bézné oznacovanym jako referencni konfigurace.

Je potieba rozlisovat mezi souradnym systémem (lokalnim zobrazenim) a konfiguraci, pficemz kazdd
konfigurace je lokdlnim zobrazenim, ale ne naopak. Ma-1i byt lokalni zobrazeni konfiguraci, pak je potreba
doplnit metrické vlastnosti na télese. To muze byt realizovano tak, Ze kiivocary souradny systém na télese
prohlasime za euklidovsky, jestlize se zobraz{ na ortonormalni souradny systém na cilovém prostoru R3.
(12)).

Ozna¢me vybranou konfiguraci kg : B — R3 jako referencni. Deformaci budeme rozumét zobrazeni
_ -1
X =KOKgy , (1.3)

kde k je uvazovand konfigurace.
Jestlize oznacéime v referencn{ konfiguraci a fyzikdlnim prostoru soufadnice pomoci X* a z* (i = 1, 2,
3), muzeme deformaci y definovat pomoci t¥i hladkych funkei

ot = (X1, X2 XP), (1.4)

s hladkymi inverzemi. Symboly ¢ budou tzv. prostorové (bézné, Eulerovy) soutadnice nebo-li souradnice
v aktudlni konfiguraci, narozdil od symbolti X?, pouzivanych pro souiadnice v referenéni konfiguraci.
Regularni Jacobiho matice ‘
. 02’

Fr = X (1.5)
nazyvand gradientem deformace F (deformacni gradient) v X, reprezentuje souradnicové tzv. dvoubodovy
tensor. Jde o linedrni zobrazeni te¢nych vektoru a jedna se tedy o teéné zobrazeni k deformaci ., které
muzeme znacit tfeba jako T'x, piipadné T'x x, chceme-li zduraznit materidlovy bod X € B. Jinymi slovy
muzeme Fict, Ze se jednd o koincidenci tensoru deformace s Tx x. Snadno se vidi, ze jde o tensor typu (1,
1) (linedrni zobrazeni). Vice v kapitole 3.

Termomechanické chovani materidlového télesa je matematicky vyjadieno pomoci jedné nebo vice
konstitutivnich rovnic uvadéjicich odpovéd télesa vzhledem k historii své deformace a teploty. Budeme
piedpokléadat, ze odpovéd télesa je lokdlni. Tim myslime dvé véci: nejdiive to, ze veli¢iny poskytované
konstitutivnimi funkcionaly maji bodovy vyznam. To znamend, ze muzeme hovofit o napéti v bodé, o
vnitini hustoté energie v bodé apod. Druhy vyznam lokality je ten, ze hodnota kazdé z téchto velic¢in
(nazvéme napétim) v bodé X je ddna zcela na zdkladé historie deformace v libovolné malém okoli X.
Poznamenejme, Ze téleso bude lokdlni i v piipadé, ze gradienty vyssich fadu byly zahrnuty k nezavislym
proménnym konstitutivni rovnice. Kvuli tomu je oznaceni jednoduchy material pouzivan pro lokélni
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k(B)

Obréazek 1: Deformace a jeji gradient. Zdroj: ([2])

material, pfiCemz pouze historie gradientu deformace zasahuje do konstitutivniho zakonu. Daéle se o
jednoduchém télese fekne, ze je elastické, jestlize pouze piitomna hodnota gradientu deformace vstupuje
do konstitutivni rovnice. Jinymi slovy téleso neobsahuje zaddny pamétovy vliv. Konkrétnim pifkladem
elasti¢nosti, které budeme vénovat pozornost, je hyperelasticita, pfiéemz konstitutivni odpovéd je zcela ddna
pomoci konstitutivni rovnice pro jedinou skaldrni veli¢inu v, ([2]). Konstitutivni rovnice pro jednoduché
hyperelastické téleso je ve tvaru:

¥ = (F,X). (1.6)

1.2 Pohyb kontinua

Nize uvedené veliciny budou mit tensorovy charakter. Také budeme aplikovat Einsteinovu sumaéni konvenci
(tedy budeme automaticky sc¢itat pfes dvojici stejného hornfho i dolnfho indexu - vice ve 3. kapitole).
Casto budeme pouzivat i konvenci, ve které se automaticky séita pres dvojice stejnych indext, kters se
pouziva zejména v piipadech, kdy se horni i dolni indexy nepiSou.

Pohyb kontinua muzeme vysetiovat tak, Zze vySetfujeme pohyb jednotlivych (zfejmé nekoneéné mnoha)
¢astic, které jsou spojité rozmistény, a tudiz i jejich soutadnice jsou spojité. Tedy v kazdé ohranicené
oblasti kontinua, na jejiz pohyb se zaméiujeme, predstavuje posledné uvedend formule nekoneény pocet
rovnic. Vysetiujeme-li zavislost prostorovych soufadnic ' na soufadnicich X* v referenéni konfiguraci
odpovidajicimu ¢asu ¢t = 0, hovoiime o Lagrangeové popisu. Vysetiujeme-li pole rychlosti u’ v zdvislosti
na prostorovych soufadnicich z° v ¢ase, hovoifme o Eulerové popisu, ([8]).

Lagrangeuv popis je ddn nédsledujicim vztahem:
2 =2I(Xt). (1.7)

Jde o rovnice éstic, jejichz pocatecni poloha (tedy v €ase t = 0) odpovida soufadnicim X*. Podobné
jako v kinematice bodu pouzivame pro kfivku, kterd je popsand takovouto rovnici a ma pevné zadané
soufadnice X?, pojem trajektorie ¢dstice kontinua. V mechanice kontinua piedpokldddme, ze body X*
jsou rozlozeny spojité. Tedy v kazdé ohrani¢ené oblasti kontinua, na jejiz pohyb se zamérujeme, predstavuje
tato rovnice nekoneény pocet rovnic. Casto je ale mozné si z nich vybrat koneény pocet, ktery dava
dohromady dobrou pfedstavu o zpusobu pohybu kontinua.
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Euleruv popis je dan vztahem ' o
vt =0 (2, t) (1.8)

udavajicim rychlost ¢dstic v zavislosti na ¢ase t a poloze 27, pficemz uvazujeme néjaky ¢asovy interval.
Posledné jmenovana formule nam pak v kazdém casovém okamziku ¢ nalezejicim tomuto intervalu, udava
rozlozeni rychlost{ ve vySetfované ¢asti kontinua. Jde tedy o vektorové pole rychlosti. Pfedpokladejme, ze
rychlosti ¢astic v sousednich mistech se prili§ neméni, pfesnéji feceno, predpokladejme, ze tyto funkce
nenabyvaji souc¢asné nulovych hodnot a jsou jednoznacné a spojité i se svymi parcialnimi derivacemi podle
soufadnic. Potom v kazdém okamziku ¢ muzeme kontinuem prolozit kiivky, jejichz te¢ny maji v kazdém
bodé smér rychlosti v;. Tyto kiivky nazyvdme proudnice, v ([5]) tzv. stream lines. Rovnici proudnice
mizeme v pevné zvoleném ¢ase t zapsat parametricky s libovolnym parametrem s jako 2 = x%(s). Pokud

ma byt tato kiivka proudnici, musi jeji tecny vektor dd% spliiovat rovnici

dz?
ds

= kvi, (19)
coz znamend, ze je jeji smér shodny s rychlosti v;, kde k je konstanta.

Nyni si vS§imneme tzv. integralnich kiivek vektorového pole na varieté M, odpovidajicim pojmu path
lines v ([5]).

Definice 1.1. Integralni kiivkou 7(¢) vektorového pole X na M nazveme kiivku «(t) na M takovou, ze
' (t) = X(v(t), kde 4/(¢) znaci T3(1)y proy: I — M a1 € Ty M (tzv. jednotkovy teény vektor ke v) (viz
sekce o teénych bandlech nize).

Nésledujici véta zarucuje lokalni existenci integralni kiivky vzhledem k danému vektorovému poli, a
umozinuje zavést pojem toku vektorového pole.

Véta 1.1. Nechf X je vektorové pole na varieté M a z € M. Pak existuje integralni kiivka v, : [, — M
spliujici v, (0) = x vektorového pole X pro néjaky interval I, obsahujici 0. Je-li I, maximdln{ interval
uvedené vlastnosti, je v, urcena jednoznacné.

V souvislosti s posledné uvedenou vétou uvedeme kromeé jiz jmenované proudnice také tzv. path line a
streak line a vysvétlime jejich souvislosti a rozdily.

Path lines:

Pokud jde o path lines, je dilezité si uvédomit, e proudéni zadané rovnici v* = v?(27,t) je ustédlené,
tzn. pole rychlosti v’ se v ¢ase neméni, na t zavis{ jen x’. Resenim rovnice zadavajici Eulertiv popis
proudéni jsou pak integralni kiivky, které se ziskaji jako feseni ndsledujiciho systému diferencidlnich rovnic

dx?
dt

Tyto kifivky jsou zde narozdil od proudnic chdpany jako drahy, tedy véetné parametrizace. V kazdém
bodé tedy kromé polohy zname i historii pohybu v ¢ase a rychlost.

=u'(27), 2'(0) = X" (1.10)

X, 1 A

/ B
X.r=10

J 1

d

Time = ¢

Obréazek 2: Path line, stream line a streak line. Zdroj: ([5])

Proudnice ¢&i stream lines:
Kiivky lze chépat jen jako trajektorie. V daném case t se kiivky dotykaji vektoru rychlosti, a to jen ve
smyslu smeéru, nikoliv velikosti. V daném ¢ase zde neexistuje rychlostni norméla. Piesnéji,

dx = kv (1.11)
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nebo

ar _ v _ 4 1.12
U1 V2 VU3 ( )

Na obréazku 2 ([5]) je v levé ¢dsti zndzornéna path line, uprostied stream line.

Streak lines:

Jde o kiivky tvorenymi misty hmotnych ¢astic v ¢ase ¢, které mohou nebo mohly projit skrz dany bod
x*, viz obr. 2 napravo. Céstici, kterd mize byt v x* v néjakém ¢ase 7, identifikujeme s ¢dstici v pocatecni
poloze vzhledem k ¢asu ¢ pro fixované 7 nasledovné:

X* = X(z*, 7). (1.13)

Parametr 7 vyjadiuje ¢as, v némz se méni rychlostni pole. Jinak feceno, v ¢ase 7 probiha vyvoj
rychlostniho pole.

Jak parametr T pfechazi z minulosti do budoucnosti, sesbirdvame vsechny ¢astice, které kdy mohly
bodem x* projit. Jejich pozice v konkrétnim ¢ase ¢t obdrzime jako

x =x(X*,t) = x[X (2%, 7),1]. (1.14)

Na obrazku 2 kiivka AB ptredstavuje umisténi ¢astic v Case t, které mohou prochazet bodem x* v
néjakém case, spolu s jejich drahami.

1.3 Prvni Helmholtzova véta

V této ¢asti se budeme zabyvat rozkladem pohybu kontinua na slozku translace, rotace a vlastni deformace,
coz je piipad, kdy se ¢éstice kontinua od sebe vzdjemné ruzné vzdaluji. Vyjdeme z Eulerova popisu (z
rovnic pro v v zdvislosti na poloze 27). Pokud je vi(x7, t) rychlost v bodé 27, dostaneme v misté x7 +
da’ rychlost v;(z? + da7, t) jako rovnici

i

vi(xd +da? ) = vi(ad,t) + Ov

5 - (1.15)

Vyraz 27”27 ktery je jakozto derivace vektoru podle souradnice tensorem druhého fadu, mizeme rozepsat
dle ziejmé identity jako A ‘ ‘ _ ‘
ovt 1 0ovt OV 1,00 O
-=s(amt a5t — 59)
oxrd 2023  Ox 2°0x7 Oz
Prvni zavorka v tomto rozkladu tensoru predstavuje symetrickou ¢ast a druha antisymetrickou.
Dosazenim do pfedchoz{ rovnice (1.15) dostavdme nédsledujici rovnici

(1.16)

. , o 1ovt vl o 1. 00
i (g J ) — (g v 9wy 29
v'(x? + da? ,t) v(a:,t)+2(axj axi)dx +2(8;z:j+8:z:i)

(1.17)

Prvni dva ¢leny na pravé strané vyjadiuji pohyb kontinua jako celku. Ten prvni je rychlosti translace
a druhy rychlosti rotace. Pokud se kontinuum pohybuje jako celek, je posledni ¢len roven nule. V takovém
ptipadé hovoifime o tuhém pohybu.

V ostatnich pfipadech udava tieti ¢len rychlost, s jakou se méni vzdalenost jednotlivych ¢astic v
okoli zkoumaného bodu 7. Jinymi slovy uvadi rychlost deformace v okoli tohoto bodu. Tento jev je pro
mechaniku kontinua velmi podstatny. Zamétime se tedy na néj vice.

Vyse uvedeny rozklad pohybu kontinua na tii slozky Ize formulovat jako prvni Helmholtzovu vétu,

([8)):

Véta 1.2. Pohyb kontinua v okoli ur¢itého bodu lze rozlozit na pohyb transla¢ni (posuvny), rotaén{
(otécivy) a deformacni.
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1.4 Tensory velkych a malych deformaci

Nyni se zaméfme na urceni zmén vzdéalenosti, ke kterym dojde za urcity ¢asovy interval. Predpokladejme,
Ze zatatek tohoto Casového intervalu je v case ¢ = 0, puvodni soufadnice ¢astic jsou X* (odpovidaji
referen¢ni konfiguraci) a aktudlni «*, tedy

ol =28(Xt=0) = Xlaz? = 27(X",t). (1.18)

Casovou zavislost deformace zde nebudeme uvazovat, tedy ani velikost ¢asového intervalu. Proto

budeme psat pouze ] .
) =2l (X). (1.19)

Tato rovnice pojedndva o piifazeni ¢dstice z mista o soufadnicich X do mista o novych soufadnicich
z'. Dale budeme predpokladat, Ze je toto prifazeni jednoznaéné.
Nyni zavedme vektor posunuti
u'=a' — X, (1.20)

nebo ekvivalentné

2! =23 (XY = X9 +ud (X). (1.21)

Pro ziskani deformaé¢ni slozky pohybu kontinua budeme pozorovat zménu pohybu castic v okoli
libovolné zvoleného bodu X°.
Castice se puvodné nachézela v bodé X*, vektor u* je vektorem posunuti a x' je koneéna poloha

xi/

Xi/
dx’

dx’

X u'

Obrézek 3: Pohyb bodu ze soufadnice X* do soufadnice ‘. Zdroj: vlastni

¢astice. Vybereme si libovolny bod v okoli ptivodni soufadnice bodu X?, jehoz soufadnice oznacime jako
X" 4+ dX". Jeden z téchto bodu je na obrazku zaznacen jako X* . Jeho vektor posunuti je oznacen jako u’

+ du® a posune se do bodu z? . Pokud uvazujeme jen diferencidlni okoli bodu X?, miizeme slozky vektoru
i

x¥ - 2% poklddat za diferencialy funkci z predchozi rovnice (1.21) a psét je pomoci vyjadieni
do’) = dx? + du! = dx? + de . (1.22)
x

Vzdalenost libovolnych dvou bod X7 a X7 na pocatku déje, kterou znaéime pomoci dX7, je
rovna VdX7dXJ. Analogicky vzddlenost mezi X7 a X7' na konci déje bude vdzidzi. Je vhodné zvolit
charakteristiku odpovidajici rozdilu téchto dvou vzdalenosti k popisu deformace kontinua v okoli bodu
X7. K tomuto tcelu pouzijeme rozdil étvercti téchto délek, tj. vyraz

da!dx? — dX7dX7 (1.23)

Ten spo¢itame jako funkei piivodnich poloh X* ¢astic a zvoleného diferencidlntho posunuti dX? z
téchto poloh. Z rovnice (1.22) dostdvame
ou?

da?dz? = (dX7 + du?)(dX7 + du’) = (dX7 + del)(dxj +

8uj
OXF

dx®). (1.24)
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Vyraz dX7 + (6“j dX") mizeme pomoci Kroneckerova symbolu 6; piepsat na tvar (5{ + o )dX! a

_ oxT : ) aX1
obdobné dX7 + 24.dX* = (6] + 24)dX*, tedy
Co SO oo oW oud
dridzd = (6] + W)dxl((s; + 8Xk)dX’“ = (0] + W)(5; + W)dxldxk = 125
oo oud o s O0u ouwd owd P '
= (66 + ﬁdi‘F(gljan + oxi an)dX dXx*.
Pokud gvéil'mei, 7e 5{(5;Xmka = dX7dX7 a ‘g—gféi = %, (5Zj g;éjk = g—)’;lk, muzeme pak psat de;dz;
= dX/dX7 + (g“l + aaX"k + g;?l g}éjk)Xmka a pak muzeme vyraz (1.23) zapsat jako
dvjdr; — dX7dX? = 2e,d X d X", (1.26)
kde . l ) ]
ou ou ou? ou?
Qe = 1.27
k= oxt T axE T axi ox* (1.27)

Jelikoz je pravé strana této rovnice slozena z derivaci vektoru dle skaldru, vyraz €;;, nazyvame tensorem.
Z rovnice (1.27) plyne, Ze pro vyraz ey, plati, Ze e, = €, coz znamens, Ze £j, je symetricky tensor druhého
fadu typu (0, 2), tzn. symetrickd 2-forma, a popisuje deformaci. Diky tomu, Ze posunuti bereme jako funkci
X je ziejmé, 7e g1 je funkel X* a stejné tak uvazovany tensor zavisi na souradnicich X*. Pokud zndme tyto
funkce pro ¢4st kontinua, jehoz deformaci zkoumdme, mame pro kazdy bod X* kontinua Sest éfsel 11, €22,
€33, €12 = €91, €23 = €392, £13 = €31, které nam ukazuji, jak se zmeéni délky v diferencidlnim okoli tohoto bodu.

Mechanicky vyznam koeficienti ¢;; deformace tensorii

Nejdiive se zamérme na relativni prodlouzeni ¢asti dX daném deformaci, které je definovano jako
%. Necht dX! = (dX1!, 0, 0) a dx! je odpovidajici deformovana ¢4st.

Potom dx' = /I + 2511dX1 implikuje % = /14 2e1; — 1 a g1 odpovida relativnimu prod-
louzeni ve sméru prvni osy. Obdobné se to da udélat i pro zbylé osy.

Pro smiSeny koeficient e15 vezmeme dX!, dx! a dX? = (0, dX?, 0) spolu s odpovidajicf deformaén{ édsti
dx2. Polozme dx! = (dx!, 0, 0), dx? = (0, dx2, 0), dX! = (dX*, 0, 0) a dX2 = (0, dX?2, 0). Derivovdnim
deformacniho tensoru v Greenové formé dochazime k tomu, ze:

. o
do’ = (6] + —)dX*. 1.28
Pokud vezmeme vnitini souéin dx! - dx? deformovanych éasti k ptivodné kolmym tsekiim dX' a dX?,
ziskdame tak
ou?  oul  oul ou’
dx' - dx? = - + —— + 2 = 2e12dX X% 1.29
o ox! + ox? + Ox! Ox? c12 (1.29)

Ponévadz dx! - dx? = |dx!||dx?|cosy, obdrzime formuli:

. 2e19
Sina g = Cosp = , 1.30
12 14 \/1+2611\/1+2822 ( )
kde 12 = § — ¢ oznacuje zménu puvodné pravého ihlu mezi ¢dstmi dX! a dX2.

Nejdifve jsme pocitali zménu délky (1.23) jako funkci ptivodnich poloh éastic X¢, ale ted’ ji budeme
poéitat jako funkci aktudlnich z7. Diky tomu, Ze je funkce (1.19) vzéjemné jednoznaénd, muzeme ji psat
jako

Xt = X(z9). (1.31)

Déle upravme rovnici (1.20) na tvar _ _ o
X'=z" —u'(a)), (1.32)

kde funkce v’ je brana jako vektor posunuti. Déle napiSeme diferencidl dX? jako

ou’

da’ = (8% — 2 Yda? (1.33)

ou’
oI

dX' = dz* —
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a pro jeho ¢tverec obdrzime rovnici

ou’ ou’

dX'dX" = (6 — —) (0 — ——)daFda! =
( k axk)( l 8xl) €Lax (1 34)
=dz'dz" — Wdykdyl - @daj dz' + 92F 92 dx"dx’.
A odtud ziskdvdme vyjddieni rozdilu
o o oul ouF out ou’
do'de’ —dX'dX' = (-— + —— — dx®da’. 1.35
var ((%’9 + ox! Oz Byl) v (1.35)
Dale zavedme oznaéeni oul ot oui ou
U U ut ou'
2800 = =— 4+ — — . 1.36
TR Bk + oxt  Oxk Ox! (1.36)
Rovnici (1.35) pak muzeme piepsat na tvar
de'ds’ — dX'dX" = 2edxyda. (1.37)

Diky tomu, Ze vektor posunut{ u’ ted bereme za funkci soufadnic 27, je jasné, Ze tensor &j; také zdvisi
na prostorovych soutradnicich x7:
Ept = Epr(a?). (1.38)

Rovnice (1.36) nam vyjadfila tvar tensoru deformace vzhledem k deformovanému stavu kontinua.
Pokud zndme funkce (1.38), muzeme s pomoc{ rovnice (1.37) pro kazdy bod tohoto télesa uréit, jak se
zméni délka elementu v jeho okoli zdsluhou deformace.

Tenzor (1.38) popisuje vSechny deformace, tedy i velké. Proto se mu iikd tensor velkych deformaci.

Tensory malych deformaci.Nyni piedpoklddejme, Ze jsou tyto deformace malé. Potom i pro
soufadnice X7 jsou zmény vektoru posunuti u’ malé a parcidlni derivace g}é; maji malé hodnoty. Deformaci

muzeme popsat tensorem

1. 0ut O
= 30ox7 T oxi)
ktery se nazyva tensor malych deformaci. Pro tyto deformace predpokldddme, ze muzeme rozdil (1.35)
pri vétsim priblizeni definovat jako

(1.39)

da'dz’ — dX'dX' = 2e,d X dX". (1.40)

Pokud vychazime z deformovaného stavu, muzeme tento tensor vyjadfit i pomoci vztahu

1, 0ut  oul
5. _ Loow : 1.41
“ij 2([“)mﬂ + 8x1) ( )
a rozdil (1.35) vyjadifme jako o o
dride’ — dX'dX" = 2¢y.dx'da” (1.42)

Pokud uvazujeme malé deformace, velikosti posuntt dX* v nedeformovaném stavu a jim odpovidajici
velikosti posunii dz; v deformovaném stavu ve vétsim piiblizeni, jsou stejné. Pokud porovname rovnice
(1.40) a (1.42), dojde ném, ze nemusime rozlisovat tensory malych deformaci e;;(X;) a & (x;). Déale
budeme tedy vyjadieni téchto tensoru povazovat za ekvivalentni a budeme pro né zachovavat pouze jediné
oznadeni e;;, ([8]).

1.5 Neékteré typy kiivosti a materialova derivace

Dréha je kiivka, kterou prochdzi ¢astice X v prubéhu méniciho se ¢asu t. Ma parametrickou rovnici

x =x(X,t); X, : pevna; (1.43)

—00 <t <00 (1.44)
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Jakmile je rychlostni pole uréeno jako v; = v;(v, t), drahy se mohou ziskat jako fesen{ diferencidlniho

systému
dX7

dt

Materidlova derivace Nechf A, komponenta tensorového pole, je funkei materidlovych soufadnic
XT a ¢asu t. Materialova derivace (nebo také hmotnd) A je definovana jako

DA .
Dt A= AI%I_I} At{Alx t+ar — Alxa} (1.46)

= Uy, XI|t:O = on(sai (145)

kde X = (X1, X2, X3).
Je-li A funkci prostorovych souradnic x a ¢asu ¢, mame

DA . ;
Dr A= Aliglo *{A[ HX ), | erar — Ale' (X, 1), ] x,0}
= lim —{A[ X, t) + ai|X,,5A1H—...,2H—At]—A[zci(X,t),t]}
At—0 At
. (1.47)
= 1 7{14( A+ PA N A )
= Jim, {46 oz ot o
o4 oAor
ot '™ " oz ot
Casové derivace x, s pevnymi materidlovymi soufadnicemi, se nazyvé rychlost éastice:
ox
= —. 1.4
M7 (1.48)
Mame tedy
DA 0A
—_— = -VA. 1.4
D1 En +v-V (1.49)

V tom pfipadé lze materidlovou derivaci vyjadfit jako soucet derivace vlivem casu a derivace vlivem
proudéni.
1.5.1 Rychlost deformace, rotace, vireni

Nejprve je treba predstavit tensor rychlosti deformace d a tensor rotace w jako

1 1
= 5[vv + (V)T w = 5[va(vv)T]. (1.50)
Sikmo-symetricky tensor w mé tii nenulové slozky:

Wiz = ~W21, W23 = ~W32, W3] = —~W13. (1.51)

Miuzeme piidat vektor w, nazyvany dudlni vektor se Sikmo-symetrickym tensorem, jehoz komponenty
jsou definovany jako
Wi = €4jkWjk = eijkﬁjvk (152)

nebo
w=Vxv. (1.53)

Vektor w je nazyvan vektorem vireni. Zejména pak
w1 = 211123,Ld2 = 2w31,w3 = 2w12. (154)

Pro fyzikélni interpretaci d za¢néme definovanim protazeni prvku dx, orientovaném ve sméru n v
aktudlni konfiguraci jako

1 D 11 D

- P s == d 1.55

s D) = 357 Dt 5" (1.55)
d,] di? ddz; dijnmj.

Tento vztah ukazuje, ze diagonalni prvky di1, doo a dsz3 jsou rychlosti, ve kterych se prvky smétujici do 1,
2 nebo 3 sméru protahuji, ([5]).
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1.6 Dynamika

Sily zdanlivé a setrvacné

Tyto sily budeme uvazovat v neinercialni soustavé soufadné. To znamend takové soustave, ve které
neplati 1. ani 3. Newtonuv pohybovy zdkon. Tedy téleso se pohybuje, i kdyz na néj nepusobi zadné sily
nebo celkovd vyslednice vSech sil, které na néj pusobi, je nulova. Pro vysetfeni pohybu hmotného bodu vuci
této soustavé musime zavést veli¢iny, které vyjadiuji zrychleni pohybu neinercialni soustavy soufadné vuci
soustavé inercidlni. To zavedeme nésledovné: F' = ma’. Tato rovnice ndm ukazuje tyto nové veliciny jako
sily”, které zachycuji rozdil mezi zrychlenim @ a d, kde @ je zrychlen{ neinercidlni soustavy souradné a d
zrychleni soustavy inercidlni. Takovéto sily by v inercidlni soustavé soufadné nevyvolavaly zadné zrychlend,
proto je nazyvame sily zdanlivé. Spolu se silami, které pusobi v inercidlni soustavé souradné, muzeme
vytvorit silu F”, a kterd vyjadruje pohyb hmotného bodu o hmotnosti m se zrychlenim @’ v neinercidln{
soustaveé souradne F' = F + F, = ma , kde Fp je souctem pravych sil a F., soucet zdanlivych sil, které
pusobi na hmotny bod.

Velikost téchto zdanlivych sil je zdvisld na tom, jak se obé soustavy (inercidlni i neinercidlni) pohybuji.
Proto si uvedeme dva typy zdanlivych sil. Jeden, pokud by se neinercidlni soustava pohybovala vuéi
inercialni se stdlym zrychlenim, a druhy, kdy se vaci inercidlni soustavé se stalou rychlosti otac¢i. V tom
prvnim piipadé nazveme takovou zdanlivou silu silou setrva¢nou. Ve druhém jsou tyto sily dvé, a to sila
setrvacnd a sila Coriolisova, ([8]).

1.7 Zakony zachovani (bilan¢ni zakony)

Zachovani hmotnosti
Zakon zachovani hmotnosti uvadi, ze celkova hmotnost télesa se neméni pii jakémkoliv pohybu:

m = podVy :/ pdV. (1.56)
Vo v

Rovnovaha linearni hybnosti
Derivace linearni hybnosti podle ¢asu je rovna sile F ptusobici na téleso:

DL D
Y _Fe 2 [ vpav =F. 1.57
Dt T Di /VV'O (1.57)

Nyni popiseme Eulerovu formulaci rovnovahy linedrni hybnosti v intergralnim tvaru ([2]), jakozto
obecnéjsi formulaci jiz uvedené rovnovahy linearni hybnosti pro piipad, ze budeme uvazovat i povrchové
sily nebo napéti. Tato rovnovédha v pohybujicim se objemovém materidlu V' v inercidlnich reperovych
stavech je:

D
pvdV / f,dV + / tsds + / (v +p)dV + / (mv 4+ m)ds, (1.58)
Dt v ov v ov

kde f; je objemova sﬂa na jednotku prostorového objemu a tg je povrchové napéti na jednotku plochy.
Dale se zde vyskytuji veliciny p a m, které pfedstavuji neinercialni zdroje objemového momentu a toku
hybnosti.
Rovnovaha tihlové hybnosti

Derivace thlové hybnosti vzhledem k pevnému bodu je podle ¢asu rovna momentu sily M pusobiciho
vzhledem ke stejnému pevnému bodu:

DH D

— =Ms — X J - p]pdV = M. 1.59

> 5 | bex v+ 3w (1.59)
Ménime zde klasicky moment hybnosti, px X v, pfidanim mikrostrukturalni rotace thlové hybnosti,

pJ -, s pJ reprezentujici setrvac¢nost a p dhlovou rychlost.

Rovnovéaha energie

Derivace souc¢tu kinetické a vnitini energie podle ¢asu je rovna hodnoté toku energii do télesa. Ze vsech
moznych energii proudicich do télesa se soustiedime na dvé hlavni, kterymi jsou mechanicky piikon a
hodnota tepelné energie vstupujici do télesa:

D
oK +E)=P+H (1.60)
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kde P je mechanicky pitkon a H je hodnota toku tepelné energie. Tato rovnice je zndma také jako prvni
termostaticky zdkon, ([5]).

Véta 1.3. (Stokes) Necht je vektorové pole F tiidy C! na oteviené mnoziné, kterd obsahuje elementdrni
orientovanou plochu M. Déle predpoklddejme, ze kraj plochy M je uzaviend jednoduchd kiivka C =
K (M). Pti souhlasné orientaci plochy M a kiivky C' plati

/ ﬁ:// rotF. (1.61)
© (M)

Véta 1.4. V kazdém bodé plochy S plati tzv. Gaussovy rovnice
fij = T5 fr + hijn, (1.62)

i, j, k € {1, 2}, pficemz I‘fj spliuji rovnice
1 n
Iy = 3 ngl(gil,j + G50 — ij1), (1.63)
1=1

kde g;; pfedstavuji koeficienty prvni zakladni formy, §** jsou prvky inverzni matice ke (gij) a hij znaci
koeficienty druhé zékladni formy.

1.8 Zakladni principy

Zakladni principy lze rozdélit do Sesti kategorii:
. principy vyloucent,

. principy soufadnicové invariance,

. principy materidlové invariance,

. principy dimenzionalni konsistence,

. principy konsistence a

. principy objektivity.

S ULk W N

1.8.1 Principy vylouceni

Zhruba Teceno, tyto principy ndm déavaji pravidla pro vylouceni velkého poc¢tu proménnych z konstitu-
tivnich vztahu.

1. Princip dédiénosti: Chovani materialové castice X v case t je zavislé pouze na minulém stavu.
Funkcional, ktery dévéd odezvu, zdvisi tedy z hlediska ¢asu jen na minulosti. Tvar funkciondlu (napf. pro
Cauchyho stres o) je tedy:

o=F=" [x(X,7)]. (1.64)

T=—00

F predstavuje obecny funkciondl, ktery muze zahrnout integraly v ¢ase. Zékladni myslenkou je vylouceni
jakéhokoliv mozného budouciho stavu .

2. Princip lokality (sousedstvi): Chovén{ téleasa lze uvazovat jako jeho chovdni po ¢dsticich. Tedy
chovani libovolné ¢astice X, zaujimajici v aktualni konfiguraci polohu x v Case t, které je vyjadiené
veli¢inou o, je ovliviiovano pouze infinitesimalnim okolim bodu x, pfipadné jeho historii:

o=F=" [de(X,T)],

fT:t [80&$(X7 7)78048633()(,7'),...]

T=—00

(1.65)

Pokud chovéni o ¢astice X zdvisi jen na derivacich vzhledem k ¢asu, hovorime o principu diferencidlni
paméti ,([7]).

Tyto dva principy jsou nazyvany principy determinismu. Modern{ teorie, které zahrnuji vliv vzdalenéjsich
¢éstic (nelokdlni teorie), byly nalezeny uzite¢nymi v urcitych aplikacich.
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1.8.2 Principy soufadnicové invariance
Zjednodu$ené feceno se jednd o postulujici ¢ zobecnujici tensorovy format konstitutivnich vztahu.
Naptiklad, vztah pro o;; uvazovany vzhledem k aktudlni konfiguraci x ¢dstice X

0ij = Fi [Oaxr (X, T)] (1.66)

1j,T=—00
se v novém systému x’ transformuje na

015 = FifrtsolOath (X, 7)) (1.67)

1J,T=—00

1.8.3 Principy materidlové invariance

Veli¢iny se transformuji invariantné vzhledem k ortogondlni grupé, konstitutivni vztahy musi byt invariantni
vzhledem k transformacim urc¢enych grupou symetrii.

1.8.4 Princip dimenzionalni konsistence

Vztahy mus{ vyhovovat dimenzionalnim vazebnim podminkdm (invariance dimenze).

1.8.5 Princip konsistence

Konstitutivn{ vztahy mus{ vyhovovat bilanénim zdkonum (zdkonum zachovavéni) véetné prvni a druhé
termodynamické véty.

K vylouceni nékterych veli¢in z konstitutivnich vztahu lze rovnéz uplatnit tzv. princip nebo axiom
objektivity, ktery rozebereme podrobnéji.

1.8.6 Princip objektivity (frame indifference principle) - komentaf

([5], [7]) Sledujme pohyb ¢ dé&j ve vztazné soustaveé, v niz objekty neméni svoji vzdélenost a lze v nich
mérit ¢as (napf. zemsky povrch, rotor apod.) Kazdou uddlost muzeme charakterizovat mistem x a casem t.
Matematicky lze zvolit souradnou soustavu tak, ze zvolime pocdtek a kartézsky systém souradny (pfidénim
ortonormélni baze k pocatku).

UvaZujme jinou vztaZnou soustavu (X, 1) tohoto typu a pfedpoklddejme, 7ze pti pfechodu od (x,t) k
(x,t) jsou splnény nésledujici tfi pozadavky:

a) zachovavani vzdélenosti bodu
b) zachovavani ¢asovych intervalu a
c) pofadi ¢asovych okamziku (uddlosti).

Pak 1ze pfechod mezi nimi vyjadrit takto
X(X,t) = c(t) + Q(t)x(X, t); t=t+0, (1.68)

kde b znaéf pocatecni okamzik a c(t) je polohovy vektor pocitku, jak jej vidime v nové vztazné soustave.
Q(t) je dale prvek ortogonalni grupy (bézné znacené O(3)).

Poznamenejme déle, ze Q(t) 1ze chapat jako tensorovou funkei ¢asu, pficemz tento tensor je jakozto
linedrni zobrazeni typu (1,1).

Rekneme nyni, e fyzikélni velicina A se chova objektivné , jestlize se pii posledné jmenované transformaci
transformuje tensorové, tzn. Ze je tensorovym polem typu (r,s) pro néjaka r, s > 0. V tom pfipadé pak
mame o _ _

AL = GG AR (1.69)

Ztejmeé jsou skalary vzhledem k uvedenym transformacim invariantni, vektorova pole se transformuji jako
At = gt Ak 1-formy jako A; = Gl A; = ¢} A; (ortogonalita Q), (0,2) tensory (2-formy) jako A;; = (jf(jé-Akl
nebo A = QAQT, coz plyne z ortogonality Q.

Piikladem objektivnich veli¢in jsou napf. ziejmé piipady skaldru jako Cas, hustota, teplota a entropie.
Déle napt. tensor vzdélenosti ds? = dz*dzx’. Piiklady neobjektivnich tensort jsou napi. rychlost, zrychleni.
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Vskutku, v(X,t) = %x = Qt)x(X,t) + Qt)v(X,t) + ¢(¢), avsak dle principu objektivity ma byt
v(X,t) = Q(t)v(X,t) + c'(t), coz evidentné neplati.

Pokud jde o zrychleni, piepisme nejdiive v = Q'x(X,t) + Qv + ¢ na tvar v= Qv+’ + Q(x — ¢),
kde Q = Q(t) = Q'QT je tihlova rychlost ptivodni vztazné soustavy vici nové, piicemz jsme vyuzili
ortogonality ) a x jsme vyjadfovali pomoci X. Déle se snadno vidi, ze €2 je antisymetricky tensor, coz
lze okamzité vidét z derivace QT Q podle t s vyuzitim ortogonality. Chceme-li vyjadiit v pomoci v, pak
dudlné k vyjadieni v pomoci v dostaneme v = QTv — Q7¢’ + Q, kde Q je tihlové rychlost nové vztazné
soustavy viéi staré, definovand formuli Q = —QTQQ. Axidlni vektor w pifslusny antisymetrickému tensoru
Q) nazyvame vektor tihlové rychlosti. Plati w = Q} = —02 = —Ql = —Q2.

Motivaci pro nazvoslovi je pifpad odstiedivky odpovidajici situaci Q(t) = (g}(t)) pro qi (t) = ¢5(t) =
coswt, g3(t) = ¢i (t) sinwt, g3 (t) = 1 a g3(t) = ¢i(t) = ¢3(t) = g3(t) =0 ab=0,c = 0.

Pro ¢4stici pevné spojenou s rotorem (v = 0 mame v = Qx, v = w X x a tedy pro x = (1,0,0) mame
v = (0, —w, 0), tzn. puvodn{ soustava ubihd od nové o tihel w za jednotku casu.

Transformacni vztah pro zrychleni pak bude

V(X 1) = Qt)V (X, t) +2Q (t)v(X,t) + Q" (t)x(X,t) + " (1). (1.70)

Odtud je vidét, ze zrychleni neni objektivni veli¢inou. Ze vztahu Q = Q'Q” Ize snadno dokazat, ze
Q'+ 0% =Q"QT a odtud lze snadno vyvodit

v =0QVv +i, (1.71)
kde odchylka i od objektivniho chovani zrychleni je zddnliva sila, pricemz
i=20v—-c)-x-c)+Q(x—c)+c, (1.72)
kde jednotlivé cleny na pravé strané jsou Coriolisova sila, odstediva sila, Eulerova sila a zrychleni poc¢atku.
Je zrejmé, ze prii Galileovské transformaci i = 0.
1.9 Neékteré typy materiala

Nejprve poznamenejme, ze principu lokality vyhovuji i tyto materialy:
a) prosty - hodnoty deformace jsou ovlivnény jen histori{ deformaé¢niho gradientu.

b) prosty s diferencidlni paméti - hodnoty deformace jsou ovlivnény jen soucasnou hodnotou de-
formac¢niho gradientu a jeho derivaci podle ¢asu, pfipadné derivacemi vyssiho fadu podle ¢asu.

¢) elasticky - hodnoty konstitutivniho funkcionélu jsou ovlivnény jen souc¢asnou hodnotou gradientu
deformace.

d) hyperelasticky - elasticky materidl, v némz hodnota konstitutivniho funkciondlu je skaldr.

1.10 Neékteré typy konstitutivnich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat kapalinami s diferencidlni paméti. Predstavuji matematicky model
redlného materidlu zduraznujici ty jeho vlastnosti, které nés v aplikacich zajimaji. Konstitutivni rovnice
vyjadiuji termomechanickou odezvu materidlu na historii deformace a teploty ve tvaru funkcionalu
(jednoho nebo vice, v takovém piipadé muzeme mluvit o vektorovém ¢i vicehodnotovém funkcionélu).
Zhruba feceno, konstitutivni rovnice jsou funkciondly, které modeluji nékteré fyzikalni veliciny v zavislosti
na jinych, které jsou proménné v case.

Soucésti této kapitoly je také popis homogennich procesu v uniformnim télese slozeném z tekutiny,
ktery vymeénuje s okolim teplo a objemovou prici. Neuvazujeme ale vyménu hmoty, radiaci a vnéjsi (napf.
gravitaén{) nebo inercidlni sily. Zavedeme nésledujici primitivni pojmy: ¢as t a Sest funke{ ¢asu

V(1),U(t),S(t), P(t), T(t), Q(t), (1.73)

kde V znaéci objem, U vnitini energii, S entropii, P tlak, T teplotu a Q vyménu tepla s okolim za ¢asovou
jednotku. Pritom plati, ze T > 0, V' > 0.
Neékolik specidlnich pifpadu konstitutivnich rovnic je uz ddvno zndmo (napi. stavové rovnice, Fickuv
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a Fourieruv zdkon atp.), aviak racionalni termodynamika navrhuje obecny postup konstrukce takovych
matematickych modelt pomoci konstitutivnich principt. Ty zobeciiuji mnohé zkuSenosti pfi navrhovani
zminénych specidlnich konstitutivnich rovnic. Nyni tento postup pouzijeme na piipadé termodynamiky
homogennich procesu.

Proces ¢i déj v télese lze ztotoznit s funkcemi (1.73), a stav télesa v okamziku ¢ pak predstavuje
hodnoty téchto funkei z (1.73) v tento dany okamzik. Termodynamicky proces definujeme jako proces
vyhovujici I. vété termodynamiky ve formé nasledujici bilance energie

U=Q-PV. (1.74)

Splnén{ bilance (1.74) zajistime tim, ze Q dopocitdme na zakladé ostatnich funkei (1.73).

Vyména tepla Q je totiz zavisla i na okoli télesa, takze je nastavitelnd. Konstitutivni rovnice pak
budou pfedstavovat relace mezi velicinami V' (t), T'(t) (termokineticky proces) a P(t), U(t) a S(t) (odezva).

Konstitutivni princip paméti specifikuje vliv minulosti termokinetického procesu na odezvu, a tim
priblizuje matematickou povahu konstitutivnich rovnic. Budeme se zabyvat nejjednodussim piipadem
kratkodobé paméti - diferencidlni paméti: termokineticky proces omezime derivovatelnymi funkcemi a
rozvineme-li je v Taylorovy fady kolem pifitomného okamziku ¢ do minulosti, vidime, ze vliv pfitomnosti v
konstitutivnich rovnicich lze vyjadrit hodnotami 7', V' v okamzik ¢ a vliv minulosti hodnotami derivaci
termokinetického procesu (V, T,V atd.) v pritomny okamzik ¢. Konstitutivni rovnice téchto tzv. materidli
diferencidlniho typu pak vyjadiujeme jako derivovatelné funkce v takovych proménnych.

Konecéné konstitutivni princip ekviprezence zabranuje, abychom v této obecné formulované tloze
bezdivodné neupiednostiiovali tu ¢i onu veli¢inu z odezvy: pozaduje, aby nezavisle proménné byly u viech
odezev vybréany stejné.

Vedeni témito zminénymi konstitutivnimi principy, navrhneme nésledujici ¢tyfi typické materidlové
modely, lisici se rozsahem diferencidlni paméti:

A. Tekutina bez paméti mé konstitutivni rovnice
U=U(V,T),P=PV,T),S=8SV,T) (1.75)
B. Tekutina s paméti vici objemu mé konstitutivni rovnice
U=0U(WV,V,T),P=PV,V,T),S=SV,V,T) (1.76)
C. Tekutina s paméti vysstho Tddu vici objemu ma konstitutivni rovnice
U=0U(V,V,V,T),P=P(V,V,V,T),8 =S(V,V,V,T) (1.77)
D. Tekutina s paméti vici objemu i teploté ma konstitutivni rovnice
U=0WV,V,T,T),P=P(V,V,T,T),8 = S(V,V,T,T) (1.78)
Zde jsou T, V kladnd a V, V, T libovolnd redlnd &isla.

Termodynamicky proces (tj. funkce (1.73) vyhovujici (1.74)) konzistentni s vybranym materidlovym
modelem, budeme nazyvat pripustny termodynamicky proces, ([7]).

1.11 Variety a podvariety
(13], [4])

Definice 1.2. Topologicky prostor je mnozina M se systémem T otevienych podmnozin T; C M,
které splnuji nasledujici vlastnosti:

1.0,McCT.

2T, eTyiel=, .U €T.

i€l

3. TyeT,icl,I jekonecnd = (., U; € T.

Definice 1.3. Rekneme, 7e topologicky prostor M je Hausdorffav, jestlize pro libovolné dva body,
napiiklad p # ¢, zde existuje disjunktn{ oteviené mnoziny U, a U, takové, ze p € U, a q € Uy, ([2]).
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Definice 1.4. Hausdorffiv topologicky prostor se spocetnou bazi se nazyva varieta t¥idy C" nebo C*,
jestlize jsou splnény nésledujici podminky:

(i) Existuje systém A = (Uy, ©a)acs tvofeny otevienymi mnozinami U, pokryvajicimi M spolu s
homeomorfismy ¢, : Uy, — ¢(U,) C R™, které se nazyvaji lokalni mapy.

(ii) Pro libovolné dvé lokalni mapy (Uy,¢1) a (Us, 2) jsou piechodové zobrazeni ¢q 0 o7 ' : @1 (Uy N
Us) — p2(Up NUs) hladkd | tzn. diferencovatelnd tiidy C" nebo C*°

Systém A se nazyvd C'-atlasem, pfipadné C*> altasem nebo hladkym atlasem na M.

V dalsim budeme mluvit o hladkém atlasu, hladkych varietach, zobrazenich, difeomorfismech, ¢imz
budeme podle potieby rozumét tiidy hladkosti C™ nebo C*.

Definice 1.5. Uvazujme dvé diferencidlni variety M, N a zobrazeni f : M — N. Zobrazeni f : M — N
se nazyva hladké, jestlize pro kazdou lokalni mapu (U, ¢) na M a kazdou lokalni mapu (V,v) na N
takovou, ze f(U) C V, je zobrazeni

vofopitipU) = w(V) (1.79)
hladké.

Poznamka 1.1. Pro r = 0 hovoifime o topologické varieté. Diferencovatelnost ve druhé podmince definice
variety se pak redukuje na souvislost. V takovém piipadé je pak druha defini¢ni podminka nadbytecna a
muzeme definovat topologickou varietu nésledovné:

Definice 1.6. Topologickou n-rozmérnou varietou oznacujeme separovany topologicky prostor M
se spocetnou bazi, ktery je lokdlné homeomorfni s R", coz znamend, ze pro kazdé = € M existuje takové
jeho okoli U a otevienda mnozina V' C R", ze homeomorfismus ¢ je zobrazeni ¢: U — V.

Nyni definujme pojem podvariety v R™ a nasledné obecny pojem podvariety ve varieté.

Definice 1.7. Podmnozinu M C R" nazveme m-rozmérnou podvarietou tfidy dimenze m < n,
pokud pro kazdy bod x € M existuje jeho okoli W a difeomorfismus v : W — V C R™ takovy, ze
podmnozina U = ¢»(W N M) mnoziny V bude uréena podminkami ™1 =0, ...,2" = 0.

Definice 1.8. Hladké zobrazeni variet p : M — N nazveme submerzi, jestlize je hodnost h tetného
zobrazeni Ty,p rovna dimenzi N.

Je ziejmé, ze dim M > dim N.

Definice 1.9. Hladké zobrazeni variet ¢ : M — N nazveme imerzi, jestlize hodnost te¢ného zobrazeni
Tyt je rovna dim M pro libovolny bod u € M.

Je ziejmé, ze dim M < dim N. Nyni zobecnime pojem podvariety ¢iselného prostoru na pojem
podvariety ve varieté.
Podvariety.

Definice 1.10. Podmnozina N variety M dimenze m se nazyva k-rozmérna podvarieta M, jestlize
pro kazdé x € N existuje lokalni mapa (U, ) na M takova, ze p(U N N) = o(U) N (R¥ x 0™~F), kde
RF x 0 — RF x R™* = R™,

Je ziejmé, N je varieta s tzv. indukovanym atlasem tvofenym lokdlnimi mapami (U N N, p|U N N),
kde (U, ¢) jsou lokdln{ mapy z atlasu na M.
Definujme jesté pojem tzv. embeddingu nasledovné:

Definice 1.11. Zobrazen{ f : N — M variety N do M nazveme embedding, jestlize f(NN) je podvarieta
M a korestrikce f :— f(N) je difeomorfismus (vzhledem k topologii na f(NN) indukované topologii na M).
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1.12 Jety

V sekci vénované konstitutivnim rovnicim kapalin jsme uvedli modely kapalin s paméti prvniho ¢ druhého
fadu vzhledem k objemu a teploté, pricemz uvedené modely spliiovaly princip diferencidlni paméti. V
uvedenych modelech lze nahradit derivace, pfipadné derivace vyssich fadu pomoci 1-jett, piipadné r-jeti
velicin objemu V = V (t), pifpadné teploty T(t) zavisejicich na case, tedy jety 51V, 52V, j1T apod.

Uvazime-li obecnéji princip lokality, pak proménné, podle niz derivujeme, nemusi byt jen cas, ale i
prostorové souradnice, pficemz pozadujeme invarianci definice vzhledem ke zméné referen¢ni ¢i prostorové
konfigurace. Vyuzijme tedy pojmu r-jetu a jetovych prostoru definovanych na varieté.

Pojem 1-jetu vyuzijeme rovnéz k definici te¢ného bandlu a potazmo tensorovych bandlu, pficemz
tensorovd pole hraji zdsadni vyznam v mechanice kontinua, ([3]).

Definujme nejdiive kontakt fadu r dvou kfivek na varieté M.

Definice 1.12. Rekneme, ze dvé kiivky v, : R — M maji v nule kontakt #adu 7, jestlize pro libovolnou
hladkou funkci ¢ : M — R mé rozdil ¢ oy — ¢ o § nulové parcidlni derivace az do faddu r v nule.

V takovém piipadé pisSeme v ~,. §. Zfejmé je ~,. relace ekvivalence. Pro r = 0 zna&{ ~, pouze rovnost
funkénich hodnot v nule, tedy (0) = §(0).

Definice 1.13. Necht M, N jsou variety. Rekneme, ze dvé zobrazeni f,g: M — N urcuji stejny r-jet v
bodé x € M, jestlize f oy a g o~ maji kontakt fadu r v nule pro libovolnou kfivku v : R — M takovou, ze
~v(0) = z. V takovém piipadé piseme j7 f = jog. Jestlize plati f(z) = y, piSeme j. f € J"(M,N),. Prvek
nazyvame pocdtkem a y koncem jetu j7 f. Dale hovofime o jetovém prostoru J" (M, N), J.(M,N), apod.

Tvrzeni 1.1 Nech{ X = jif = jif € Ji(M,N), a Y = jig = jig € JI(N, P).. Pak ji(go f) =
Jx(go f). Jinak feceno, je-li X = jif a Y = j;g pro ngjaké f(z) =y a g(y) = z, je korektné definovana
kompozice jetu predpisem Y o X = ji(go f) € JI (M, P),.

Tvrzeni se snadno ovéri z pravidla o derivacich slozeného zobrazeni.

Pozndmka 1.2. Z posledniho tvrzeni se snadno vidi, ze je-li f lokéln{ difeomorfismus, pak diky jy (f o
f7Y) = gyidy a ji(f~' o f) = jyidx lze definovat (j;f)~" jako j; f~', kde y = f(z).

Nyni budeme definovat zobrazeni jetovych prostoru.

Definice 1.14. Necht g : My — M je lokaln{ difeomorfismus m-dimenzionélnich variet, X € J7 (M, Ni)y
a f : N1 — Na je hladké zobrazen{ variet, pricemz f(x) = y. Definujme zobrazeni J"(f,g) : J" (M, N1) —
J"(Ma, N3) predpisem

Jup > jpfoXo(jrg) . (1.80)

Tvrzeni 1.2 Zobrazeni J" : Mf, x Mf — FM definované na objektech predpisem (M,N) —
J"(M, N) a na morfismech piedpisem (g, f) — J"(g, f) je bandlovy funktor na souc¢inové kategorii m-
dimenziondlnich variet s lokdlnimi difeomorfismy M f,,a hladkych variet s hladkymi zobrazenimi M f (s
hodnotami v kategorii fibrovanych variet s fibrovanymi zobrazenimi).

Tvrzeni 1.3 Souradnicové vyjadreni r-jeti z J" (M, N) je ve tvaru n-hodnotového Taylorova polynomu

a! olol i a 1 , .. . . . aft
aTean] ozt dzen] T vyjéddfené¢ho pomoci multiindexu a soufadnic 3.

v m proménnych

Poznamka

K definici jetu lze pouzit i algebraicky piistup. Uvazme okruh Cg°(M,R)) vsech germu hladkych funkei
na varieté M v bodé x a jeho podmnozinu M(M, x) v8ech germu s nulovou hodnotou v bodé z, kterd
tvoif jediny maximdlni idedl algebry CS°(M,R).

Necht M*(M, ) je k-t4 mocnina idedlu M (M, ). Pomoci soufadnic miizeme snadno ovéfit, ze dvé
zobrazeni f,g: M — N spliujici f(z) = g(x) = y uréuji stejny r-jet, pravé kdyz ¢ o f —p € M™L (M, x)
pro kazdé ¢ € Co°(N,R). Jinak feceno, J; (M, N) = C*(M,R)\M"* (M, z).

Poznamenejme, ze dvé zobrazeni f,g : M — N urcuji tentyz germ v bodé x € M, jestlize existuje
okoli bodu z takové, ze f(y) = g(y) pro vSechna y z tohoto okoli. Relace "urcovat tentyz germ v x”je
relaci ekvivalence. TT{dy rozkladu této relace ekvivalence se nazyvaji germy hladkych zobrazeni M — N v
x € M. Reprezentanty téchto tiid rozkladu lze psat ve tvaru germ, f.
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1.13 Tec¢né (a kotetné) zobrazeni

Definujme nejdrive te¢ny bandl pro otevienou podmnozinu U C R™.

Definice 1.15. Necht a € U. Je-li f : I — U draha splitujici f(ty) = a, pak derivaci % lze chapat jako
n-tici redlnych éfsel a potazmo jako vézany vektor o slozkach (% ld(tt”), L E 7;(;0)) s poc¢dtkem v bodé a.
Prvek tohoto typu nazveme te€nym vektorem v a € U, piipadné tetnym vektorem a € U, vytvorenym
drahou f. Mnozinu te¢nych vektoru v bodé a € U vytvorenych viemi vyse uvedenymi drahami oznacime

symbolem T,U. Ztejmé T,U = {a} x R™ ~ R".

Pak TAU definujeme jako | T,U ~ U x R™. Timto zpusobem je na TU zavedena topologie.

acU

Nyni definujme kote¢ny bandl T*M. Projekci kotetného bandlu budeme rozumét zobrazeni, které
prvkum z T M piitfazuje z € M.

Uvazme dudlni prostor T; M k T, M. Je-li f : M — N, f(x) =y, definujme f; : TyN — T;M
predpisem

fa(W)(&) = w(Taf(&)) = (W, To f(&))- (1.81)
Je-li déle f lokdlni difeomorfismus, definujme T f : Ty M — T; N predpisem T} f = ( 5L

Definice 1.16. Koteénym bandlem 7™M nazveme disjunktni sjednoceni (J ., T M. Je-li déle f :
M — N lokélni difeomorfismus m-dimenzionalnich variet, definujeme zobrazeni 7% f : T*M — T*N jako
soubor vech T f.

1.14 Fibrované variety a bandly

Definice 1.17. Fibrovanou varietou znacime trojici (Y, 7, X), kde X a Y jsou diferencovatelné variety
s dimenzemi dim X = n, dim Y = n + m a zobrazeni 7w : Y — X je surjektivni submerzi. Varieta X se
nazyva bdzi fibrované variety a varieta Y je totdlni prostor. Zobrazeni 7 se nazyva projekce.

Definice 1.18. Nechf S je varieta. Fibrovanou varietu p : E — M nazveme bandlem se standardnim fibrem
S (piseme rovnéz (E, w, M, S)), jestlize existuje pokryt{ B mnozinami z atlasu na M takovymi, Ze pro kazdé
U € B je p~}(U) lokdlné isomorfni U x S ve smyslu existence difeomorfismu ¢ : E|U = p~*(U) — U x F,
takového, ze nésledujici diagram komutuje, ([3]).

Elv——Y¥Y .

' UxS
[

1.15 Lieovy grupy, akce, hlavni bandly s prikladem reperu

Definice 1.19. Lieovou grupou nazveme (hladkou) varietu G, na niz existuje struktura grupy takova,
ze grupové zobrazeni - : G X G — G je hladkym zobrazenim.

Snadno se dokéze, ze i operace inverze v : G — G je hladkym zobrazenim.

Déle budeme uvazovat nasledujici symboly:

1. leva translace A, : G — G definovana predpisem A\, (z) = a.x.

2. pravé translace p, : G — G definovand predpisem p,(x) = x.a.

Snadno se vidi, Ze Aa © A\p = Aaby Pa © Po = Po.as Ayt = Aa-1, Pt = Pa-1, Pa © Ao = \p © pga. Jestlize je
¢+ G — H hladky homomorfismus mezi Lieovymi grupami, pak také ¢ o \g = Ay, 0 @, ¢ © pa = py,,© ¥,

tedy i To.TAy = TAy,, - Tep. Tedy Tep je injektivni (surjektivni) préave tehdy, kdyz Tup je injektivni
(surjektivni) pro vSechna a € G.
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Akce na grupé. Leva akce Lieovy grupy G na varieté M je hladké zobrazeni £ : G x M — M
takové, ze 0y 0 by = lyy a l, = Idps, kde £;(2) = {(x, 2).

Prava akce Lieovy grupy G na varieté M je hladké zobrazeni r : M x G — M takové, ze r* or¥ = r¥®
a r¢ =Idy, kde r%(2) = r(z,x).

Nésledujici pojmy jsou definovany pro levou akci G na M. Pro pravou akci se definuji duédlné.

Orbitou obsahujici z € M rozumime mnozinu G.z = ¢(G,z) C M. Akce se nazyvand tranzitivni,
jestlize Vz,w € M Jg € G a na orbité pak plati (g, z) = w. To znamend, ze {(G,z) = M Vz € M. Akce se
nazyva volnd, jestlize g1.z = go.z pro néjaké z € M jiz implikujici g1 = go. Akce se nazyva efektivni,
jestlize ¢, = ¢, implikuje = y, tj. pokud ¢ : G — Diff(M) je injektivni, kde Diff(M) oznacuje grupu
viech difeomorfismu z M, ([3]).

Definice 1.20. Pfedpokladejme, ze {U;} je oteviené pokryti baze M a ze (Ua, T X @q) a (U, T X ¢g)
jsou dva lokélni fibrované diagramy na P takové, ze prunik U, N Ug neni prazdny. Omezeni m X ¢, a
7 x ¢ na 7w (U, NUg) jsou také, v obecné odlisnosti, lokdln{ fibrované diagramy. Uvazujme zobrazen{

Ppa : Us NUg — Diff(F), (1.82)

kde Diff(F") oznac¢uje mnozinu vSech difeomorfismu F' a kde

©pa(P) = ©lr-1(p) © (Palr-1()) " (1.83)

je, pro kazdé p € U, NUp, difeomorfismus standardniho fibru F' samo do sebe. Zobrazeni ¢g, ma takovou
vlastnost, ze

Pra(p) = ¢48(p) © vpa(p) (1.84)

pro kazdé p € U, NUg NU,. Zobrazeni g, odpovidajici pokryti {U,} se nazyvaji pfechodové funkce
bandlu P(M, F'). Poznamenejme, ze prechodové funkce odpovidajici partikuldrnimu pokryti M tvoii
podgrupu k Diff(F) nazyvanou strukturni grupa fibrovaného bandlu.

Definice 1.21. Necht’vﬁ : G x S je levd akce Lieovy grupy na varieté M a (E,p, M,S) je bandl se
standardnim fibrem S. Rekneme, Ze tento bandl je G-bandlem, jestlize pfechodové funkce 1,5 odpovidajict
Def. 1.20 a diagramu z Def. 1.18 jsou tvaru ¢(pas(z), s), kde tzv. kocyklové funkce @5 : Uy N Uz =
Ua,(g — G.

Ziejmeé plati tzv. kocyklovd podminka @y = ©gy © Qag-

Definice 1.22. Hlavni bandl (se standardnim fibrem) (P, p, M, G) je G-bandl se standardnim fibrem
Lieovy grupy G, kde leva akce G na G je jen leva translace.

Kazdy hlavni bandl urcuje pravou akci r : P x G — P, nazyvanou hlavni pravou akct, danou vztahem
Pa(r(py!(z,a),9)) = (z,a9).

Hlavni bandl z pfedchozi definice muzeme definovat i prostiednictvim volné pravé akce G na P, kterd
je urcena dudlnim vzoreckem volné levé akce (viz vyse).

Bandl reperu r-tého fddu. Mnozina P"M vsech r-jetu se zdrojem 0 lokalnich difeomorfismu R™
do M se nazyva bandl reperu r-tého fadu na M. Ziejme, P"M = invT), (M) je oteviend podmnozina
T7 (M), kterd definuje strukturu hladkého fibrovaného bandlu na P"M — M. Grupa G}, pusobi hladce
na P"M na pravo diky jetové kompozici. Diky tomu, ze pro kazdé jjo, o € Py M existuje jedine¢ny
prvek j5 (o=t o1p) € GT, splitujici podminku (j5¢) o (ji (¢t o)) = ji1, P"M je hlavnim fibrovanym
bandlem se strukturni grupou G"M. Pro r = 1 jsou prvky invJi(R™, M), identifikovany s linedrnimi
isomorfismy R™ — T, M a G} = GL(m) tak, ze P* M se shoduje s bandly véech linearnich repert na
TM, tj. s klasickym bandlem reperu na M.

1.16 Asociované bandly s vektorovym bandlem a tensorovymi bandly

Asociované bandly. Necht (P, p, M, G) je hlavni bandl a necht £ : GxS — S je levd akce strukturni grupy
G na varieté S. Uvazujeme pravou akci R : (PxS)xG — P x S, danou vztahem R((u,s),g) = (u.g, g~ 1.s).
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Véta 1.5. V této situaci mame:

1. Prostor P x¢ S orbitu akce R, kterd obsahuje jedinou hladkou strukturu variety takovou, Ze kvocient
zobrazeni ¢ : P x S — P X S je submerze.

2. (P x¢ S,p, M, S,G) je G-bandl v kanonickém smyslu, kde p : P x5 S — M je ddno diagramem. V

q

Px5 Pxg8

pr1 ]

P—? .

tomto diagramu je g, : {u} x S = (P xg S)p(u) difeomorfismem pro kazdé u € P.
3. (PxS,q,P xg S,G) je bandl hlavnfho fibru s hlavn{ akei R.

4. Pokud (Ua, ¢q : PlUy — Uy x G) je atlas hlavniho bandlu s kocyklem ptechodovych funkef (pqp :
Uap — G), potom spolu s levou akci £ : G x S — S je tento kocykl také pro G-bandl (P x¢ S,p, M, S, G).

(P xg S,p, M, S,G) se nazyva asociovany bandl pro akci £ : G x S — S. Budeme ho také znacit
pomoci P[S,¢] nebo jednoduse P[S] a pokud to nebude vadit, budeme déle pouzivat p misto p, ([3]).

Vektorové bandly. Nechf p : E — M je hladké zobrazeni mezi varietami. Grafem vektorového
bandlu na (E, p, M) rozumime dvojici (U, ), kde U je oteviend podmnozina v M a v je fibr respektujici
difeomorfismus jako v nasledujicim diagramu:

ElU:=p (V) —F——UxV

Zde je V fixni koneéné rozmérny vektorovy prostor, nazyvany standardni fibr nebo typicky fibr.

Definice 1.23. Pro x € M vezmeme tensorovy sou¢in T,M ® ... T, M @ TyM ® ... T} M. Piislusny
tensorovy bandl typu (r, s) variety M pak dostaneme jako sjednoceni vsech téchto prostoru pres
vSechna x € M:

®T1M®®T;M. (1.85)

Hladké zobrazeni A : M — ®" TM @ @° T*M spliujici p o A = idy; pak nazyvame tensorové pole
typu (r, s) na M, kde

p:®TM®®T*M—>M. (1.86)
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2 Hlavni a asociované bandly
V této kapitole predpokldddme, ze vsechny uvazované objekty jsou hladké (t¥idy C°). Zdroje: ([2], [3])

Homomorfismus. Necht x : (P,p, M,G) — (P',p', M',G’) je homomorfismus hlavnich fibrovanych
bandli, coz znamend hladké G-ekvivariantni zobrazeni y : P — P’. Potom ho o¢ividné diagram zaménuje
za predem urcené hladké zobrazeni x : M — M’.

Nejdilezitéjsi pojem homomorfismu hlavniho bandlu je ndsledujici. Necht ¢ : G — G’ je homomorfismus
Lieovy grupy. x : (P,p, M,G) — (P',p', M',G") se nazyvé homomorfismus nad ¢ hlavniho bandlu, jestlize
xP — P’ je hladké zobrazeni a x(u.g) = x(u).¢(g) plati pro vsechna u € P a g € G.

Jestlize x pokryva identitu na bazi, nazyva se redukci strukturni grupy G’ ke G pro hlavni bandl
(P, p,M' G).

Necht (E,p, M, S,G) je G-bandl, specifikovany kocykl prechodovych funkef (¢a5) s hodnotami v G a
levd akce £ z G na S. Potom pomoci kocyklu prechodovych funkei muzeme definovat jediny hlavni bandl
(P,p, M, Q) takovy, ze E = PIS, .

Dva diagramy vektorového bandlu (Uy, 1) a (Us,1)s) se nazyvaji kompatibilni, pokud v, o5 * je
fibrovany linearni isomorfismus, tj. (¥ o 95 ') (2,v) = (z,v12(x)v) pro néjaké zobrazeni 1 o : Uy o :=
Ui NUz — GL(V). Zobrazeni 91 5 je tedy jediné a hladké, a nazyvé se prechodovou funkei! mezi dvémi
diagramy vektorového bandlu.

Atlas vektorového bandlu (U,, ¥4 )aca pro (E,p, M) je mnozina parové kompatibilnich diagramu
vektorového bandlu (Uy,¥s) takovd, ze (Uy)aca je oteviené pokryti M. Dva atlasy vektorového bandlu
se nazyvaji ekvivalentni, pokud je jejich spojeni opét atlas vektorového bandlu.

Vektorovy bandl (E,p, M) obsahuje variety E (totdlnd prostor), M (bdze) a hladké zobrazenip : E — M
(projekce) spolu s ekvivalentni tifdou atlasu vektorového bandlu; tedy musime zndt alespon jeden atlas
bandlového vektoru. Projekce p se stava surjektivni submerzi.

Prvnim piikladem vektorového bandlu je teény bandl (T'M, my;, M) variety M.

Definice 2.1. Bandlovy funktor na M f,, nebo pfirozeny bandl nad m-varietami, je kovariantni funktor
F: Mf,, — FM splaujici nasledujici podminky:

(i)(Prodlouzeni) B o F = Ida4y,,, kde B : FM — Mf je bazovy funktor. Proto indukované projekce
tvofi pfirozenou transformaci p : F' — Id gy, -

(ii)(Lokalita) Pokud je i : U — M inkluzi oteviené podvariety, potom FU = pﬁ(U) a F' je inkluzi
py (U) do FM.

(iii) (Pravidelnost) Jestlize je f : P x M — N hladké zobrazeni takové, ze pro vSechna p € P
zobrazeni f, = f(p,) : M — N jsou lokalni difeomorfismy, potom Ff:PxFM — FN, definované
jako Ff(p,) = Ff,,p € P, je hladké, tedy hladce parametrizované systémy lokdlnich difeomorfismi jsou
transformovény do hladce parametrizovanych systému fibrovanych lokalnich isomorfismiu.

Nyni necht F' je pfirozeny bandl. Pomoci t, : R™ — R™ bychom méli oznagit translaci y — y +
a pro libovolnou varietu M a bod x € M bychom méli pouzivat F,M pro pied obraz p]T/[l (z). FoR™
budeme nazyvat standardnim fibrem bandlového funktoru F. Kazdy bandlovy funktor F' : M f,, — FM
predepisuje akci 7 abelovské grupy R™ na FR™ pfes 7, = Ft,.

Definice 2.2. Te¢né bandly a vertikalni bandly. Necht (E,p, M, S) je fibrovany bandl. Podbandl VE =
{£ e TE : Tp.£ =0} z TE se nazyvd vertikdlni bandl a je oznacovan pomoci (VE, g, E).
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Véta 2.1. Necht (P,p, M,G) je hlavni{ fibrovany bandl s hlavn{ pravou akc{ r : P x G — P. Necht
{:G xS — S jeleva akce. Potom plati nasledujici tvrzeni:

(1) (TP, Tp, TM,TQG) je opét hlavn{ fibrovany bandl s hlavni pravou akei Tr : TP x TG — TP.

(2) Vertikdlni bandl (V P, 7, P, g) hlavniho bandlu je trividln{ jako vektorovy bandl nad P : VP = P x g.
(3) Vertikélni bandl hlavniho bandlu jako bandlu nad M je opét hlavni bandl: (VP,poxw, M, TG).
(4) Teény bandl asociovaného bandlu P[S,!] je ddn pomoci T'(P][S,l]) = TP[TS, T1].

(5) Vertikdlni bandl asociovaného bandlu P[S,{] je ddn pomoci V(P[S,{]) = P[TS,T2¢] = P xg T'S,
kde T3 je druhy parcidlni te¢ny funktor.

Materidlovy bandl reperu Ps je podmnozina hlavniho bandlu reperu, protoze se sklada z kazdého
bodu podmnoziny véech moznych repertu. Technicky, materidlovy bandl reperu je redukce hlavniho bandlu
reperu. ProtoZe je tato redukce iizena podgrupou (v nasem pifpadé G) obecné linearni grupy, materidlovy
fibrovany bandl se nazyva G — struktura, které se v nasem ptipadé bude tikat materidlovda G-struktura.
G-struktura je sama sobé hlavnim bandlem.

G-struktury pro 1. fad
Standardni G-struktura:

R? x G = R® x GL(3,R) (2.1)
Dale
P'R® =R3 x G3, (2.2)
kde PR3 je reducibilni k libovolné podgrupé GL(3,R) (ozna¢me G), coz obecné neni ptipad P1B.
G-strukturu ziskanou redukei P!R? = R3 x G} k podgrupé G C G = GL(3,R) budeme nazyvat
standard flat G-structure.

Definice 2.3. Rekneme, ze dvé G-struktury P a P’ nad télesy B a B’ jsou (globalné) ekvivalentn,
jestlize existuje difeomorfismus ¢ : B — B’ takovy, ze P’ = T¢B. Dvé G-struktury se nazyvaji lokdlné
ekvivalentni v bodech b € B a b’ € B, jestlize existuje oteviené okoli U € B a difeomorfismus ¢ : B — B’
spliiujici ¢(b) =’ takovy, ze

Plswy = To(Pu), (2.3)
kde Py, je podbandl P ziskany korestrikci bandlové projekce m k U C B.

Definice 2.4. G-struktura se nazyvd lokdlné plochd (locally flat), jestlize je lokdlné ekvivalentni standardn{
ploché G-struktufe.

Poznamka 2.1. Z materidlového hlediska lze difeomorfismus ¢ : B — R3 chépat jako zménu referenéni
konfigurace télesa B. Lokéln{ plochost (local flatness) tedy znamend, Ze pouhd zména referenén{ konfigurace
zaddvé (v rdmei okoli uvazovaného bodu) materidlovy isomorfismus.

Pozndmka 2.2. I kdyz G-struktura neni jedind (zdvisld na vybéru archetypu), lokdln{ plochost nezdvisi
na volbé této G-struktury.

Dvé bandlové struktury F?(B).
Totalni prostor F2(B) obsahuje soubor viech reperti druhého fddu ve véech bodech variety B. Déle, pokud
p je prvek F?(B), pak zde existuje lokaln{ difeomorfismus ¢ z poc¢atku O R?® do bodu X = 4(0) € B
takovy, ze:

p = joi- (2.4)

Prvnf struktura bandlu F?(B) je zalozena na kanonické projekci 72 definované nasledovné:

7 F%(B) — B (2.5)
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p = ¥(0). (2.6)

Jinymi slovy tato projekce pfitazuje ke kazdému reperu druhého fadu takovy bod z B, ke kterému je
piifazen. V lokélnich soufadnicich je p déno {X', P Qf 5= an}, a projekce 72 je déna vztahem:

WQ({XI7PaI7 éﬁ}) = {XI} (2‘7)

Druhd bandlova struktura F?(B) je zfskand priaméry kanonické projekce 72 definované jako:

72 F2(B) — F(B) (2.8)
P jo(). (2.9)

Jinymi slovy tato projekce ziskdva vyhodu faktu, ze reper druhého fddu nutné obsahuje reper prvniho
radu, ktery je ziskdn vzitim jetu prvniho fadu z jakéhokoliv lokalniho difeomorfismu vyskytujicim se v
definici reperu druhého fadu. V lokalnich soufadnicich mame:

T ({XT, Py, Qipd) = {XT P} (2.10)

Daéle se budeme zabyvat materidloviim isomorfismem. Chceme zkoumat, jesli mohou byt dané dva body
télesa B ze stejného materidlu. Dva materidlové body ze stejného materidlu budou, pokud se konstitutivni
rovnice jednoho z téchto bodt 1isi od druhého bodu pouze v predbézné aplikaci do linedrni transformace.
Pokud takovéto linearni transformace existuje, potom ji nazyvame materidlovy isomorfismus z jednoho
bodu do druhého. O dvou bodech, které jsou takto spojeny, se ¥ika, ze jsou materidlové isomorfni.

Tyto myslenky mohou byt pfelozeny i do matematického jazyka. Pomuzeme si zobrazenim télesa
B pomoci jeho obrazu ro(B) v dané referenéni konfiguraci rg. Necht X; a Xs jsou dva body télesa
B s konstitutivni rovnici (1.6). Rekneme, Ze tyto body jsou materidlné isomorfni, pokud zde existuje
nesingularni linedrni zobrazeni P15 mezi jejich te¢nymi prostory:

P12 : TX18 — TXZB (211)

tak, ze
P(FP12,X1) = ¢(F, Xs), (2.12)

identicky pro v8echny gradienty deformace F. Jinymi slovy predbézné aplikace zobrazeni P15 vykresli
materidlovou odpovéd dvou bodu identicky jednu do druhé (Obrazek 4). Zobrazeni Pis se nazyva
materidlovy isomorfismus z X; do X5. Body X; a X5 jsou nazyvany zdroj a cil materidlového isomorfismu
Plg.

Pokud je P15 materidlovy isomorfismus z X; do X5, potom je jeho inverze P9 = szl materidlovy
isomorfismus z X5 do X;. Pravdivost tohoto tvrzeni vyplyva z nasledujiciho fetézce totoznosti:

Y(F,X1) = (FP5 P12, X)) = ¢(FP, Xs), (2.13)

pricemz bylo vyuzito rovnice (2.12). Z toho vyplyvé, Ze matematickd relace ”byt materidlové isomorfni” je
symetrickd relace. Oc¢ividné je tato relace také reflexivni, jelikoz je kazdy bod trividlné sém sobé materidlové
isomorfni, coz jde vidét skrz identickou mapu jeho te¢ného prostoru. Nakonec neni ani tézké ovéfit, ze se
jednd také o tranzitivni relaci, konkrétné: jestlize X; je materidlové isomorfni s X, skrze materidlovy
isomorfismus P12 a X5 je materidlové isomorfni s X3 skrze materidlovy isomorfismus Ps3, potom je X3
materidlové isomorfni s X3 skrze materidlovy isomorfismus:

P = PysPos. (2.14)

7 téchto ti{ vlastnosti vyplyva, ze materidlovy isomorfismus je ekvivalentni relace na bodech télesa B.
Jsou-li v8echny body vzdjemné materidlové isomorfni, fikédme, Ze téleso je uniformni (tedy vyrobené ze
stejného materidlu).

Piiklad 2.3. Péknd ilustrace této situace je ukdzéna diky Wangovi. Uvazujme dlouhé valcové téleso, které
je zpocatku rovné a je z materialu s kosoctvercovou symetrii. To znamend, ze bod tohoto materidlu ma
konfiguraci, kterd m4 t¥i vzdjemné kolmé upfednostiiované osy (ej, es, e3) takové, ze materidlové vlastnosti
jsou zachovény po rotaci o 180° okolo kterékoliv z téchto os. Zadné jiné materidlové symetrie se zde
nevyskytuji. Predpokladdame, ze v pocatecni rovné konfiguraci jsou vSechny body v této uprednostinované
konfiguraci a ze upfednostiiované osy jsou si bod po bodu vzdjemné paralelni. Jedna z téchto os, naptiklad
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Obrazek 4: Materidlovy isomorfismus. Zdroj: ([2])

e, je zarovnand s podélnou osou valce. V tomto pocateénim stavu jsou jedinymi hladkymi materialovymi
isomorfismy Euclidovy translace. Nyni predstavme nésledujici operace: Nejdiive zatocime jeden konec
valce o 180° okolo podélné osy. Potom ohneme vélec o celou obratku tak, ze se jeho dva konce dostanou do
koincidence. Nakonec ”spojime”tyto dva konce a dostaneme tak pozadované téleso B, které Wang nazval
Mobiuv krystal. Toto téleso je lokdlné uniformni, ale ne globalné. Globalné je transverzalné izotropické.

Materidlovd symetrie v bodé Xy € B je materidlovy automorfismus, coz je materidlovy isomorfismus
mezi Xg a jim samym. Tim jsme poukézali na to, ze materidlovy bod je vzdy trividlni isomorfii do sebe.
To znamend, Ze mnoZzina materidlovych symetrii nemuze byt nikdy prazdna. Materidlovd symetrie G
v bodé Xy muze byt predstavovana jako transformace svého okoli bez pozménéné materidlové odezvy,
konkrétneé:

Y(FG,Xo) = ¢(F, Xo), (2.15)

pro vSechny gradienty deformace F'.

Prostor Gy vSech materidlovych symetrii v X pfedstavuje grupu nazyvanou grupa materidlové symetrie
konstitutivniho zakonu v bodé Xj.

Necht X; a X5 jsou materidlové isomorfni body svdzané materidlovym isomorfismem P;5. Ddle mé&jme,
ze G1 a G jsou symetrické grupy X a Xo. Je-li G; € G; pak dostdvame, ze zobrazeni

P, = P12Gy, (2.16)

je také materidlovy isomorfismus z X; do Xs.

Ozna¢me nyni P15 jako prostor vSech materidlovych isomorfismu ze zdroje X do cile Xs. Tento soubor
muze byt generovan z jakéhokoliv vybraného materidlového isomorfismu P15 libovolnym nésledujicim
ekvivalentnim vyrazem:

P2 = P12G1 = GoP12 = GoP 126Gy (2.17)

Naopak grupy symetrii G; a Go dvou materialné isomorfnich bodu X; a X jsou nutné konjugativni,
zejména;

Gs = P12Gi P, (2.18)
kde P15 je jakykoli ¢len Pis.
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Jelikoz je materidlovy isomorfismus ekvivalentni relace, muze byt materidlova uniformita popsana i
nasledovné: Necht B je materidlové uniformni téleso pravé tehdy, kdy# existuje materidlovy isomorfismus
P(X) z pevného bodu X € B do kazdého bodu X € B. Tento pevny bod muze byt vybrdn libovolné jako
kterykoliv bod télesa, nebo jako kterykoliv jiny bod, ktery je udélan ze stejného materidlu jako bodové
téleso. Nazyvame ho archetypnim materidlovym bodem. Materidlovy isomorfismus P(X) z archetypniho
materidlového bodu do bodového télesa se nazyva implant. Prostor takovych implantu (jeden pro kazdy
bod télesa) je pole uniformity. Téleso je hladce uniformni pravé tehdy, kdyz muze byt pro jakykoliv dany
archetypni materidlovy bod vybrano lokalné hladké pole uniformity.

Pouze pro tcel aktudlnich vypocti, polozime téleso do globédlni referenéni konfigurace kg, takze také, pro
ziskani specifické formy archetypniho konstitutivniho zakona, musime umistit tecny prostor archetypniho
materidlového bodu X € B v R? pomoci primért nesinguldrniho linedrniho zobrazeni:

w:Tx,B—R3 2.19
0

Z tohoto hlediska, které budeme nadéle uvazovat, materidlovy archetyp (nebo-li zkracené archetyp)
bude definovén jako (linearni) reper v Xo. Opravdu, piirozena béze R3 je zndzoriiovana pomoci p~! do
baze tetného prostoru v Xy, a, obrdcené, tato béze v Xg zcela definuje linedrni zobrazeni p.

Necht je konstitutivni rovnice archetypu dana jako:

b = B(F). (2.20)

Potom, diky u¢innosti (2.12), médme:

¥(F,X) = ¢(FP(X)), (2.21)
coz znamena, ze v uniformnim télese zavislost konstitutivniho zdkona na télesovém bodu X je zcela
omezend nasobenim F smérem doprava tenzorem zdvislym na X.

Jestlize grupa symetrie G archetypu neni trividlni identickd grupa, materidlové implanty nejsou
jednoznacéné. Popravdé, s ohledem na rovnici (2.17), je prostor Px materidlovych isomorfismi z X do X
s prvky, tzv. implanty daného archetypu dostupnych v bodé X, ziskdn pomoci jakéhokoli daného P(X)
rovnici:

Px = P(X)g, (2.22)

nebo libovolné kterymkoliv z nésledujicich vyrazu:

Px = GxP(X)G = GxP(X) = P(X)G, (2.23)

kde Gx je grupa symetrie v X. Prirozené, jako jiz bylo dfive zminéno, grupa symetrie archetypu byla
konjugativni ke grupé symetrie kazdého télesového bodu X, a i zde je konjugace dosazena libovolnym
prvkem mnoziny Px.

Grupa symetrif na télese, tedy varieté, je abstraktni (definovdna pomoci bodu télesa). Volbou referenéni
konfigurace takové, ze se implant zobrazi na 0 € R3, mame tzv. umistény implant, coz ndm mimo jiné
pomaha nahlizet na grupu symetrii jako na jetovou grupu nebo jeji podgrupu konjugovanou k abstraktni
grupé symetrii. Zmeéna archetypu, ale nikoliv bodu Xy, pak dava pravou akci jetové grupy na bandlu
reperu.

Jelikoz je archetyp reperem v télesovém bodé Xy, jakékoliv dané uniformni pole P(X) indukuje,
pomoci sklddéni, bazi v kazdém bodé X télesa B. Uniformni pole muze byt povazovano za pohyblivy reper
(Obrézek 5).

Zmeénu archetypu lze provést bud zachovanim stejného archetypu X, a zménou zobrazeni v, jak
ukazuje obrazek 6, nebo vybranim nového archetypu Y, € B (a samoziejmeé i nového zobrazeni z jeho
teéného prostoru do R?). V obou pifpadech se jedn4 o stejny efekt nad uniformnfm polem. Konkrétnéji,
necht:

W Tx,B—R? (2.24)

je nové zobrazeni (pfi zachovani stejného archetypu Xg). Archetypni konstitutivni rovnice (2.20) je
nahrazena:

=1 (F) =p(Fo(uop™)). (2.25)



B

Obrézek 5: Zakladni pole uniformity. Zdroj: ([2])

Jakozto vysledek této zmény archetypni konstitutivni rovnice, staré implanty P(X) jsou nahrazeny
novymi:

P(X)=Pu(X)op " =Pu(X)op " o(uop ™) = Pyu(X)o(uop™). (2.26)

Jinymi slovy, diky vlivu této zmény archetypu na uniformni pole pomoci fixniho elementu dostavame
pravou akci obecné linedrni grupy GL(3; R) . Se zprostfedkovanim materidlového isomorfismu mezi Xg a
Y, obdrzime stejnou odezvu pii zméné archetypu, ([2]).

Obrazek 6: Zména archetypniho reperu. Zdroj: ([2])

Grupy symetrii fadu r
Pro libovolné X € B se grupa symetrii Gx definuje jako grupa vsech r-jett materidlovych isomorfismu
J%p takovych, ze p(X) = X.

Necht Xq je archetyp a px implant do bodu X (fakticky jg(opx). Podobneé jako i v ptipadé r = 1
funguje Nollovo pravidlo
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Gx = j%,px © Gx, o (%, px) " (2.27)

Déle se snadno vidi (podobné jako v piipadé r = 1), ze

Ox, = jod 0 G50 (jgo) ™" = conj(j5d)(G3), (2.28)

kde G% = invJ§(R3,R3)g je tzv. jetova grupa, kterd je ziejmé isomorfni Gx, a potazmo Gx. Plat{

gx = jhpx © jg¢ © G5 o (jgd) ™" o (Japx) ™" = conj(jgpx © jo#)(G), (2.29)

coz je analogie (2.18). Déle plati analogie (2.17) pro obecné r nésledovné:

Jopx © Gx, = gx © jopx = Gx © jopx © Gx, (2.30)

a potazmo

JxoPx © jo¢ 0 Gy = Gx 0 jx,px = Gx © jopx © jod o Gy, (2.31)
kde jx px je implant z Xo do X, jj¢ je reper odpovidajici umisténi Xy, Gx, je grupa symetrii v Xo a
Ox je grupa symetrii v X.

Odtud je vidét, ze mnozina vsech pripustnych reperu v bodé X se #idi archetypem a grupou symetrii
Gx,, které pti identifikaci pomoci reperu ji¢ odpovidajici implant identifikuje grupu symetrii s podgrupou
Gy jetové grupy Gf5.

Volna pravd akce r symetrické grupy Go = conj((j5¢)1)(Gx,) C G5 na PgB je ddna piedpisem

(Jx,Px © Jo®, J09) — Jx,Px ©Jo® © JoY, (2.32)
pripadné

(7%, Px © jo &, (760) " 0 Jk,9%0 © J6¢) — Fx,px ©Jod o (j56) " © jk,9%, 0 Jo¢ = (2.33)
= Jx,PX © Jx, 9%, © Jo b

Projekce bandlu je jipx o jh¢ — X = 75 (45pa © j§P), kde mf) je jetova projekce na bod.

Definice 2.5. Materidlovou G-strukturou Fadu r rozumime redukci hlavniho bandlu P"B (pfesnéji
m: P"B — B, kde 7(j§¢) = ¢x, se strukturni grupou G%) vzhledem k podgrupé Gy C G5%.

Podgrupa Gg odpovidéd grupdm symetrii ve vyse uvedeném smyslu.

Pozndmka 2.4. Vidéli jsme, Ze pokud je materidlovd grupa symetrie trividlni grupou (sklddajici se pouze z
jednotek transformace), archetyp indukuje jednozna¢nou bézi uniformniho pole. Diky hladkosti usuzujeme,
ze se toto jednoznacné pole musi plynule rozsifovat po celém télese. Ekvivalentné, jelikoz identifikujeme
hladké uniformni pole na B s hladkym prufezem materidlové G-struktury, muzeme prohlasit, ze tato
G-struktura mé pouze jediny prufez, ktery je globdlné hladky. Vskutku, fibr pfes kazdy bod obsahuje
pouze jeden element. Pokud je grupa symetrie netrivialni diskrétni grupa, kazdy fibr G-struktury obsahuje
diskrétni soubor bodu, predstavujicich repery. Pokud uvazime hladkou lokalni oblast nad otevienou
mnozinou U C B, je ziejmé, ze vSechny ostatni hladké lokédlni oblasti nad touto otevienou mnozinou se
musi od té jedné dané lisit ”predndsobenim” konstantnim Clenem grupy symetrie. Protoze dvé lokélni
oblasti, které se lisi konstantou, vyvolavaji zjevné stejny lokalni paralelismus, dochazime k zavéru, ze
lokdln{ paralelismy jsou opét jednoznacné, stejné jako v piipadu trividlnich grup (pouze s tim rozdilem, ze
muze byt nyni ztracena globalnost). Kone¢né, pokud je grupa symetrie spojitd, muzeme si jednoduse
pomoci G-struktury predstavit, ze muzeme zménit lokalni oblast bez ztrdty hladkosti vyuzitim faktu, ze
kazdy fibr obsahuje hladky soubor reperu.

Uniformni pole na drovni r-jett
Pro hyperelastické téleso piseme

¥ =Y(ixk), (2.34)

kde k odpovida gradientu deformace fadu r, pricemz neni do znaceni explicitné zahrnuta referen¢ni
konfigurace k.
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Tedy

Y=yp(FF} . F ), (2.35)
kde
Fivin = gxor axa (2.36)
Lze uzit i multiindexového zapisu

glelp glel g
= . 2.37
oxe 0Xt ... 0X5" (2.37)
Obecné, pro m-dimenzionélni varietu, lze pravou stranu zapsat jako
ol Fp
(2.38)

aXoT . aXgr

Z invariance elastické energie ¢ (na levé strané konstitutivni rovnice) vzhledem ke zméneé referencni
konfigurace mame

i i i i ;oY ovh gyt
w = w(Fj7Fj1]27 e 7Fj1.4.j7«7Y ) = w(Fl an’Fhlz anl an2 + (2 39)
i O ) ) '
+ Poxnpxia' = helegxar 7 gxas
kde v poslednim vyrazu jsou uzity aq, ..., as, jejichz slouéenim vznikne j1, ..., j» = a.

Neholomni jety
Necht E(M) je fibrovany bandl nad varietou M se standardn{ projekci w : E — M. Rekneme, ze dva
lokdlni fezy s : U — FE ar:V — E, kde U a V jsou oteviené podmnoziny M, jsou ekvivalentni pruniho
7ddu v bodé p € U NV, jestlize obrazy s(p) a r(p) jsou si rovné a teénd zobrazeni s.(p) a r.(p) jsou
identickd. Jinymi slovy, fezy s a r jsou ekvivalentn{ prvntho fédu v p, jestlize s(p) = r(p) a g;(: (p) = ‘?)L;(p)
v nékterych lokdlnich soufadninych systémech {z‘} a {2%,y*} na M a E. Ekvivalentn{ tif{da prvnfho fddu
fezu s : U — E v p € U je nazyvana prunim jetem (nebo l-jetem) z s v p a bude oznacovana jako j;s.
Bod p je nazyvan zdrojem prvniho jetu j},s a s(p) je jeho cil.

Bandl 7t : JY(E) — M se nazyva proni prodlouzeni fibrovaného bandlu E(M). Lokdlnimu fezu
jt: V. C M — JYE) se ikd (prvni) prodlouzeni fezu s : U — E, jestlize UNV =# 0 a j'(p) = jjs pro
kazdé pe UNYV.

Jak jiz bylo zminéno vyse, varieta J!(E) je fibrovany bandl nad M. Proto miizou i jeho fezy byt
prodlouzeny. Vskutku, zobecnénim definice prvniho prodlouzeni, fekneme, ze druhy tad neholonomniho
prodlouzent fibrovaného bandlu E(M) je prostor J2(E) = J'(J'(E)). Dalsim zobecnénfm této denifice
muzeme Fict, ze k-ty 7dd neholonomniho prodlouzeni, k > 3, fibrovaného bandlu E(M) je prostor
JE(E) = JYJFY(E)).

Poznamenejme jesté, ze J*(E) je fibrovany bandl nad jakymkoliv ze svych zékladnich prodlouzenich
JUE),l <k <0,s JYE) = J'(E), a 7 jako standardni projekce do J'(E).

Daéle méjme nasledujici definice:

1. Lokéln{ fez j! : U € M — JY(E) se nazyva pripustnd v p € U, jestlize j(p) = j; (7§ 0 41). Jinymi
slovy, j! je pifpustnd v bodé p, jestlize to je prvni jet lokdlniho fezu F v tomto bods.

2. Prvek j2 € J2(E) se nazyva semi-holonomni 2-jet, jestlize zde existuje piipustné lokalni ez
r:UCM-— JYE)vp :p~i2(j2) takova, ze j% = jir.

3. Zobecnénim (2) fekneme, 7e k-jet j* € Jl(jk’1 (E)) je semi-holonomn, jestlize jeho projekce 7, (5*)
je semi-holonomni jet, a existuje zde piipustny lokalni fez r : U — Jl(jk’2 (E)) v p = 7*(j*) takové, ze
3 =gpr.

4. Prvek j* € jk(E) se nazyva holonomni k-jet, jestlize zde existuje lokdlni fez s : U C MtoFE takova,
ze j;fs = j*, kde p = 7*(j*) € U.

Holonomni jet je vzdy semi-holonomnim.
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Déle predstavme lokalni soufadny systém na bandlu prodlouzeni fezti. Nechf p € M, a necht
xl, ..., 2" je soufadny systém na otevieném souiadném okoli U C M obsahujicim p. Piedpoklddejme, Ze
y',...,y™ jsou soufadnice ve fibru bandlu 7 : E — M. Z toho divodu, dvojice (z!,... 2"yt ... ,y™)
tvoif lokalni soufadny systém na trividlnim bandlu 7~(U). (Lokéln{) fez s : U — E proto muze
byt reprezentovdna jako mnozina funkei {y®(z!,...,2™)},a = 1,...,m. Jeji 1-jet v p je dan sou-
borem (z%,...,2" y'(p),.. . Y™ (), yi (), -,y (p)), kde y*(p) = %(p),a =1,....mlIl =1,...,n.
Toto ukazuje, ze trojice {z*, y*, y®*} definuje lokaln{ souradnice na prvnim prodlouzeni pi~*(U), tj. na
JH 7~ 1(U)). Tudiz miuze byt lokélni fez j1 : U ¢ M — J'(E) reprezentovan pomoci souboru zobra-
zenf {y*(zt,... z"), Y5 (xt,...,2™)}. Jeji prvni jet v p je reprezentovan nasledujici mnozinou souradnic

3 ed o e . a 2 ? 11 % :
(@' (p), ¥ (1), 5 (), 75 (0), 51 (P)), e 7 (p) = Gir (p) & y5i(p) = & (p)- Tedy, lokdlni souradnice neholo-
nomniho prodlouzeni druhého tadu J?(E) jsou {xj,ya,y;?‘,gf‘,y?l}. Naopak, necht fez j! : U — J1(E) je

déna pomoci souboru zobrazenf {y®(z!,...,z"), ys (x',...,2™)}. Oblast j! je p¥ipustnd v bodé p € M,
jestlize
n
dy*(p) =Y y5(p)da’, a=1,...,m. (2.40)
j=1

Toto implikuje, Zze neholonomni 2-jet j2 € J?(E) dan pomoci (xj(p),y“(p),y;?‘(p)7gjf‘(p)7yﬁ(p)) je
semi-holonomni za piedpokladu, ze y§(p) = 75 (p),a = 1,...,m,j = 1,...,n. Tedy semi-holonomni
prodlouzen{ J(E) ma lokdln{ soutadnice {2, y*, 52,52}, ([2]).

Pro cil jetové projekce piseme By : J7°Y — J"Y. Cil projekce 5 : JY — Y je rozsifen na zob-
razeni By := J*B : J7*Y — J®Y. V piipadé soucinu, obé 1 a B zachovavaji jetovou kompozici, tj.
B1(ZoX)=p1Z01X afe(ZoX)=[27Z0p:X s klasickou kompozici holonomnich jeti na pravé strané.

Materialovy isomorfismus: lokalni difeomorfismus
Uvazujme zobrazeni pio télesa na sebe takové, ze okoli bodu X; je zobrazeno difeomorfné na okoli bodu
Xs (p12(X1) = X3). Slovem "difeomorfné” myslime to, Ze se jednd o hladké zobrazeni a Ze toto zobrazen{
ma zaroven i hladkou inverzi. Zobrazeni pis : Bx, — Bx, nazveme lokdinim difeomorfismem.

Rekneme, ze dva materidlové body X; a X, jsou materidlové isomorfni, pokud zde existuje lokdlni
difeomorfismus pi1o takovy, ze

Y(ji, k0%, p12) = P(ix, k) (2.41)
plati pro libovolnou konfiguraci k.
Souradnicové to lze zapsat jako
i b - . . I, B o ,
Y(EFaj, Ff a0l + Fag ... F g an,.aq X)) =9(FLF G, Ff G0, X)), (2.42)

kde a‘ljles nebo al, jsou soutadnice pio.

Jsou-li v8echny materidlové body vzdjemné isomorfni, hovorime o uniformnim télese.

Podobné jako v pfipadé pro r = 1 muzeme vybrat i v uniformnim télese vyznacény bod Xj, tzv.
archetyp. Materidlové isomorfismy z X, do libovolného bodu X € B pak nazyvame implanty a znacime
jako px.

Rovnice (2.41) vyjddiend pomoci archetypu a implantu px pak dostane tvar

Y(ixk) = (ixes © jx,px)- (2.43)

Prechod k reperum analogicky k fadu r = 1:

Kromé referenéni konfigurace zvolime i umisténi archetypu Xg, a to do 0 € R3. To odpovid4 volbé reperu
jod az do fadu r véetné (respektive jako inverze), kde ¢ : R® — B je lokdln{ difeomorfismus (¢ odpovidd p—*
v pripadé r = 1). Puajdeme-li vice do detailt, pak archetyp X odpovida j;(o)gﬁ_l ~ ji ¢, kde ¢(0) = Xo.
Aplikujeme-li implant px, pak jopx 0jg¢ € pxB. Zrejmé lze provést identifikaci jx px ~ jx px ©J5¢ (*).
Aplikujeme-li px%, respektive j%pxx pro materidlovy isomorfismus zobrazujici X na X zleva, lze tento
krok identifikovat se zobrazenim P"pxx, ¢i morfismem bandla reperii fadu r. Obecné, je-li f: M — N
hladké zobrazeni, lze definovat P"f : P"M — P"N piedpisem jjo — jx f o ibe = jo(f o ¥).

Snadno lze ovérit, ze P" je bandlovy funktor. Aplikaci identifikace (*) lze pak (2.43) pfepsat na tvar:
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Y(ixk) = ¥ (jxn © jopx) (2.44)

Souradnicové pak

i i ; Tl il » j ! s
V(S Ff gy B s X) = 9(Flay, FY a0l + Flag g, B ag, - -ag)), (2.45)
kde (a1, ...,as) jsou multiindexy tvofici rozklad multiindexu « (fddu 7).

Piiklad 2.5. Nyni se budeme zabyvat prkladem, ve kterém se budeme soustiedit zcela na symetrie
druhého fadu. Budeme uvazovat material, jehoz chovani druhého fadu je charakterizovano zéavislosti
hustoty energie ¥ na prostorovém gradientu hustoty p (na jednotku prostorového objemu). V podminkdch
objemu pg referencni konfigurace muzeme psat:

p= J}.:lpR- (246)

Pokracuje to tim, ze k ziskani pozadovaného gradientu hustoty potfebujeme zahrnout zavislost na
referen¢nim gradientu determinantu F. Vskutku:

pi=((Jg")apr + J5' (pr) 1) F; ', (2.47)

kde muzeme jasné vidét, ze zavislost energie na F a znalost referenéni hustoty se postaraji o vSechny
ostatni terminy. Vice explicitné mame:

Pi = ‘]I;l(iFmMF]&TIL,IpR + (pR)J)Fi I7 (248)
kde jsme vyuzili vzorce pro derivaci determinantu, viz:
(Jr)1 = JrFM Fij p. (2.49)

Déle se zabyvame hustotou energie tvaru:

¥ = 9(i%r) = O(F}, (Jr),; X7T). (2.50)
Symetrie h v X je automorfismus h okoli X tak, ze:
V(g n o ixh) = ¥ (5% k), (2.51)

identicky pro vSechny deformace . Nyni ndm staci jen uvazovat takové automorfismy h, které zachovavaji
v X hodnoty prvniho jetu jih. V podminkach jednotlivych slozek mizZeme (2.51) psat jako:

(F (Jpdn), XT) = (Ff (Jp), s XT), (2.52)
kde jsme pomoci J;, oznacili determinant derivatu h ohodnoceného v X. Ziejmé grupa symetrie tohoto
materidlového bodu bude obsahovat alespoii dva 2-jety automorfismii h takové, ze j%h je identita a
takové,ze:

(Jrpdn) .1 = (JF).1- (2.53)
Jelikoz je ale determinant J, v X roven 1, dostdvame podminku:
(Jn), 1 =0. (2.54)
Pomoci vzorce pro derivdt determinantu a toho, Ze je j%h identitou, dostdvame podminku:

hj =0, (2.55)

kde jsme pro zjednoduseni oznaéili pomoci h{ slozky gradientu h. Jinymi slovy jsme dosli k tomu, Ze
grupa symetrie tohoto materidlového bodu obsahuje vsechny dvojice H = {G, S} tvaru:

H = {LS} = {3}, S1x} 5 Sk = 0. (2.56)

Definice 2.6. Rekneme, 7e dva (tecné) vektory v bodech X, X, € B jsou paralelni, jestlize majf stejné
soutadnice vzhledem k danému uniformnimu poli.

Pozndmka 2.6. Odpovidajici si bézové vektory uniformni baze jsou vzajemné paralelni (trividlnf).
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Definice 2.7. Rekneme, Ze vektorové pole w = w(X) je konstantni na oteviené mnoziné U C B, jestlize
w(X7) je materidlové paralelni s w(Xs) pro véechna X;, X5 € B.

Problém 2.7. Kdy je vektorové pole w paralelni danému uniformnimu poli?

Necht w = w(X) = w!(X) (soutadnicové) v n&jaké referenén{ konfiguraci a (Xo, i) je archetyp, kde
p: Txo,B — R? je linedrni zobrazeni odpovidajici reperu ji¢ € Px M, tedy p=' = jg0.

Necht E,, je pfirozens (kanonickd) baze v R3. Pomoci implantti P(X) tato bdze indukuje hladké pole
bézi na U, které lze znacit p,(X) (pro a = 1, 2, 3).

Uvazujme soufadnicovy systém na U se souradnicemi X' s piirozenou bazi & (proi =1, 2, 3).

Pak p,, = Pi¢;, kde P! je proménnd matice P} (X), ktera je soufadnicovou reprezentaci implantii a €;
(i=1, 2, 3) je pfirozend baze.

Déle 0 = w*p,, = wie'.
Ziejmé w' = w* P, a tedy w® = P*w’, kde P znaci inverzni matici k P.
Protoze w® je dle predpokladu materidlové konstantnosti konstantni, plati

31%—"‘ i e OW
Definujeme-li Christoffelovy symboly pfedpisem
P2
I = pr_—_t (2.58)
J ¢ 0X;
nebo ekvivalentné
1] 6Polf
F?j =1 an7 (259)
dostavame z (2.57)
ouk ,
0= T; R (2.60)

Prava strana rovnice (2.60) je tzv. materidlovd kovariantni derivace vektorového pole w vzhledem k
danému materidlovému paralelismu.

Nebo: Kovariantni derivace vektorového pole w podél libovolného vektorového pole v adoptovaném
soufadném systému X* s Christoffelovymi symboly I‘fj definovanymi pomoci (2.58).

Jde o linedarni konexi, kde se uvazuje kovariantni derivace vektorového pole w podél tzv. adoptovangch
vektorovyjch polich uréenych soufadnicemi X', Mame

o . .0
2o~ Lul® g

(Koszulovy axiomy doplni tuto linedrni konexi na ostatnich vektorech).

\Y (2.61)

Poznamka 2.8. Konstrukce, kterd byla préavé provedena, je lokdlni (uvazovala se oteviend mnozina U,
na niz existuje uniformni pole).

Poznamka 2.9. Podobné jako u uniformnich poli plati, ze je-li grupa symetrii trividlni, nebo diskrétni,
materidlovy paralelismus existuje pravé jeden (Christoffelovy symboly jsou definovédny pomoci implanti).

Neni tomu tak v piipadé, ze grupa symetrii neni diskrétni. Zde mame volnost diky grupé symetrii,
(2.17) pokud jde o uniformni pole, a tedy i Christoffelovych symbolu a paralelniho pfenosu.

Homogenita '
Uvazujme uniformni téleso, kde P(X) = P (X’) je uniformni pole. S predpokladem hyperelasticity mame
tedy konstitutivni rovnici

¥(F,X) = y(FP(X)), (2.62)

coz se dé& soutadnicové napsat jako
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U (FiP(X7)) (2.63)

nebo-li
B(F, XF) = §(FjPL(X7)). (2.64)

Definice 2.8. Rekneme, ze uniformni téleso je homogenni, jestlize existuje konfigurace a uniformni pole
P(X) takové, ze v této konfiguraci ma P(X) vyjadieni P!, = §7,.
V takovém piipadé iikdme, Ze uniformni pole P(X) je integrabilni.

Jind (ekvivalentn{) definice:

Definice 2.9. Rekneme, 7e uniformni téleso je homogenni, jestlize existuje takovs konfigurace, ze libovolna
translace libovolného bodu s néjakym jeho okolim je materidlovy isomorfismus.

Jestlize existuje pro kazdy bod X € B okoli U obsahujici X takové, ze na ném plati Def. 2.8, fikame,
ze téleso B je lokalné homogenni.

Uniformnf téleso je globdlné homogenni nebo jednoduse homogenni, pokud je predchozi podminka
splnéna na okoli obsahujicim celé téleso.

Poznamka 2.10. Jednoduchy piiklad nehomogenniho elastického télesa je ukdzan na uniformnim tlustém
sférickém vrchliku, vytvoreném z piféné izotropniho pevného materidlu, jehoz osa piicné izotropie e (X) je
spojena v kazdém bodé X s lokdlnim radidlnim smérem sféry. Jestlize predpokladame, ze v této konfiguraci
je material bez napéti, pak materidlové isomorfismy mezi jakymikoliv dvéma body obsahuji rotace, které
prindsi odpovidajici osy piitné izotropie do koincidence. V (lokéln{) homogenni konfiguraci bychom méli
mit, ze pole e1(X) se stdvd Euklidovsky-paralelnim polem nad né&jakym otevienym podtélesem. To muze
nastat, ale pouze na tkor napinani bodu v ramci kazdé sférické vrstvy s raznym mnozstvim. Tim padem
kazda konfigurace, ve které se osy pri¢né izotropie stanou paralelnimi v néjakém otevieném okoli, bude
nutné v tomto okoli obsahovat body, které jsou ruzné napindny. Jinymi slovy zaddnd (ani lokdln{) homogenn{
konfigurace nemuze existovat.

Homogenita a materidlova konexe
Necht (X%) a (Y™) jsou dvé referenén{ konfigurace. V modelu 1. fadu mame linedrni prechod od (X?) k
(Y™) tvaru X' = X*(Y™), v némz se soufadnice libovolného vektorového pole transformuji piedpisem

ay™
= — W

.€

Provedme tuto transformaci pro vektory p,, a = 1, 2, 3. M&-li byt Y ta referen¢n{ konfigurace, kterd
odpovidd podmince homogenity v Def. 2.8 (ve smyslu P! = §?), dostaneme podminku

~Am

(2.65)

L oYy™
o =r —. 2.
« a 8X1' ( 66)
Parcidlnim derivovdnim podle X7 dostaneme
. o%ym™m OP. gy™
=P — & — . 2.
0=Ftooxioxi t oxi ox (2.67)
Nésobenim prvkem inverzni matice Pk P, resp. P,g“ dostaneme
orym - QP gy™
= — o . 2.
0= axiaxr T oxi ox (2:68)
a z (2.59) dostaneme
82y7n . 6ym
_ —T¢ = 2.69
OXioxXk M oaxi’ (2.69)

coz lze srovnat s Gaussovou rovnici z Véty (1.4) pii neuvazovan{ koeficientu druhé zdkladni formy.
Z posledniho vztahu je vidét symetrie Christoffelovych symboli, a tedy nulové torze.
Dokazali jsme:
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Véta 2.2. Pro lokédlné uniformni téleso B 1. fadu plati:

B je lokalné homogenni, pravé kdyz pro kazdy bod X € B existuje okoli a lokalni materidlovy
paralelismus ve smyslu Problému 2.7 (viz vyse), pficemz odpovidajici linedrni konexe je bez torze, tzn. je
se symetrickymi Christoffelovymi symboly.

Poznamka 2.11. Pro trividlni a diskrétni grupu symetrii je materidlova konexe urcéena jednoznaéné.
Rozhodnuti o lokalni homogenité lze tedy ucinit pfimou kontrolou symetrie Christoffelovych symboli.

Pro spojitou grupu symetrii je situace slozitd (nevhodnd volba referenéni konfigurace muze dat
materidlovou konexi s nenulovou torzi).

Definice 2.10. Uniformni téleso, které neni lokalné homogenni, se nazyva nehomogenni.

Problém 2.12. Teoreticky se muze stat, ze splnéni kritéria homogenity zavisi na volbé archetypu.
Poznamenejme, ze v pripadé prostych hyperelastickych materidlu, tedy modelt 1. fadu, kritérium
homogenity na volbé archetypu nezavisi.

Homogenita pro hyperelastické materialy vyssiho radu
Repery vyssiho fddu indukované soufadnym systémem tz : R3 — R3 definované piedpokladem X +— X + Z
(po slozkach), nazyvame translace.

Uvazujme ¢ : U — R3 soutadny systém (X*) na oteviené mnozing U C B. Ziejmé jho~! € Pg B, kde
Xo = ¢~ 1(0) € U (se souradnicemi X! = X? = X3 = 0).

Necht X € U je dalsf bod. Definujeme zobrazen{

x=¢to tox) 0P Vo = U, (2.70)

kde Vo C U je dostateéné malé. 7x nazyvame ¢-translaci. Zrejmé 7x (Xo) = X. Toto zobrazeni je lokaln{
difeomorfismus a v souradnicich splyvé s translaci na R3.

Kompozice jx 7x o jop~t € PxB je potom bandlem repert fddu r. Z konstrukce vyplyva, Ze jetové
soufadnice vy§siho fadu jsou nuly a matice souradnic 1. fddu je jednotkova (4).

Uvazme archetyp (Xo,550), joo~! € Pg B. Predpoklddame lokdlné uniformnf téleso B.

V okoli Xy tedy nutné existuje tzv. uniformni pole indukované materidlovymi isomorfismy.

Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, Zze jedno z téchto uniformnich poli spliiuje v soufadnicich
identitu ve smyslu (4), tzn. jetové souradnice 1. fddu tvoif jednotkovou matici a jetové souradnice vyssiho
fadu jsou nuly.

Definice 2.11. Rekneme, 7e téleso B je lokalné homogenni az do Fadu r, jestlize pro kazdy jeho bod
X existuje okoli takové, ze pole reperti indukované néjakym souradnym systémem (ve smyslu jx 7x) je
uniformnim polem (tedy indukovanym materidlovymi isomorfismy) fadu r. Jestlize je takové okoli rovno
celému télesu B, hovoiime o globalni homogeniteé.

Cosserativ model je definovan jako reperovy bandl F'B obycejného télesa B, obvykle nazyvaného
makromedium nebo matice. O Cosseratovu modelu se fekne, zZe je jednoduchy, pokud je jeho mechanicka
odezva lokalni a zdvisi pouze na 1-jetové konfiguraci. Pokud navic piehlédneme pamétové efekty, pouze v
piipadech obycéejného télesa, dostdvame jednoduchy elasticky Cosseratiuv model.

Rekneme, ze dva body X; a X, baze B Cosseratova modelu FB s konstitutivni rovnici 1) = Y% K)
jsou materialné isomorfni, jestlize zde existuje lokalni isomorfismus hlavniho bandlu pis z X; do X5
takovy, Ze rovnice

D(ix, K 0 jx,p12) = ¥(jx, K) (2.71)

je splnéna identicky pro vsechny konfigurace K. Ve slozkach bude 1-jet p12 obsahovat zobrazeni mezi
zékladnimi okolimi, sviij gradient P/, zobrazeni mezi fibry Q' a sviij gradient R’ ., vSechny ohodnoceny
v X;. Podminka dand v (2.71) se ¢te odpovidajicim zpusobem:

(K]Qirs FiPig, Kj QPR + KRy (X1)") = (K, Fiyg, Ky v (X2)). (2.72)

Cosseratuv model je materidlové uniformni, jestlize vSechny body béaze variety jsou materidlové
isomorfni ve smyslu (2.71), (2.72). Vybranim bodu X a ozna¢enim implantu z tohoto bodu do libovolného
bodu X pomoci jipx, podminka uniformity miize byt napsdna jako:

V(jxK) = v(jx K o jopx)- (2.73)
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Pro definovani archetypu se musime v piipadé Cosseratova materialu nechat ovlivnit pfirozenou
cestou uvazovani 1-jetti lokalnich isomorfismi hlavniho bandlu mezi bandly reperu FR3 a FB. Tato
myslenka néds pozdéji zavede k tzv. neholomnim reperim druhého Tddu na varieté B3. Z fyzikdlniho hlediska
nen{ neholomn{ reper druhého fddu v Xy nic vic, nez (inverze) lokalizované konfigurace v tomto bodé.
Toto ziskdme vybranim Cosseratovy konfigurace a ponechanim si hodnot jeho 1-jetu v X ve smyslu
vyjadieni konstitutivniho zékona v X ve slozkovém tvaru. Predesla podminka timto vs§im vytvaii tfi pole,
(QL(X), Pi(X), Rl 5(X)), reprezentujici implanty z archetypu do bodu X tak, ze:

kde jsme pomoci ¥ oznadcili konstitutivni rovnici archetypu. Piedpokldddme, Ze vyse uvedens implantova
pole jsou hladka.

Symetrie g Cosseratova materialového bodu X € B je materidlovy isomorfismus z bodu do sebe. Jinymi
slovy podminkou (2.71) identifikujeme zdroj X; a cil X3 s X a ziskdvame:

V(XK o jxg) = v(jX K), (2.75)

pro vSechny konfigurace K. Slozkové symetrie v X obsahuje trojici (H f}, GLII7 L{, ) takovou, ze

W(KH, FiGle, K} jHy G+ KiLyy, XT) = (K5, Fie, Ky v, X7). (2.76)

Uvazujme standardni bandl reperu FIR™. Vzhledem k faktu, ze baze R™ ma mnoho riznych struktur,
muzeme si dovolit nalézt vyznacéné prvky, které jinak nejsou k disopozici. Obzvlasté zde existuje vyznacény
reper e v FIR", ktery je dan jako:

e = jbidgn, (2.77)

kde O oznacuje kanonicky puvod R™. Zde idg-» oznacuje identickou mapu R”. Uvazujme nyni oteviené okoli
U pro O € R™. Oznacenim pomoci 7 bandlové projekce FR™, miize byt mnozina 7~ *(U) identifikovéna
pomoci bandlu reperu FU, coz je podbandl FB. Necht:

d: FU — FB (2.78)

je morfismus hlavniho bandlu. Mezi ostatnimi pojmy toto implikuje existenci dobfe definovaného zobrazeni:

U oU)=V CB. (2.79)

Timpédem je ® isomorfismus hlavniho bandlu mezi 7' () a 7~ (V), kde 7 a m oznacuji projekce
bandlu FR™ a FB.
Necht (b, f) = ®(0,e). Tim ziskdme, ze 1-jet:

9=Jto.n® (2.80)

je reper FB v (b, f). Ke zjisténi pravdivosti tohoto tvrzeni ndm postaci si uvédomit, ze jelikoz je FR™
varieta dimenze n + n?, existuji zde lokalni diagramy, které zobrazuji okoli (O, e) difeomorfné na okolf
pocatku R"+"2, a ze takovy diagram muze byt kanonicky strukturovan na bézi standardnich soufadnic
v R™. Tudiz lokalni isomorfismus hlavniho bandlu ® muze byt vniméan také jako lokélni isomorfismus
mezi otevienou mnozinou v R obsahujicim pocatek, konkrétné mnozinu Y U) c R a okolim
(b, f). Proto je g vskutku prvek FFB, i kdyz je libovolny prvek, protoze je ® specidlni zobrazeni, bandlovy
morfismus, ktery respektuje bandlovou strukturu komplikovanych variet. Tento druh reperu z FB se
nazyvé neholonomng reper (druhého tddu) z B v b.

46



3 Tensory a tensorové bandly
([

3.1 Tecny a kotecny bandl
Nyni definujme teény bandl k varieté M

Definice 3.1. Necht a € M. Prostorem T, M nazveme mnozinu véech 1-jetdi drah v : R — M spliujicich
v(0) = a, tedy T,M = {j37;7(0) = x}. Prostorem T'M nazveme prostor |J, ., TaM.

Definujme na T, M strukturu variety ndsledovné. Necht (U, ¢) je soufadny systém (lokdln{ zobrazen{) na
M. Pak lze definovat lokdln{ zobrazen{ (TU,Ty), kde T : TU — Tp(U) C TR" je definovéno predpisem
Joy = ja(p o 7). Piechodova zobrazeni jsou tvaru T4 o T~ : To(TUy, N TU) — Tw(TUy NTUs), kde
(U1, ¢) a (Ua, ) jsou lokdlni zobrazeni na M indukujici lokélni zobrazeni na TM. Ty vytvareji hladky
atlas na TM. Déle je dana projekce te¢ného bandlu predpisem p : TM — M definovana podminkou
p(j8v) = 7(0) pfitazujic tecnému vektoru jeho pocdtek. Ze souradného vyjadieni se snadno vidi, ze jde o
hladké zobrazeni.

Jsou-li dale M, N variety a f : M — N hladké zobrazeni, 1ze definovat tecné zobrazeni T'f : TM — TN
predpisem jiv ~ jd(f o). Snadno se vidi, ze jde o hladké zobrazeni, a ze jeho restrikce na T, M je
linedrni zobrazeni.

Definice 3.2. Teénym bandlem T M na varieté M nazveme strukturu variety definované vyse uvedenym
atlasem spolu s projekci te¢ného bandlu py, : TM — TM.

Tvrzeni 3.1 Tetny bandl T definovany na objektech predpisem M — T M a na morfismech predpisem
f— Tf je bandlovy funktor definovany na kategorii M f hladkych variet a hladkych zobrazeni.

Definice 3.3. Vektorovym polem na varieté M rozumime hladké zobrazeni X : M — T'M takové, ze
poX =idyy.

Plati tedy p(X(a)) = a pro kazdé a € M. Jinymi slovy, v kazdém teéném prostoru T, M mame vybran
jeden vektor, a to hladkym zpusobem.

Definice 3.4. r-tou tensorovou mocninou ®"V vektorového prostoru V nazyvame prostor L(V*, ..., V*; R)
vSech r-linedrnich zobrazeni z V* do R. Jeho prvky se nazyvaji tensory stupné r.
Tedy @'V = L(V*,R) = V.

Definice 3.5. Pro libovolné vektory vq,..., v, € V definujeme jejich tensorovy souéin v; ®...Q v, €
®"V predpisem

(V1 @ oo @ Up)(ULy vy Uy ) =< VL, U > e < Upy Up >, ULy oy Uy € VT (3.1)
kde na pravé strané jde o soucin realnych ¢isel.

Definice 3.6. Tecny bandl jako mnozina je sjednoceni TM = (J,,, T:M teénych vektorovych prostor
ve v8ech bodech variety M.

Definice 3.7. Uvazujme nejprve

"M = | T;M. (3.2)

reM

Daéle ozna¢me w : T*M — M jako vznikajici projekce. Mame také otevienou mnozinu V C R", pro
kterou plati: T*V = V x R™". Pro lokalni zobrazeni ¢ : U — V mame tectné zobrazeni T, : T, M —
To@)V = {o(x)} x R", 2 € U, které je linedrnim isomorfismem. Déle je tteba sestrojit dudlni zobrazeni
(Top)* :=Trp: {p(x)} x R™ — T M a také inverzni (TXM)~! : TiM — {p(x)} x R™. Sjednocenim
pies viechna z € U ziskdvame bijekci (T*p) ! : 7= 1(U) — V x R™. Pomocf této bijekce dokdZeme prenést
oteviené mnoziny ze soucinu V' x R™* na 7~(U) a otevienou mnozinou na T*M pak rozumime jakékoliv
sjednoceni takovychto zakladnich otevienych mnozin. Potom T*M je topologickou varietou dimenze 2n.
Pro ptrechodové zobrazeni ¢12 : V19 — Va1 dvou zobrazenich jednoho atlasu na M je po bodech sestrojené
zobrazeni (T*<p1_21) : Via X R™ — Vo1 x R™ taktéz hladké. Tim vsim se T*M stava hladkou varietou.

Definice 3.8. Varietu 7" M nazyvame koteény bandl variety M.
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Lemma 3.1 Je-li g : Q — M dalsi zobrazeni, potom
(fog)"A=g"(frA) (3.3)
je totéz tensorové pole typu (0, s) na Q.

Hodné dulezitd jsou antisymetrickd tensorova pole typu (0, k) na M, kterym se iikd k-formy na M.
Souradné vyjddreni k-formy A : M — /\l’C T*M je

Z A (x)dx™ Ao A dat (3.4)

i1, in=1

Vnéjsi soucin k-formy A s [-formou B : M — /\l T*M je definovdn bod po bodu, tedy AANB : M —
N T M

3.2 Povrchové sily a vektor napéti

Uvazujme téleso B v deformované konfiguraci a vezméme objemovy prvek spolu s povrchovym prvkem,
které téleso obklopuji. Necht 7 je jednotka normalového vektoru pfedepisujicim orientaci plochy, kterd
sméfuje ven z télesa. Pomoci 7 muzeme definovat pozitivni i negativni stranu orientovaného povrchového
prvku, (1], [5)).

el

<

Pl/ AS

Obrazek 7: Povrchové sily. Zdroj: ([1])

Nyni vytvofime nékolik analogickych pfedpokladii pro tuhé téleso platicich pro dostate¢né malé
objemové a povrchové prvky. Vliv povrchovych sil na takovy prvek muze byt nahrazen vektorovu silou H
v libovolném bodé P € AS a to stejné plati i pro moment sily G. Potom definujeme tzv. vektor napéti
T" jako limitu:

y . AF
T = Jim A5 (3:5)
zatimco
. AG
Alénio NS 0 (3.6)

Diky zdkonu akce a reakce, sila =T pusobi na opacnou (negativni) stranu plochy.

Obdobné jako pro povrch to muzeme pievést i na objemovy prvek a objemové sily. Vliv objemovych
sil na prvek AV muze byt redukovan na vybrani pouze jednoho bodu P € AV a jednu vektorovou silu
K takovou, ze limay_q ﬁ—l‘f = F. Analogicky pro piipad povrchovych sil mame limAV_mﬁ—‘I/‘ = 0 pro
moment sily.

Pokud jde o vektor napéti v bodé P, byl by kompletné popsan, pokud bychom disponovali tiplnou
znalost{ jeho hodnot na vSech infinitesimélnich ploskéach, coz je samoziejmé tézko proveditelné. Nastésti
sta¢i zndt jeho hodnoty na tfech elementdrnich plochach (rovnobéznych se soufadnymi rovinami).

Uvazujme i-ty elementarni povrch AS kolmy k i-té ose s normdlou urcujici jeho orientaci, ktera se
shoduje s i-tym jednotkovym vektorem €;. Slozky napéti piisobici na tomto povrchu oznaéme jako T7, T4
a Ti. Dale oznaéme pomoci Tij j-tou slozku vektoru napéti pusobici na i-ty elementarni povrch. Ziejmé je
vektor napéti na opaénou (negativni) stranu itého elementdrniho povrchu popséan slozkami —7;1, —7i2 a
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Obrézek 8: Elementérni povrch k i-té ose. Zdroj: ([1])

—Ti3-

Je snadné vidét, ze pomoci prumeért deviti slozek 7;; muzeme urcit vektor napéti ptisobiciho na
libovolny nekoneény povrch s normélovym vektorem . Pro odvozeni rovnice rovnovahy pro povchové a
objemové sily, musime uvazovat elementarni tetrahedron, kde t¥i povrchy jsou paralelni se soufadnicovymi
rovinami a ten étvrty je ve vzdalenosti h od bodu P (obrazek 9).

o=
~if
<4

)

%
Obrazek 9: Tetrahedron. Zdroj: ([1])

Za predpokladu, Ze je o na obrézku oblasti povrchu ABC, potom je oblast i-tého povrchu o; = ov;,
ponévadz v; jsou smérové kosiny normdly v piislusné k povrchu ABC.
Rovnice rovnovahy pro povrchové a objemové sily (prvni impulsni véta) zni:

//T”dS—i—///FdV:%///pvdV, (3.7)

kde rovnovéha pro momenty sil (druhd impulsni véta) je

[ [yxrrs ///nydV_() (3.8)

Pokud v prvnf rovnici rovnovahy nejsou vnitin{ sily (tedy pravd strana rovnice se rovnd nule), obdrzime
rovnici

; 1
T) — 7o, + gahFi =0. (3.9)
Orientace povrchu tetrahedronu je ddna normélou sméfujici ven. Uvazovanim limity s h — 0 dostdvame

1Y =7loj, (3.10)
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jelikoz limita objemu tetrahedronu se vykresluje bliz nule rychleji nez k povrchum.

V predchozich dvou rovnicich jsme uzivali konvence pro s¢itani pres opakované indexy. Ve skutec¢nosti
T" je vektor (index v neni tensorovy index, ale oznacuje jednotku normély popisujici orientaci povrchu).
Jelikoz posledni rovnice transformuje normadlové vektory na vektory, jednd se o linedrni zobrazeni, tedy (1,

1)-tensor. Pouzitim Einsteinovy konvence, prepiseme T = 7/0; na

T =107, (3.11)

vynechanim sybolu v.

Nyni predstavme rovnici rovnovahy v diferencialni formé. Uvazujme prvni "negativni”elementarni
povrch (i = 1) krychle, kde vektor napéti je tvaru:
(2t 2% 2%), (2!, 22, %), 3 (2t 22, 23)), (3.12)
zatimco kladna hodnota napéti je:
(7} (zt + dat, 22, 23), 72 (2t + dat, 22, 23), 73 (2! + dat, 22, 23)). (3.13)
Odpovidajici si sily jednotlivych povrchu krychle jsou
(77—1’1 (xlv an 1‘3), 77_1'2(:1:17 332, xg)a 77_1'3(3:17 $2, xg))dedxg (314)
a
(r} (2t + dat, 22, 23), 72 (2! 4+ dat, 22, 23), 73 (2! 4 dat, 2%, 23))daPda’. (3.15)

Nahrazenim silovych vektoru na ”kladném”povrchu pomoci prvniho fddu Taylorova polynomu a
odecétenim "negativniho”, dostaneme podminku rovnovéahy pro sily pusobici na strany kolmé k prvnimu
kanonickému vektoru néasledovné

ort o o 1
+ + L 4+ pt—0. 3.16
oxt  0x? Oz (3.16)

Objemovs sila je tvaru Fldz!'dz?dz3. To stejné mizeme udélat i pro zbylé pary vzdjemné paralelnich

povrchu krychle a nakonec ziskame

Y T
F'+ =0 3.17
+ o (3.17)
nebo
Fi + diUTi = 0, (318)
nebo, nakonec
F + Divr =0, (3.19)

pomoci hlavniho symbolu Div, oznacujicim matice namisto vektoru odpovidajicich vstupum div.

3.2.1 Hlavni napéti

Na libovolné roviné s normélou n, maze byt napéti o(™ ziskdna jako

o™ = J{niej (3.20)

To muzeme vyfesit pomoci jedné kolmé slozky na rovinu a teéného zbytku k ni. Oznac¢enim kolmé
slozky pismenem N dostavame
N=n 0™ =glnin. (3.21)
Pro dany tensor napéti af , jako smér zmén roviny, se hodnota N méni v dusledku predchoziho vztahu.
N nazveme normaélové napéti na roviné.
Potiebujeme najit extrém hodnoty IV s ohledem na n; s omezenim n;n; = 1. Vysledkem je problém
vlastni hodnoty. Nicméné, jak i uvidime, pokud momenty télesa [ jsou piitomné, tensor napéti neni
symetricky. Zkouska kvadratického tvaru v n; ukazuje, Ze pomoci symetrie n;n; je jeho koeficient roven
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0ij + 04;. Nyni mizeme k vypocitani vlastnich hodnot pouzit symetricky tvar matice o;;. Za predpokladu,
7Ze nova matice je symetrickd verze o(;;), problém vlastnich hodnot vyplyva ze systému rovnic

I(ig)"j = oM, (3.22)

kde o je vlastni hodnota a n je vlastni vektor. Pro netrivialni feSeni tohoto homogenniho systému
dostavame

|U(ij) - 06| =0. (3.23)

Necht ¢*) a n®) jsou vlastni hodnoty a vlastni vektory tohoto problému. Vyndsobenim rovnice (3.22)
n,; vidime, ze vlastni hodnoty jsou stacionarni hodnoty N, tj.

N — U(ij)ng_k) — O.(k)nl(k)nz(_k) — o) (3.24)

Tii vlastni vektory jsou vzajemné ortogondalni a tyto sméry nazyvame hlavnimi sméry. Odpovidajici
normélovd napéti o(®) nazyvdme hlavnimi napétimi. T invarianty matice o(ij) jsou

Iy =0W+0@ 4+ 6® =g,
1
Ipo = 0Wo® +0@0® + D0 = “{oaog — 0065 (3.25)

I3 =0We@s0) = |o(ij]
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4 Kovariantni derivace, Levi-Civitova konexe, linearni konexe
(na vektorovych bandlech)

(3D

Definice 4.1. Riemannovou metrikou na varieté M rozumime hladké zobrazeni g : M — S_%_T*M
takové, ze po g = idy,.
Dvojici (M, g) nazgvdme Riemannuv prostor.

Definice 4.2. Velic¢iny

1SN 0, dga Oy g
Tl = oYM 4 S S (4.1)

2 pt ouwd  Oul oul

budeme nazyvat Christoffelovy symboly Riemannovy metriky g.

Definice 4.3. Tuto linedrni konexi nazyvame Levi-Civitova konexe Riemanovy metriky g na varieté
M.

Nechme pfipojit ke kazdému bodu X hladce stejnomérného télesa B mnozinu P(X) repert indukovanych
vSemi moznymi materidlovymi implanty z daného archetypu k danému bodu. Vysledkem je mnozina Pg
zhruba sestdvajici spojenim vSech P(X). Mnozina Pg, kterou jsme takto sestavili, je nazyvdna svazem
bandli. My ji budeme nazyvat materidlni svaz bandli télesa B. Je sestavena napiiklad pomoci projekéniho
zobrazent:

m: P — B, (4.2)

které jednoduse ukazuje, kterému bodu z B je dany ramec p pfipojen.
Necht P(M, G) je hlavn{ fibrovany bandl nad varietou M se strukturni grupou G a jeho projekci
m : P — M. Pomoci daného u € P(M, G) ozna¢me nyni V), jako wvertikdlni vektorovy podprostor

T.P, ktery dle definice obsahuje vSechny vektory teéné k fibru 7= (w(u)) C P(M, G), zobrazujiciho
se jako uzavfenou podvarietu k P. Konexzi na P(M,G) vaiméme diferencidln{ distribuci H na P takovou, Ze:

1. V kazdém u € P, je tecny prostor T, P pfimym souctem V, a H,, coz znamena: T, P =V, & H,.
2. Distribuce H je invariantni pod akei grupy G na P, tedy Hyq = Rax(Hy) pro kazdé u € Paa € G.

Distribuci H nazveme horizontdlni a prostor H, horizontdlnim podprostorem T, P. Vektor X, € T, P
se nazyva horizontdlni, pokud X, € H,, a vertikdlni, pokud X, € V,,.

Nynf uvazujme bandl linedrnich reperti L(M) n-dimenziondlni redlné diferencovatelné variety M. Necht
m: L(M) — M je jeho standardni projekce. Kanonickd forma na L(M) je R"-hodnota 1-formy ¥ na
L(M) definované v libovolném linedrnim reperu u € L(M) a libovolném vektoru X € T,,L(M) jako
(X) = u (m. (X)), (4.3)
kde u pfedstavuje linedrni zobrazeni z R™ do T}, )M pfifazujici k n-tici ¢isel £ tecny vektor k M majici
¢ jako své soutadnice v reperu u. Kanonické forma 1 na reperovém bandlu L(M) je pseudotensorickd
1-forma typu (id, R™). To je
(Re9)(X) = a™ ' (9(X)) (4.4)
kde a=!(9(X)) je standardn{ akce obecné linedrni grupy GL(n;R) na R" a kde

a”'(9(X)) = a7 (u (1 (X)) = (ua) " (1 (X)) (4.5)

pro kazdé X € Tﬂ(u)L(M)
Konexe na bandlu linedrnich repert L(M) se nazyva linedrni konex? na M. Pfi pfedstave takové
konexe H na L(M) a pouzitim identifikaéniho zobrazen{ v : R™ — T'M, kde u je libovolny linedrn{ reper,

muzeme s kazdym horizontalnim vektorem X, € T, L(M) spojit prvek £ € R™. Pfi tom musi byt splnéno
T (Xu) = u(§).
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Tvrzeni 4.1 Nechf X (€) je standardni horizontélni vektorové pole pro £ € R™ na L(M). Potom pro
libovolné a € GL(n;R) a & € R™ plati:

L Rai(X(€)) = X(a™19).
2. Pokud £ # 0, potom se X (§) neanuluje.

Déle pomoci{ dané formy konexe w linedrn{ konexe H na L(M) a vybranim £ € R"™, podminky
(X () =€ aw(X(€)) = 0 naprosto predepisuji standardn{ horizontaln{ vektorové pole X ().

Pokusme se nyni vyjadrit linedrni konexi na varieté M v lokdlnim soufadném systému. Uvazujme
soufadnicové okoli U C M s lokalnim soufadnym systémem 2%, ..., 2™ Linedrnf reper u € L(M) takovy,
7e m(u) = p € U, muzZe byt jednozna¢né vyjadren jako

(Z%%bwwzun%b)a (4.6)

i=1 i=1
kde det{u’} # 0 vzhledem k linedrni nezavislosti bazovych vektort indukovanych souradnicemi % lps - -+, a% lp-
Identifikovdnim 71 (U) C L(M) s U x GL(n;R) dostaneme {z*,u3 },i,j,k = 1,...,n, jako lokdln{ soufadny
systém na m~(U). Necht je ej,...,e, piirozend baze na R". Potom se kanonicky tvar ¢ (4.3) muze
vyjadrit v libovolném p € M jako

ﬁ(Xp) = Zﬂi(Xp)eh (4.7)
=1

kde X, € T,M a¥’,i =1,...,n jsou realné hodnoty 1-forem na M. Navic, jelikoz linedrni reper u € 7= (p)
zobrazuje kazdou n-tici e; na vektor

"0
> el 507 P (4.8)
j=1
tvar 9,4 = 1,...,n muze byt vyjadien jako
9 =" 9idal. (4.9)
j=1

Predpoklddejme, ze {Ef},i,j = 1,...,n je bdze Lieovy algebry gl(n;R). Potom hodnota gl(n;R)
konexe tvaru w muze byt vyjadiena jako

n
w= Z w;EZJ, (4.10)
ij=1
kde w;v, i,j =1,...,n jsou redlné hodnoty 1-forem na L(M). Méjme dany souradny systém {z?, ufc} na
7~ HU), necht s : U — L(U) je lokdln{ prifez piitazujici ke kazdému bodu p € U reper (52: |p, - - - » 52 |p)-

Uvazujme pull-back s*w. Tvar s*w je hodnota gl(n;R) 1-formy na U C M a jako takovd muze byt nyn{
reprezentovana v lokalnim soufadnicovém systému na U jako

S 3 s = 3 (3Tt )

i,j=1 ij=1 k=1
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5 Grupy
(3D

Pi#iklad 5.1. Obecnou linedrni grupou GL(n,R) je grupa vSech invertibilnich redlnych matic typu n x n.
Je to oteviend podmnozina L(R™,R™) dand nenulovym determinantem a Lieovou grupou.

Podobné i napiiklad GL(n,C), grupa invertibilnich komplexnich matic typu n x n, je Lieova grupa.

Priklad 5.2. Ortogondlni grupa O(n,R) je grupa vSech linedrnich isometrif z (R™, < , >), kde < , >
je standardni pozitivné definitni vnitini sou¢in na R™. Specidlni ortogondlni grupa SO(n,R) := {A €
O(n,R) : detA = 1} je oteviend v O(n,R), jestlize

O(n,R) = SO(n,R) L <_01 Jlnol) SO(n,R), (5.1)

kde I je zkratka pro matici identity Idps.

Piiklad 5.3. Specidlni linedrni grupa SL(n,R) je grupa viech matic typu n x n s det = 1. Funkéni det :
L(R™,R™) — R je hladky a ddet(A)X = stopa(C(A).X), kde C(A)’, kofaktor z A} je determinant matice,
coz vyplyva z polozeni 1 na misto Ag do A a 0 do zbytku j-tych fad a i-tych sloupcu matice A. Vyuzijeme
Cramerova pravidla C(A).A = A.C(A) = det(A).I,. Pokud tedy C(A) # 0, potom linedrni funkcion4l
df(A) je nenulovy. Tedy det : GL(n,R) — R je submerzi a SL(n,R) = (det)~!(1) je varieta a Lieova
grupa dimenze n? — 1. Koneéné tedy poznamenejme, ze Ty, SL(n,R) = kerddet(I,) = {X : stopa(X) = 0}.
Tento prostor matic s nulovou stopou je bézné oznacovan jako sl(n,R).

Polopiimy souéin Lieovych grup. Necht H a K jsou dvé Lieovy grupy a necht £ : H x K — K
je leva akce H v K takova, ze kazdé ¢}, : K — K je grupa homomorfismu. Takze pfidruzené zobrazeni
{:H — Aut(K) je homomorfismus do automorfismu grupy K. Potom muzeme zavést ndsledujici ndsobeni
na K x H

(k,h)(K' ) := (ki (K'), hh") (5.2)

Je snadné vidét, ze toto vSechno definuje Lieovu grupu G = K x; H nazyvanou poloprimy soucin H a K s
ohledem na [.

Lemma 5.1 Prostor X (M) vektorovych poli na M se kanonicky shoduje s prostorem vSech derivaci alge-
bry C*° (M, R) hladkych funkei, jinymi slovy takovych R-linedrnich operatoru D : C*°(M,R) — C>=(M,R)
s D(fg) = D(f)g + fD(g).

Lieova zavorka. Diky lemmatu 5.1 muzeme urc¢it X(M) s vektorovym prostorem vsech derivaci
algebry C°(M,R).
Jestlize X,Y jsou dvé vektorové pole na M, potom zobrazeni f — X (Y (f)) — Y(X(f)) je opét derivaci
C*°(M,R). Tudiz tu je jediné vektorové pole [X,Y] € X(M) takové, ze [ X,Y](f) = X(Y(f)) - Y(X(f))
plati pro vSechna f € C*°(M,R).

V lokélnim soufadnicovém systému (U, w) na M miizeme okamzité ovéiit, ze pro X|U = 3 X2 a
YU =Y Y2 méme
;0 e 0 0 i, 0
X’L - YliA - )(2 ,YJ *Yl 7,XJ = 53
[Z auz’z i ;( (3 Y)Y (5 XNg5 (5-3)
protoze druhé ¢asteéné derivace komutuji. Bilinedrni redlné zobrazeni
[,]:X(M) xX(M)— X(M) (5.4)

se nazyvd Lieova zdvorka. Poznamenejme také, ze X(M) je modul nad algebrou C*°(M,R) dany bodovym
rozmnozovanim (f, X) — fX.
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Véta 5.1. Licova zdvorka | , | : (M) x £(M) — X(M) m4 néasledujici vlastnosti:
L [X,Y] =Y. X]
2. [X[Y, Z]] = [[X,Y], Z] + [V, [X, Z]], Jacobiho identita
3. [fX.Y] = fIX,Y] - (Y))X,
4. [X, fY] = fIX,Y] + (Xf)Y.

Zpusob Jacobiho identity, ktery jsme vybrali, ndm iika, ze ad(X) = [X, ] je derivace pro Lieovu
algebru (X(M), [, ).

vvvvvv

pojmu.
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6 Geometrické pozadi

V této kapitole vychdzime z klasické diferencidlni geometrie a uvazujeme plochu, ([7]).
Megjme kiivku C, kterd je parametrizovand obloukem s. Dale mdme neinflexn{ bod f(sg), ve kterém
existuje jedind kruznice, kterd mé s kiivkou C' styk 2. fddu. Znaci-li e = f’(so) a e je jednotkovy vektor,

ktery je souhlasné orientovany s vektorem <e1(s0) (coz znamend, ze deldi(sso) = Kk(so)e2(so) pro k(sp) > 0)),
potom mé tato kruznice stied v bodé f(sg) + ﬁ62(80) a polomeér roven F%O Tato kruznice se nazyvé

oskulacni kruznici kiivky C. Cislo k(sg) nazveme kiivost a vektor e(sg) vektorem kfivosti kiivky C v
bodé f(so).

Méjme rovinu o, kterd ma s kiivkou C' styk k-tého tadu, pravé kdyz existuje takova rovinnd kiivka ~
C o, ktera ma s kiivkou C styk k-tého fddu. V neinflexnim bodé existuje jedina rovina w majici s kiivkou
C styk k-tého fadu. Rikdme ji oskulacni rovina kiivky C v bodé X a pro jakoukoliv lokélni parametrizaci,
kterd spliuje X = f(to) je urGena vektory f’(to) a f”(to).

Jestlize je parametr s oblouk, pak plati klasické Frenetovy vzorce

d d d d
d%: =e % = Keg g2 _ —Ke1 + Teg % = —Té3 (6.1)

ds
Prvni zdkladni forma

Uvazujme libovolné dva linedrné nezdvislé teéné vektory a, b (to znamend prvky teéné roviny) k plose S
v bodé X. Potom pro vektor a a libovolnou lokélni parametrizaci f plochy S existuje v oblasti parametru
kiivka C, kterd je tifidy C" a je ddna predpisem u = u(t), v = v(t) tak, ze f(u(to), v(to)) = X, w'(to) =
a' a v(ty) = a®. V jiz zminéné lokalni parametrizaci potom plati a = f,’a' + f,’a? a analogicky také pro
vektor b = fu’bl + fv’b2~ Nynf polozme gi1(u, v) = fu" - fu', g12(u, v) = g21(u, v) = fu’ - fu" a gaa(u, v)
= f,’ - f»’. Potom méme pro skaldrni soucin a - b symetrickou bilinearni formu definovanou predpisem

a-b=gi(u, v)alb1 + g12(u, v)a1b2 + g21(u, v)a2b1 + ggg(uv)asz, (6.2)

indukujici kvadratickou formu ¢; = || ||?, ktera uréuje velikost libovolného vektoru a ptredpisem ||a|| =
va - a. Uz snadno se da ovérit, ze hodnota neni zavisla na volbé lokalni parametrizace. Kvadratickou
formu ¢ muzeme pséat ve tvaru

g11(u, v)(du)? + 2912 (u, v)dudv + gao(u, v)(dv)? = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?, (6.3)

jestlize polozime E = g11(u, v), F = g12(u, v) a G = gaa(u, v). Rikdme ji prvni zdkladni forma plochy
S. Tato forma urcuje délku kiivky vztahem

S2
l=89— 51 = / ds, kde ds* = . (6.4)

S1

Druha zakladni forma

Necht je kiivka C' lezici na ploge S parametrizovand obloukem s. Dale uvazujme normalové vektory

2 2
k plose, které jsou jednotkové. Potom skaldrni souc¢in &, = n - ZT;/ = ||n|| - ||ZTZ||cosoz predstavuje
2
normdlovou kiivost kiivky C na plose S, kde @ € <0, w> znaci thel, ktery svird vektor kfivosti Z?Z a

vektor orientace normaly. Normalova kiivost k,, je tedy rovna velikosti kolmého prumeéru vektoru kiivosti
ZZT;Y do sméru normélového vektoru n. Jak ndm dokazuje klasicka diferencidlni geometrie, normalova
kfivost je pro vsechny kiivky, které lezi na plose S parametrizované obloukem a souCasné majici stejny
tecny vektor a = g—’;, stejna. Potom pro jednotkovy vektor a tetny k plose S definujeme normadlovou
krivost k% plochy S ve sméru vektoru a = % predpisem k% =n - %. Déle definujme i normdlovy ez ve
sméru vektoru a, kterym budeme rozumét kiivku na plose S vznikajicim jejim prunikem s rovinou, kterd
je urcend vektory a a n. Kfivost normalového fezu je pak rovna absolutni hodnoté normélové kfivosti x2.

Déle uvazujme zcela obvyklé znacené lokalni parametrizace f(u, v) plochy S. Necht hy; = n - fu.”,
hio =n - fu,”, haa = n - fu,”. Vektor a uvazujeme stejného vyznamu jako u prvni zékladni formy plochy.
Definujme kvadratickou formu ¢y predpisem

@2((1) = hn(al)2 + 2h12a1a2 + h22(a2)2, (65)
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nebo
o (du, dv) = hy1(u,v)du? + 2hio(u, v)dudv + has(u, v)dv? = Ldu® 4+ 2Mdudv + Ndv? (6.6)

Kvadratické formeé ¢y fikdme druha zakladni forma plochy S.

Mgjme kiivku C' C S s parametrizaci 7, obloukem s a jejim vektorem kiivosti fTZ. Kolmy prumér
vektoru kiivosti do teéné roviny 7x .S k plose S v bodé X € § nazyvame vektorem geodetické kiivosti.
Budeme ho oznacovat v/ (s) a jeho velikost, pro kterou zavedeme oznaéeni symbolem k,, nazveme geode-

. - ; s 17~ . ) dry _ d%y dvy
tickou kiivosti. Lehce se vidi, Ze v, je kolinedrni s n x Sl axy, = 53 - (n x 31).

Véta 6.1. Vektor geodetické kiivosti mé ve vySe uvazované parametrizaci plochy S a kiivky C vyjadieni

d?uF du® du?
"_ k du
’Y‘r_<d82>+ iJ s dS)flw

(6.7)

kde se s¢itd pres vSechna i, j, k € {1, 2}

Definice 6.1. Geodetickou kiivkou (geodetikou) oznacime kiivku na plose takovou, pro kterou plati, ze
jeji geodeticka kiivost je v kazdém bodé nulova.

7 této definice vyplyvé, ze vlastnost "byt geodetikou”opét patii do vnitini geometrie plochy a ze
geodetiky se zachovavaji pii izometriich. Geodetickymi zobrazenimi nazveme takova zobrazeni, ktera
zachovévaji geodetiky. Navic plati, Ze kazdd izometrie je geodetickym zobrazenim (naopak to ale uz neplati).

vektor
geodeticke
*  kfivosti

vektor prvni
krivost

vektor |
normalni
krivosti

Obrézek 10: Geometricky vyznam geodetické kiivosti kiivky na plose. Zdroj: ([9])

Pro kazdy vektor t, ktery je tecny k plose S v bodé A, existuje jedind geodetika prochézejici bodem A,
které se vektor t dotyka.

Pokud totiz mame kiivku «y lezici na plose S, ktera je parametrizovana obloukem s, jejimz parametrickym
zadanim je u'(s) a u?(s), potom se jedna o geodetiku pravé tehdy, kdyz u'(s) a u?(s) fesi systém
diferencidlnich rovnic ok i o

u x dut du
(d82 + 17 ds ds)_ov k_laQa (68)
coz plyne z predchozi véty. Teorie diferencidlnich rovnic nam 7ika, ze pokud je t teéna k plose S v bodé A
€ S, pak existuje pravé jedna geodetika, ktera prochdzi bodem A dotykajici se tecny t.

Pro fyzikdlni aplikace je stejné jako u vektorovych poli potfeba pozménit pojem ”obycejné derivace” na
tensorové pole. Musime tedy rozsitit kovariantni derivace na libovolna tensorova pole. Nejdiive uvedeme
nékolik specialnich piipadu, které jsou dulezité skrze svij vyznam a také pro snazsi pochopeni dalsich pojmu.
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(i) Pro 1-formu w € M — T*M definujme Vxw: x(M) — x(M) predpisem

<Vxw,Y>=X<wY>—-<w,VxY >. (6.9)

Souradnicové plati (Vxw); = Z?kzl(g:} - T}wi) X7, Dostavame tim (0, 2)-tensorové pole Vw zvané

kovariantni diferencial 1-formy w, pritazujici dvojici vektorovych poli X, Y funkci Vxw(Y).

(ii) Nyni zavedeme kovariantni derivaci i pro 2-formu g na M podle X predpisem
Vxg(Y,2) = Xg(Y,2)-9(VxY,Z)-g(Y,Vx Z), (6.10)

kterd timto urcuje tensorové pole typu (0, 3), které kazdé trojici vektorovych poli X, Y, Z piirad{ funkci
Vxg(Y, Z). Soutadnicové pak plati (Vg);x = gg;,g - T g+ nggﬂ). Nyni muzeme Levi-Civitovu

konexi V definovat na Riemannové prostoru (M, g) ndsledovné:

Levi-Civitova konexe na Riemannové prostoru (M, g) je jedind linedrni konexe bez torse V, pro kterou
plati Vg = 0.

(iii) Jestlize je A (1, 1)-tensorové pole, definujeme kovariantni derivaci Vx A podél vektorového pole
X predpisem
(VxA)(Y,w) = X(A(Y,w)) — A(VxY,w) — A(Y,Vxw) (6.11)

pro jakékoliv vektorové pole Y na M. Soufadnicové plati (Vx A)j = Z?},k,l:l(?}TAl: + T} AL - T A X
Zobrazeni X — V x A potom definuje tensorové pole typu (1, 2), které nazyvame kovariantni diferencidl V A.

Pro obecné tensorové pole A typu (r, s) na M se definuje kovariantni derivace podél vektorového pole
X nésledovné

AV, . Y wy, o wn) = X(A(Y, . Y wr, e we)) — A(VXY, o Y wr, e wy) — o —
_A(Yla--~7vXY:97w17"'7w7‘)_A(Ylv"'aYS>va1>"'7wT)_"'_A(lew"aY:%wlw"avaT%
(6.12)

kde Y7, ..., Y5 predstavuji libovolna vektorova pole na M a w1, ..., w, libovolné 1-formy na M.

6.1 Tensory torse a kiivosti

Necht x (M) znaéf algebru vektorovych poli na M, [] Lieovu zavorku a V: x(M) x x(M) — x(M) linedrni

konexi na M. Nyni zavedeme tensorovd pole torse a kiivosti, ([3]).

Definice 6.2. Tensorové pole T: x(M) x x(M) — x(M) typu (1, 2) definované piedpisem
T(X,Y)=VxY — Vy X — [X,Y] (6.13)

se nazyva torse linearni konexe I'. Je-li T' nulové, fekneme, ze linedrni konexe I" je bez torse.
Tensorové pole T: x(M) x x(M) x x(M) — x(M) typu (1, 3), které je definované predpisem

R(X,Y,Z)=VxVyZ -VyVxZ - Vxyv|Z (6.14)
budeme nazyvat tensorem kfivosti linearni konexe I'.

6.2 Obecné konexe

Zde se zaméiime na pojem linedrni konexe a jejich zobecnéni. Nejprve je ale dulezité predstavit vétu z
teorie linedrnich konexi, ([3]).
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Véta 6.2. Rekneme, ze k linedrn{ konexi V na bézi M existuje pravé jedno hladké zobrazeni K: TTM
— T'M, pokud pro kazdé vektorové pole X, Y na bazi M plati

VxY=KoTY oX. (6.15)

Nyn{ vezméme misto T M obecny vektorovy bandl p : E — M. Na M uvazujme souiadnice 2° a na E
(dffve uvazované jako T'M) dodatecné souradnice y®. Na misto vektorového pole Y z minulé véty berme
nyni fez na E, ktery md souradnice vyjadiené ve tvaru y* = s*(x).

Déle méjme na TE dodate¢né souiadnice dx’ a dy®, a na vektorovém poli X vyjadieni dz’ =
X"(x). Potom muzeme kovariantni derivaci na pravé strané predchozi rovnice (soufadnicovée gij X7 (x)
+ ngsﬁ (z)X?(x)) pomoci zmény znaménka u Christoffelovych symbolu zapsat jako dy® — ng(x)yﬁdxj

(tzv. vertikdlni lift). Nebo je mozné zadat V pomoci tzv. horizontdlniho liftovdnd vztahem

dy® =Tg; (J;)yﬁdxj, (6.16)

které pak vektorovému poli £ piifazuje na bazi M zcela jednoznacéné vektorové pole I'€ na E takové, ze

Tp((T€)(y)) = £(p(y))-

Vertikdlni lift X bude souhlasny s absolutnim (kovariantnim) derivovanim podél X

Vys= (- —TI§s")X" (6.17)

ozt

Mezi dvéma zadanimi linedrni konexe pomoci Koszulovych axiomu a vyse uvedenou definici je ekviva-
lence. Tu lze vyjadfit pomoci néasledujici véty:

Véta 6.3. Pro kazdé zobrazeni V: C* E x C*° TM — C*° FE existuje pravé jedna linedrni konexe na
FE takovéd, ze V je jeji absolutni derivovani.

Definice 6.3. Obecnou konexi I' na fibrované varieté ¥ budeme nazyvat morfismus fibrovanych variet I':
Y — J'Y, ktery splituje 8 o I' = idy-.

Podobné mtizeme tuto obecnou konexi definovat jako vektorové-hodnotovou 1-formu ® € QY(Y, VY),
kterd splituje ® o ® = ¢ a &(TE) = VE. Horizontdln{ bandl obecné konexe je mozné zadat vztahem

dy® =T7 (p(t), y)dp' (t), (6.18)

coz zéroven definuje horizontdln{ lift T'¢ pro vektorové pole &(x) (podél kiivky p(t)) spliujici £(p(t)) = dp?)
jako jednoznacné definované vektorové pole T'¢ na Y takové, pro které plati vztah Tp((T'€)(y)) = &(p(y)).

Definice 6.4. Hlavni konexe budeme fikat obecné konexi na hlavnim bandlu P se strukturni grupou G,
pokud spliiuje vlastnost I'(ya) = I'(y)a.

Mezi hlavnimi konexemi na hlavnim bandlu PE se strukturni grupou GL(n, R) a linedrnimi konexemi
I'2: E ~ PE[R"] — J'E na vektorovém bandlu E existuje bijekce, kterd je ddna predpisem I'E(z, y) =
J%s(u), y, kde s(u): M — GL(n, R) je lokalni fez na PE, ktery je lokdlné isomorfni R™ x GL(n, R).
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6.3 Zobecnéni Levi-civitovy konexe

Definice 6.5. Rekneme, 7e soustava Vektorﬁ v(t), které jsou tetné k M (coz je podvarieta v E,,), se
paralelné prendsi podél drahy p(y), pokud ( ) ¢ NpyM pro vsechna t € I.

Véta 6.4. Plati

Fi = ST TE ) ) + 3 55 () (u), (6.19)
k=1 s=1

kde T'}; nélezi do vnitin{ geometrie M a ny(u) jsou bézové normalové vektory. Navic T}, = T';.

Funkci Ffj muzeme vyjadiit pomoci prvni zékladni formy formuli

LS~ gre 99, 991 09ig
Eo_ Kl
=1

kde " znaéi inverzni matici.

Vsechny funkce Ffj nazyvame Christoffelovy symboly. Nasledovat bude pojem kovariantni derivace,
ktera zobeciiuje pojem vektoru geodetické kiivosti z klasické diferencialni geometrie.

Vysettujme ortogonalnl prOJekCl soustavy vektort 4 57> kterd je parametrizovand ¢ vzhledem k N, M

do Ty M. Méme 42 = S7  dv- v fi + > i i1V (t) fij. Dosazenim do (6.19) a uvazovanim vyse zminéné
ortogondlni prOJekce dostaneme soustavu

Vo(t) "L dv
dt _;(d

kterou nazveme kovariantni derivaci soustavy v(t) podél drahy p(t).

i n d k
+ 3T 575 ) i, (6.21)

J,k=1

Soustava vektoru (nebo-li vektorové pole) v(t) se paralelné piendsi podél kiivky p(t), tedy je kovariantn{
derivace nulova, ([3]).

6.4 Riemannovy a pseudoriemannovy prostory

V této podkapitole vezmeme misto soustavy v(t) vektorové pole Y a misto kiivky p(t) vektorové pole X,
jehoz integralni kiivka je p(t), ([4]). Kovariantn{ derivace vektorového pole Y podle vektorového pole X
pak vypada takto

oY

VxY = (557

+T0, YR X (6.22)
kde I' jsou indukovany metrikou g.
Definice 6.6. Zobrazeni V : x(M) x x(M) — x(M) definované pfedpisem V(X, Y') se nazyva Levi-
Civitovou konexi na M vzhledem k Riemannové metrice g.
Necht f: M — R je jakdkoliv libovolna hladkd funkce. Pak V splituje vlastnosti (tzv. Koszulovy axiomy)
(i) Vx (Y1 + Ys) = VxY; + VxY5,
(i) Vx(fY) = (X f)Y + fVxY (Leibnitzovo pravidlo),
(iii) Vxi+x2 = Vx1Y + VxaoV,

(iV) Vny = fVXY
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Zavér

Cilem této prace bylo seznameni se s ur¢itymi sméry moderni diferencidlni geometrie a nasledné jejich
aplikace do oblasti mechaniky kontinua. Nejdiive bylo zapotiebi nastudovat mnoho novych pojmu z oblasti
variet, tensort, jetu a bandli. Poté bylo mozné ukdzat néjaké jejich aplikace v rdmci mechaniky kontinua.

Mou snahou bylo rozsifit pojmy jako materidlovy isomorfismus, uniformita a grupa symetrii, které jsou
definovany v ([2]) pomoci jetit maximélné 2. fddu, na zobecnéni téchto pojmu na -ty fad u nejjednodussiho
netrividlniho (hyperelastického) materidlového modelu. Namisto popisovanych grup symetrii 2. fddu jsem
se pokusila je zobecnovat a popisovat jako podgrupy jetovych grup.

Podobnym zpuisobem se toto mélo zavést i u konexi a homogenity, ale to jsem, bohuzel, jiz nestihla.

Lehce jsem se snazila i zminit neholomni jety v souvislosti s Cosseratovym modelem.

Prvni kapitola se vénovala predevsim popsdnim, co to mechanika kontinua je z vice sméru. Byly tam
jiz zminéné i nékteré matematické oblasti, které bylo tieba vyuzit.

Dalsi kapitoly se tykaly predev§im matematické oblasti.

Posledni kapitola byla vénovana geometrickému pozadi a ukézani vyuziti nékterych definovanych
matematickych pojmu v této oblasti.
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