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Abstrakt

Diplomová práce se vztahuje na mechaniku kontinua a jej́ı provázáńı s vybranými směry moderńı
diferenciálńı geometrie, které se zabývaj́ı geometrickými strukturami a objekty. Jedná se předevš́ım o
tensory, bandly, variety a jety. Prvńı část je věnovaná samotné mechanice kontinua a jej́ımu popisu ve v́ıce
oblastech, daľśı se zabývaj́ı matematickými pojmy a jejich př́ıpadnou aplikaćı v mechanice.

Abstract

This Master’s thesis relates to continuum mechanics and its connection with selected directions of modern
differential geometry, which deal with geometric structures and objects. These are mainly tensors, bundles,
varieties and jets. The first part is devoted to the mechanics of the continuum itself and its description in
several areas, others deal with mathematical concepts and their possible application in mechanics.
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Keywords
continuum mechanics, reference configurations, tensors, varieties, jets, principal bundles, connections,
groups





Bibliografická citace
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Úvod

Ćılem této diplomové práce je seznámeńı se s vybranými směry moderńı diferenciálńı geometrie, které se
zabývaj́ı geometrickými strukturami a ukázáńı jejich možnost́ı v rámci uplatněńı v některých oblastech
mechaniky kontinua. Také rozš́ı̌reńı některých těchto pojmů až do r-tého řádu, zobecněńım a zjednodušeńım.
Jelikož se nejedná o žádná základńı témata, je třeba nejprve zavést několik pojmů, na které budeme dále
navazovat.

Prvńı kapitola se věnuje základńım pojmům z mechaniky kontinua, včetně popisu jeho pohybu, křivosti,
dynamice, některým typ̊um konstitutivńıch rovnic a nakonec i prvńım definićım variet a jet̊u. Předevš́ım
posledńı dva zmı́něné pojmy se budou velmi využ́ıvat v daľśıch kapitolách.

V daľśı kapitole se budeme zabývat předevš́ım hlavńımi a asociovanými bandly. Je třeba také zmı́nit
homeomorfismus, který zachovává topologické vlastnosti a archetyp spolu s jeho změnou. Zmı́ńıme zde i
např́ıklad grupy symetríı nebo neholomńı jety, které jsou pak d̊uležité pro Cosserat̊uv model. Nakonec je
zapotřeb́ı i homogenity, která se projevuje u hyperelastických materiál̊u vyšš́ıho řádu.

Třet́ı kapitola je zaměřena na tensory a tensorové bandly. V této kapitole se také zaměř́ıme na povrchové
śıly a napět́ı, kde využijeme aplikaci tensor̊u.

Ve čtvrté kapitole se budeme bavit o kovariantńı derivaci, Levi-Civitově konexi a lineárńı konexi, kde
zabrouśıme i do Riemannova prostoru a ukážeme si jeho propojeńı právě s Levi-Civitovou konex́ı.

V předposledńı kapitole zmı́ńıme grupy a konkrétněji se zaměř́ıme na Lieovy grupy (včetně př́ıklad̊u
jako obecná lineárńı grupa, ortogonálńı nebo speciálńı lineárńı grupa), akce na nich nebo např. Lieovu
závorku.

Posledńı kapitola obsahuje pojmy z geometrického pozad́ı, kde již aplikujeme pojmy z předešlých
kapitol. Také ještě malinko rozšǐrujeme pojmy, které byly zmı́něné již dř́ıve.
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1 Základńı pojmy mechaniky kontinua

Kontinuum je jakési spojité prostřed́ı, které se využ́ıvá pro studium mechanických děj̊u v plynech,
kapalinách a pevných látkách (při změně vzájemné polohy jednotlivých bod̊u). V této kapitole se zaměř́ıme
na v́ıce pojmů z této oblasti, včetně pohybu kontinua, tensor̊u deformaćı nebo bilančńıch zákon̊u.

1.1 Kinematika

Začněme uvedeńım základńıch pojmů mechaniky kontinua, které jsou potřebné také k prvńım zmı́nkám o
teorii inhomogenity.

Konfiguraćı materiálového tělesa B rozumı́me zobrazeńı

κ : B → E3, (1.1)

kde E3 představuje euklidovský prostor klasické mechaniky, tzv. fyzikálńı prostor. Jde o afinńı prostor se
skalárńım součinem. Zobrazeńı κ je tzv. embedding , č́ımž rozumı́me následuj́ıćı:

Hladké zobrazeńı f : N →M variet se nazývá embedding, jestliže f(N) je podvarieta M , f je injektivńı
a korestrikce f : N → f(N) je difeomorfismus, ([3]). Vı́ce o varietách v podkapitole 1.11.

Fyzikálńı prostor lze chápat jako prostor R3, vybereme-li reper prostoru E3, což znamená počátek, a
ortonormálńı bázi. Materiálovým tělesem (nebude-li hrozit nedorozuměńı, tak dále jen tělesem) budeme
rozumět otevřenou podvarietu R3, která bude zpravidla triviálńı, č́ımž rozumı́me difeomorfńı R3, zejména
tedy jednoduše souvislou. V takovém př́ıpadě lze těleso pokrýt jedńım globálńım souřadným systémem

κ0 : B → R3 (1.2)

běžně označováným jako referenčńı konfigurace.

Je potřeba rozlǐsovat mezi souřadným systémem (lokálńım zobrazeńım) a konfiguraćı, přičemž každá
konfigurace je lokálńım zobrazeńım, ale ne naopak. Má-li být lokálńı zobrazeńı konfiguraćı, pak je potřeba
doplnit metrické vlastnosti na tělese. To může být realizováno tak, že křivočarý souřadný systém na tělese
prohláśıme za euklidovský, jestliže se zobraźı na ortonormálńı souřadný systém na ćılovém prostoru R3.
([2]).

Označme vybranou konfiguraci κ0 : B → R3 jako referenčńı. Deformaćı budeme rozumět zobrazeńı

χ = κ ◦ κ−1
0 , (1.3)

kde κ je uvažovaná konfigurace.
Jestliže označ́ıme v referenčńı konfiguraci a fyzikálńım prostoru souřadnice pomoćı Xi a xi (i = 1, 2,

3), můžeme deformaci χ definovat pomoćı tř́ı hladkých funkćı

xi = χi(X1, X2, X3), (1.4)

s hladkými inverzemi. Symboly xi budou tzv. prostorové (běžné, Eulerovy) souřadnice nebo-li souřadnice
v aktuálńı konfiguraci, narozd́ıl od symbol̊u Xi, použ́ıvaných pro souřadnice v referenčńı konfiguraci.

Regulárńı Jacobiho matice

F iI =
∂xi

∂Xi
, (1.5)

nazývaná gradientem deformace F (deformačńı gradient) v X, reprezentuje souřadnicově tzv. dvoubodový
tensor. Jde o lineárńı zobrazeńı tečných vektor̊u a jedná se tedy o tečné zobrazeńı k deformaci χ∗, které
můžeme značit třeba jako Tχ, př́ıpadně TXχ, chceme-li zd̊uraznit materiálový bod X ∈ B. Jinými slovy
můžeme ř́ıct, že se jedná o koincidenci tensoru deformace s TXχ. Snadno se vid́ı, že jde o tensor typu (1,
1) (lineárńı zobrazeńı). Vı́ce v kapitole 3.

Termomechanické chováńı materiálového tělesa je matematicky vyjádřeno pomoćı jedné nebo v́ıce
konstitutivńıch rovnic uváděj́ıćıch odpověd’ tělesa vzhledem k historii své deformace a teploty. Budeme
předpokládat, že odpověd’ tělesa je lokálńı. T́ım mysĺıme dvě věci: nejdř́ıve to, že veličiny poskytované
konstitutivńımi funkcionály maj́ı bodový význam. To znamená, že můžeme hovořit o napět́ı v bodě, o
vnitřńı hustotě energie v bodě apod. Druhý význam lokality je ten, že hodnota každé z těchto veličin
(nazvěme napět́ım) v bodě X je dána zcela na základě historie deformace v libovolně malém okoĺı X.
Poznamenejme, že těleso bude lokálńı i v př́ıpadě, že gradienty vyšš́ıch řád̊u byly zahrnuty k nezávislým
proměnným konstitutivńı rovnice. Kv̊uli tomu je označeńı jednoduchý materiál použ́ıván pro lokálńı
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Obrázek 1: Deformace a jej́ı gradient. Zdroj: ([2])

materiál, přičemž pouze historie gradientu deformace zasahuje do konstitutivńıho zákonu. Dále se o
jednoduchém tělese řekne, že je elastické, jestliže pouze př́ıtomná hodnota gradientu deformace vstupuje
do konstitutivńı rovnice. Jinými slovy těleso neobsahuje žádný pamět’ový vliv. Konkrétńım př́ıkladem
elastičnosti, které budeme věnovat pozornost, je hyperelasticita, přičemž konstitutivńı odpověd’ je zcela dána
pomoćı konstitutivńı rovnice pro jedinou skalárńı veličinu ψ, ([2]). Konstitutivńı rovnice pro jednoduché
hyperelastické těleso je ve tvaru:

ψ = ψ(F,X). (1.6)

1.2 Pohyb kontinua

Ńıže uvedené veličiny budou mı́t tensorový charakter. Také budeme aplikovat Einsteinovu sumačńı konvenci
(tedy budeme automaticky sč́ıtat přes dvojici stejného horńıho i dolńıho indexu - v́ıce ve 3. kapitole).
Často budeme použ́ıvat i konvenci, ve které se automaticky sč́ıtá přes dvojice stejných index̊u, která se
použ́ıvá zejména v př́ıpadech, kdy se horńı i dolńı indexy neṕı̌sou.

Pohyb kontinua můžeme vyšetřovat tak, že vyšetřujeme pohyb jednotlivých (zřejmě nekonečně mnoha)
částic, které jsou spojitě rozmı́stěny, a tud́ıž i jejich souřadnice jsou spojité. Tedy v každé ohraničené
oblasti kontinua, na jej́ıž pohyb se zaměřujeme, představuje posledně uvedená formule nekonečný počet
rovnic. Vyšetřujeme-li závislost prostorových souřadnic xi na souřadnićıch Xi v referenčńı konfiguraci
odpov́ıdaj́ıćımu času t = 0, hovoř́ıme o Lagrangeově popisu. Vyšetřujeme-li pole rychlost́ı ui v závislosti
na prostorových souřadnićıch xi v čase, hovoř́ıme o Eulerově popisu, ([8]).

Lagrange̊uv popis je dán následuj́ıćım vztahem:

xj = xj(Xi, t). (1.7)

Jde o rovnice částic, jejichž počátečńı poloha (tedy v čase t = 0) odpov́ıdá souřadnićım Xi. Podobně
jako v kinematice bodu použ́ıváme pro křivku, která je popsaná takovouto rovnićı a má pevně zadané
souřadnice Xi, pojem trajektorie částice kontinua. V mechanice kontinua předpokládáme, že body Xi

jsou rozloženy spojitě. Tedy v každé ohraničené oblasti kontinua, na jej́ıž pohyb se zaměřujeme, představuje
tato rovnice nekonečný počet rovnic. Často je ale možné si z nich vybrat konečný počet, který dává
dohromady dobrou představu o zp̊usobu pohybu kontinua.

16



Euler̊uv popis je dán vztahem
vi = vi(xj , t) (1.8)

udávaj́ıćım rychlost částic v závislosti na čase t a poloze xj , přičemž uvažujeme nějaký časový interval.
Posledně jmenovaná formule nám pak v každém časovém okamžiku t náležej́ıćım tomuto intervalu, udává
rozložeńı rychlost́ı ve vyšetřované části kontinua. Jde tedy o vektorové pole rychlost́ı. Předpokládejme, že
rychlosti částic v sousedńıch mı́stech se př́ılǐs neměńı, přesněji řečeno, předpokládejme, že tyto funkce
nenabývaj́ı současně nulových hodnot a jsou jednoznačné a spojité i se svými parciálńımi derivacemi podle
souřadnic. Potom v každém okamžiku t můžeme kontinuem proložit křivky, jejichž tečny maj́ı v každém
bodě směr rychlosti vi. Tyto křivky nazýváme proudnice, v ([5]) tzv. stream lines. Rovnici proudnice
můžeme v pevně zvoleném čase t zapsat parametricky s libovolným parametrem s jako xi = xi(s). Pokud

má být tato křivka proudnićı, muśı jej́ı tečný vektor dxi

ds splňovat rovnici

dxi

ds
= kvi, (1.9)

což znamená, že je jej́ı směr shodný s rychlost́ı vi, kde k je konstanta.

Nyńı si všimneme tzv. integrálńıch křivek vektorového pole na varietě M , odpov́ıdaj́ıćım pojmu path
lines v ([5]).

Definice 1.1. Integrálńı křivkou γ(t) vektorového pole X na M nazveme křivku γ(t) na M takovou, že
γ′(t) = X(γ(t), kde γ′(t) znač́ı Tt(1)γ pro γ : I →M a 1 ∈ TtM (tzv. jednotkový tečný vektor ke γ) (viz
sekce o tečných bandlech ńıže).

Následuj́ıćı věta zaručuje lokálńı existenci integrálńı křivky vzhledem k danému vektorovému poli, a
umožňuje zavést pojem toku vektorového pole.

Věta 1.1. Necht’ X je vektorové pole na varietě M a x ∈M . Pak existuje integrálńı křivka γx : Ix →M
splňuj́ıćı γx(0) = x vektorového pole X pro nějaký interval Ix obsahuj́ıćı 0. Je-li Ix maximálńı interval
uvedené vlastnosti, je γx určena jednoznačně.

V souvislosti s posledně uvedenou větou uvedeme kromě již jmenované proudnice také tzv. path line a
streak line a vysvětĺıme jejich souvislosti a rozd́ıly.

Path lines:
Pokud jde o path lines, je d̊uležité si uvědomit, že prouděńı zadané rovnićı vi = vi(xj , t) je ustálené,

tzn. pole rychlost́ı vi se v čase neměńı, na t záviśı jen xi. Řešeńım rovnice zadávaj́ıćı Euler̊uv popis
prouděńı jsou pak integrálńı křivky, které se źıskaj́ı jako řešeńı následuj́ıćıho systému diferenciálńıch rovnic

dxi

dt
= ui(xj), xi(0) = Xi. (1.10)

Tyto křivky jsou zde narozd́ıl od proudnic chápány jako dráhy, tedy včetně parametrizace. V každém
bodě tedy kromě polohy známe i historii pohybu v čase a rychlost.

Obrázek 2: Path line, stream line a streak line. Zdroj: ([5])

Proudnice či stream lines:
Křivky lze chápat jen jako trajektorie. V daném čase t se křivky dotýkaj́ı vektor̊u rychlosti, a to jen ve

smyslu směru, nikoliv velikosti. V daném čase zde neexistuje rychlostńı normála. Přesněji,

dx = kv (1.11)
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nebo
dx1

v1
=
dx2

v2
=
dx3

v3
. (1.12)

Na obrázku 2 ([5]) je v levé části znázorněna path line, uprostřed stream line.

Streak lines:
Jde o křivky tvořenými mı́sty hmotných částic v čase t, které mohou nebo mohly proj́ıt skrz daný bod

x∗, viz obr. 2 napravo. Částici, která může být v x∗ v nějakém čase τ , identifikujeme s částićı v počátečńı
poloze vzhledem k času t pro fixované τ následovně:

X∗ = X(x∗, τ). (1.13)

Parametr τ vyjadřuje čas, v němž se měńı rychlostńı pole. Jinak řečeno, v čase τ prob́ıhá vývoj
rychlostńıho pole.

Jak parametr τ přecháźı z minulosti do budoucnosti, sesb́ıráváme všechny částice, které kdy mohly
bodem x* proj́ıt. Jejich pozice v konkrétńım čase t obdrž́ıme jako

x = x(X∗, t) = x[X(x∗, τ), t]. (1.14)

Na obrázku 2 křivka AB představuje umı́stěńı částic v čase t, které mohou procházet bodem x∗ v
nějakém čase, spolu s jejich dráhami.

1.3 Prvńı Helmholtzova věta

V této části se budeme zabývat rozkladem pohybu kontinua na složku translace, rotace a vlastńı deformace,
což je př́ıpad, kdy se částice kontinua od sebe vzájemně r̊uzně vzdaluj́ı. Vyjdeme z Eulerova popisu (z
rovnic pro vi v závislosti na poloze xj). Pokud je vi(xj , t) rychlost v bodě xj , dostaneme v mı́stě xj +
dxj rychlost vi(x

j + dxj , t) jako rovnici

vi(xj + dxj , t) = vi(xj , t) +
∂vi

∂xj
dxj . (1.15)

Výraz ∂vi

∂xj , který je jakožto derivace vektoru podle souřadnice tensorem druhého řádu, můžeme rozepsat
dle zřejmé identity jako

∂vi

∂xj
=

1

2
(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
) +

1

2
(
∂vi

∂xj
− ∂vj

∂xi
) (1.16)

Prvńı závorka v tomto rozkladu tensoru představuje symetrickou část a druhá antisymetrickou.
Dosazeńım do předchoźı rovnice (1.15) dostáváme následuj́ıćı rovnici

vi(xj + dxj , t) = vi(xj , t) +
1

2
(
∂vi

∂xj
− ∂vj

∂xi
)dxj +

1

2
(
∂vi

∂xj
+
∂vj

∂xi
) (1.17)

Prvńı dva členy na pravé straně vyjadřuj́ı pohyb kontinua jako celku. Ten prvńı je rychlost́ı translace
a druhý rychlost́ı rotace. Pokud se kontinuum pohybuje jako celek, je posledńı člen roven nule. V takovém
př́ıpadě hovoř́ıme o tuhém pohybu.

V ostatńıch př́ıpadech udává třet́ı člen rychlost, s jakou se měńı vzdálenost jednotlivých částic v
okoĺı zkoumaného bodu xj . Jinými slovy uvád́ı rychlost deformace v okoĺı tohoto bodu. Tento jev je pro
mechaniku kontinua velmi podstatný. Zaměř́ıme se tedy na něj v́ıce.

Výše uvedený rozklad pohybu kontinua na tři složky lze formulovat jako prvńı Helmholtzovu větu,
([8]):

Věta 1.2. Pohyb kontinua v okoĺı určitého bodu lze rozložit na pohyb translačńı (posuvný), rotačńı
(otáčivý) a deformačńı.
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1.4 Tensory velkých a malých deformaćı

Nyńı se zaměřme na určeńı změn vzdálenost́ı, ke kterým dojde za určitý časový interval. Předpokládejme,
že začátek tohoto časového intervalu je v čase t = 0, p̊uvodńı souřadnice částic jsou Xi (odpov́ıdaj́ı
referenčńı konfiguraci) a aktuálńı xi, tedy

xj = xj(Xi, t = 0) = Xjaxj = xj(Xi, t). (1.18)

Časovou závislost deformace zde nebudeme uvažovat, tedy ani velikost časového intervalu. Proto
budeme psát pouze

xj = xj(Xi). (1.19)

Tato rovnice pojednává o přǐrazeńı částice z mı́sta o souřadnićıch Xi do mı́sta o nových souřadnićıch
xi. Dále budeme předpokládat, že je toto přǐrazeńı jednoznačné.

Nyńı zaved’me vektor posunut́ı
ui = xi −Xi, (1.20)

nebo ekvivalentně
xj = xj(Xi) = Xj + uj(Xi). (1.21)

Pro źıskáńı deformačńı složky pohybu kontinua budeme pozorovat změnu pohybu částic v okoĺı
libovolně zvoleného bodu Xi.

Částice se p̊uvodně nacházela v bodě Xi, vektor ui je vektorem posunut́ı a xi je konečná poloha

Obrázek 3: Pohyb bodu ze souřadnice Xi do souřadnice xi. Zdroj: vlastńı

částice. Vybereme si libovolný bod v okoĺı p̊uvodńı souřadnice bodu Xi, jehož souřadnice označ́ıme jako
Xi + dXi. Jeden z těchto bod̊u je na obrázku zaznačen jako Xi′ . Jeho vektor posunut́ı je označen jako ui

+ dui a posune se do bodu xi
′
. Pokud uvažujeme jen diferenciálńı okoĺı bodu Xi, můžeme složky vektoru

xi
′

- xi pokládat za diferenciály funkćı z předchoźı rovnice (1.21) a psát je pomoćı vyjádřeńı

dxj = dxj + duj = dxj +
∂uj

∂xi
dxi. (1.22)

Vzdálenost libovolných dvou bod̊u Xj a Xj′ na počátku děje, kterou znač́ıme pomoćı dXj , je
rovna

√
dXjdXj . Analogicky vzdálenost mezi Xj a Xj′ na konci děje bude

√
dxjdxj . Je vhodné zvolit

charakteristiku odpov́ıdaj́ıćı rozd́ılu těchto dvou vzdálenost́ı k popisu deformace kontinua v okoĺı bodu
Xj . K tomuto účelu použijeme rozd́ıl čtverc̊u těchto délek, tj. výraz

dxjdxj − dXjdXj (1.23)

Ten spoč́ıtáme jako funkci p̊uvodńıch poloh Xi částic a zvoleného diferenciálńıho posunut́ı dXi z
těchto poloh. Z rovnice (1.22) dostáváme

dxjdxj = (dXj + duj)(dXj + duj) = (dXj +
∂uj

∂X l
dX l)(dxj +

∂uj
∂Xk

dXk). (1.24)
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Výraz dXj + ( ∂u
j

∂Xl
dX l) můžeme pomoćı Kroneckerova symbolu δij přepsat na tvar (δjl + ∂uj

∂Xl
)dX l a

obdobně dXj + ∂uj

∂Xk
dXk = (δjk + ∂uj

∂Xk
)dXk, tedy

dxjdxj = (δjl +
∂uj

∂X l
)dX l(δjk +

∂uj

∂Xk
)dXk = (δjl +

∂uj

∂X l
)(δjk +

∂uj

∂Xk
)dX ldXk =

= (δjl δ
j
k +

∂uj

∂X l
δjk + δjl

∂uj

∂Xk
+
∂uj

∂X l

∂uj

∂Xk
)dX ldXk.

(1.25)

Pokud uváž́ıme, že δjl δ
j
kdX ldXk = dXjdXj a ∂uj

∂xl
δjk = ∂uk

∂Xl
, δjl

∂uj

∂Xk
= ∂ul

∂Xk
, můžeme pak psát dxjdxj

= dXjdXj + ( ∂u
k

∂Xl
+ ∂ul

∂Xk
+ ∂uj

∂Xl
∂uj

∂Xk
)dX ldXk a pak můžeme výraz (1.23) zapsat jako

dxjdxj − dXjdXj = 2εlkdX
ldXk, (1.26)

kde

2εlk =
∂uk

∂X l
+

∂ul

∂Xk
+
∂uj

∂X l

∂uj

∂Xk
(1.27)

Jelikož je pravá strana této rovnice složena z derivaćı vektoru dle skaláru, výraz εlk nazýváme tensorem.
Z rovnice (1.27) plyne, že pro výraz εlk plat́ı, že εlk = εkl, což znamená, že εlk je symetrický tensor druhého
řádu typu (0, 2), tzn. symetrická 2-forma, a popisuje deformaci. Dı́ky tomu, že posunut́ı bereme jako funkci
Xi je zřejmé, že εlk je funkćı Xi a stejně tak uvažovaný tensor záviśı na souřadnićıch Xi. Pokud známe tyto
funkce pro část kontinua, jehož deformaci zkoumáme, máme pro každý bod Xi kontinua šest č́ısel ε11, ε22,
ε33, ε12 = ε21, ε23 = ε32, ε13 = ε31, které nám ukazuj́ı, jak se změńı délky v diferenciálńım okoĺı tohoto bodu.

Mechanický význam koeficient̊u εij deformace tensor̊u
Nejdř́ıve se zaměřme na relativńı prodloužeńı části dX daném deformaćı, které je definováno jako

|dx|–|dX|
|dX| . Necht’ dX1 = (dX1, 0, 0) a dx1 je odpov́ıdaj́ıćı deformovaná část.

Potom dx1 =
√

1 + 2ε11dX
1 implikuje |dx

1–dX1|
|dX1| =

√
1 + 2ε11 – 1 a ε11 odpov́ıdá relativńımu prod-

loužeńı ve směru prvńı osy. Obdobně se to dá udělat i pro zbylé osy.
Pro smı́̌sený koeficient ε12 vezmeme dX1, dx1 a dX2 = (0, dX2, 0) spolu s odpov́ıdaj́ıćı deformačńı část́ı

dx2. Položme dx1 = (dx1, 0, 0), dx2 = (0, dx2, 0), dX1 = (dX1, 0, 0) a dX2 = (0, dX2, 0). Derivováńım
deformačńıho tensoru v Greenově formě docháźıme k tomu, že:

dxi = (δik +
∂ui

∂xk
)dXk. (1.28)

Pokud vezmeme vnitřńı součin dx1 · dx2 deformovaných část́ı k p̊uvodně kolmým úsek̊um dX1 a dX2,
źıskáme tak

dx1 · dx2 =
∂u2

∂x1
+
∂u1

∂x2
+
∂ui

∂x1

∂ui

∂x2
= 2ε12dX1dX2. (1.29)

Poněvadž dx1 · dx2 = |dx1||dx2|cosϕ, obdrž́ıme formuli:

sinα12 = cosϕ =
2ε12√

1 + 2ε11

√
1 + 2ε22

, (1.30)

kde α12 = π
2 – ϕ označuje změnu p̊uvodně pravého úhlu mezi částmi dX1 a dX2.

Nejdř́ıve jsme poč́ıtali změnu délky (1.23) jako funkci p̊uvodńıch poloh částic Xi, ale ted’ ji budeme
poč́ıtat jako funkci aktuálńıch xj . Dı́ky tomu, že je funkce (1.19) vzájemně jednoznačná, můžeme ji psát
jako

Xi = Xi(xj). (1.31)

Dále upravme rovnici (1.20) na tvar
Xi = xi − ui(xj), (1.32)

kde funkce ui je brána jako vektor posunut́ı. Dále naṕı̌seme diferenciál dXi jako

dXi = dxi − ∂ui

∂xj
dxj = (δij −

∂ui

∂xj
)dxj (1.33)
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a pro jeho čtverec obdrž́ıme rovnici

dXidXi = (δik −
∂ui

∂xk
)(δil −

∂ui

∂xl
)dxkdxl =

= dxidxi − ∂ul
∂xk

dykdyl −
∂uk

∂xl
dxkdxl +

∂ui

∂xk
∂ui

∂xl
dxkdxl.

(1.34)

A odtud źıskáváme vyjádřeńı rozd́ılu

dxidxi − dXidXi = (
∂ul

∂xk
+
∂uk

∂xl
− ∂ui

∂xk

∂ui

∂yl
)dxkdxl. (1.35)

Dále zaved’me označeńı

2ε̄kl =
∂ul

∂xk
+
∂uk

∂xl
− ∂ui

∂xk
∂ui

∂xl
. (1.36)

Rovnici (1.35) pak můžeme přepsat na tvar

dxidxi − dXidXi = 2ε̄kldxkdxl. (1.37)

Dı́ky tomu, že vektor posunut́ı ui ted’ bereme za funkci souřadnic xj , je jasné, že tensor ε̄kl také záviśı
na prostorových souřadnićıch xj :

ε̄kl = ε̄kl(x
j). (1.38)

Rovnice (1.36) nám vyjádřila tvar tensoru deformace vzhledem k deformovanému stavu kontinua.
Pokud známe funkce (1.38), můžeme s pomoćı rovnice (1.37) pro každý bod tohoto tělesa určit, jak se
změńı délka elementu v jeho okoĺı zásluhou deformace.
Tenzor (1.38) popisuje všechny deformace, tedy i velké. Proto se mu ř́ıká tensor velkých deformaćı.

Tensory malých deformaćı.Nyńı předpokládejme, že jsou tyto deformace malé. Potom i pro

souřadnice Xj jsou změny vektoru posunut́ı ui malé a parciálńı derivace ∂ui

∂Xj maj́ı malé hodnoty. Deformaci
můžeme popsat tensorem

eij =
1

2
(
∂ui

∂Xj
+
∂uj

∂Xi
), (1.39)

který se nazývá tensor malých deformaćı. Pro tyto deformace předpokládáme, že můžeme rozd́ıl (1.35)
při větš́ım přibĺıžeńı definovat jako

dxidxi − dXidXi = 2elkdX
ldXk. (1.40)

Pokud vycháźıme z deformovaného stavu, můžeme tento tensor vyjádřit i pomoćı vztahu

ēij =
1

2
(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
) (1.41)

a rozd́ıl (1.35) vyjádř́ıme jako
dxidxi − dXidXi = 2ēlkdx

ldxk (1.42)

Pokud uvažujeme malé deformace, velikosti posun̊u dXi v nedeformovaném stavu a jim odpov́ıdaj́ıćı
velikosti posun̊u dxj v deformovaném stavu ve větš́ım přibĺıžeńı, jsou stejné. Pokud porovnáme rovnice
(1.40) a (1.42), dojde nám, že nemuśıme rozlǐsovat tensory malých deformaćı elk(Xj) a ēlk(xj). Dále
budeme tedy vyjádřeńı těchto tensor̊u považovat za ekvivalentńı a budeme pro ně zachovávat pouze jediné
označeńı eij , ([8]).

1.5 Některé typy křivosti a materiálová derivace

Dráha je křivka, kterou procháźı částice X v pr̊uběhu měńıćıho se času t. Má parametrickou rovnici

x = x(X, t);Xα : pevná; (1.43)

−∞ < t <∞ (1.44)
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Jakmile je rychlostńı pole určeno jako vi = vi(v, t), dráhy se mohou źıskat jako řešeńı diferenciálńıho
systému

dXI

dt
= vi, XI |t=0 = Xαδαi (1.45)

Materiálová derivace Necht’ A, komponenta tensorového pole, je funkćı materiálových souřadnic
XI a času t. Materiálová derivace (nebo také hmotná) A je definována jako

DA

Dt
= Ȧ = lim

∆t→0

1

∆t
{A|X,t+∆t −A|X,t}, (1.46)

kde X = (X1, X2, X3).
Je-li A funkćı prostorových souřadnic x a času t, máme

DA

Dt
= Ȧ = lim

∆t→0

1

∆t
{A[xi(X, t), t]|X,t+∆t −A[xi(X, t), t]|X,t}

= lim
∆t→0

1

∆t
{A[xi(X, t) +

∂xi

∂t
|X,t∆t+ ..., t+ ∆t]−A[xi(X, t), t]}

= lim
∆t→0

1

∆t
{A(xi, t+ ∆t) +

∂A

∂xi
∂xi

∂t
∆t−A(xi, t)}

=
∂A

∂t
|xi +

∂A

∂xi
∂xi

∂t
|X,t.

(1.47)

Časová derivace x, s pevnými materiálovými souřadnicemi, se nazývá rychlost částice:

v =
∂x

∂t
. (1.48)

Máme tedy
DA

Dt
=
∂A

∂t
+ v · ∇A. (1.49)

V tom př́ıpadě lze materiálovou derivaci vyjádřit jako součet derivace vlivem času a derivace vlivem
prouděńı.

1.5.1 Rychlost deformace, rotace, v́ı̌reńı

Nejprve je třeba představit tensor rychlosti deformace d a tensor rotace w jako

d =
1

2
[∇v + (∇v)T ],w =

1

2
[∇v–(∇v)T ]. (1.50)

Šikmo-symetrický tensor w má tři nenulové složky:

w12 = –w21, w23 = –w32, w31 = –w13. (1.51)

Můžeme přidat vektor ω, nazývaný duálńı vektor se šikmo-symetrickým tensorem, jehož komponenty
jsou definovány jako

ωi = eijkwjk = eijk∂jvk (1.52)

nebo
ω = ∇× v. (1.53)

Vektor ω je nazýván vektorem v́ıřeńı. Zejména pak

ω1 = 2w23, ω2 = 2w31, ω3 = 2w12. (1.54)

Pro fyzikálńı interpretaci d začněme definováńım protažeńı prvku dx, orientovaném ve směru n v
aktuálńı konfiguraci jako

dn =
1

ds

D

Dt
(ds) =

1

2

1

(ds)2

D

Dt
(ds)2, (1.55)

= dij
dXI
ds

dxj
ds = dijninj .

Tento vztah ukazuje, že diagonálńı prvky d11, d22 a d33 jsou rychlosti, ve kterých se prvky směřuj́ıćı do 1,
2 nebo 3 směr̊u protahuj́ı, ([5]).
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1.6 Dynamika

Śıly zdánlivé a setrvačné
Tyto śıly budeme uvažovat v neinerciálńı soustavě souřadné. To znamená takové soustavě, ve které

neplat́ı 1. ani 3. Newton̊uv pohybový zákon. Tedy těleso se pohybuje, i když na něj nep̊usob́ı žádné śıly
nebo celková výslednice všech sil, které na něj p̊usob́ı, je nulová. Pro vyšetřeńı pohybu hmotného bodu v̊uči
této soustavě muśıme zavést veličiny, které vyjadřuj́ı zrychleńı pohybu neinerciálńı soustavy souřadné v̊uči
soustavě inerciálńı. To zavedeme následovně: ~F ′ = m~a′. Tato rovnice nám ukazuje tyto nové veličiny jako
”śıly”, které zachycuj́ı rozd́ıl mezi zrychleńım ~a′ a ~a, kde ~a′ je zrychleńı neinerciálńı soustavy souřadné a ~a
zrychleńı soustavy inerciálńı. Takovéto śıly by v inerciálńı soustavě souřadné nevyvolávaly žádné zrychleńı,
proto je nazýváme śıly zdánlivé. Spolu se silami, které p̊usob́ı v inerciálńı soustavě souřadné, můžeme
vytvořit śılu ~F ′, která vyjadřuje pohyb hmotného bodu o hmotnosti m se zrychleńım ~a′ v neinerciálńı
soustavě souřadné: ~F ′ = ~Fp + ~Fz = m~a′, kde ~Fp je součtem pravých sil a ~Fz součet zdánlivých sil, které
p̊usob́ı na hmotný bod.

Velikost těchto zdánlivých sil je závislá na tom, jak se obě soustavy (inerciálńı i neinerciálńı) pohybuj́ı.
Proto si uvedeme dva typy zdánlivých sil. Jeden, pokud by se neinerciálńı soustava pohybovala v̊uči
inerciálńı se stálým zrychleńım, a druhý, kdy se v̊uči inerciálńı soustavě se stálou rychlost́ı otáč́ı. V tom
prvńım př́ıpadě nazveme takovou zdánlivou śılu silou setrvačnou. Ve druhém jsou tyto śıly dvě, a to śıla
setrvačná a śıla Coriolisova, ([8]).

1.7 Zákony zachováńı (bilančńı zákony)

Zachováńı hmotnosti
Zákon zachováńı hmotnosti uvád́ı, že celková hmotnost tělesa se neměńı při jakémkoliv pohybu:

m =

ˆ
V0

ρ0dV0 =

ˆ
V

ρdV. (1.56)

Rovnováha lineárńı hybnosti
Derivace lineárńı hybnosti podle času je rovna śıle F p̊usob́ıćı na těleso:

DL

Dt
= F⇔ D

Dt

ˆ
V

vρdV = F. (1.57)

Nyńı poṕı̌seme Eulerovu formulaci rovnováhy lineárńı hybnosti v intergrálńım tvaru ([2]), jakožto
obecněǰśı formulaci již uvedené rovnováhy lineárńı hybnosti pro př́ıpad, že budeme uvažovat i povrchové
śıly nebo napět́ı. Tato rovnováha v pohybuj́ıćım se objemovém materiálu V v inerciálńıch reperových
stavech je:

D

Dt

ˆ
V

ρvdV =

ˆ
V

fsdV +

ˆ
∂V

tsds+

ˆ
V

(πv + p̄)dV +

ˆ
∂V

(mv + m̄)ds, (1.58)

kde fs je objemová śıla na jednotku prostorového objemu a ts je povrchové napět́ı na jednotku plochy.
Dále se zde vyskytuj́ı veličiny p̄ a m̄, které představuj́ı neinerciálńı zdroje objemového momentu a toku
hybnosti.
Rovnováha úhlové hybnosti

Derivace úhlové hybnosti vzhledem k pevnému bodu je podle času rovna momentu śıly M p̊usob́ıćıho
vzhledem ke stejnému pevnému bodu:

DH

Dt
= M⇔ D

Dt

ˆ
V

[x× ν + J · µ]ρdV = M. (1.59)

Měńıme zde klasický moment hybnosti, ρx × ν, přidáńım mikrostrukturálńı rotace úhlové hybnosti,
ρJ · µ, s ρJ reprezentuj́ıćı setrvačnost a µ úhlovou rychlost.

Rovnováha energie
Derivace součtu kinetické a vnitřńı energie podle času je rovna hodnotě toku energíı do tělesa. Ze všech

možných energíı proud́ıćıch do tělesa se soustřed́ıme na dvě hlavńı, kterými jsou mechanický př́ıkon a
hodnota tepelné energie vstupuj́ıćı do tělesa:

D

Dt
(K + E) = P +H, (1.60)
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kde P je mechanický př́ıkon a H je hodnota toku tepelné energie. Tato rovnice je známa také jako prvńı
termostatický zákon, ([5]).

Věta 1.3. (Stokes) Necht’ je vektorové pole ~F tř́ıdy C1 na otevřené množině, která obsahuje elementárńı
orientovanou plochu M . Dále předpokládejme, že kraj plochy M je uzavřená jednoduchá křivka C =
K(M). Při souhlasné orientaci plochy M a křivky C plat́ı

ˆ
(C)

~F =

¨
(M)

rot~F . (1.61)

Věta 1.4. V každém bodě plochy S plat́ı tzv. Gaussovy rovnice

fij = Γkijfk + hijn, (1.62)

i, j, k ∈ {1, 2}, přičemž Γkij splňuj́ı rovnice

Γkij =
1

2

n∑
l=1

g̃kl(gil,j + glj,i − gij,l), (1.63)

kde gij představuj́ı koeficienty prvńı základńı formy, g̃kl jsou prvky inverzńı matice ke (gij) a hij znač́ı
koeficienty druhé základńı formy.

1.8 Základńı principy

Základńı principy lze rozdělit do šesti kategoríı:
1. principy vyloučeńı,
2. principy souřadnicové invariance,
3. principy materiálové invariance,
4. principy dimenzionálńı konsistence,
5. principy konsistence a
6. principy objektivity.

1.8.1 Principy vyloučeńı

Zhruba řečeno, tyto principy nám dávaj́ı pravidla pro vyloučeńı velkého počtu proměnných z konstitu-
tivńıch vztah̊u.

1. Princip dědičnosti: Chováńı materiálové částice X v čase t je závislé pouze na minulém stavu.
Funkcionál, který dává odezvu, záviśı tedy z hlediska času jen na minulosti. Tvar funkcionálu (např. pro
Cauchyho stres σ) je tedy:

σ = Fτ=t
τ=−∞[x(X, τ)]. (1.64)

F představuje obecný funkcionál, který může zahrnout integrály v čase. Základńı myšlenkou je vyloučeńı
jakéhokoliv možného budoućıho stavu .

2. Princip lokality (sousedstv́ı): Chováńı těleasa lze uvažovat jako jeho chováńı po částićıch. Tedy
chováńı libovolné částice X, zauj́ımaj́ıćı v aktuálńı konfiguraci polohu x v čase t, které je vyjádřené
veličinou σ, je ovlivňováno pouze infinitesimálńım okoĺım bodu x, př́ıpadně jeho historíı:

σ = Fτ=t
τ=−∞[dx(X, τ)],

Fτ=t
τ=−∞[∂αx(X, τ), ∂α∂βx(X, τ), . . . ]

(1.65)

Pokud chováńı σ částice X záviśı jen na derivaćıch vzhledem k času, hovoř́ıme o principu diferenciálńı
paměti ,([7]).

Tyto dva principy jsou nazývány principy determinismu. Moderńı teorie, které zahrnuj́ı vliv vzdáleněǰśıch
částic (nelokálńı teorie), byly nalezeny užitečnými v určitých aplikaćıch.
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1.8.2 Principy souřadnicové invariance

Zjednodušeně řečeno se jedná o postuluj́ıćı či zobecňuj́ıćı tensorový formát konstitutivńıch vztah̊u.
Např́ıklad, vztah pro σij uvažovaný vzhledem k aktuálńı konfiguraci x částice X

σij = Fτ=t
ij,τ=−∞[∂αxk(X, τ)] (1.66)

se v novém systému x′ transformuje na

σ′ij = F ′τ=t
ij,τ=−∞[∂αx

′
k(X, τ)]. (1.67)

1.8.3 Principy materiálové invariance

Veličiny se transformuj́ı invariantně vzhledem k ortogonálńı grupě, konstitutivńı vztahy muśı být invariantńı
vzhledem k transformaćım určených grupou symetríı.

1.8.4 Princip dimenzionálńı konsistence

Vztahy muśı vyhovovat dimenzionálńım vazebńım podmı́nkám (invariance dimenze).

1.8.5 Princip konsistence

Konstitutivńı vztahy muśı vyhovovat bilančńım zákon̊um (zákon̊um zachováváńı) včetně prvńı a druhé
termodynamické věty.

K vyloučeńı některých veličin z konstitutivńıch vztah̊u lze rovněž uplatnit tzv. princip nebo axiom
objektivity, který rozebereme podrobněji.

1.8.6 Princip objektivity (frame indifference principle) - komentář

([5], [7]) Sledujme pohyb či děj ve vztažné soustavě, v ńıž objekty neměńı svoji vzdálenost a lze v nich
měřit čas (např. zemský povrch, rotor apod.) Každou událost můžeme charakterizovat mı́stem x a časem t.
Matematicky lze zvolit souřadnou soustavu tak, že zvoĺıme počátek a kartézský systém souřadný (přidáńım
ortonormálńı báze k počátku).

Uvažujme jinou vztažnou soustavu (x̄, t̄) tohoto typu a předpokládejme, že při přechodu od (x, t) k
(x̄, t̄) jsou splněny následuj́ıćı tři požadavky:

a) zachováváńı vzdálenost́ı bod̊u

b) zachováváńı časových interval̊u a

c) pořad́ı časových okamžik̊u (událost́ı).

Pak lze přechod mezi nimi vyjádřit takto

x̄(X, t) = c(t) +Q(t)x(X, t); t̄ = t+ b, (1.68)

kde b znač́ı počátečńı okamžik a c(t) je polohový vektor počátku, jak jej vid́ıme v nové vztažné soustavě.
Q(t) je dále prvek ortogonálńı grupy (běžně značené O(3)).

Poznamenejme dále, že Q(t) lze chápat jako tensorovou funkci času, přičemž tento tensor je jakožto
lineárńı zobrazeńı typu (1, 1).

Řekneme nyńı, že fyzikálńı veličina A se chová objektivně , jestliže se při posledně jmenované transformaci
transformuje tensorově, tzn. že je tensorovým polem typu (r, s) pro nějaká r, s ≥ 0. V tom př́ıpadě pak
máme

Āi1...irj1...js
= qi1k1 . . . q

ir
kr
q̃l1j1 . . . q̃

ls
js
Ak1...krl1...ls

. (1.69)

Zřejmě jsou skaláry vzhledem k uvedeným transformaćım invariantńı, vektorová pole se transformuj́ı jako
Āi = qikA

k, 1-formy jako Āi = q̃liAl = qilAl (ortogonalita Q), (0, 2) tensory (2-formy) jako Āij = q̃ki q̃
l
jAkl

nebo Ā = QAQT , což plyne z ortogonality Q.
Př́ıkladem objektivńıch veličin jsou např. zřejmé př́ıpady skalár̊u jako čas, hustota, teplota a entropie.

Dále např. tensor vzdálenosti ds2 = dxidxi. Př́ıklady neobjektivńıch tensor̊u jsou např. rychlost, zrychleńı.
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Vskutku, v̄(X, t) = ∂x̄
∂t = Q(t)′x(X, t) + Q(t)v(X, t) + c′(t), avšak dle principu objektivity má být

v̄(X, t) = Q(t)v(X, t) + c′(t), což evidentně neplat́ı.
Pokud jde o zrychleńı, přepǐsme nejdř́ıve v̄ = Q′x(X, t) +Qv + c′ na tvar v̄ = Ωv + c′ + Ω(x̄− c),

kde Ω = Ω(t) = Q′QT je úhlová rychlost p̊uvodńı vztažné soustavy v̊uči nové, přičemž jsme využili
ortogonality Q a x jsme vyjadřovali pomoćı x̄. Dále se snadno vid́ı, že Ω je antisymetrický tensor, což
lze okamžitě vidět z derivace QTQ podle t s využit́ım ortogonality. Chceme-li vyjádřit v pomoćı v̄, pak
duálně k vyjádřeńı v̄ pomoćı v dostaneme v = QT v̄−QT c′ + Ω̄, kde Ω̄ je úhlová rychlost nové vztažné
soustavy v̊uči staré, definovaná formuĺı Ω̄ = −QTΩQ. Axiálńı vektor ω př́ıslušný antisymetrickému tensoru
Ω̄ nazýváme vektor úhlové rychlosti. Plat́ı ω = Ω1

2 = −Ω̄2
1 = −Ω̄1

2 = −Ω2
1.

Motivaćı pro názvoslov́ı je př́ıpad odstředivky odpov́ıdaj́ıćı situaci Q(t) = (qij(t)) pro q1
1(t) = q2

2(t) =

cosωt, q1
2(t) = q2

1(t) sinωt, q3
3(t) = 1 a q1

3(t) = q3
1(t) = q2

3(t) = q3
2(t) = 0 a b = 0, c = 0.

Pro částici pevně spojenou s rotorem (v̄ = 0 máme v = Ω̄x, v = ω × x a tedy pro x̄ = (1, 0, 0) máme
v = (0,−ω, 0), tzn. p̊uvodńı soustava ub́ıhá od nové o úhel ω za jednotku času.

Transformačńı vztah pro zrychleńı pak bude

v̄′(X, t̄) = Q(t)v′(X, t) + 2Q′(t)v(X, t) +Q′′(t)x(X, t) + c′′(t). (1.70)

Odtud je vidět, že zrychleńı neńı objektivńı veličinou. Ze vztahu Ω = Q′QT lze snadno dokázat, že
Ω′ + Ω2 = Q′′QT a odtud lze snadno vyvodit

v̄ = Qv′ + i, (1.71)

kde odchylka i od objektivńıho chováńı zrychleńı je zdánlivá śıla, přičemž

i = 2Ω(v̄− c′)− Ω2(x̄− c) + Ω′(x̄− c) + c′′, (1.72)

kde jednotlivé členy na pravé straně jsou Coriolisova śıla, odstředivá śıla, Eulerova śıla a zrychleńı počátku.
Je zřejmé, že při Galileovské transformaci i = 0.

1.9 Některé typy materiál̊u

Nejprve poznamenejme, že principu lokality vyhovuj́ı i tyto materiály:

a) prostý - hodnoty deformace jsou ovlivněny jen historíı deformačńıho gradientu.

b) prostý s diferenciálńı pamět́ı - hodnoty deformace jsou ovlivněny jen současnou hodnotou de-
formačńıho gradientu a jeho derivaćı podle času, př́ıpadně derivacemi vyšš́ıho řádu podle času.

c) elastický - hodnoty konstitutivńıho funkcionálu jsou ovlivněny jen současnou hodnotou gradientu
deformace.

d) hyperelastický - elastický materiál, v němž hodnota konstitutivńıho funkcionálu je skalár.

1.10 Některé typy konstitutivńıch rovnic

V této kapitole se budeme zabývat kapalinami s diferenciálńı pamět́ı. Představuj́ı matematický model
reálného materiálu zd̊urazňuj́ıćı ty jeho vlastnosti, které nás v aplikaćıch zaj́ımaj́ı. Konstitutivńı rovnice
vyjadřuj́ı termomechanickou odezvu materiálu na historii deformace a teploty ve tvaru funkcionálu
(jednoho nebo v́ıce, v takovém př́ıpadě můžeme mluvit o vektorovém či v́ıcehodnotovém funkcionálu).
Zhruba řečeno, konstitutivńı rovnice jsou funkcionály, které modeluj́ı některé fyzikálńı veličiny v závislosti
na jiných, které jsou proměnné v čase.

Součást́ı této kapitoly je také popis homogenńıch proces̊u v uniformńım tělese složeném z tekutiny,
který vyměňuje s okoĺım teplo a objemovou práci. Neuvažujeme ale výměnu hmoty, radiaci a vněǰśı (např.
gravitačńı) nebo inerciálńı śıly. Zavedeme následuj́ıćı primitivńı pojmy: čas t a šest funkćı času

V (t), U(t), S(t), P (t), T (t), Q̇(t), (1.73)

kde V znač́ı objem, U vnitřńı energii, S entropii, P tlak, T teplotu a Q̇ výměnu tepla s okoĺım za časovou
jednotku. Přitom plat́ı, že T > 0, V > 0.

Několik speciálńıch př́ıpad̊u konstitutivńıch rovnic je už dávno známo (např. stavové rovnice, Fick̊uv
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a Fourier̊uv zákon atp.), avšak racionálńı termodynamika navrhuje obecný postup konstrukce takových
matematických model̊u pomoćı konstitutivńıch princip̊u. Ty zobecňuj́ı mnohé zkušenosti při navrhováńı
zmı́něných speciálńıch konstitutivńıch rovnic. Nyńı tento postup použijeme na př́ıpadě termodynamiky
homogenńıch proces̊u.

Proces či děj v tělese lze ztotožnit s funkcemi (1.73), a stav tělesa v okamžiku t pak představuje
hodnoty těchto funkćı z (1.73) v tento daný okamžik. Termodynamický proces definujeme jako proces
vyhovuj́ıćı I. větě termodynamiky ve formě následuj́ıćı bilance energie

U̇ = Q̇− PV̇ . (1.74)

Splněńı bilance (1.74) zaj́ıst́ıme t́ım, že Q̇ dopoč́ıtáme na základě ostatńıch funkćı (1.73).
Výměna tepla Q̇ je totiž závislá i na okoĺı tělesa, takže je nastavitelná. Konstitutivńı rovnice pak

budou představovat relace mezi veličinami V (t), T (t) (termokinetický proces) a P (t), U(t) a S(t) (odezva).
Konstitutivńı princip paměti specifikuje vliv minulosti termokinetického procesu na odezvu, a t́ım

přibližuje matematickou povahu konstitutivńıch rovnic. Budeme se zabývat nejjednodušš́ım př́ıpadem
krátkodobé paměti - diferenciálńı pamět́ı: termokinetický proces omeźıme derivovatelnými funkcemi a
rozvineme-li je v Taylorovy řady kolem př́ıtomného okamžiku t do minulosti, vid́ıme, že vliv př́ıtomnosti v
konstitutivńıch rovnićıch lze vyjádřit hodnotami T , V v okamžik t a vliv minulosti hodnotami derivaćı
termokinetického procesu (V̇ , Ṫ , V̈ atd.) v př́ıtomný okamžik t. Konstitutivńı rovnice těchto tzv. materiál̊u
diferenciálńıho typu pak vyjadřujeme jako derivovatelné funkce v takových proměnných.

Konečně konstitutivńı princip ekviprezence zabraňuje, abychom v této obecně formulované úloze
bezd̊uvodně neupřednostňovali tu či onu veličinu z odezvy: požaduje, aby nezávisle proměnné byly u všech
odezev vybrány stejně.

Vedeni těmito zmı́něnými konstitutivńımi principy, navrhneme následuj́ıćı čtyři typické materiálové
modely, lǐśıćı se rozsahem diferenciálńı paměti:

A. Tekutina bez paměti má konstitutivńı rovnice

U = Ū(V, T ), P = P̄ (V, T ), S = S̄(V, T ) (1.75)

B. Tekutina s pamět́ı v̊uči objemu má konstitutivńı rovnice

U = Ū(V, V̇ , T ), P = P̄ (V, V̇ , T ), S = S̄(V, V̇ , T ) (1.76)

C. Tekutina s pamět́ı vyšš́ıho řádu v̊uči objemu má konstitutivńı rovnice

U = Ū(V, V̇ , V̈ , T ), P = P̄ (V, V̇ , V̈ , T ), S = S̄(V, V̇ , V̈ , T ) (1.77)

D. Tekutina s pamět́ı v̊uči objemu i teplotě má konstitutivńı rovnice

U = Ū(V, V̇ , T, Ṫ ), P = P̄ (V, V̇ , T, Ṫ ), S = S̄(V, V̇ , T, Ṫ ) (1.78)

Zde jsou T , V kladná a V̇ , V̈ , Ṫ libovolná reálná č́ısla.
Termodynamický proces (tj. funkce (1.73) vyhovuj́ıćı (1.74)) konzistentńı s vybraným materiálovým

modelem, budeme nazývat př́ıpustný termodynamický proces, ([7]).

1.11 Variety a podvariety

([3], [4])

Definice 1.2. Topologický prostor je množina M se systémem T otevřených podmnožin Ti ⊂ M ,
které splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

1. ∅,M ⊂ T .

2. Ti ∈ T, i ∈ I ⇒
⋃
i∈I Ui ∈ T .

3. Ti ∈ T, i ∈ I, I je konečná ⇒
⋂
i∈I Ui ∈ T.

Definice 1.3. Řekneme, že topologický prostor M je Hausdorff̊uv, jestliže pro libovolné dva body,
např́ıklad p 6= q, zde existuje disjunktńı otevřené množiny Up a Uq takové, že p ∈ Up a q ∈ Uq, ([2]).
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Definice 1.4. Hausdorff̊uv topologický prostor se spočetnou báźı se nazývá varieta tř́ıdy Cr nebo C∞,
jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

(i) Existuje systém A = (Uα, ϕα)α∈I tvořený otevřenými množinami Uα pokrývaj́ıćımi M spolu s
homeomorfismy ϕα : Uα → ϕ(Uα) ⊆ Rn, které se nazývaj́ı lokálńı mapy.

(ii) Pro libovolné dvě lokálńı mapy (U1, ϕ1) a (U2, ϕ2) jsou přechodová zobrazeńı ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩

U2)→ ϕ2(U1 ∩ U2) hladká , tzn. diferencovatelná tř́ıdy Cr nebo C∞

Systém A se nazývá Cr-atlasem, př́ıpadně C∞ altasem nebo hladkým atlasem na M .

V daľśım budeme mluvit o hladkém atlasu, hladkých varietách, zobrazeńıch, difeomorfismech, č́ımž
budeme podle potřeby rozumět tř́ıdy hladkosti Cr nebo C∞.

Definice 1.5. Uvažujme dvě diferenciálńı variety M,N a zobrazeńı f : M → N . Zobrazeńı f : M → N
se nazývá hladké, jestliže pro každou lokálńı mapu (U,ϕ) na M a každou lokálńı mapu (V, ψ) na N
takovou, že f(U) ⊂ V , je zobrazeńı

ψ ◦ f ◦ ϕ−1
i : ϕ(U)→ ψ(V ) (1.79)

hladké.

Poznámka 1.1. Pro r = 0 hovoř́ıme o topologické varietě. Diferencovatelnost ve druhé podmı́nce definice
variety se pak redukuje na souvislost. V takovém př́ıpadě je pak druhá definičńı podmı́nka nadbytečná a
můžeme definovat topologickou varietu následovně:

Definice 1.6. Topologickou n-rozměrnou varietou označujeme separovaný topologický prostor M
se spočetnou báźı, který je lokálně homeomorfńı s Rn, což znamená, že pro každé x ∈M existuje takové
jeho okoĺı U a otevřená množina V ⊂ Rn, že homeomorfismus ϕ je zobrazeńı ϕ: U → V .

Nyńı definujme pojem podvariety v Rn a následně obecný pojem podvariety ve varietě.

Definice 1.7. Podmnožinu M ⊂ Rn nazveme m-rozměrnou podvarietou tř́ıdy dimenze m ≤ n,
pokud pro každý bod x ∈ M existuje jeho okoĺı W a difeomorfismus ψ : W → V ⊂ Rn takový, že
podmnožina U = ψ(W ∩M) množiny V bude určena podmı́nkami xm+1 = 0, ..., xn = 0.

Definice 1.8. Hladké zobrazeńı variet p : M → N nazveme submerźı, jestliže je hodnost h tečného
zobrazeńı Tup rovna dimenzi N .

Je zřejmé, že dimM ≥ dimN .

Definice 1.9. Hladké zobrazeńı variet i : M → N nazveme imerźı, jestliže hodnost tečného zobrazeńı
Tui je rovna dimM pro libovolný bod u ∈M .

Je zřejmé, že dimM ≤ dimN . Nyńı zobecńıme pojem podvariety č́ıselného prostoru na pojem
podvariety ve varietě.

Podvariety.

Definice 1.10. Podmnožina N variety M dimenze m se nazývá k-rozměrná podvarieta M , jestliže
pro každé x ∈ N existuje lokálńı mapa (U,ϕ) na M taková, že ϕ(U ∩ N) = ϕ(U) ∩ (Rk × 0m−k), kde
Rk × 0 ↪→ Rk × Rm–k = Rm.

Je zřejmé, N je varieta s tzv. indukovaným atlasem tvořeným lokálńımi mapami (U ∩N,ϕ|U ∩N),
kde (U,ϕ) jsou lokálńı mapy z atlasu na M .

Definujme ještě pojem tzv. embeddingu následovně:

Definice 1.11. Zobrazeńı f : N →M variety N do M nazveme embedding, jestliže f(N) je podvarieta
M a korestrikce f :→ f(N) je difeomorfismus (vzhledem k topologii na f(N) indukované topologíı na M).

.
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1.12 Jety

V sekci věnované konstitutivńım rovnićım kapalin jsme uvedli modely kapalin s pamět́ı prvńıho či druhého
řádu vzhledem k objemu a teplotě, přičemž uvedené modely splňovaly princip diferenciálńı paměti. V
uvedených modelech lze nahradit derivace, př́ıpadně derivace vyšš́ıch řádu pomoćı 1-jet̊u, př́ıpadně r-jet̊u
veličin objemu V = V (t), př́ıpadně teploty T (t) závisej́ıćıch na čase, tedy jety j1V , j2V , j1T apod.

Uváž́ıme-li obecněji princip lokality, pak proměnná, podle ńıž derivujeme, nemuśı být jen čas, ale i
prostorové souřadnice, přičemž požadujeme invarianci definice vzhledem ke změně referenčńı či prostorové
konfigurace. Využijme tedy pojmu r-jetu a jetových prostor̊u definovaných na varietě.

Pojem 1-jetu využijeme rovněž k definici tečného bandlu a potažmo tensorových bandl̊u, přičemž
tensorová pole hraj́ı zásadńı význam v mechanice kontinua, ([3]).

Definujme nejdř́ıve kontakt řádu r dvou křivek na varietě M .

Definice 1.12. Řekneme, že dvě křivky γ, δ : R→M maj́ı v nule kontakt řádu r, jestliže pro libovolnou
hladkou funkci ϕ : M → R má rozd́ıl ϕ ◦ γ − ϕ ◦ δ nulové parciálńı derivace až do řádu r v nule.

V takovém př́ıpadě ṕı̌seme γ ∼r δ. Zřejmě je ∼r relace ekvivalence. Pro r = 0 znač́ı ∼r pouze rovnost
funkčńıch hodnot v nule, tedy γ(0) = δ(0).

Definice 1.13. Necht’ M,N jsou variety. Řekneme, že dvě zobrazeńı f, g : M → N určuj́ı stejný r-jet v
bodě x ∈ M, jestliže f ◦ γ a g ◦ γ maj́ı kontakt řádu r v nule pro libovolnou křivku γ : R→M takovou, že
γ(0) = x. V takovém př́ıpadě ṕı̌seme jrxf = jrxg. Jestliže plat́ı f(x) = y, ṕı̌seme jrxf ∈ Jr(M,N)y. Prvek x
nazýváme počátkem a y koncem jetu jrxf . Dále hovoř́ıme o jetovém prostoru Jr(M,N), Jrx(M,N)y apod.

Tvrzeńı 1.1 Necht’ X = jrxf = jrxf̄ ∈ Jrx(M,N)y a Y = jryg = jry ḡ ∈ Jry (N,P )z. Pak jrx(ḡ ◦ f̄) =
jrx(g ◦ f). Jinak řečeno, je-li X = jrxf a Y = jryg pro nějaké f(x) = y a g(y) = z, je korektně definována
kompozice jet̊u předpisem Y ◦X = jrx(g ◦ f) ∈ Jrx(M,P )z.

Tvrzeńı se snadno ověř́ı z pravidla o derivaćıch složeného zobrazeńı.

Poznámka 1.2. Z posledńıho tvrzeńı se snadno vid́ı, že je-li f lokálńı difeomorfismus, pak d́ıky jry(f ◦
f−1) = jryidY a jrx(f−1 ◦ f) = jr0idX lze definovat (jrxf)−1 jako jryf

−1, kde y = f(x).

Nyńı budeme definovat zobrazeńı jetových prostor̊u.

Definice 1.14. Necht’ g : M1 →M2 je lokálńı difeomorfismus m-dimenzionálńıch variet, X ∈ Jrx(M1, N1)y
a f : N1 → N2 je hladké zobrazeńı variet, přičemž f(x) = y. Definujme zobrazeńı Jr(f, g) : Jr(M1, N1)→
Jr(M2, N2) předpisem

jrxϕ 7→ jryf ◦X ◦ (jrxg)−1. (1.80)

Tvrzeńı 1.2 Zobrazeńı Jr : Mfm × Mf → FM definované na objektech předpisem (M,N) 7→
Jr(M,N) a na morfismech předpisem (g, f) 7→ Jr(g, f) je bandlový funktor na součinové kategorii m-
dimenzionálńıch variet s lokálńımi difeomorfismy Mfma hladkých variet s hladkými zobrazeńımi Mf (s
hodnotami v kategorii fibrovaných variet s fibrovanými zobrazeńımi).

Tvrzeńı 1.3 Souřadnicové vyjádřeńı r-jet̊u z Jr(M,N) je ve tvaru n-hodnotového Taylorova polynomu

v m proměnných α!
α1!...αm!

∂|α|fi

∂xα1 ...∂xαm | x
α, vyjádřeného pomoćı multiindex̊u a souřadnic ∂fi

∂xα .

Poznámka

K definici jet̊u lze použ́ıt i algebraický př́ıstup. Uvažme okruh C∞x (M,R)) všech germů hladkých funkćı
na varietě M v bodě x a jeho podmnožinu M(M,x) všech germů s nulovou hodnotou v bodě x, která
tvoř́ı jediný maximálńı ideál algebry C∞x (M,R).

Necht’ Mk(M,x) je k-tá mocnina ideálu M(M,x). Pomoćı souřadnic můžeme snadno ověřit, že dvě
zobrazeńı f, g : M → N splňuj́ıćı f(x) = g(x) = y určuj́ı stejný r-jet, právě když ϕ ◦ f − ϕ ∈Mr+1(M,x)
pro každé ϕ ∈ C∞y (N,R). Jinak řečeno, Jrx(M,N) = C∞x (M,R)\Mr+(M,x).

Poznamenejme, že dvě zobrazeńı f, g : M → N určuj́ı tentýž germ v bodě x ∈ M , jestliže existuje
okoĺı bodu x takové, že f(y) = g(y) pro všechna y z tohoto okoĺı. Relace ”určovat tentýž germ v x”je
relaćı ekvivalence. Tř́ıdy rozkladu této relace ekvivalence se nazývaj́ı germy hladkých zobrazeńı M → N v
x ∈M . Reprezentanty těchto tř́ıd rozkladu lze psát ve tvaru germxf .
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1.13 Tečné (a kotečné) zobrazeńı

Definujme nejdř́ıve tečný bandl pro otevřenou podmnožinu U ⊆ Rn.

Definice 1.15. Necht’ a ∈ U . Je-li f : I → U dráha splňuj́ıćı f(t0) = a, pak derivaci df(t0)
dt lze chápat jako

n-tici reálných č́ısel a potažmo jako vázaný vektor o složkách (df
1(t0)
dt , . . . , df

n(t0)
dt ) s počátkem v bodě a.

Prvek tohoto typu nazveme tečným vektorem v a ∈ U , př́ıpadně tečným vektorem a ∈ U , vytvořeným
dráhou f . Množinu tečných vektor̊u v bodě a ∈ U vytvořených všemi výše uvedenými dráhami označ́ıme
symbolem TaU . Zřejmě TaU = {a} × Rn ' Rn.

Pak TAU definujeme jako
⋃
a∈U TaU ' U × Rn. T́ımto zp̊usobem je na TU zavedena topologie.

Nyńı definujme kotečný bandl T ∗M . Projekćı kotečného bandlu budeme rozumět zobrazeńı, které
prvk̊um z T ∗xM přǐrazuje x ∈M .

Uvažme duálńı prostor T ∗xM k TxM . Je-li f : M → N , f(x) = y, definujme f∗x : T ∗yN → T ∗xM
předpisem

f∗x(ω)(ξx) = ω(Txf(ξx)) = 〈ω, Txf(ξx)〉. (1.81)

Je-li dále f lokálńı difeomorfismus, definujme T ∗xf : T ∗xM → T ∗yN předpisem T ∗xf = (f∗x)−1.

Definice 1.16. Kotečným bandlem T ∗M nazveme disjunktńı sjednoceńı
⋃
x∈M T ∗xM . Je-li dále f :

M → N lokálńı difeomorfismus m-dimenzionálńıch variet, definujeme zobrazeńı T ∗f : T ∗M → T ∗N jako
soubor všech T ∗xf .

1.14 Fibrované variety a bandly

Definice 1.17. Fibrovanou varietou znač́ıme trojici (Y , π, X), kde X a Y jsou diferencovatelné variety
s dimenzemi dim X = n, dim Y = n + m a zobrazeńı π : Y → X je surjektivńı submerźı. Varieta X se
nazývá báźı fibrované variety a varieta Y je totálńı prostor. Zobrazeńı π se nazývá projekce.

Definice 1.18. Necht’ S je varieta. Fibrovanou varietu p : E →M nazveme bandlem se standardńım fibrem
S (ṕı̌seme rovněž (E, π,M, S)), jestliže existuje pokryt́ı B množinami z atlasu na M takovými, že pro každé
U ∈ B je p−1(U) lokálně isomorfńı U × S ve smyslu existence difeomorfismu ψ : E|U = p−1(U)→ U × F ,
takového, ze následujici diagram komutuje, ([3]).

1.15 Lieovy grupy, akce, hlavńı bandly s př́ıkladem reperu

Definice 1.19. Lieovou grupou nazveme (hladkou) varietu G, na ńıž existuje struktura grupy taková,
že grupové zobrazeńı · : G×G→ G je hladkým zobrazeńım.

Snadno se dokáže, že i operace inverze ν : G→ G je hladkým zobrazeńım.

Dále budeme uvažovat následuj́ıćı symboly:

1. levá translace λa : G→ G definovaná předpisem λa(x) = a.x.

2. pravá translace ρa : G→ G definovaná předpisem ρa(x) = x.a.

Snadno se vid́ı, že λa ◦ λb = λa.b, ρa ◦ ρb = ρb.a, λ−1
a = λa−1 , ρ−1

a = ρa−1 , ρa ◦ λb = λb ◦ ρa. Jestliže je
ϕ : G→ H hladký homomorfismus mezi Lieovými grupami, pak také ϕ ◦ λa = λϕ(a)

◦ ϕ, ϕ ◦ ρa = ρϕ(a)
◦ ϕ,

tedy i Tϕ.Tλa = Tλϕ(a)
.Tϕ. Tedy Teϕ je injektivńı (surjektivńı) právě tehdy, když Taϕ je injektivńı

(surjektivńı) pro všechna a ∈ G.
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Akce na grupě. Levá akce Lieovy grupy G na varietě M je hladké zobrazeńı ` : G ×M → M
takové, že `x ◦ `y = `xy a `e = IdM , kde `x(z) = `(x, z).

Pravá akce Lieovy grupy G na varietě M je hladké zobrazeńı r : M ×G→M takové, že rx ◦ ry = ryx

a re = IdM , kde rx(z) = r(z, x).

Následuj́ıćı pojmy jsou definovány pro levou akci G na M . Pro pravou akci se definuj́ı duálně.
Orbitou obsahuj́ıćı z ∈ M rozumı́me množinu G.z = `(G, z) ⊂ M . Akce se nazývaná tranzitivńı,

jestliže ∀z, w ∈M ∃g ∈ G a na orbitě pak plat́ı (g, z) = w. To znamená, že `(G, z) = M ∀z ∈M . Akce se
nazývá volná, jestliže g1.z = g2.z pro nějaké z ∈ M již implikuj́ıćı g1 = g2. Akce se nazývá efektivńı,
jestliže `x = `y implikuje x = y, tj. pokud ` : G → Diff(M) je injektivńı, kde Diff(M) označuje grupu
všech difeomorfismů z M , ([3]).

Definice 1.20. Předpokládejme, že {Ui} je otevřené pokryt́ı báze M a že (Uα, π × ϕα) a (Uβ , π × ϕβ)
jsou dva lokálńı fibrované diagramy na P takové, že pr̊unik Uα ∩ Uβ neńı prázdný. Omezeńı π × ϕα a
π × ϕβ na π−1(Uα ∩ Uβ) jsou také, v obecné odlǐsnosti, lokálńı fibrované diagramy. Uvažujme zobrazeńı

ϕβα : Uα ∩ Uβ → Diff(F ), (1.82)

kde Diff(F ) označuje množinu všech difeomorfismů F a kde

ϕβα(p) ≡ ϕβ |π−1(p) ◦ (ϕα|π−1(p))
−1 (1.83)

je, pro každé p ∈ Uα ∩ Uβ , difeomorfismus standardńıho fibru F samo do sebe. Zobrazeńı ϕβα má takovou
vlastnost, že

ϕγα(p) = ϕγβ(p) ◦ ϕβα(p) (1.84)

pro každé p ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ . Zobrazeńı ϕβα odpov́ıdaj́ıćı pokryt́ı {Uα} se nazývaj́ı přechodové funkce
bandlu P (M,F ). Poznamenejme, že přechodové funkce odpov́ıdaj́ıćı partikulárńımu pokryt́ı M tvoř́ı
podgrupu k Diff(F ) nazývanou strukturńı grupa fibrovaného bandlu.

Definice 1.21. Necht’ ` : G × S je levá akce Lieovy grupy na varietě M a (E, p,M, S) je bandl se
standardńım fibrem S. Řekneme, že tento bandl je G-bandlem, jestliže přechodové funkce ψαβ odpov́ıdaj́ıćı
Def. 1.20 a diagramu z Def. 1.18 jsou tvaru `(ϕαβ(x), s), kde tzv. kocyklové funkce ϕαβ : Uα ∩ Uβ =
Uαβ → G.

Zřejmě plat́ı tzv. kocyklová podmı́nka ϕαγ = ϕβγ ◦ ϕαβ .

Definice 1.22. Hlavńı bandl (se standardńım fibrem) (P, p,M,G) je G-bandl se standardńım fibrem
Lieovy grupy G, kde levá akce G na G je jen levá translace.

Každý hlavńı bandl určuje pravou akci r : P ×G→ P , nazývanou hlavńı pravou akćı, danou vztahem
ϕα(r(ϕ−1

α (x, a), g)) = (x, ag).

Hlavńı bandl z předchoźı definice můžeme definovat i prostřednictv́ım volné pravé akce G na P , která
je určena duálńım vzorečkem volné levé akce (viz výše).

Bandl reperu r-tého řádu. Množina P rM všech r-jet̊u se zdrojem 0 lokálńıch difeomorfismů Rm
do M se nazývá bandl reperu r-tého řádu na M . Zřejmě, P rM = invT rm(M) je otevřená podmnožina
T rm(M), která definuje strukturu hladkého fibrovaného bandlu na P rM →M . Grupa Grm p̊usob́ı hladce
na P rM na pravo d́ıky jetové kompozici. Dı́ky tomu, že pro každé jr0ϕ, j

r
0ψ ∈ P rxM existuje jedinečný

prvek jr0(ϕ−1 ◦ ψ) ∈ Grm splňuj́ıćı podmı́nku (jr0ϕ) ◦ (jr0(ϕ−1 ◦ ψ)) = jr0ψ, P rM je hlavńım fibrovaným
bandlem se strukturńı grupou GrM . Pro r = 1 jsou prvky invJ1

0 (Rm,M)x identifikovány s lineárńımi
isomorfismy Rm → TxM a G1

m = GL(m) tak, že P 1M se shoduje s bandly všech lineárńıch reper̊u na
TM , tj. s klasickým bandlem reperu na M .

1.16 Asociované bandly s vektorovým bandlem a tensorovými bandly

Asociované bandly. Necht’ (P, p,M,G) je hlavńı bandl a necht’ ` : G×S → S je levá akce strukturńı grupy
G na varietě S. Uvažujeme pravou akci R : (P×S)×G→ P×S, danou vztahem R((u, s), g) = (u.g, g−1.s).
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Věta 1.5. V této situaci máme:

1. Prostor P ×GS orbit̊u akce R, která obsahuje jedinou hladkou strukturu variety takovou, že kvocient
zobrazeńı q : P × S → P ×G S je submerze.

2. (P ×G S, p̄,M, S,G) je G-bandl v kanonickém smyslu, kde p̄ : P ×G S →M je dáno diagramem. V

tomto diagramu je qu : {u} × S → (P ×G S)p(u) difeomorfismem pro každé u ∈ P .

3. (P × S, q, P ×G S,G) je bandl hlavńıho fibru s hlavńı akćı R.

4. Pokud (Uα, ϕα : P |Uα → Uα ×G) je atlas hlavńıho bandlu s kocyklem přechodových funkćı (ϕαβ :
Uαβ → G), potom spolu s levou akćı ` : G× S → S je tento kocykl také pro G-bandl (P ×G S, p̄,M, S,G).

(P ×G S, p̄,M, S,G) se nazývá asociovaný bandl pro akci ` : G × S → S. Budeme ho také značit
pomoćı P [S, `] nebo jednoduše P [S] a pokud to nebude vadit, budeme dále použ́ıvat p mı́sto p̄, ([3]).

Vektorové bandly. Necht’ p : E → M je hladké zobrazeńı mezi varietami. Grafem vektorového
bandlu na (E, p,M) rozumı́me dvojici (U,ψ), kde U je otevřená podmnožina v M a ψ je fibr respektuj́ıćı
difeomorfismus jako v následuj́ıćım diagramu:

Zde je V fixńı konečně rozměrný vektorový prostor, nazývaný standardńı fibr nebo typický fibr.

Definice 1.23. Pro x ∈ M vezmeme tensorový součin TxM ⊗ . . . ⊗ TxM ⊗ T ∗xM ⊗ . . . T ∗xM . Př́ıslušný
tensorový bandl typu (r, s) variety M pak dostaneme jako sjednoceńı všech těchto prostor̊u přes
všechna x ∈ M :

r⊗
TxM ⊗

s⊗
T ∗xM. (1.85)

Hladké zobrazeńı A : M →
⊗r

TM ⊗
⊗s

T ∗M splňuj́ıćı p ◦ A = idM pak nazýváme tensorové pole
typu (r, s) na M , kde

p :

r⊗
TM ⊗

s⊗
T ∗M →M. (1.86)
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2 Hlavńı a asociované bandly

V této kapitole předpokládáme, že všechny uvažované objekty jsou hladké (tř́ıdy C∞). Zdroje: ([2], [3])

Homomorfismus. Necht’ χ : (P, p,M,G)→ (P ′, p′,M ′, G′) je homomorfismus hlavńıch fibrovaných
bandl̊u, což znamená hladké G-ekvivariantńı zobrazeńı χ : P → P ′. Potom ho očividně diagram zaměňuje
za předem určené hladké zobrazeńı χ : M →M ′.

Nejd̊uležitěǰśı pojem homomorfismu hlavńıho bandlu je následuj́ıćı. Necht’ φ : G→ G′ je homomorfismus
Lieovy grupy. χ : (P, p,M,G)→ (P ′, p′,M ′, G′) se nazývá homomorfismus nad φ hlavńıho bandlu, jestliže
χP → P ′ je hladké zobrazeńı a χ(u.g) = χ(u).φ(g) plat́ı pro všechna u ∈ P a g ∈ G.

Jestliže χ pokrývá identitu na bázi, nazývá se redukćı strukturńı grupy G’ ke G pro hlavńı bandl
(P ′, p′,M ′, G′).

Necht’ (E, p,M, S,G) je G-bandl, specifikovaný kocykl přechodových funkćı (ϕαβ) s hodnotami v G a
levá akce ` z G na S. Potom pomoćı kocyklu přechodových funkćı můžeme definovat jediný hlavńı bandl
(P, p,M,G) takový, že E = P [S, `].

Dva diagramy vektorového bandlu (U1, ψ1) a (U2, ψ2) se nazývaj́ı kompatibilńı, pokud ψ1 ◦ ψ−1
2 je

fibrovaný lineárńı isomorfismus, tj. (ψ1 ◦ ψ−1
2 )(x, v) = (x, ψ1,2(x)v) pro nějaké zobrazeńı ψ1,2 : U1,2 :=

U1 ∩ U2 → GL(V ). Zobrazeńı ψ1,2 je tedy jediné a hladké, a nazývá se přechodovou funkćı mezi dvěmi
diagramy vektorového bandlu.

Atlas vektorového bandlu (Uα, ψα)α∈A pro (E, p,M) je množina párově kompatibilńıch diagramů
vektorového bandlu (Uα, ψα) taková, že (Uα)α∈A je otevřené pokryt́ı M . Dva atlasy vektorového bandlu
se nazývaj́ı ekvivalentńı, pokud je jejich spojeńı opět atlas vektorového bandlu.

Vektorový bandl (E, p,M) obsahuje variety E (totálńı prostor), M (báze) a hladké zobrazeńı p : E →M
(projekce) spolu s ekvivalentńı tř́ıdou atlas̊u vektorového bandlu; tedy muśıme znát alespoň jeden atlas
bandlového vektoru. Projekce p se stává surjektivńı submerźı.

Prvńım př́ıkladem vektorového bandlu je tečný bandl (TM, πM ,M) variety M .

Definice 2.1. Bandlový funktor naMfm nebo přirozený bandl nad m-varietami, je kovariantńı funktor
F :Mfm → FM splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nky:

(i)(Prodloužeńı) B ◦ F = IdMfm , kde B : FM→Mf je bázový funktor. Proto indukované projekce
tvoř́ı přirozenou transformaci p : F → IdMfm .

(ii)(Lokalita) Pokud je i : U →M inkluźı otevřené podvariety, potom FU = p−1
M (U) a F i je inkluźı

p−1
M (U) do FM .

(iii)(Pravidelnost) Jestliže je f : P × M → N hladké zobrazeńı takové, že pro všechna p ∈ P
zobrazeńı fp = f(p, ) : M → N jsou lokálńı difeomorfismy, potom F̄ f : P × FM → FN , definované
jako F̄ f(p, ) = Ffp, p ∈ P , je hladké, tedy hladce parametrizované systémy lokálńıch difeomorfismů jsou
transformovány do hladce parametrizovaných systémů fibrovaných lokálńıch isomorfismů.

Nyńı necht’ F je přirozený bandl. Pomoćı tx : Rm → Rm bychom měli označit translaci y 7→ y + x
a pro libovolnou varietu M a bod x ∈ M bychom měli použ́ıvat FxM pro před obraz p−1

M (x). F0Rm
budeme nazývat standardńım fibrem bandlového funktoru F. Každý bandlový funktor F :Mfm → FM
předepisuje akci τ abelovské grupy Rm na FRm přes τx = Ftx.

Definice 2.2. Tečné bandly a vertikálńı bandly. Necht’ (E, p,M, S) je fibrovaný bandl. Podbandl V E =
{ξ ∈ TE : Tp.ξ = 0} z TE se nazývá vertikálńı bandl a je označován pomoćı (V E, πE , E).
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Věta 2.1. Necht’ (P, p,M,G) je hlavńı fibrovaný bandl s hlavńı pravou akćı r : P × G → P . Necht’

` : G× S → S je levá akce. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(1) (TP, Tp, TM, TG) je opět hlavńı fibrovaný bandl s hlavńı pravou akćı Tr : TP × TG→ TP .

(2) Vertikálńı bandl (V P, π, P, g) hlavńıho bandlu je triviálńı jako vektorový bandl nad P : V P ∼= P×g.

(3) Vertikálńı bandl hlavńıho bandlu jako bandlu nad M je opět hlavńı bandl: (V P, p ◦ π,M, TG).

(4) Tečný bandl asociovaného bandlu P [S, l] je dán pomoćı T (P [S, l]) = TP [TS, T l].

(5) Vertikálńı bandl asociovaného bandlu P [S, `] je dán pomoćı V (P [S, `]) = P [TS, T2`] = P ×G TS,
kde T2 je druhý parciálńı tečný funktor.

Materiálový bandl reperu PB je podmnožina hlavńıho bandlu reperu, protože se skládá z každého
bodu podmnožiny všech možných reper̊u. Technicky, materiálový bandl reperu je redukce hlavńıho bandlu
reperu. Protože je tato redukce ř́ızena podgrupou (v našem př́ıpadě Ḡ) obecné lineárńı grupy, materiálový
fibrovaný bandl se nazývá G− struktura, které se v našem př́ıpadě bude ř́ıkat materiálová G-struktura.
G-struktura je sama sobě hlavńım bandlem.

G-struktury pro 1. řád
Standardńı G-struktura:

R3 ×G1
3 = R3 ×GL(3,R) (2.1)

Dále
P 1R3 = R3 ×G1

3, (2.2)

kde P 1R3 je reducibilńı k libovolné podgrupě GL(3,R) (označme G), což obecně neńı př́ıpad P 1B.
G-strukturu źıskanou redukćı P 1R3 = R3 × G1

3 k podgrupě G ⊆ G1
3 = GL(3,R) budeme nazývat

standard flat G-structure.

Definice 2.3. Řekneme, že dvě G-struktury P a P ′ nad tělesy B a B′ jsou (globálně) ekvivalentńı,
jestliže existuje difeomorfismus φ : B → B′ takový, že P ′ = TφB. Dvě G-struktury se nazývaj́ı lokálně
ekvivalentńı v bodech b ∈ B a b′ ∈ B′, jestliže existuje otevřené okoĺı U ∈ B a difeomorfismus φ : B → B′
splňuj́ıćı φ(b) = b′ takový, že

P ′|φ(U) = Tϕ(P|U ), (2.3)

kde P|U je podbandl P źıskaný korestrikćı bandlové projekce π k U ⊆ B.

Definice 2.4. G-struktura se nazývá lokálně plochá (locally flat), jestliže je lokálně ekvivalentńı standardńı
ploché G-struktuře.

Poznámka 2.1. Z materiálového hlediska lze difeomorfismus φ : B → R3 chápat jako změnu referenčńı
konfigurace tělesa B. Lokálńı plochost (local flatness) tedy znamená, že pouhá změna referenčńı konfigurace
zadává (v rámci okoĺı uvažovaného bodu) materiálový isomorfismus.

Poznámka 2.2. I když G-struktura neńı jediná (závislá na výběru archetypu), lokálńı plochost nezáviśı
na volbě této G-struktury.

Dvě bandlové struktury F 2(B).
Totálńı prostor F 2(B) obsahuje soubor všech reper̊u druhého řádu ve všech bodech variety B. Dále, pokud
p je prvek F 2(B), pak zde existuje lokálńı difeomorfismus ψ z počátku O R3 do bodu X = ψ(O) ∈ B
takový, že:

p = j2
Oψ. (2.4)

Prvńı struktura bandlu F 2(B) je založena na kanonické projekci π2 definované následovně:

π2 : F 2(B)→ B (2.5)
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p 7→ ψ(O). (2.6)

Jinými slovy tato projekce přǐrazuje ke každému reperu druhého řádu takový bod z B, ke kterému je
přǐrazen. V lokálńıch souřadnićıch je p dáno {XI , P Iα, Q

I
αβ = QIβα}, a projekce π2 je dána vztahem:

π2({XI , P Iα, Q
I
αβ}) = {XI}. (2.7)

Druhá bandlová struktura F 2(B) je źıskaná pr̊uměry kanonické projekce π2
1 definované jako:

π2
1 : F 2(B)→ F (B) (2.8)

p 7→ j1
O(ψ). (2.9)

Jinými slovy tato projekce źıskává výhodu faktu, že reper druhého řádu nutně obsahuje reper prvńıho
řádu, který je źıskán vźıt́ım jetu prvńıho řádu z jakéhokoliv lokálńıho difeomorfismu vyskytuj́ıćım se v
definici reperu druhého řádu. V lokálńıch souřadnićıch máme:

π2
1({XI , P iα, Q

I
αβ}) = {XI , P Iα}. (2.10)

Dále se budeme zabývat materiálovým isomorfismem. Chceme zkoumat, jesli mohou být dané dva body
tělesa B ze stejného materiálu. Dva materiálové body ze stejného materiálu budou, pokud se konstitutivńı
rovnice jednoho z těchto bod̊u lǐśı od druhého bodu pouze v předběžné aplikaci do lineárńı transformace.
Pokud takováto lineárńı transformace existuje, potom ji nazýváme materiálový isomorfismus z jednoho
bodu do druhého. O dvou bodech, které jsou takto spojeny, se ř́ıká, že jsou materiálově isomorfńı.

Tyto myšlenky mohou být přeloženy i do matematického jazyka. Pomůžeme si zobrazeńım tělesa
B pomoćı jeho obrazu κ0(B) v dané referenčńı konfiguraci κ0. Necht’ X1 a X2 jsou dva body tělesa
B s konstitutivńı rovnićı (1.6). Řekneme, že tyto body jsou materiálně isomorfńı, pokud zde existuje
nesingulárńı lineárńı zobrazeńı P12 mezi jejich tečnými prostory:

P12 : TX1
B → TX2

B (2.11)

tak, že
ψ(FP12,X1) = ψ(F,X2), (2.12)

identicky pro všechny gradienty deformace F. Jinými slovy předběžné aplikace zobrazeńı P12 vykresĺı
materiálovou odpověd’ dvou bod̊u identicky jednu do druhé (Obrázek 4). Zobrazeńı P12 se nazývá
materiálový isomorfismus z X1 do X2. Body X1 a X2 jsou nazývány zdroj a ćıl materiálového isomorfismu
P12.

Pokud je P12 materiálový isomorfismus z X1 do X2, potom je jeho inverze P21 = P−1
12 materiálový

isomorfismus z X2 do X1. Pravdivost tohoto tvrzeńı vyplývá z následuj́ıćıho řetězce totožnost́ı:

ψ(F,X1) = ψ(FP−1
12 P12,X1) = ψ(FP−1

12 ,X2), (2.13)

přičemž bylo využito rovnice (2.12). Z toho vyplývá, že matematická relace ”být materiálově isomorfńı”je
symetrická relace. Očividně je tato relace také reflexivńı, jelikož je každý bod triviálně sám sobě materiálově
isomorfńı, což jde vidět skrz identickou mapu jeho tečného prostoru. Nakonec neńı ani těžké ověřit, že se
jedná také o tranzitivńı relaci, konkrétně: jestliže X1 je materiálově isomorfńı s X2 skrze materiálový
isomorfismus P12 a X2 je materiálově isomorfńı s X3 skrze materiálový isomorfismus P23, potom je X1

materiálově isomorfńı s X3 skrze materiálový isomorfismus:

P13 = P23P12. (2.14)

Z těchto tř́ı vlastnost́ı vyplývá, že materiálový isomorfismus je ekvivalentńı relace na bodech tělesa B.
Jsou-li všechny body vzájemně materiálově isomorfńı, ř́ıkáme, že těleso je uniformńı (tedy vyrobené ze
stejného materiálu).

Př́ıklad 2.3. Pěkná ilustrace této situace je ukázána d́ıky Wangovi. Uvažujme dlouhé válcové těleso, které
je zpočátku rovné a je z materiálu s kosočtvercovou symetríı. To znamená, že bod tohoto materiálu má
konfiguraci, která má tři vzájemně kolmé upřednostňované osy (e1, e2, e3) takové, že materiálové vlastnosti
jsou zachovány po rotaci o 180o okolo kterékoliv z těchto os. Žádné jiné materiálové symetrie se zde
nevyskytuj́ı. Předpokládáme, že v počátečńı rovné konfiguraci jsou všechny body v této upřednostňované
konfiguraci a že upřednostňované osy jsou si bod po bodu vzájemně paralelńı. Jedna z těchto os, např́ıklad
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Obrázek 4: Materiálový isomorfismus. Zdroj: ([2])

e1, je zarovnaná s podélnou osou válce. V tomto počátečńım stavu jsou jedinými hladkými materiálovými
isomorfismy Euclidovy translace. Nyńı představme následuj́ıćı operace: Nejdř́ıve zatoč́ıme jeden konec
válce o 180o okolo podélné osy. Potom ohneme válec o celou obrátku tak, že se jeho dva konce dostanou do
koincidence. Nakonec ”spoj́ıme”tyto dva konce a dostaneme tak požadované těleso B, které Wang nazval
Mobi̊uv krystal. Toto těleso je lokálně uniformńı, ale ne globálně. Globálně je transverzálně izotropické.

Materiálová symetrie v bodě X0 ∈ B je materiálový automorfismus, což je materiálový isomorfismus
mezi X0 a j́ım samým. T́ım jsme poukázali na to, že materiálový bod je vždy triviálńı isomorfíı do sebe.
To znamená, že množina materiálových symetríı nemůže být nikdy prázdná. Materiálová symetrie G
v bodě X0 může být představována jako transformace svého okoĺı bez pozměněné materiálové odezvy,
konkrétně:

ψ(FG,X0) = ψ(F,X0), (2.15)

pro všechny gradienty deformace F.
Prostor G0 všech materiálových symetríı v X0 představuje grupu nazývanou grupa materiálové symetrie

konstitutivńıho zákonu v bodě X0.
Necht’ X1 a X2 jsou materiálově isomorfńı body svázané materiálovým isomorfismem P12. Dále mějme,

že G1 a G2 jsou symetrické grupy X1 a X2. Je-li G1 ∈ G1 pak dostáváme, že zobrazeńı

P′12 = P12G1, (2.16)

je také materiálový isomorfismus z X1 do X2.
Označme nyńı P12 jako prostor všech materiálových isomorfismů ze zdroje X1 do ćıle X2. Tento soubor

může být generován z jakéhokoliv vybraného materiálového isomorfismu P12 libovolným následuj́ıćım
ekvivalentńım výrazem:

P12 = P12G1 = G2P12 = G2P12G1. (2.17)

Naopak grupy symetríı G1 a G2 dvou materiálně isomorfńıch bod̊u X1 a X2 jsou nutně konjugativńı,
zejména:

G2 = P12G1P
−1
12 , (2.18)

kde P12 je jakýkoli člen P12.
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Jelikož je materiálový isomorfismus ekvivalentńı relace, může být materiálová uniformita popsána i
následovně: Necht’ B je materiálově uniformńı těleso právě tehdy, když existuje materiálový isomorfismus
P(X) z pevného bodu X0 ∈ B do každého bodu X ∈ B. Tento pevný bod může být vybrán libovolně jako
kterýkoliv bod tělesa, nebo jako kterýkoliv jiný bod, který je udělán ze stejného materiálu jako bodové
těleso. Nazýváme ho archetypńım materiálovým bodem. Materiálový isomorfismus P(X) z archetypńıho
materiálového bodu do bodového tělesa se nazývá implant. Prostor takových implant̊u (jeden pro každý
bod tělesa) je pole uniformity. Těleso je hladce uniformńı právě tehdy, když může být pro jakýkoliv daný
archetypńı materiálový bod vybráno lokálně hladké pole uniformity.

Pouze pro účel aktuálńıch výpočt̊u, polož́ıme těleso do globálńı referenčńı konfigurace κ0, takže také, pro
źıskáńı specifické formy archetypńıho konstitutivńıho zákona, muśıme umı́stit tečný prostor archetypńıho
materiálového bodu X0 ∈ B v R3 pomoćı pr̊uměr̊u nesingulárńıho lineárńıho zobrazeńı:

µ : TX0B → R3 (2.19)

Z tohoto hlediska, které budeme nadále uvažovat, materiálový archetyp (nebo-li zkráceně archetyp)
bude definován jako (lineárńı) reper v X0. Opravdu, přirozená báze R3 je znázorňována pomoćı µ−1 do
báze tečného prostoru v X0, a, obráceně, tato báze v X0 zcela definuje lineárńı zobrazeńı µ.

Necht’ je konstitutivńı rovnice archetypu dána jako:

ψ = ψ̄(F). (2.20)

Potom, d́ıky účinnosti (2.12), máme:

ψ(F,X) = ψ̄(FP(X)), (2.21)

což znamená, že v uniformńım tělese závislost konstitutivńıho zákona na tělesovém bodu X je zcela
omezená násobeńım F směrem doprava tenzorem závislým na X.

Jestliže grupa symetrie Ḡ archetypu neńı triviálńı identická grupa, materiálové implanty nejsou
jednoznačné. Popravdě, s ohledem na rovnici (2.17), je prostor PX materiálových isomorfismů z X0 do X
s prvky, tzv. implanty daného archetypu dostupných v bodě X, źıskán pomoćı jakéhokoli daného P(X)
rovnićı:

PX = P(X)Ḡ, (2.22)

nebo libovolně kterýmkoliv z následuj́ıćıch výraz̊u:

PX = GXP(X)Ḡ = GXP(X) = P(X)Ḡ, (2.23)

kde GX je grupa symetrie v X. Přirozeně, jako již bylo dř́ıve zmı́něno, grupa symetrie archetypu byla
konjugativńı ke grupě symetrie každého tělesového bodu X, a i zde je konjugace dosažena libovolným
prvkem množiny PX.

Grupa symetríı na tělese, tedy varietě, je abstraktńı (definována pomoćı bod̊u tělesa). Volbou referenčńı
konfigurace takové, že se implant zobraźı na 0 ∈ R3, máme tzv. umı́stěný implant, což nám mimo jiné
pomáhá nahĺıžet na grupu symetríı jako na jetovou grupu nebo jej́ı podgrupu konjugovanou k abstraktńı
grupě symetríı. Změna archetypu, ale nikoliv bod̊u X0, pak dává pravou akci jetové grupy na bandlu
reperu.

Jelikož je archetyp reperem v tělesovém bodě X0, jakékoliv dané uniformńı pole P(X) indukuje,
pomoćı skládáńı, bázi v každém bodě X tělesa B. Uniformńı pole může být považováno za pohyblivý reper
(Obrázek 5).

Změnu archetypu lze provést bud’ zachováńım stejného archetypu X0 a změnou zobrazeńı ν, jak
ukazuje obrázek 6, nebo vybráńım nového archetypu Y0 ∈ B (a samozřejmě i nového zobrazeńı z jeho
tečného prostoru do R3). V obou př́ıpadech se jedná o stejný efekt nad uniformńım polem. Konkrétněji,
necht’:

µ′ : TX0B → R3 (2.24)

je nové zobrazeńı (při zachováńı stejného archetypu X0). Archetypńı konstitutivńı rovnice (2.20) je
nahrazena:

ψ = ψ̄′(F) = ψ̄(F ◦ (µ′ ◦ µ−1)). (2.25)
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Obrázek 5: Základńı pole uniformity. Zdroj: ([2])

Jakožto výsledek této změny archetypńı konstitutivńı rovnice, staré implanty P(X) jsou nahrazeny
novými:

Pµ′(X) ≈ Pµ′(X) ◦ µ′−1 = Pµ(X) ◦ µ′−1 ◦ (µ ◦ µ′−1) ≈ Pµ(X) ◦ (µ ◦ µ′−1). (2.26)

Jinými slovy, d́ıky vlivu této změny archetypu na uniformńı pole pomoćı fixńıho elementu dostáváme
pravou akci obecné lineárńı grupy GL(3; R) . Se zprostředkováńım materiálového isomorfismu mezi X0 a
Y0, obdrž́ıme stejnou odezvu při změně archetypu, ([2]).

Obrázek 6: Změna archetypńıho reperu. Zdroj: ([2])

Grupy symetríı řádu r
Pro libovolné X ∈ B se grupa symetríı GX definuje jako grupa všech r-jet̊u materiálových isomorfismů
jrXp takových, že p(X) = X.

Necht’ X0 je archetyp a pX implant do bodu X (fakticky jrX0
pX). Podobně jako i v př́ıpadě r = 1

funguje Nollovo pravidlo
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GX = jrX0
pX ◦ GX0 ◦ (jrX0

pX)−1. (2.27)

Dále se snadno vid́ı (podobně jako v př́ıpadě r = 1), že

GX0 = jr0φ ◦Gr3 ◦ (jr0φ)−1 = conj(jr0φ)(Gr3), (2.28)

kde Gr3 = invJr0 (R3,R3)0 je tzv. jetová grupa, která je zřejmě isomorfńı GX0
a potažmo GX. Plat́ı

GX = jr0pX ◦ jr0φ ◦Gr3 ◦ (jr0φ)−1 ◦ (jr0pX)−1 = conj(jr0pX ◦ jr0φ)(Gr3), (2.29)

což je analogie (2.18). Dále plat́ı analogie (2.17) pro obecné r následovně:

jr0pX ◦ GX0 = GX ◦ jr0pX = GX ◦ jr0pX ◦ GX0 (2.30)

a potažmo

jrX0
pX ◦ jr0φ ◦G3

r = GX ◦ jrX0
pX = GX ◦ jr0pX ◦ jr0φ ◦G3

r, (2.31)

kde jrX0
pX je implant z X0 do X, jr0φ je reper odpov́ıdaj́ıćı umı́stěńı X0, GX0 je grupa symetríı v X0 a

GX je grupa symetríı v X.
Odtud je vidět, že množina všech př́ıpustných reper̊u v bodě X se ř́ıd́ı archetypem a grupou symetríı

GX0
, které při identifikaci pomoćı reperu jr0φ odpov́ıdaj́ıćı implant identifikuje grupu symetríı s podgrupou

G0 jetové grupy Gr3.
Volná pravá akce r symetrické grupy G0 = conj((jr0φ)−1)(GX0

) ⊆ Gr3 na P rXB je dána předpisem

(jrX0
pX ◦ jr0φ, jr0g) 7→ jrX0

pX ◦ jr0φ ◦ jr0g, (2.32)

př́ıpadně

(jrX0
pX ◦ jr0φ, (jr0φ)−1 ◦ jrX0

gX0
◦ jr0φ) 7→ jrX0

pX ◦ jr0φ ◦ (jr0φ)−1 ◦ jrX0
gX0
◦ jr0φ =

= jrX0
pX ◦ jrX0

gX0
◦ jr0φ.

(2.33)

Projekce bandlu je jr0pX ◦ jr0φ 7→ X = πr0(jr0pα ◦ jr0φ), kde πr0 je jetová projekce na bod.

Definice 2.5. Materiálovou G-strukturou řádu r rozumı́me redukci hlavńıho bandlu P rB (přesněji
π : P rB → B, kde π(jr0ϕ) = ϕX, se strukturńı grupou Gr3) vzhledem k podgrupě G0 ⊆ Gr3.

Podgrupa G0 odpov́ıdá grupám symetríı ve výše uvedeném smyslu.

Poznámka 2.4. Viděli jsme, že pokud je materiálová grupa symetrie triviálńı grupou (skládaj́ıćı se pouze z
jednotek transformace), archetyp indukuje jednoznačnou bázi uniformńıho pole. Dı́ky hladkosti usuzujeme,
že se toto jednoznačné pole muśı plynule rozšǐrovat po celém tělese. Ekvivalentně, jelikož identifikujeme
hladké uniformńı pole na B s hladkým pr̊uřezem materiálové G-struktury, můžeme prohlásit, že tato
G-struktura má pouze jediný pr̊uřez, který je globálně hladký. Vskutku, fibr přes každý bod obsahuje
pouze jeden element. Pokud je grupa symetrie netriviálńı diskrétńı grupa, každý fibr G-struktury obsahuje
diskrétńı soubor bod̊u, představuj́ıćıch repery. Pokud uváž́ıme hladkou lokálńı oblast nad otevřenou
množinou U ⊂ B, je zřejmé, že všechny ostatńı hladké lokálńı oblasti nad touto otevřenou množinou se
muśı od té jedné dané lǐsit ”přednásobeńım”konstantńım členem grupy symetrie. Protože dvě lokálńı
oblasti, které se lǐśı konstantou, vyvolávaj́ı zjevně stejný lokálńı paralelismus, docháźıme k závěru, že
lokálńı paralelismy jsou opět jednoznačné, stejně jako v př́ıpadu triviálńıch grup (pouze s t́ım rozd́ılem, že
může být nyńı ztracena globálnost). Konečně, pokud je grupa symetrie spojitá, můžeme si jednoduše
pomoćı G-struktury představit, že můžeme změnit lokálńı oblast bez ztráty hladkosti využit́ım faktu, že
každý fibr obsahuje hladký soubor reper̊u.

Uniformńı pole na úrovni r-jet̊u
Pro hyperelastické těleso ṕı̌seme

ψ = ψ(jrXκ), (2.34)

kde κ odpov́ıdá gradientu deformace řádu r, přičemž neńı do značeńı explicitně zahrnuta referenčńı
konfigurace κ0.
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Tedy

ψ = ψ(F ij , F
i
j1j2 , . . . , F

i
j1...jr ), (2.35)

kde

F ij1...jr =
∂sF i

∂Xj1 . . . ∂Xjr
. (2.36)

Lze už́ıt i multiindexového zápisu

∂|α|F

∂Xα
=

∂|α|F

∂Xα1
1 . . . ∂Xα3

3

. (2.37)

Obecně, pro m-dimenzionálńı varietu, lze pravou stranu zapsat jako

∂|α|F

∂Xα1
1 . . . ∂Xαm

m
. (2.38)

Z invariance elastické energie ψ (na levé straně konstitutivńı rovnice) vzhledem ke změně referenčńı
konfigurace máme

ψ = ψ̂(F ij , F
i
j1j2 , . . . , F

i
j1...jr , Y

i) = ψ(F il
∂Y l

∂Xj
, F il1l2

∂Y l1

∂Xj1

∂Y l2

∂Xj2
+

+F il
∂2Y l

∂Xj1∂Xj2
, . . . , F il1...ls

∂Y l1

∂Xα1
. . .

∂Y ls

∂Xαs
),

(2.39)

kde v posledńım výrazu jsou užity α1, . . . , αs, jejichž sloučeńım vznikne j1, . . . , jr = α.

Neholomńı jety
Necht’ E(M) je fibrovaný bandl nad varietou M se standardńı projekćı π : E → M . Řekneme, že dva
lokálńı řezy s : U → E a r : V → E, kde U a V jsou otevřené podmnožiny M , jsou ekvivalentńı prvńıho
řádu v bodě p ∈ U ∩ V , jestliže obrazy s(p) a r(p) jsou si rovné a tečná zobrazeńı s∗(p) a r∗(p) jsou
identická. Jinými slovy, řezy s a r jsou ekvivalentńı prvńıho řádu v p, jestliže s(p) = r(p) a ∂sα

∂xi (p) = ∂rα

∂xi (p)
v některých lokálńıch souřadniných systémech {xi} a {xi, yα} na M a E. Ekvivalentńı tř́ıda prvńıho řádu
řezu s : U → E v p ∈ U je nazývana prvńım jetem (nebo 1-jetem) z s v p a bude označována jako j1

ps.
Bod p je nazýván zdrojem prvńıho jetu j1

ps a s(p) je jeho ćıl.
Bandl π1 : J1(E) → M se nazývá prvńı prodloužeńı fibrovaného bandlu E(M). Lokálńımu řezu

j1 : V ⊂M → J1(E) se ř́ıká (prvńı) prodloužeńı řezu s : U → E, jestliže U ∩ V =6= ∅ a j1(p) = j1
ps pro

každé p ∈ U ∩ V .
Jak již bylo zmı́něno výše, varieta J1(E) je fibrovaný bandl nad M . Proto můžou i jeho řezy být

prodlouženy. Vskutku, zobecněńım definice prvńıho prodloužeńı, řekneme, že druhý řád neholonomńıho
prodloužeńı fibrovaného bandlu E(M) je prostor J̃2(E) ≡ J1(J1(E)). Daľśım zobecněńım této denifice
můžeme ř́ıct, že k-tý řád neholonomńıho prodloužeńı, k ≥ 3, fibrovaného bandlu E(M) je prostor
J̃k(E) ≡ J1(J̃k–1(E)).

Poznamenejme ještě, že J̃k(E) je fibrovaný bandl nad jakýmkoliv ze svých základńıch prodloužeńıch
J̃ l(E), l < k ≤ 0, s J̃1(E) ≡ J1(E), a π̃kl jako standardńı projekce do J̃ l(E).

Dále mějme následuj́ıćı definice:

1. Lokálńı řez j1 : U ⊂M → J1(E) se nazývá př́ıpustná v p ∈ U , jestliže j1(p) = j1
p(π1

0 ◦ j1). Jinými
slovy, j1 je př́ıpustná v bodě p, jestliže to je prvńı jet lokálńıho řezu E v tomto bodě.

2. Prvek j2 ∈ J̃2(E) se nazývá semi-holonomńı 2-jet, jestliže zde existuje př́ıpustná lokálńı řez

r : U ⊂M → J1(E) v p = p̃i
2
(j2) taková, že j2 = j1

pr.

3. Zobecněńım (2) řekneme, že k-jet jk ∈ J1(J̃k–1(E)) je semi-holonomńı, jestliže jeho projekce π̃kk–1(jk)

je semi-holonomńı jet, a existuje zde př́ıpustný lokálńı řez r : U → J1(J̃k–2(E)) v p = π̃k(jk) takové, že
jk = j1

pr.

4. Prvek jk ∈ J̃k(E) se nazývá holonomńı k-jet, jestliže zde existuje lokálńı řez s : U ⊂MtoE taková,
že jkps = jk, kde p = π̃k(jk) ∈ U .

Holonomńı jet je vždy semi-holonomńım.
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Dále představme lokálńı souřadný systém na bandlu prodloužeńı řez̊u. Necht’ p ∈ M , a necht’

x1, . . . , xn je souřadný systém na otevřeném souřadném okoĺı U ⊂M obsahuj́ıćım p. Předpokládejme, že
y1, . . . , ym jsou souřadnice ve fibru bandlu π : E → M . Z toho d̊uvodu, dvojice (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)
tvoř́ı lokálńı souřadný systém na triviálńım bandlu π−1(U). (Lokálńı) řez s : U → E proto může
být reprezentována jako množina funkćı {yα(x1, . . . , xn)}, α = 1, . . . ,m. Jej́ı 1-jet v p je dán sou-

borem (x1, . . . , xn, y1(p), . . . , ym(p), y1
1(p), . . . , ymn (p)), kde yαl (p) = ∂yα

∂xl
(p), α = 1, . . . ,m, l = 1, . . . , n.

Toto ukazuje, že trojice {xi, yα, yαl } definuje lokálńı souřadnice na prvńım prodloužeńı pi−1(U), tj. na
J1(π−1(U)). Tud́ıž může být lokálńı řez j1 : U ⊂ M → J1(E) reprezentován pomoćı souboru zobra-
zeńı {yα(x1, . . . , xn), yαjl(x

1, . . . , xn)}. Jej́ı prvńı jet v p je reprezentován následuj́ıćı množinou souřadnic

(xi(p), yα(p), yαj (p), ȳαl (p), yαjl(p)), kde ȳαl (p) = ∂yα

∂xl
(p) a yαjl(p) =

∂yαj
∂xl

(p). Tedy, lokálńı souřadnice neholo-

nomńıho prodloužeńı druhého řádu J̃2(E) jsou {xj , yα, yαj , ȳαl , yαjl}. Naopak, necht’ řez j1 : U → J1(E) je

dána pomoćı souboru zobrazeńı {yα(x1, . . . , xn), yαj (x1, . . . , xn)}. Oblast j1 je př́ıpustná v bodě p ∈M ,
jestliže

dyα(p) =

n∑
j=1

yαj (p)dxj , α = 1, . . . ,m. (2.40)

Toto implikuje, že neholonomńı 2-jet j2
p ∈ J̃2(E) dán pomoćı (xj(p), yα(p), yαj (p), ȳαl (p), yαjl(p)) je

semi-holonomńı za předpokladu, že yαj (p) = ȳαj (p), α = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Tedy semi-holonomńı

prodloužeńı J̃ (E) má lokálńı souřadnice {xi, yα, yαi , yαij}, ([2]).
Pro ćıl jetové projekce ṕı̌seme β1 : Jr,sY → JrY . Ćıl projekce β : JrY → Y je rozš́ı̌ren na zob-

razeńı β2 := Jsβ : Jr,sY → JsY . V př́ıpadě součinu, obě β1 a β2 zachovávaj́ı jetovou kompozici, tj.
β1(Z ◦X) = β1Z ◦β1X a β2(Z ◦X) = β2Z ◦β2X s klasickou kompozićı holonomńıch jet̊u na pravé straně.

Materiálový isomorfismus: lokálńı difeomorfismus
Uvažujme zobrazeńı p12 tělesa na sebe takové, že okoĺı bodu X1 je zobrazeno difeomorfně na okoĺı bodu
X2 (p12(X1) = X2). Slovem ”difeomorfně”mysĺıme to, že se jedná o hladké zobrazeńı a že toto zobrazeńı
má zároveň i hladkou inverzi. Zobrazeńı p12 : BX1

→ BX2
nazveme lokálńım difeomorfismem.

Řekneme, že dva materiálové body X1 a X2 jsou materiálově isomorfńı, pokud zde existuje lokálńı
difeomorfismus p12 takový, že

ψ(jrX2
κ ◦ jrX1

p12) = ψ(jrX2
κ) (2.41)

plat́ı pro libovolnou konfiguraci κ.
Souřadnicově to lze zapsat jako

ψ(F il a
l
j , F

i
l1l2a

l1
j1
al2j2 + F il a

l1
j1j2

, . . . , F il1...lsa
l1
α1
. . . alsαs ,X1) = ψ(F ij , F

i
j1j2 , . . . , F

i
j1...js ,X2), (2.42)

kde alj1...js nebo alα jsou souřadnice p12.
Jsou-li všechny materiálové body vzájemně isomorfńı, hovoř́ıme o uniformńım tělese.
Podobně jako v př́ıpadě pro r = 1 můžeme vybrat i v uniformńım tělese význačný bod X0, tzv.

archetyp. Materiálové isomorfismy z X0 do libovolného bodu X ∈ B pak nazýváme implanty a znač́ıme
jako pX.

Rovnice (2.41) vyjádřená pomoćı archetypu a implantu pX pak dostane tvar

ψ(jrXκ) = ψ̄(jrXκ ◦ jrX0
pX). (2.43)

Přechod k reper̊um analogický k řádu r = 1:
Kromě referenčńı konfigurace zvoĺıme i umı́stěńı archetypu X0, a to do 0 ∈ R3. To odpov́ıdá volbě reperu

jr0φ až do řádu r včetně (respektive jako inverze), kde φ : R3 → B je lokálńı difeomorfismus (φ odpov́ıdá µ−1

v př́ıpadě r = 1). Půjdeme-li v́ıce do detail̊u, pak archetyp X0 odpov́ıdá jrφ(0)φ
−1 ≈ jr0φ, kde φ(0) = X0.

Aplikujeme-li implant pX, pak jr0pX ◦ jr0φ ∈ prXB. Zřejmě lze provést identifikaci jrX0
pX ≈ jrX0

pX ◦ jr0φ (*).

Aplikujeme-li pXX̄, respektive jrXpXX̄ pro materiálový isomorfismus zobrazuj́ıćı X na X̄ zleva, lze tento
krok identifikovat se zobrazeńım P rpXX̄, či morfismem bandl̊u reper̊u řádu r. Obecně, je-li f : M → N
hladké zobrazeńı, lze definovat P rf : P rM → P rN předpisem jr0ϕ 7→ jrXf ◦ jr0ϕ = jr0(f ◦ ϕ).

Snadno lze ověřit, že P r je bandlový funktor. Aplikaćı identifikace (*) lze pak (2.43) přepsat na tvar:
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ψ(jrXκ) = ψ̄(jrXκ ◦ jr0pX) (2.44)

Souřadnicově pak

ψ(F ij , F
i
j1j2 , . . . , F

i
j1...jr ,X) = ψ̄(F il a

l
j , F

i
l1l2a

l1
j1
al2j2 + F il a

l
j1j2 , . . . , F

i
l1...lsa

l1
α1
. . . alsαs), (2.45)

kde (α1, . . . , αs) jsou multiindexy tvoř́ıćı rozklad multiindexu α (řádu r).

Př́ıklad 2.5. Nyńı se budeme zabývat přkladem, ve kterém se budeme soustředit zcela na symetrie
druhého řádu. Budeme uvažovat materiál, jehož chováńı druhého řádu je charakterizováno závislost́ı
hustoty energie ψ na prostorovém gradientu hustoty ρ (na jednotku prostorového objemu). V podmı́nkách
objemu ρR referenčńı konfigurace můžeme psát:

ρ = J−1
F ρR. (2.46)

Pokračuje to t́ım, že k źıskáńı požadovaného gradientu hustoty potřebujeme zahrnout závislost na
referenčńım gradientu determinantu F. Vskutku:

ρ,i = ((J−1
F ),IρR + J−1

F (ρR),I)F
−I
,i , (2.47)

kde můžeme jasně vidět, že závislost energie na F a znalost referenčńı hustoty se postaraj́ı o všechny
ostatńı termı́ny. Vı́ce explicitně máme:

ρ,i = J−1
F (–F –M

m FmM,IρR + (ρR),I)F
–I
i , (2.48)

kde jsme využili vzorce pro derivaci determinantu, viz:

(JF ),I = JFF
–M
m FmM,I . (2.49)

Dále se zabýváme hustotou energie tvaru:

ψ = ψ(j2
Xκ) = ψ(F iI , (JF ),I ;X

I). (2.50)

Symetrie h v X je automorfismus h okoĺı X tak, že:

ψ(j2
Xκ ◦ j2

Xh) = ψ(j2
Xκ), (2.51)

identicky pro všechny deformace κ. Nyńı nám stač́ı jen uvažovat takové automorfismy h, které zachovávaj́ı
v X hodnoty prvńıho jetu j1

Xh. V podmı́nkách jednotlivých složek můžeme (2.51) psát jako:

ψ(F iI , (JFJh),I ;X
I) = ψ(F iI , (JF ),I ;X

I), (2.52)

kde jsme pomoćı Jh označili determinant derivátu h ohodnoceného v X. Zřejmě grupa symetrie tohoto
materiálového bodu bude obsahovat alespoň dva 2-jety automorfismů h takové, že j1

Xh je identita a
takové,že:

(JFJh),I = (JF ),I . (2.53)

Jelikož je ale determinant Jh v X roven 1, dostáváme podmı́nku:

(Jh),I = 0. (2.54)

Pomoćı vzorce pro derivát determinantu a toho, že je j1
Xh identitou, dostáváme podmı́nku:

hJJ,I = 0, (2.55)

kde jsme pro zjednodušeńı označili pomoćı hJI složky gradientu h. Jinými slovy jsme došli k tomu, že
grupa symetrie tohoto materiálového bodu obsahuje všechny dvojice H = {G,S} tvaru:

H = {I,S} = {δIJ , SIJK} s SIIK = 0. (2.56)

Definice 2.6. Řekneme, že dva (tečné) vektory v bodech X1,X2 ∈ B jsou paralelńı, jestliže maj́ı stejné
souřadnice vzhledem k danému uniformńımu poli.

Poznámka 2.6. Odpov́ıdaj́ıćı si bázové vektory uniformńı báze jsou vzájemně paralelńı (triviálńı).
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Definice 2.7. Řekneme, že vektorové pole w = w(X) je konstantńı na otevřené množině U ⊆ B, jestliže
w(X1) je materiálově paralelńı s w(X2) pro všechna X1,X2 ∈ B.

Problém 2.7. Kdy je vektorové pole w paralelńı danému uniformńımu poli?

Necht’ w = w(X) = wi(X) (souřadnicově) v nějaké referenčńı konfiguraci a (X0, µ) je archetyp, kde
µ : TX0

B → R3 je lineárńı zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćı reperu j1
0φ ∈ P 1

X0
M , tedy µ−1 = j1

0∅.
Necht’ Eα je přirozená (kanonická) báze v R3. Pomoćı implant̊u P(X) tato báze indukuje hladké pole

báźı na U , které lze značit ~pα(X) (pro α = 1, 2, 3).
Uvažujme souřadnicový systém na U se souřadnicemi Xi s přirozenou báźı ~ei (pro i = 1, 2, 3).
Pak ~pα = P iα~ei, kde P iα je proměnná matice P iα(X), která je souřadnicovou reprezentaćı implant̊u a ~ei

(i = 1, 2, 3) je přirozená báze.
Dále ~w = wα~pα = ~wi~ei.
Zřejmě wi = wαP iα, a tedy wα = P̃αi w

i, kde P̃ znač́ı inverzńı matici k P .
Protože wα je dle předpokladu materiálové konstantnosti konstantńı, plat́ı

0 =
∂P̃αi
∂Xj

wi + P̃αi
∂wi

∂Xj
. (2.57)

Definujeme-li Christoffelovy symboly předpisem

Γkij = P kα
∂P̃αi
∂Xj

(2.58)

nebo ekvivalentně

Γkij = –P̃αi
∂P kα
∂Xj

, (2.59)

dostáváme z (2.57)

0 =
∂µk

∂Xj
+ Γkijw

i. (2.60)

Pravá strana rovnice (2.60) je tzv. materiálová kovariantńı derivace vektorového pole w vzhledem k
danému materiálovému paralelismu.

Nebo: Kovariantńı derivace vektorového pole w podél libovolného vektorového pole v adoptovaném
souřadném systému Xi s Christoffelovými symboly Γkij definovanými pomoćı (2.58).

Jde o lineárńı konexi, kde se uvažuje kovariantńı derivace vektorového pole w podél tzv. adoptovaných
vektorových poĺıch určených souřadnicemi Xi. Máme

∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
= Γkij(x)

∂

∂xk
. (2.61)

(Koszulovy axiomy doplńı tuto lineárńı konexi na ostatńıch vektorech).

Poznámka 2.8. Konstrukce, která byla právě provedena, je lokálńı (uvažovala se otevřená množina U ,
na ńıž existuje uniformńı pole).

Poznámka 2.9. Podobně jako u uniformńıch poĺı plat́ı, že je-li grupa symetríı triviálńı, nebo diskrétńı,
materiálový paralelismus existuje právě jeden (Christoffelovy symboly jsou definovány pomoćı implant̊u).

Neńı tomu tak v př́ıpadě, že grupa symetríı neńı diskrétńı. Zde máme volnost d́ıky grupě symetríı,
(2.17) pokud jde o uniformńı pole, a tedy i Christoffelových symbol̊u a paralelńıho přenosu.

Homogenita
Uvažujme uniformńı těleso, kde P(X) = P iα(Xj) je uniformńı pole. S předpokladem hyperelasticity máme
tedy konstitutivńı rovnici

ψ(F,X) = ψ̄(FP(X)), (2.62)

což se dá souřadnicově napsat jako
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ψ̄(FilP
l
α(Xj)) (2.63)

nebo-li

ψ(Fij ,X
k) = ψ̄(FilP

l
α(Xj)). (2.64)

Definice 2.8. Řekneme, že uniformńı těleso je homogenńı, jestliže existuje konfigurace a uniformńı pole
P(X) takové, že v této konfiguraci má P(X) vyjádřeńı Pi

α = δiα.
V takovém př́ıpadě ř́ıkáme, že uniformńı pole P(X) je integrabilńı.

Jiná (ekvivalentńı) definice:

Definice 2.9. Řekneme, že uniformńı těleso je homogenńı, jestliže existuje taková konfigurace, že libovolná
translace libovolného bodu s nějakým jeho okoĺım je materiálový isomorfismus.

Jestliže existuje pro každý bod X ∈ B okoĺı U obsahuj́ıćı X takové, že na něm plat́ı Def. 2.8, ř́ıkáme,
že těleso B je lokálně homogenńı.

Uniformńı těleso je globálně homogenńı nebo jednoduše homogenńı, pokud je předchoźı podmı́nka
splněna na okoĺı obsahuj́ıćım celé těleso.

Poznámka 2.10. Jednoduchý př́ıklad nehomogenńıho elastického tělesa je ukázán na uniformńım tlustém
sférickém vrchĺıku, vytvořeném z př́ıčně izotropńıho pevného materiálu, jehož osa př́ıčné izotropie e1(X) je
spojena v každém bodě X s lokálńım radiálńım směrem sféry. Jestliže předpokládáme, že v této konfiguraci
je materiál bez napět́ı, pak materiálové isomorfismy mezi jakýmikoliv dvěma body obsahuj́ı rotace, které
přináš́ı odpov́ıdaj́ıćı osy př́ıčné izotropie do koincidence. V (lokálńı) homogenńı konfiguraci bychom měli
mı́t, že pole e1(X) se stává Euklidovsky-paralelńım polem nad nějakým otevřeným podtělesem. To může
nastat, ale pouze na úkor naṕınáńı bod̊u v rámci každé sférické vrstvy s r̊uzným množstv́ım. T́ım pádem
každá konfigurace, ve které se osy př́ıčné izotropie stanou paralelńımi v nějakém otevřeném okoĺı, bude
nutně v tomto okoĺı obsahovat body, které jsou r̊uzně naṕınány. Jinými slovy žádná (ani lokálńı) homogenńı
konfigurace nemůže existovat.

Homogenita a materiálová konexe
Necht’ (Xi) a (Y m) jsou dvě referenčńı konfigurace. V modelu 1. řádu máme lineárńı přechod od (Xi) k
(Y m) tvaru Xi = Xi(Y m), v němž se souřadnice libovolného vektorového pole transformuj́ı předpisem

ŵm =
∂Y m

∂Xi
wi. (2.65)

Proved’me tuto transformaci pro vektory ~pα, α = 1, 2, 3. Má-li být Y ta referenčńı konfigurace, která
odpov́ıdá podmı́nce homogenity v Def. 2.8 (ve smyslu P iα = δiα), dostaneme podmı́nku

δmα = P iα
∂Y m

∂Xi
. (2.66)

Parciálńım derivováńım podle Xj dostaneme

0 = P iα
∂2Y m

∂Xj∂Xi
+
∂P iα
∂Xj

∂Y m

∂Xi
. (2.67)

Násobeńım prvkem inverzńı matice P̃ k P , resp. P̃αk dostaneme

0 =
∂2Y m

∂Xj∂Xk
+ P̃αk

∂P iα
∂Xj

∂Y m

∂Xi
(2.68)

a z (2.59) dostaneme

∂2Y m

∂Xj∂Xk
= Γikj

∂Y m

∂Xi
, (2.69)

což lze srovnat s Gaussovou rovnićı z Věty (1.4) při neuvažováńı koeficient̊u druhé základńı formy.
Z posledńıho vztahu je vidět symetrie Christoffelových symbol̊u, a tedy nulová torze.
Dokázali jsme:
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Věta 2.2. Pro lokálně uniformńı těleso B 1. řádu plat́ı:
B je lokálně homogenńı, právě když pro každý bod X ∈ B existuje okoĺı a lokálńı materiálový

paralelismus ve smyslu Problému 2.7 (viz výše), přičemž odpov́ıdaj́ıćı lineárńı konexe je bez torze, tzn. je
se symetrickými Christoffelovými symboly.

Poznámka 2.11. Pro triviálńı a diskrétńı grupu symetríı je materiálová konexe určena jednoznačně.
Rozhodnut́ı o lokálńı homogenitě lze tedy učinit př́ımou kontrolou symetrie Christoffelových symbol̊u.

Pro spojitou grupu symetríı je situace složitá (nevhodná volba referenčńı konfigurace může dát
materiálovou konexi s nenulovou torźı).

Definice 2.10. Uniformńı těleso, které neńı lokálně homogenńı, se nazývá nehomogenńı.

Problém 2.12. Teoreticky se může stát, že splněńı kritéria homogenity záviśı na volbě archetypu.
Poznamenejme, že v př́ıpadě prostých hyperelastických materiál̊u, tedy model̊u 1. řádu, kritérium
homogenity na volbě archetypu nezáviśı.

Homogenita pro hyperelastické materiály vyšš́ıho řádu
Repery vyšš́ıho řádu indukované souřadným systémem tZ : R3 → R3 definované předpokladem X 7→ X+ Z
(po složkách), nazýváme translace.

Uvažujme φ : U → R3 souřadný systém (Xi) na otevřené množině U ⊆ B. Zřejmě jr0φ
−1 ∈ P rX0

B, kde
X0 = φ−1(0) ∈ U (se souřadnicemi X1 = X2 = X3 = 0).

Necht’ X ∈ U je daľśı bod. Definujeme zobrazeńı

τX = φ−1 ◦ tφ(X)
◦ φ : V0 → U , (2.70)

kde V0 ⊆ U je dostatečně malé. τX nazýváme φ-translaćı. Zřejmě τX(X0) = X. Toto zobrazeńı je lokálńı
difeomorfismus a v souřadnićıch splývá s translaćı na R3.

Kompozice jrX0
τX ◦ jr0φ−1 ∈ P rXB je potom bandlem reper̊u řádu r. Z konstrukce vyplývá, že jetové

souřadnice vyšš́ıho řádu jsou nuly a matice souřadnic 1. řádu je jednotková (+).
Uvažme archetyp (X0, j

r
0φ), jr0φ

−1 ∈ P rX0
B. Předpokládáme lokálně uniformńı těleso B.

V okoĺı X0 tedy nutně existuje tzv. uniformńı pole indukované materiálovými isomorfismy.
Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že jedno z těchto uniformńıch poĺı splňuje v souřadnićıch

identitu ve smyslu (+), tzn. jetové souřadnice 1. řádu tvoř́ı jednotkovou matici a jetové souřadnice vyšš́ıho
řádu jsou nuly.

Definice 2.11. Řekneme, že těleso B je lokálně homogenńı až do řádu r, jestliže pro každý jeho bod
X0 existuje okoĺı takové, že pole reper̊u indukované nějakým souřadným systémem (ve smyslu jrX0

τX) je
uniformńım polem (tedy indukovaným materiálovými isomorfismy) řádu r. Jestliže je takové okoĺı rovno
celému tělesu B, hovoř́ıme o globálńı homogenitě.

Cosserat̊uv model je definován jako reperový bandl FB obyčejného tělesa B, obvykle nazývaného
makromedium nebo matice. O Cosseratovu modelu se řekne, že je jednoduchý, pokud je jeho mechanická
odezva lokálńı a záviśı pouze na 1-jetové konfiguraci. Pokud nav́ıc přehlédneme pamět’ové efekty, pouze v
př́ıpadech obyčejného tělesa, dostáváme jednoduchý elastický Cosserat̊uv model.

Řekneme, že dva body X1 a X2 báze B Cosseratova modelu FB s konstitutivńı rovnićı ψ = ψ(j1
XK)

jsou materiálně isomorfńı, jestliže zde existuje lokálńı isomorfismus hlavńıho bandlu p12 z X1 do X2

takový, že rovnice

ψ(j1
X2
K ◦ j1

X1
p12) = ψ(j1

X2
K) (2.71)

je splněna identicky pro všechny konfigurace K. Ve složkách bude 1-jet p12 obsahovat zobrazeńı mezi
základńımi okoĺımi, sv̊uj gradient P IJ , zobrazeńı mezi fibry QIJ a sv̊uj gradient RIJK , všechny ohodnoceny
v X1. Podmı́nka daná v (2.71) se čte odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem:

ψ(Ki
IQ

I
M , F

i
IP

I
M ,K

i
I,JQ

I
MP

J
N +Ki

IR
I
MN , (X1)I) = ψ(Ki

M , F
i
M ,K

i
M,N , (X2)I). (2.72)

Cosserat̊uv model je materiálově uniformńı, jestliže všechny body báze variety jsou materiálově
isomorfńı ve smyslu (2.71), (2.72). Vybráńım bodu X0 a označeńım implantu z tohoto bodu do libovolného
bodu X pomoćı j1

0pX , podmı́nka uniformity může být napsána jako:

ψ(j1
XK) = ψ(j1

XK ◦ j1
0pX). (2.73)
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Pro definováńı archetypu se muśıme v př́ıpadě Cosseratova materiálu nechat ovlivnit přirozenou
cestou uvažováńı 1-jet̊u lokálńıch isomorfismů hlavńıho bandlu mezi bandly reperu FR3 a FB. Tato
myšlenka nás později zavede k tzv. neholomńım reper̊um druhého řádu na varietě B. Z fyzikálńıho hlediska
neńı neholomńı reper druhého řádu v X0 nic v́ıc, než (inverze) lokalizované konfigurace v tomto bodě.
Toto źıskáme vybráńım Cosseratovy konfigurace a ponecháńım si hodnot jeho 1-jetu v X0 ve smyslu
vyjádřeńı konstitutivńıho zákona v X0 ve složkovém tvaru. Předešlá podmı́nka t́ımto vš́ım vytvář́ı tři pole,
(QIα(X), P Iα(X), RIαβ(X)), reprezentuj́ıćı implanty z archetypu do bodu X tak, že:

ψ(Ki
I , F

i
I ,K

i
I,J , X

I) = ψ̄(Ki
IQ

I
α, F

i
IP

I
α,K

i
I,JQ

I
αP

J
β +Ki

IR
I
αβ), (2.74)

kde jsme pomoćı ψ̄ označili konstitutivńı rovnici archetypu. Předpokládáme, že výše uvedená implantová
pole jsou hladká.

Symetrie g Cosseratova materiálového bodu X ∈ B je materiálový isomorfismus z bodu do sebe. Jinými
slovy podmı́nkou (2.71) identifikujeme zdroj X1 a ćıl X2 s X a źıskáváme:

ψ(j1
XK ◦ j1

Xg) = ψ(j1
XK), (2.75)

pro všechny konfigurace K. Složkově symetrie v X obsahuje trojici (HI
J , G

I
J , L

I
JK) takovou, že

ψ(Ki
IH

I
J , F

i
IG

I
K ,K

i
I,JH

I
MG

J
N +Ki

IL
I
MN , X

I) = ψ(Ki
J , F

i
K ,K

i
M,N , X

I). (2.76)

Uvažujme standardńı bandl reperu FRn. Vzhledem k faktu, že báze Rn má mnoho r̊uzných struktur,
můžeme si dovolit nalézt význačné prvky, které jinak nejsou k disopozici. Obzvláště zde existuje význačný
reper e v FRn, který je dán jako:

e = j1
OidRn , (2.77)

kde O označuje kanonický p̊uvod Rn. Zde idRn označuje identickou mapu Rn. Uvažujme nyńı otevřené okoĺı
U pro O ∈ Rn. Označeńım pomoćı π bandlové projekce FRn, může být množina π−1(U) identifikována
pomoćı bandlu reperu FU , což je podbandl FB. Necht’:

Φ : FU → FB (2.78)

je morfismus hlavńıho bandlu. Mezi ostatńımi pojmy toto implikuje existenci dobře definovaného zobrazeńı:

φ : U → φ(U) = V ⊂ B. (2.79)

T́ımpádem je Φ isomorfismus hlavńıho bandlu mezi π−1
R (U) a π−1(V), kde πR a π označuj́ı projekce

bandlu FRn a FB.
Necht’ (b, f) = Φ(0, e). T́ım źıskáme, že 1-jet:

g = j1
(O,e)Φ (2.80)

je reper FB v (b, f). Ke zjǐstěńı pravdivosti tohoto tvrzeńı nám postač́ı si uvědomit, že jelikož je FRn
varieta dimenze n+ n2, existuj́ı zde lokálńı diagramy, které zobrazuj́ı okoĺı (O, e) difeomorfně na okoĺı

počátku Rn+n2

, a že takový diagram může být kanonicky strukturován na bázi standardńıch souřadnic
v Rn. Tud́ıž lokálńı isomorfismus hlavńıho bandlu Φ může být vńımán také jako lokálńı isomorfismus
mezi otevřenou množinou v Rn+n2

obsahuj́ıćım počátek, konkrétně množinu π−1(U) ⊂ Rn+n2

, a okoĺım
(b, f). Proto je g vskutku prvek FFB, i když je libovolný prvek, protože je Φ speciálńı zobrazeńı, bandlový
morfismus, který respektuje bandlovou strukturu komplikovaných variet. Tento druh reperu z FB se
nazývá neholonomńı reper (druhého řádu) z B v b.
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3 Tensory a tensorové bandly

([1])

3.1 Tečný a kotečný bandl

Nyńı definujme tečný bandl k varietě M

Definice 3.1. Necht’ a ∈M . Prostorem TaM nazveme množinu všech 1-jet̊u drah γ : R→M splňuj́ıćıch
γ(0) = a, tedy TaM = {j1

0γ; γ(0) = x}. Prostorem TM nazveme prostor
⋃
a∈M TaM .

Definujme na TaM strukturu variety následovně. Necht’ (U,ϕ) je souřadný systém (lokálńı zobrazeńı) na
M . Pak lze definovat lokálńı zobrazeńı (TU, Tϕ), kde Tϕ : TU → Tϕ(U) ⊆ TRn je definováno předpisem
j1
0γ 7→ j1

0(ϕ ◦ γ). Přechodová zobrazeńı jsou tvaru Tψ ◦ Tϕ−1 : Tϕ(TU1 ∩ TU2)→ Tψ(TU1 ∩ TU2), kde
(U1, ϕ) a (U2, ψ) jsou lokálńı zobrazeńı na M indukuj́ıćı lokálńı zobrazeńı na TM . Ty vytvářej́ı hladký
atlas na TM . Dále je dána projekce tečného bandlu předpisem p : TM → M definována podmı́nkou
p(j1

0γ) = γ(0) přǐrazuj́ıćı tečnému vektoru jeho počátek. Ze souřadného vyjádřeńı se snadno vid́ı, že jde o
hladké zobrazeńı.

Jsou-li dále M , N variety a f : M → N hladké zobrazeńı, lze definovat tečné zobrazeńı Tf : TM → TN
předpisem j1

0γ 7→ j1
0(f ◦ γ). Snadno se vid́ı, že jde o hladké zobrazeńı, a že jeho restrikce na TaM je

lineárńı zobrazeńı.

Definice 3.2. Tečným bandlem TM na varietě M nazveme strukturu variety definované výše uvedeným
atlasem spolu s projekćı tečného bandlu pM : TM → TM .

Tvrzeńı 3.1 Tečný bandl T definovaný na objektech předpisem M 7→ TM a na morfismech předpisem
f 7→ Tf je bandlový funktor definovaný na kategorii Mf hladkých variet a hladkých zobrazeńı.

Definice 3.3. Vektorovým polem na varietě M rozumı́me hladké zobrazeńı X : M → TM takové, že
p ◦X = idM .
Plat́ı tedy p(X(a)) = a pro každé a ∈M . Jinými slovy, v každém tečném prostoru TaM máme vybrán
jeden vektor, a to hladkým zp̊usobem.

Definice 3.4. r-tou tensorovou mocninou⊗rV vektorového prostoru V nazýváme prostor L(V ∗, ..., V ∗;R)
všech r-lineárńıch zobrazeńı z V ∗ do R. Jeho prvky se nazývaj́ı tensory stupně r.
Tedy ⊗1V = L(V ∗, R) = V .

Definice 3.5. Pro libovolné vektory v1,..., vr ∈ V definujeme jejich tensorový součin v1 ⊗...⊗ vr ∈
⊗rV předpisem

(v1 ⊗ ...⊗ vr)(u1, ..., ur) =< v1, u1 > ... < vr, ur >, u1, ..., ur ∈ V ∗, (3.1)

kde na pravé straně jde o součin reálných č́ısel.

Definice 3.6. Tečný bandl jako množina je sjednoceńı TM =
⋃
x∈M TxM tečných vektorových prostor̊u

ve všech bodech variety M .

Definice 3.7. Uvažujme nejprve

T ∗M =
⋃
x∈M

T ∗xM. (3.2)

Dále označme π : T ∗M → M jako vznikaj́ıćı projekce. Máme také otevřenou množinu V ⊂ Rn, pro
kterou plat́ı: T ∗V = V × Rn∗. Pro lokálńı zobrazeńı ϕ : U → V máme tečné zobrazeńı Txϕ : TxM →
Tϕ(x)V = {ϕ(x)} × Rn, x ∈ U , které je lineárńım isomorfismem. Dále je třeba sestrojit duálńı zobrazeńı
(Txϕ)∗ := T ∗xϕ : {ϕ(x)} × Rn∗ → T ∗xM a také inverzńı (T ∗xM)−1 : T ∗xM → {ϕ(x)} × Rn∗. Sjednoceńım
přes všechna x ∈ U źıskáváme bijekci (T ∗ϕ)−1 : π−1(U)→ V ×Rn∗. Pomoćı této bijekce dokážeme přenést
otevřené množiny ze součinu V × Rn∗ na π−1(U) a otevřenou množinou na T ∗M pak rozumı́me jakékoliv
sjednoceńı takovýchto základńıch otevřených množin. Potom T ∗M je topologickou varietou dimenze 2n.
Pro přechodové zobrazeńı ϕ12 : V12 → V21 dvou zobrazeńıch jednoho atlasu na M je po bodech sestrojené
zobrazeńı (T ∗ϕ−1

12 ) : V12 × Rn∗ → V21 × Rn∗ taktéž hladké. T́ım vš́ım se T ∗M stává hladkou varietou.

Definice 3.8. Varietu T ∗M nazýváme kotečný bandl variety M .
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Lemma 3.1 Je-li g : Q → M daľśı zobrazeńı, potom

(f ◦ g)∗A = g∗(f∗A) (3.3)

je totéž tensorové pole typu (0, s) na Q.

Hodně d̊uležitá jsou antisymetrická tensorová pole typu (0, k) na M , kterým se ř́ıká k-formy na M .

Souřadné vyjádřeńı k-formy A : M →
∧k

T ∗M je

n∑
i1,...,ik=1

Ai1···k(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . (3.4)

Vněǰśı součin k-formy A s l-formou B : M →
∧l

T ∗M je definován bod po bodu, tedy A ∧B : M →∧k+l
T ∗M .

3.2 Povrchové śıly a vektor napět́ı

Uvažujme těleso B v deformované konfiguraci a vezměme objemový prvek spolu s povrchovým prvkem,
které těleso obklopuj́ı. Necht’ ~ν je jednotka normálového vektoru předepisuj́ıćım orientaci plochy, která
směřuje ven z tělesa. Pomoćı ~ν můžeme definovat pozitivńı i negativńı stranu orientovaného povrchového
prvku, ([1], [5]).

Obrázek 7: Povrchové śıly. Zdroj: ([1])

Nyńı vytvoř́ıme několik analogických předpoklad̊u pro tuhé těleso plat́ıćıch pro dostatečně malé
objemové a povrchové prvky. Vliv povrchových sil na takový prvek může být nahrazen vektorovu silou H
v libovolném bodě P ∈ 4S a to stejné plat́ı i pro moment śıly G. Potom definujeme tzv. vektor napět́ı
Tν jako limitu:

Tν = lim
4S→0

4F

4S
, (3.5)

zat́ımco

lim
4S→0

4G

4S
= 0. (3.6)

Dı́ky zákonu akce a reakce, śıla –T ν p̊usob́ı na opačnou (negativńı) stranu plochy.
Obdobně jako pro povrch to můžeme převést i na objemový prvek a objemové śıly. Vliv objemových

sil na prvek 4V může být redukován na vybráńı pouze jednoho bodu P ∈ 4V a jednu vektorovou śılu
K takovou, že lim4V→0

4K
4V = F. Analogicky pro př́ıpad povrchových sil máme lim4V→0

4L
4V = 0 pro

moment śıly.
Pokud jde o vektor napět́ı v bodě P , byl by kompletně popsán, pokud bychom disponovali úplnou

znalost́ı jeho hodnot na všech infinitesimálńıch ploškách, což je samozřejmě těžko proveditelné. Naštěst́ı
stač́ı znát jeho hodnoty na třech elementárńıch plochách (rovnoběžných se souřadnými rovinami).

Uvažujme i -tý elementárńı povrch 4S kolmý k i -té ose s normálou určuj́ıćı jeho orientaci, která se
shoduje s i -tým jednotkovým vektorem ~ei. Složky napět́ı p̊usob́ıćı na tomto povrchu označme jako T i1, T i2
a T i3. Dále označme pomoćı τij j -tou složku vektoru napět́ı p̊usob́ıćı na i -tý elementárńı povrch. Zřejmě je
vektor napět́ı na opačnou (negativńı) stranu itého elementárńıho povrchu popsán složkami –τi1, –τi2 a
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Obrázek 8: Elementárńı povrch k i-té ose. Zdroj: ([1])

–τi3.

Je snadné vidět, že pomoćı pr̊uměr̊u dev́ıti složek τij můžeme určit vektor napět́ı p̊usob́ıćıho na
libovolný nekonečný povrch s normálovým vektorem ~ν. Pro odvozeńı rovnice rovnováhy pro povchové a
objemové śıly, muśıme uvažovat elementárńı tetrahedron, kde tři povrchy jsou paralelńı se souřadnicovými
rovinami a ten čtvrtý je ve vzdálenosti h od bodu P (obrázek 9).

Obrázek 9: Tetrahedron. Zdroj: ([1])

Za předpokladu, že je σ na obrázku oblast́ı povrchu ABC, potom je oblast i-tého povrchu σi = σνi,
poněvadž νi jsou směrové kosiny normály ν př́ıslušné k povrchu ABC.

Rovnice rovnováhy pro povrchové a objemové śıly (prvńı impulsńı věta) zńı:

ˆ ˆ
S

TνdS +

ˆ ˆ ˆ
V

FdV =
d

dt

ˆ ˆ ˆ
ρvdV, (3.7)

kde rovnováha pro momenty sil (druhá impulsńı věta) je:

ˆ ˆ
S

y×Tν +

ˆ ˆ ˆ
V

y× FdV = 0. (3.8)

Pokud v prvńı rovnici rovnováhy nejsou vnitřńı śıly (tedy pravá strana rovnice se rovná nule), obdrž́ıme
rovnici

T νi – τ ji σj +
1

3
σhFi = 0. (3.9)

Orientace povrchu tetrahedronu je dána normálou směřuj́ıćı ven. Uvažováńım limity s h→ 0 dostáváme

T νi = τ ji σj , (3.10)
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jelikož limita objemu tetrahedronu se vykresluje bĺıž nule rychleji než k povrch̊um.
V předchoźıch dvou rovnićıch jsme už́ıvali konvence pro sč́ıtáńı přes opakované indexy. Ve skutečnosti

Tν je vektor (index ν neńı tensorový index, ale označuje jednotku normály popisuj́ıćı orientaci povrchu).
Jelikož posledńı rovnice transformuje normálové vektory na vektory, jedná se o lineárńı zobrazeńı, tedy (1,
1)-tensor. Použit́ım Einsteinovy konvence, přeṕı̌seme T νi = τ ji σj na

T i = τ ji σ
j , (3.11)

vynecháńım sybolu ν.
Nyńı představme rovnici rovnováhy v diferenciálńı formě. Uvažujme prvńı ”negativńı”elementárńı

povrch (i = 1) krychle, kde vektor napět́ı je tvaru:

(–τ1
i (x1, x2, x3), –τ2

i (x1, x2, x3), –τ3
i (x1, x2, x3)), (3.12)

zat́ımco kladná hodnota napět́ı je:

(τ1
i (x1 + dx1, x2, x3), τ2

i (x1 + dx1, x2, x3), τ3
i (x1 + dx1, x2, x3)). (3.13)

Odpov́ıdaj́ıćı si śıly jednotlivých povrch̊u krychle jsou

(–τ1
i (x1, x2, x3), –τ2

i (x1, x2, x3), –τ3
i (x1, x2, x3))dx2dx3 (3.14)

a

(τ1
i (x1 + dx1, x2, x3), τ2

i (x1 + dx1, x2, x3), τ3
i (x1 + dx1, x2, x3))dx2dx3. (3.15)

Nahrazeńım silových vektor̊u na ”kladném”povrchu pomoćı prvńıho řádu Taylorova polynomu a
odečteńım ”negativńıho”, dostaneme podmı́nku rovnováhy pro śıly p̊usob́ıćı na strany kolmé k prvńımu
kanonickému vektoru následovně

∂τ1
1

∂x1
+
∂τ2

1

∂x2
+
∂τ3

1

∂x3
+ F 1 = 0. (3.16)

Objemová śıla je tvaru F 1dx1dx2dx3. To stejné můžeme udělat i pro zbylé páry vzájemně paralelńıch
povrch̊u krychle a nakonec źıskáme

F i +
∂τ ji
∂xj

= 0 (3.17)

nebo
Fi + divτi = 0, (3.18)

nebo, nakonec

F + Divτ = 0, (3.19)

pomoćı hlavńıho symbolu Div, označuj́ıćım matice namı́sto vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch vstup̊um div.

3.2.1 Hlavńı napět́ı

Na libovolné rovině s normálou n, může být napět́ı σ(n) źıskána jako

σ(n) = σjin
iej (3.20)

To můžeme vyřešit pomoćı jedné kolmé složky na rovinu a tečného zbytku k ńı. Označeńım kolmé
složky ṕısmenem N dostáváme

N = n · σ(n) = σjin
inj . (3.21)

Pro daný tensor napět́ı σji , jako směr změn roviny, se hodnota N měńı v d̊usledku předchoźıho vztahu.
N nazveme normálové napět́ı na rovině.

Potřebujeme naj́ıt extrém hodnoty N s ohledem na ni s omezeńım nini = 1. Výsledkem je problém
vlastńı hodnoty. Nicméně, jak i uvid́ıme, pokud momenty tělesa l jsou př́ıtomné, tensor napět́ı neńı
symetrický. Zkouška kvadratického tvaru v ni ukazuje, že pomoćı symetrie ninj je jeho koeficient roven
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σij + σji. Nyńı můžeme k vypoč́ıtáńı vlastńıch hodnot použ́ıt symetrický tvar matice σij . Za předpokladu,
že nová matice je symetrická verze σ(ij), problém vlastńıch hodnot vyplývá ze systému rovnic

σ(ij)nj = σni, (3.22)

kde σ je vlastńı hodnota a n je vlastńı vektor. Pro netriviálńı řešeńı tohoto homogenńıho systému
dostáváme

|σ(ij) – σδij | = 0. (3.23)

Necht’ σ(k) a n(k) jsou vlastńı hodnoty a vlastńı vektory tohoto problému. Vynásobeńım rovnice (3.22)
ni vid́ıme, že vlastńı hodnoty jsou stacionárńı hodnoty N , tj.

N = σ(ij)n
(k)
j = σ(k)n

(k)
i n

(k)
i = σ(k). (3.24)

Tři vlastńı vektory jsou vzájemně ortogonálńı a tyto směry nazýváme hlavńımi směry. Odpov́ıdaj́ıćı
normálová napět́ı σ(k) nazýváme hlavńımi napět́ımi. Tři invarianty matice σ(ij) jsou

Iσ1 = σ(1) + σ(2) + σ(3) = σ(ii)

Iσ2 = σ(1)σ(2) + σ(2)σ(3) + σ(3)σ(1) =
1

2
[σ(ii)σ(ji) – σ(ij)σ(ij)] (3.25)

Iσ3 = σ(1)σ(2)σ(3) = |σ(ij)|
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4 Kovariantńı derivace, Levi-Civitova konexe, lineárńı konexe
(na vektorových bandlech)

([3])

Definice 4.1. Riemannovou metrikou na varietě M rozumı́me hladké zobrazeńı g : M → S2
+T*M

takové, že p ◦ g = idM .
Dvojici (M , g) nazýváme Riemann̊uv prostor.

Definice 4.2. Veličiny

Γkij =
1

2

n∑
l=1

g̃kl(
∂gil
∂uj

+
∂glj
∂ui
− ∂gij
∂ul

) (4.1)

budeme nazývat Christoffelovy symboly Riemannovy metriky g.

Definice 4.3. Tuto lineárńı konexi nazýváme Levi-Civitova konexe Riemanovy metriky g na varietě
M .

Nechme připojit ke každému bodu X hladce stejnoměrného tělesa B množinu P (X) reper̊u indukovaných
všemi možnými materiálovými implanty z daného archetypu k danému bodu. Výsledkem je množina PB
zhruba sestávaj́ıćı spojeńım všech P (X). Množina PB , kterou jsme takto sestavili, je nazývána svazem
bandl̊u. My j́ı budeme nazývat materiálńı svaz bandl̊u tělesa B. Je sestavena např́ıklad pomoćı projekčńıho
zobrazeńı:

π : PB → B, (4.2)

které jednoduše ukazuje, kterému bodu z B je daný rámec p připojen.

Necht’ P (M , G) je hlavńı fibrovaný bandl nad varietou M se strukturńı grupou G a jeho projekćı
π : P → M . Pomoćı daného u ∈ P (M , G) označme nyńı Vu jako vertikálńı vektorový podprostor
TuP , který dle definice obsahuje všechny vektory tečné k fibru π−1(π(u)) ⊂ P (M , G), zobrazuj́ıćıho
se jako uzavřenou podvarietu k P . Konex́ı na P (M,G) vńımáme diferenciálńı distribuci H na P takovou, že:

1. V každém u ∈ P , je tečný prostor TuP př́ımým součtem Vu a Hu, což znamená: TuP = Vu ⊕Hu.

2. Distribuce H je invariantńı pod akćı grupy G na P , tedy Hua = Ra∗(Hu) pro každé u ∈ P a a ∈ G.

Distribuci H nazveme horizontálńı a prostor Hu horizontálńım podprostorem TuP . Vektor Xu ∈ TuP
se nazývá horizontálńı, pokud Xu ∈ Hu, a vertikálńı, pokud Xu ∈ Vu.

Nyńı uvažujme bandl lineárńıch reper̊u L(M) n-dimenzionálńı reálné diferencovatelné variety M . Necht’

π : L(M) → M je jeho standardńı projekce. Kanonická forma na L(M) je Rn-hodnota 1-formy ϑ na
L(M) definované v libovolném lineárńım reperu u ∈ L(M) a libovolném vektoru X ∈ TuL(M) jako

ϑ(X) ≡ u−1(π∗(X)), (4.3)

kde u představuje lineárńı zobrazeńı z Rn do Tπ(u)M přǐrazuj́ıćı k n-tici č́ısel ξ tečný vektor k M maj́ıćı
ξ jako své souřadnice v reperu u. Kanonická forma ϑ na reperovém bandlu L(M) je pseudotensorická
1-forma typu (id, Rn). To je

(R∗aϑ)(X) = a−1(ϑ(X)) (4.4)

kde a−1(ϑ(X)) je standardńı akce obecné lineárńı grupy GL(n;R) na Rn a kde

a−1(ϑ(X)) = a−1(u−1(π∗(X))) = (ua)−1(π∗(X)) (4.5)

pro každé X ∈ Tπ(u)L(M).

Konexe na bandlu lineárńıch reper̊u L(M) se nazývá lineárńı konex́ı na M . Při představě takové
konexe H na L(M) a použit́ım identifikačńıho zobrazeńı u : Rn → TM , kde u je libovolný lineárńı reper,
můžeme s každým horizontálńım vektorem Xu ∈ TuL(M) spojit prvek ξ ∈ Rn. Při tom muśı být splněno
π∗(Xu) = u(ξ).
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Tvrzeńı 4.1 Necht’ X(ξ) je standardńı horizontálńı vektorové pole pro ξ ∈ Rn na L(M). Potom pro
libovolné a ∈ GL(n;R) a ξ ∈ Rn plat́ı:

1. Ra∗(X(ξ)) = X(a−1ξ).

2. Pokud ξ 6= 0, potom se X(ξ) neanuluje.

Dále pomoćı dané formy konexe ω lineárńı konexe H na L(M) a vybráńım ξ ∈ Rn, podmı́nky
ϑ(X(ξ)) = ξ a ω(X(ξ)) = 0 naprosto předepisuj́ı standardńı horizontálńı vektorové pole X(ξ).

Pokusme se nyńı vyjádřit lineárńı konexi na varietě M v lokálńım souřadném systému. Uvažujme
souřadnicové okoĺı U ⊂M s lokálńım souřadným systémem x1, . . . , xn. Lineárńı reper u ∈ L(M) takový,
že π(u) = p ∈ U , může být jednoznačně vyjádřen jako

(

n∑
i=1

ui1
∂

∂xi
|p, . . . ,

n∑
i=1

uin
∂

∂xi
|p), (4.6)

kde det{uij} 6= 0 vzhledem k lineárńı nezávislosti bázových vektor̊u indukovaných souřadnicemi ∂
∂x1 |p, . . . , ∂

∂xn |p.
Identifikováńım π−1(U) ⊂ L(M) s U×GL(n;R) dostaneme {xi, ujk}, i, j, k = 1, . . . , n, jako lokálńı souřadný
systém na π−1(U). Necht’ je e1, . . . , en přirozená báze na Rn. Potom se kanonický tvar ϑ (4.3) může
vyjádřit v libovolném p ∈M jako

ϑ(Xp) =

n∑
i=1

ϑi(Xp)ei, (4.7)

kde Xp ∈ TpM a ϑi, i = 1, . . . , n jsou reálné hodnoty 1-forem na M . Nav́ıc, jelikož lineárńı reper u ∈ π−1(p)
zobrazuje každou n-tici ei na vektor

n∑
j=1

eji
∂

∂xj
|p, (4.8)

tvar ϑi, i = 1, . . . , n může být vyjádřen jako

ϑi =

n∑
j=1

ϑijdx
j . (4.9)

Předpokládejme, že {Eji }, i, j = 1, . . . , n je báze Lieovy algebry gl(n;R). Potom hodnota gl(n;R)
konexe tvaru ω může být vyjádřena jako

ω =

n∑
i,j=1

ωijE
j
i , (4.10)

kde ωij , i, j = 1, . . . , n jsou reálné hodnoty 1-forem na L(M). Mějme daný souřadný systém {xi, ujk} na

π−1(U), necht’ s : U → L(U) je lokálńı pr̊uřez přǐrazuj́ıćı ke každému bodu p ∈ U reper ( ∂
∂xi |p, . . . ,

∂
∂xn |p).

Uvažujme pull-back s∗ω. Tvar s∗ω je hodnota gl(n;R) 1-formy na U ⊂M a jako taková může být nyńı
reprezentována v lokálńım souřadnicovém systému na U jako

s∗ω =

n∑
i,j=1

s∗ωijE
j
i =

n∑
i,j=1

(

n∑
k=1

Γikjdx
k)Eji . (4.11)
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5 Grupy

([3])

Př́ıklad 5.1. Obecnou lineárńı grupou GL(n,R) je grupa všech invertibilńıch reálných matic typu n× n.
Je to otevřená podmnožina L(Rn,Rn) daná nenulovým determinantem a Lieovou grupou.

Podobně i např́ıklad GL(n,C), grupa invertibilńıch komplexńıch matic typu n× n, je Lieova grupa.

Př́ıklad 5.2. Ortogonálńı grupa O(n,R) je grupa všech lineárńıch isometríı z (Rn, < , >), kde < , >
je standardńı pozitivně definitńı vnitřńı součin na Rn. Speciálńı ortogonálńı grupa SO(n,R) := {A ∈
O(n,R) : detA = 1} je otevřená v O(n,R), jestliže

O(n,R) = SO(n,R) t
(
−1 0
0 In−1

)
SO(n,R), (5.1)

kde Ik je zkratka pro matici identity IdRk .

Př́ıklad 5.3. Speciálńı lineárńı grupa SL(n,R) je grupa všech matic typu n× n s det = 1. Funkčńı det :
L(Rn,Rn)→ R je hladký a ddet(A)X = stopa(C(A).X), kde C(A)ij , kofaktor z Aji je determinant matice,

což vyplývá z položeńı 1 na mı́sto Aji do A a 0 do zbytku j-tých řad a i-tých sloupc̊u matice A. Využijeme
Cramerova pravidla C(A).A = A.C(A) = det(A).In. Pokud tedy C(A) 6= 0, potom lineárńı funkcionál
df(A) je nenulový. Tedy det : GL(n,R) → R je submerźı a SL(n,R) = (det)−1(1) je varieta a Lieova
grupa dimenze n2− 1. Konečně tedy poznamenejme, že TInSL(n,R) = kerddet(In) = {X : stopa(X) = 0}.
Tento prostor matic s nulovou stopou je běžně označován jako sl(n,R).

Polopř́ımý součin Lieových grup. Necht’ H a K jsou dvě Lieovy grupy a necht’ ` : H ×K → K
je levá akce H v K taková, že každé `h : K → K je grupa homomorfismů. Takže přidružené zobrazeńı
ˇ̀ : H → Aut(K) je homomorfismus do automorfismu grupy K. Potom můžeme zavést následuj́ıćı násobeńı
na K ×H

(k, h)(k′, h′) := (klh(k′), hh′) (5.2)

Je snadné vidět, že toto všechno definuje Lieovu grupu G = K nl H nazývanou polopř́ımý součin H a K s
ohledem na l .

Lemma 5.1 Prostor X(M) vektorových poĺı na M se kanonicky shoduje s prostorem všech derivaćı alge-
bry C∞(M,R) hladkých funkćı, jinými slovy takových R-lineárńıch operátor̊u D : C∞(M,R)→ C∞(M,R)
s D(fg) = D(f)g + fD(g).

Lieova závorka. Dı́ky lemmatu 5.1 můžeme určit X(M) s vektorovým prostorem všech derivaćı
algebry C∞(M,R).
Jestliže X,Y jsou dvě vektorové pole na M , potom zobrazeńı f 7→ X(Y (f)) – Y (X(f)) je opět derivaćı
C∞(M,R). Tud́ıž tu je jediné vektorové pole [X,Y ] ∈ X(M) takové, že [X,Y ](f) = X(Y (f)) – Y (X(f))
plat́ı pro všechna f ∈ C∞(M,R).

V lokálńım souřadnicovém systému (U, u) na M můžeme okamžitě ověřit, že pro X|U =
∑
Xi ∂

∂ui a

Y |U =
∑
Y i ∂

∂ui máme

[
∑
i

Xi ∂

∂ui
,
∑
j

Y i
∂

∂uj
] =

∑
i,j

(Xi(
∂

∂ui
Y j) – Y i(

∂

∂ui
Xj))

∂

∂uj
, (5.3)

protože druhé částečné derivace komutuj́ı. Bilineárńı reálné zobrazeńı

[ , ] : X(M)× X(M)→ X(M) (5.4)

se nazývá Lieova závorka. Poznamenejme také, že X(M) je modul nad algebrou C∞(M,R) daný bodovým
rozmnožováńım (f,X) 7→ fX.
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Věta 5.1. Lieova závorka [ , ] : X(M)× X(M)→ X(M) má následuj́ıćı vlastnosti:

1. [X,Y ] = –[Y,X]

2. [X[Y,Z]] = [[X,Y ], Z] + [Y , [X,Z]], Jacobiho identita

3. [fX, Y ] = f [X,Y ] – (Y f)X,

4. [X, fY ] = f [X,Y ] + (Xf)Y .

Zp̊usob Jacobiho identity, který jsme vybrali, nám ř́ıká, že ad(X) = [X, ] je derivace pro Lieovu
algebru (X(M), [ , ]).

Dvojice (X(M), [ , ]) je prototyp Lieovy algebry, která je v moderńı matematice jedńım z nejd̊uležitěǰśıch
pojmů.
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6 Geometrické pozad́ı

V této kapitole vycháźıme z klasické diferenciálńı geometrie a uvažujeme plochu, ([7]).
Mějme křivku C , která je parametrizovaná obloukem s. Dále máme neinflexńı bod f(s0), ve kterém

existuje jediná kružnice, která má s křivkou C styk 2. řádu. Znač́ı-li e1 = f ’(s0) a e2 je jednotkový vektor,

který je souhlasně orientovaný s vektorem de1(s0)
ds (což znamená, že de1(s0)

ds = κ(s0)e2(s0) pro κ(s0) > 0)),
potom má tato kružnice střed v bodě f(s0) + 1

κ(s0)e2(s0) a poloměr roven 1
κ0

. Tato kružnice se nazývá

oskulačńı kružnićı křivky C . Č́ıslo κ(s0) nazveme křivost a vektor e(s0) vektorem křivosti křivky C v
bodě f(s0).

Mějme rovinu σ, která má s křivkou C styk k-tého řádu, právě když existuje taková rovinná křivka γ
⊆ σ, která má s křivkou C styk k-tého řádu. V neinflexńım bodě existuje jediná rovina ω maj́ıćı s křivkou
C styk k-tého řádu. Ř́ıkáme j́ı oskulačńı rovina křivky C v bodě X a pro jakoukoliv lokálńı parametrizaci,
která splňuje X = f(t0) je určena vektory f ’(t0) a f”(t0).

Jestliže je parametr s oblouk, pak plat́ı klasické Frenetovy vzorce

df

ds
= e1

de1

ds
= κe2

de2

ds
= −κe1 + τe3

de3

ds
= −τe2 (6.1)

Prvńı základńı forma

Uvažujme libovolné dva lineárně nezávislé tečné vektory a, b (to znamená prvky tečné roviny) k ploše S
v bodě X. Potom pro vektor a a libovolnou lokálńı parametrizaci f plochy S existuje v oblasti parametr̊u
křivka C , která je tř́ıdy Cr a je dána předpisem u = u(t), v = v(t) tak, že f(u(t0), v(t0)) = X, u’(t0) =
a1 a v(t0) = a2. V již zmı́něné lokálńı parametrizaci potom plat́ı a = fu’a1 + fv’a2 a analogicky také pro
vektor b = fu’b1 + fv’b2. Nyńı položme g11(u, v) = fu’ · fu’, g12(u, v) = g21(u, v) = fu’ · fv’ a g22(u, v)
= fv’ · fv’. Potom máme pro skalárńı součin a · b symetrickou bilineárńı formu definovanou předpisem

a · b = g11(u, v)a1b1 + g12(u, v)a1b2 + g21(u, v)a2b1 + g22(uv)a2b2, (6.2)

indukuj́ıćı kvadratickou formu ϕ1 = || ||2, která určuje velikost libovolného vektoru a předpisem ||a|| =√
a · a. Už snadno se dá ověřit, že hodnota neńı závislá na volbě lokálńı parametrizace. Kvadratickou

formu ϕ můžeme psát ve tvaru

g11(u, v)(du)2 + 2g12(u, v)dudv + g22(u, v)(dv)2 = E(du)2 + 2Fdudv +G(dv)2, (6.3)

jestliže polož́ıme E = g11(u, v), F = g12(u, v) a G = g22(u, v). Ř́ıkáme j́ı prvńı základńı forma plochy
S . Tato forma určuje délku křivky vztahem

l = s2 − s1 =

ˆ s2

s1

ds, kde ds2 = ϕ1. (6.4)

Druhá základńı forma

Necht’ je křivka C lež́ıćı na ploše S parametrizovaná obloukem s. Dále uvažujme normálové vektory

k ploše, které jsou jednotkové. Potom skalárńı součin κn = n · d
2γ
ds2 = ||n|| · ||d

2γ
ds2 ||cosα představuje

normálovou křivost křivky C na ploše S , kde α ∈ <0, π> znač́ı úhel, který sv́ırá vektor křivosti d2γ
ds2 a

vektor orientace normály. Normálová křivost κn je tedy rovna velikosti kolmého pr̊uměru vektoru křivosti
d2γ
ds2 do směru normálového vektoru n. Jak nám dokazuje klasická diferenciálńı geometrie, normálová
křivost je pro všechny křivky, které lež́ı na ploše S parametrizované obloukem a současně maj́ıćı stejný
tečný vektor a = df

ds , stejná. Potom pro jednotkový vektor a tečný k ploše S definujeme normálovou

křivost κan plochy S ve směru vektoru a = dγ
ds předpisem κan = n · d

2γ
d2s . Dále definujme i normálový řez ve

směru vektoru a, kterým budeme rozumět křivku na ploše S vznikaj́ıćım jej́ım pr̊unikem s rovinou, která
je určená vektory a a n. Křivost normálového řezu je pak rovna absolutńı hodnotě normálové křivosti κan.

Dále uvažujme zcela obvyklé značené lokálńı parametrizace f(u, v) plochy S . Necht’ h11 = n · fuu”,
h12 = n · fuv”, h22 = n · fvv”. Vektor a uvažujeme stejného významu jako u prvńı základńı formy plochy.
Definujme kvadratickou formu ϕ2 předpisem

ϕ2(a) = h11(a1)
2

+ 2h12a
1a2 + h22(a2)

2
, (6.5)
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nebo
ϕ2(du, dv) = h11(u, v)du2 + 2h12(u, v)dudv + h22(u, v)dv2 = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 (6.6)

Kvadratické formě ϕ2 ř́ıkáme druhá základńı forma plochy S .

Mějme křivku C ⊆ S s parametrizaćı γ, obloukem s a jej́ım vektorem křivosti d2γ
ds2 . Kolmý pr̊uměr

vektoru křivosti do tečné roviny τXS k ploše S v bodě X ∈ S nazýváme vektorem geodetické křivosti.
Budeme ho označovat γ′′τ (s) a jeho velikost, pro kterou zavedeme označeńı symbolem κg, nazveme geode-

tickou křivost́ı. Lehce se vid́ı, že γτ je kolineárńı s n × dγ
ds a κg = d2γ

ds2 · (n × dγ
ds ).

Věta 6.1. Vektor geodetické křivosti má ve výše uvažované parametrizaci plochy S a křivky C vyjádřeńı

γ′′τ = (
d2uk

ds2
) + Γkij

dui

ds

dui

ds
)fk, (6.7)

kde se sč́ıtá přes všechna i, j, k ∈ {1, 2}

Definice 6.1. Geodetickou křivkou (geodetikou) označ́ıme křivku na ploše takovou, pro kterou plat́ı, že
jej́ı geodetická křivost je v každém bodě nulová.

Z této definice vyplývá, že vlastnost ”být geodetikou”opět patř́ı do vnitřńı geometrie plochy a že
geodetiky se zachovávaj́ı při izometríıch. Geodetickými zobrazeńımi nazveme taková zobrazeńı, která
zachovávaj́ı geodetiky. Nav́ıc plat́ı, že každá izometrie je geodetickým zobrazeńım (naopak to ale už neplat́ı).

Obrázek 10: Geometrický význam geodetické křivosti křivky na ploše. Zdroj: ([9])

Pro každý vektor t, který je tečný k ploše S v bodě A, existuje jediná geodetika procházej́ıćı bodem A,
které se vektor t dotýká.

Pokud totiž máme křivku γ lež́ıćı na ploše S , která je parametrizovaná obloukem s, jej́ımž parametrickým
zadáńım je u1(s) a u2(s), potom se jedná o geodetiku právě tehdy, když u1(s) a u2(s) řeš́ı systém
diferenciálńıch rovnic

(
d2uk

ds2
+ Γkij

dui

ds

duj

ds
) = 0, k = 1, 2, (6.8)

což plyne z předchoźı věty. Teorie diferenciálńıch rovnic nám ř́ıká, že pokud je t tečna k ploše S v bodě A
∈ S , pak existuje právě jedna geodetika, která procháźı bodem A dotýkaj́ıćı se tečny t.

Pro fyzikálńı aplikace je stejně jako u vektorových poĺı potřeba pozměnit pojem ”obyčejné derivace”na
tensorové pole. Muśıme tedy rozš́ı̌rit kovariantńı derivace na libovolná tensorová pole. Nejdř́ıve uvedeme
několik speciálńıch př́ıpad̊u, které jsou d̊uležité skrze sv̊uj význam a také pro snazš́ı pochopeńı daľśıch pojmů.
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(i) Pro 1-formu ω ∈ M → T*M definujme ∇Xω: χ(M) → χ(M) předpisem

< ∇Xω, Y >= X < ω, Y > − < ω,∇XY > . (6.9)

Souřadnicově plat́ı (∇Xω)i =
∑m
j,k=1(∂ωi∂xj - Γkijωk)Xj . Dostáváme t́ım (0, 2)-tensorové pole ∇ω zvané

kovariantńı diferenciál 1-formy ω, přǐrazuj́ıćı dvojici vektorových poĺı X, Y funkci ∇Xω(Y ).

(ii) Nyńı zavedeme kovariantńı derivaci i pro 2-formu g na M podle X předpisem

∇Xg(Y, Z) = Xg(Y,Z)–g(∇XY,Z)–g(Y,∇XZ), (6.10)

která t́ımto určuje tensorové pole typu (0, 3), které každé trojici vektorových poĺı X, Y , Z přǐrad́ı funkci

∇Xg(Y , Z). Souřadnicově pak plat́ı (∇g)ijk =
∂gij
∂xk

-
∑m
l=1(Γlikglj + Γljkgil). Nyńı můžeme Levi-Civitovu

konexi ∇ definovat na Riemannově prostoru (M , g) následovně:

Levi-Civitova konexe na Riemannově prostoru (M, g) je jediná lineárńı konexe bez torse ∇, pro kterou
plat́ı ∇g = 0.

(iii) Jestliže je A (1, 1)-tensorové pole, definujeme kovariantńı derivaci ∇X A podél vektorového pole
X předpisem

(∇XA)(Y, ω) = X(A(Y, ω))−A(∇XY, ω)−A(Y,∇Xω) (6.11)

pro jakékoliv vektorové pole Y na M . Souřadnicově plat́ı (∇XA)ij =
∑m
i,j,k,l=1(∂A

i

∂xk
+ ΓilkA

l
j - ΓljkA

i
l)X

k.
Zobrazeńı X 7→ ∇XA potom definuje tensorové pole typu (1, 2), které nazýváme kovariantńı diferenciál∇A.

Pro obecné tensorové pole A typu (r, s) na M se definuje kovariantńı derivace podél vektorového pole
X následovně

A(Y1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr) = X(A(Y1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr))−A(∇XY1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr)− . . .−
−A(Y1, . . . ,∇XYs, ω1, . . . , ωr)−A(Y1, . . . , Ys,∇Xω1, . . . , ωr)− . . .−A(Y1, . . . , Ys, ω1, . . . ,∇Xωr),

(6.12)

kde Y1, ..., Ys představuj́ı libovolná vektorová pole na M a ω1, ..., ωr libovolné 1-formy na M .

6.1 Tensory torse a křivosti

Necht’ χ(M) znač́ı algebru vektorových poĺı na M , [] Lieovu závorku a ∇: χ(M) × χ(M)→ χ(M) lineárńı
konexi na M . Nyńı zavedeme tensorová pole torse a křivosti, ([3]).

Definice 6.2. Tensorové pole T : χ(M) × χ(M) → χ(M) typu (1, 2) definované předpisem

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] (6.13)

se nazývá torse lineárńı konexe Γ. Je-li T nulové, řekneme, že lineárńı konexe Γ je bez torse.
Tensorové pole T : χ(M) × χ(M) × χ(M) → χ(M) typu (1, 3), které je definované předpisem

R(X,Y, Z) = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (6.14)

budeme nazývat tensorem křivosti lineárńı konexe Γ.

6.2 Obecné konexe

Zde se zaměř́ıme na pojem lineárńı konexe a jejich zobecněńı. Nejprve je ale d̊uležité představit větu z
teorie lineárńıch konex́ı, ([3]).
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Věta 6.2. Řekneme, že k lineárńı konexi ∇ na bázi M existuje právě jedno hladké zobrazeńı K: TTM
→ TM , pokud pro každé vektorové pole X, Y na bázi M plat́ı

∇XY = K ◦ TY ◦X. (6.15)

Nyńı vezměme mı́sto TM obecný vektorový bandl p : E → M . Na M uvažujme souřadnice xi a na E
(dř́ıve uvažováné jako TM) dodatečné souřadnice yα. Na mı́sto vektorového pole Y z minulé věty berme
nyńı řez na E, který má souřadnice vyjádřené ve tvaru yα = sα(x).

Dále mějme na TE dodatečné souřadnice dxi a dyα, a na vektorovém poli X vyjádřeńı dxi =
Xi(x). Potom můžeme kovariantńı derivaci na pravé straně předchoźı rovnice (souřadnicově ∂sα

∂xjX
j(x)

+ Γαβjs
β(x)Xj(x)) pomoćı změny znaménka u Christoffelových symbol̊u zapsat jako dyα − Γαβj(x)yβdxj

(tzv. vertikálńı lift). Nebo je možné zadat ∇ pomoćı tzv. horizontálńıho liftováńı vztahem

dyα = Γαβj(x)yβdxj , (6.16)

které pak vektorovému poli ξ přǐrazuje na bázi M zcela jednoznačně vektorové pole Γξ na E takové, že
Tp((Γξ)(y)) = ξ(p(y)).

Vertikálńı lift X bude souhlasný s absolutńım (kovariantńım) derivováńım podél X

∇Xs = (
∂sα

∂xi
− Γαβis

β)Xi. (6.17)

Mezi dvěma zadáńımi lineárńı konexe pomoćı Koszulových axiomů a výše uvedenou definićı je ekviva-
lence. Tu lze vyjádřit pomoćı následuj́ıćı věty:

Věta 6.3. Pro každé zobrazeńı ∇: C∞ E × C∞ TM → C∞ E existuje právě jedna lineárńı konexe na
E taková, že ∇ je jej́ı absolutńı derivováńı.

Definice 6.3. Obecnou konexi Γ na fibrované varietě Y budeme nazývat morfismus fibrovaných variet Γ:
Y → J1Y , který splňuje β ◦ Γ = idY .

Podobně můžeme tuto obecnou konexi definovat jako vektorově-hodnotovou 1-formu Φ ∈ Ω1(Y , V Y ),
která splňuje Φ ◦ Φ = Φ a Φ(TE) = V E. Horizontálńı bandl obecné konexe je možné zadat vztahem

dyα = Γαi (p(t), y)dpi(t), (6.18)

což zároveň definuje horizontálńı lift Γξ pro vektorové pole ξ(x) (podél křivky p(t)) splňuj́ıćı ξ(p(t)) = dpi)
jako jednoznačně definované vektorové pole Γξ na Y takové, pro které plat́ı vztah Tp((Γξ)(y)) = ξ(p(y)).

Definice 6.4. Hlavńı konexe budeme ř́ıkat obecné konexi na hlavńım bandlu P se strukturńı grupou G,
pokud splňuje vlastnost Γ(ya) = Γ(y)a.

Mezi hlavńımi konexemi na hlavńım bandlu PE se strukturńı grupou GL(n, R) a lineárńımi konexemi
ΓnR: E ' PE[Rn] → J1E na vektorovém bandlu E existuje bijekce, která je dána předpisem ΓnR(x, y) =
jxs(u), y, kde s(u): M → GL(n, R) je lokálńı řez na PE, který je lokálně isomorfńı Rm × GL(n, R).
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6.3 Zobecněńı Levi-civitovy konexe

Definice 6.5. Řekneme, že soustava vektor̊u v(t), které jsou tečné k M (což je podvarieta v Em), se

paralelně přenáš́ı podél dráhy p(y), pokud dv(t)
dt ∈ Np(t)M pro všechna t ∈ I.

Věta 6.4. Plat́ı

fij =

n∑
k=1

Γkij(u)fk(u) +

m−n∑
s=1

bsij(u)ns(u), (6.19)

kde Γkij nálež́ı do vnitřńı geometrie M a ns(u) jsou bázové normálové vektory. Nav́ıc Γkij = Γkji.

Funkci Γkij můžeme vyjádřit pomoćı prvńı základńı formy formuĺı

Γkij =
1

2

n∑
l=1

g̃kl(
∂gil
∂uj

+
∂glj
∂ui
− ∂gij
∂ul

), (6.20)

kde˜znač́ı inverzńı matici.

Všechny funkce Γkij nazýváme Christoffelovy symboly. Následovat bude pojem kovariantńı derivace,
která zobecňuje pojem vektoru geodetické křivosti z klasické diferenciálńı geometrie.

Vyšetřujme ortogonálńı projekci soustavy vektor̊u dv
dt , která je parametrizovaná t vzhledem k Np(t)M

do Tp(t)M . Máme dv
dt =

∑n
i=1

dvi

dt fi +
∑n
i,j=1v

i(t)fij . Dosazeńım do (6.19) a uvažováńım výše zmı́něné
ortogonálńı projekce dostaneme soustavu

∇v(t)

dt
=

n∑
i=1

(
dvi

dt
+

n∑
j,k=1

Γijk(p(t))vj
dpk

dt
)fi, (6.21)

kterou nazveme kovariantńı derivaćı soustavy v(t) podél dráhy p(t).

Soustava vektor̊u (nebo-li vektorové pole) v(t) se paralelně přenáš́ı podél křivky p(t), tedy je kovariantńı
derivace nulová, ([3]).

6.4 Riemannovy a pseudoriemannovy prostory

V této podkapitole vezmeme mı́sto soustavy v(t) vektorové pole Y a mı́sto křivky p(t) vektorové pole X,
jehož integrálńı křivka je p(t), ([4]). Kovariantńı derivace vektorového pole Y podle vektorového pole X
pak vypadá takto

∇XY = (
∂Y i

∂Xj
+ ΓijkY

k)Xj , (6.22)

kde Γ jsou indukovány metrikou g.

Definice 6.6. Zobrazeńı ∇ : χ(M) × χ(M) → χ(M) definované předpisem ∇(X, Y ) se nazývá Levi-
Civitovou konex́ı na M vzhledem k Riemannově metrice g.
Necht’ f : M → R je jakákoliv libovolná hladká funkce. Pak ∇ splňuje vlastnosti (tzv. Koszulovy axiomy)

(i) ∇X(Y1 + Y2) = ∇XY1 + ∇XY2,

(ii) ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY (Leibnitzovo pravidlo),

(iii) ∇X1+X2 = ∇X1Y + ∇X2Y ,

(iv) ∇fXY = f∇XY .
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Závěr

Ćılem této práce bylo seznámeńı se s určitými směry moderńı diferenciálńı geometrie a následné jejich
aplikace do oblasti mechaniky kontinua. Nejdř́ıve bylo zapotřeb́ı nastudovat mnoho nových pojmů z oblasti
variet, tensor̊u, jet̊u a bandl̊u. Poté bylo možné ukázat nějaké jejich aplikace v rámci mechaniky kontinua.

Mou snahou bylo rozš́ı̌rit pojmy jako materiálový isomorfismus, uniformita a grupa symetríı, které jsou
definovány v ([2]) pomoćı jet̊u maximálně 2. řádu, na zobecněńı těchto pojmů na r-tý řád u nejjednodušš́ıho
netriviálńıho (hyperelastického) materiálového modelu. Namı́sto popisovaných grup symetríı 2. řádu jsem
se pokusila je zobecňovat a popisovat jako podgrupy jetových grup.

Podobným zp̊usobem se toto mělo zavést i u konex́ı a homogenity, ale to jsem, bohužel, již nestihla.
Lehce jsem se snažila i zmı́nit neholomńı jety v souvislosti s Cosseratovým modelem.
Prvńı kapitola se věnovala předevš́ım popsáńım, co to mechanika kontinua je z v́ıce směr̊u. Byly tam

již zmı́něné i některé matematické oblasti, které bylo třeba využ́ıt.
Daľśı kapitoly se týkaly předevš́ım matematické oblasti.
Posledńı kapitola byla věnována geometrickému pozad́ı a ukázáńı využit́ı některých definovaných

matematických pojmů v této oblasti.
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[8] physics.mff.cuni.cz [online]. Praha. Dostupné z:
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