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Abstrakt

Tato bakalaiska prace se zabyva matematickym modelovanim pohybu jednoduchého a dvo-
jitého kyvadla pomoci obycejnych diferencialnich rovnic. Jejim cilem je odvozeni pohy-
bovych rovnic, posouzeni stability i periodického chovani prislusnych modelt a graficka
interpretace dosazenych vysledki.

Summary

This bachelor’s thesis is focused on the mathematical modeling of a motion of simple and
double pendulum with the use of an ordinary differential equations. It’s main objectives
are a derivation of equations of motion, an assessment of stability as well as periodic
behaviour of respective models and graphical interpretation of achieved results.
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1. Uvod

Bakalaiska prace se zaméruje na analyzu predevsim jednoduchého, ale také dvojitého
matematického kyvadla z hlediska stability a periodického chovani. Ackoli matematickée
kyvadlo je pouze abstraktnim pojmem (konkrétni zjednodusujici predpoklady oproti fy-
zikdlnimu kyvadlu jsou uvedeny v tvodni sekci modelu jednoduchého kyvadla), jeho stu-
dium nam nabizi alespon priblizny nahled na chovani redlnych oscilatorickych systémt.

Prace je zalozena na aplikaci teorie obycejnych diferencialnich rovnic a tudiz se pred-
poklada, ze ¢tenar je s jejimi zaklady obeznamen. Piipadnéd upfesnéni nékterych pojmi
jsou vzdy uvedena v odpovidajici ¢asti textu. Vyjimkou je kapitola pojednavajici o dyna-
mice dvojitého kyvadla, které miize vykazovat znamky chaotického chovani. Tento pojem
presahuje ramec prace, a proto presna definice chaosu zde neni uvedena a dany pojem
budeme chapat v intuitivnim slova smyslu.

Struktura prace je nésledujici:

Kapitola 2 se zabyva sestavenim modelu jednoduchého kyvadla a je rozdélena do péti
sekci. V prvni sekei je popsan model jednoduchého kyvadla. Nasleduji 3 rtizné zptisoby
odvozeni pohybové rovnice v sekcich dva az ¢tyri. V posledni sekci je uvedena rovnice
tlumenych kmitt.

Kapitola 3 obsahuje analyzu linarizovaného modelu jednoduchého kyvadla pokrytou
ve tfech sekcich. V prvni sekci je uveden analyticky tvar feSeni, ve druhé jsou pak zkou-
many jeho kvalitativni vlasnosti. Zavéreéna sekce je vénovana linearizovanému modelu
tlumenych kmiti a jeho vlastnostem.

Kapitola 4 popisuje ptivodni nelinearni model jednoduchého kyvadla v péti sekcich.
V prvni je odvozen analyticky tvar feseni. Dale druha a treti sekce se zabyvaji otazkou
periodického chovani. Sekce ¢tvrta zkouma stabilitu modelu a zavéreéna sekce pak studuje
stabilitu tlumeného oscilatoru.

Kapitola 5 predstavuje a ¢astecné analyzuje dvojité kyvadlo, pfi¢emz je ¢lenéna do ¢yt
sekci. V prvni je popsan pozorovany model. Nasledné v sekci druhé je odvozena jeho
pohybova rovnice. Sekce treti je zaméfena na periodické chovani a ¢tvrta na stabilitu
chaotické projevy dvojitého kyvadla.

Kapitola 6 shrnuje a zavérecnymi poznamkami hodnoti bakalaiskou préci.
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2. ODVOZENI MODELU JEDNODUCHEHO MATEMATICKEHO KYVADLA

2. Odvozeni modelu jednoduchého
matematického kyvadla

2.1. Popis matematického kyvadla

Matematickym kyvadlem rozumime soustavu, kterd je tvofena hmotnym bodem zaned-
batelnych rozmért, jehoz jedinym charakterizujicim parametrem je jeho hmotnost m.
Tento hmotny bod je pak upevnén na konci nehmotného zavésu (lano nebo ty¢) délky I,
ktery se otaci bez tfeni kolem pevného bodu O - bod zavésu. Dale budeme piredpokladat,
ze zavés (v naSem piipadé lano) se nemizZe nijak zdeformovat a zlistéava stale napnuty.
Obecné muze takovy bod kmitat v prostoru a svoji trajektorii opisovat sféru o polomeéru I,
nicméné my se v ramci této prace omezime na kmitani v roviné.

Zjednodusujici predpoklady tohoto idedlniho modelu zajistuji, Ze veskera hmota ky-
vadlové soustavy je soustiedéna pouze do zavéseného hmotného bodu. Jak si ukazeme
v nasledujicich sekcich, za téchto podminek budeme schopni sestavit obyc¢ejnou diferenci-
alni rovnici, ktera bude popisovat pohyb hmotného bodu po kruznicové trajektorii s po-
lomérem [ a stiedem v bodé O.

7 predpokladt rovnéz vyplyva, ze model mé pouze jeden stupen volnosti, jelikoz po-
lohu hmotného bodu miizeme v libovolném okamziku popsat pomoci jediného parametru
- vychylky ¢. Jedna se o thel, ktery svird zavés s osou prochazejici body O a R, kde
R znadi rovnovaznou klidovou polohu hmotného bodu (tj. polohu, ve které mé soustava
minimalni potenciélni energii). Tato osa pak znézormiuje stav kyvadla v rovnovazné po-
loze a pti pohybu kolem ni kmita. V celé praci budeme povazovat vychyleni proti sméru
hodinovych rucicek za kladny smysl otaceni.

Model matematického kyvadla vSak ve skute¢nosti nemuze existovat, pouzivame jej
pouze kvili usnadnéni vypoctu. V realité se setkavame s fyzickym kyvadlem, kde zavazim
je obecné tuhé téleso o objemu V, jehoz hmota je nerovnomérné rozlozena. V takovém
pripadé je nutno rovnéz zohlednit hmotnost a vlastnosti samotného zavésu, coz se projevi

Pojmu netlumené kmitani budeme rozumét tak, ze na hmotny bod ptisobi pouze gra-
vitacni sila F, vyvolana gravita¢nim polem, ve kterém se soustava nachazi a tahova sila T',
kterou ptisobi zavés na hmotny bod. Ostatni brzdné vlivy prostiedi zanedbavame. V praci
budeme vzdy uvazovat netlumené kmity, pokud nebude feceno jinak.
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2.2. ODVOZENI POMOCI DRUHEHO NEWTONOVA ZAKONA

VIV IIIIIN,
O

Obrézek 2.1: Model jednoduchého matematického kyvadla.

2.2. Odvozeni pomoci druhého Newtonova zakona

Abychom mohli pohyb kyvadla popsat, vychylime hmotny bod z pocateéni rovnovazné
polohy R do obecné polohy.

7 predpokladii uvedenych v sekci 2.1 vyplyva, ze hmotny bod se nemtize pohybovat
ve sméru osy zavésu (at jiz smérem k bodu zavésu O ¢i od néj). KdyZ rozlozime gravi-
tacni silu F}, ptsobici na ¢astici na dveé slozky - radialni Fz (ve sméru zavésu) a tecnou
Fyr (vé sméru kolmém na zavés), zjistime, ze tahova sila T' pouze kompenzuje radialni
slozku gravitacni sily Fyr. Tedy sily T" a Fyr se navzdjem vyrusi a nepiispivaji piimo
k samotnému pohybu ¢astice, pouze zajistuji, Ze jeji trajektorii je kruznice. Vidime tedy,
ze jedind sila, kterd zptisobuje kmitavy pohyb kyvadla kolem jeho rovnovazné polohy, je
tecna slozka gravitacni sily Fyr.

Snadno nahlédneme, ze miizeme vyjadrit jeji velikost pomoci trigonometrické funkce
v zavilosti na uhlu ¢, tj.

Fyr = F;sin¢.
Toto vyjadieni mizeme zapsat ve tvaru

Fyr = mgsin ¢, (2.1)
kde m je hmotnost Castice a g je tihové zrychleni.

Poznamka. Do jisté miry bychom zde mohli vidét analogii s Hookovym zdkonem, kterym
se 1idi jednoduchy linedrni pruzinovy oscildtor. V takovém pripadé je ,vratna“ sila pruziny
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2. ODVOZENI MODELU JEDNODUCHEHO MATEMATICKEHO KYVADLA

primo umeérnd vychylce pruziny. Tedy F' = —kx. U nasi soustavy tomu tak obecné neplati,
jelikoz ,vratnd® sila Fyr je primo umeérna sinu vychylky. V ndsledujicich kapitolach si
ukdzZeme, Ze pro jisty omezujicici predpoklad to vsak splnéno je.

Nyni vyuzijeme druhého Newtonova zakona, ktery lze formulovat tak, Zze sou¢in hmot-
nosti a zrychleni télesa je roven vyslednici (vektorovému souc¢tu) vSech vnéjsich sil, které
na toto téleso plisobi. Matematicky jej lze zapsat ve tvaru

ma:ZF.

Jak jsme vSak jiz konstatovali, jedinou vnéjsi silou, ktera na hmotny bod ptisobi a uvadi
jej do pohybu, je sila Fyp (2.1). Proto miZeme obecny druhy Newtontv zakon pfepsat
pro nasi soustavu na tvar

ma = —mgsin ¢. (2.2)

Znaménkem minus jsme vyjadiili skutecnost, Ze sila Fyr ptisobi vidy ,,proti“ vychyce ¢
- snazi se kyvadlo v kazdém okamziku vratit do rovnovazného stavu. Pravou stranou
rovnice se ted jiz nebudeme zabyvat. Abychom dostali oby¢ejnou diferencidlni rovnici,
potfebujeme vyjadiit zrychleni hmotného bodu a na levé strané pomoci tthlu ¢. Ozna¢me
si proto drahu (oblouk), kterou hmotny bod pfi svém vychyleni opise s. Jelikoz pocitame
tthel ¢ v radianech, je tento tihel definovan jako

s
Qb - 77
kde [ je délka zavésu. Z tohoto vztahu si lehce vyjadiime samotnou drahu s jako

s = ¢l.

Jelikoz zrychleni a je definovano jako druhd c¢asova derivace drahy, potom dostavame
hledané vyjadieni zrychleni jako

a=35§=1¢. (2.3)
Po dosazeni rovnice (2.3) do rovnice (2.2) dostaneme

mlg = —mg sin ¢.

Nésledna tprava dava rovnici popisujici pohyb matematické kyvadla ve tvaru

é+%mm:0 (2.4)

Jedna se o homogenni obycejnou diferencialni rovnici druhého rfadu, ktera je vsak kvili
¢lenu sin ¢ nelinedrni a nedovedeme ji analyticky vyTesit. V dalsich kapitolach si uvedeme
jejl analytické Teseni a podivame se, za jakych podminek je mozné tuto rovnici povazovat
za linearni a lze ji jako takovou TeSit béZnymi metodami.
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2.3. ODVOZENI POMOCI DRUHE IMPULZOVE VETY
2.3. Odvozeni pomoci druhé impulzové véty

Odvozeni rovnice (2.4) z hlediska momentt sil je do zna¢né miry podobné tomu, které
vychazelo z druhého Newtonova zakona. Pfipomenme, ze moment sily popisuje jeji otacivy
ucinek vzhledem k ose otaceni. Obecné je moment sily definovan vztahem

M=FXxTr.
Jedna se o vektorovy soucin sily F' a vektoru 7 (rameno sily), ktery ma pocatek v ose
otaceni a konec v piisobisti sily F'.

V nasi soustavé matematického kyvadla mame te¢nou slozku gravitacni sily Fyr a ra-
meno sily je pak zavés kyvadla. Tato sila pak dle definice ptisobi momentem

My = —lmgsin ¢. (2.5)

Podobné jako jsme v predchozi kapitole vysli z druhého Newtonova zakona, nyni si
pfipomenme znéni véty o momentu hybnosti pro rotaci kolem pevné osy (také znama jako
druhd impulzova véta). Tato véta definuje vztah mezi thlovym zrychlenim a vyslednym
momentem sil, ktery toto zrychleni vyvola (analogie s druhym Newtonovym zékonem).
Matematicka formulace je ve tvaru (viz [2])

Ie=> M, (2.6)

kde I je moment setrvacnosti a € je tthlové zrychleni. Moment setrvacnosti I se pro téleso
se spojité rozlozenou hmotou obecné spocita vztahem

I = /erm.

Nicméné v nasi soustaveé je veskerda hmotnost soustiedéna do jediného hmotného bodu,
ktery je upevnén na nehmotném zavésu, tudiz pro nasi soustavu dostavame jednoduchy
vztah

I =ml>. (2.7)

Kdyz prepiseme thlové zrychleni ¢ pomoci druhé ¢asové derivace tthlu ¢ a dosadime
vztahy (2.5) a (2.7) do rovnice (2.6), dostaneme rovnici

ml% = —Ilmgsin ¢.

Po tpravé opét dospéjeme k homogenni nelinearni obyc¢ejné diferencialni rovnici dru-
hého radu ve tvaru

ézﬂ—%sinqb:O,

ktera je totoZné s rovnici (2.4), kterou jsme v ptedchozi kapitole odvodili z druhého
Newtonova pohybového zakona.

16



2. ODVOZENI MODELU JEDNODUCHEHO MATEMATICKEHO KYVADLA
2.4. Odvozeni z hlediska energie soustavy

Podivejme se jesté ve strucnosti na jiny pfistup k popsani pohybu kyvadla, ktery se lisi
od predchozich. Myslenka odvozeni z hlediska energie vychézi ze zdkona zachovani energie.
Jelikoz na soustavu neptisobi zadna externi sila, mimo gravitacni, musi platit, Ze soucet
kinetické a potencialni energie hmotného bodu je v kazdém momentu konstantni. Tento
fakt 1ze ekvivalentné formulovat i tak, Ze ¢asovd zména (Casova derivace) celkové energie
je nulova. Sepisme si tedy tyto myslenky do rovnic:

E=K-+P, (2.8)
kde E je celkova energie, K kinetickd energie a P potencialni energie. Pak tedy musi

platit, ze

dE
— =0 (2.9)

Nyni je treba, abychom jednotlivé energetické slozky vyjadrili. Zde ndm usnadni praci,
pokud si zavedeme kartézské soutadnice - viz. obr. 2.1. Polohu hmotného bodu v roviné
pak miizeme vyjadrit pomoci soutadnic v zavislosti na vychylce ¢ takto:

xr =Ising

y=1lcos¢ (2.10)

Jelikoz vime, Ze rychlost je ¢asova derivace polohy, mtzeme ji rozepsat po slozkach

Vg = l(ﬁ cos ¢
Uy = —l(;.ﬁ sin ¢.

Kinetickou energii pak vyjadiime v zavislosti na vychylce kyvadla

K = %m(vz +u)) = %($)2ml2. (2.11)

Jelikoz potencialni energie kyvadla je zavisla pouze na jeho poloze vlivem gravitacni

sily F, = mg, ktera je konzervativni silou (je nezavisla na trajektorii), pak mtzeme napsat
(viz [1]), Ze

dP
Fy=——.
dy
Pokud za gravitacni silu dosadime, rovnici zintegrujeme a vyjadiime potencialni ener-
gii, dostavame
P = —mgy,

kde mtuzeme dosadit za y z (2.10), abychom dostali zavislost na ¢, takze

P = —mgl cos ¢. (2.12)
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2.5. ROVNICE TLUMENYCH KMITU

Zaporné znaménko nam pri potencialni energii nepiedstavuje problém. Pti odvozovani
jsme vychazeli z toho, Ze referen¢ni hladina s nulovou potencidlni energii lezi na horizon-
talni souradné ose a kyvadlo v klidu se nachazi pod bodem zavésu. Mizeme se o tomto
presvédcit, kdyz bychom za ¢ dosadili postupné 0, 7 a 7 a zaroven si polohu kyvadla
v soufadném systému predstavili.

KdyZz mame nyni obé energetické slozky vyjadieny, mizeme zpétné dosadit rovnice
(2.11) a (2.12) do vychoziho vztahu (2.8). Celkovou energii tedy lze vyjadiit jako

1 .
E = §(¢)2ml2 — mgl cos ¢.

Dle (2.9) musi platit, ze

0 = domi? + dmgl sin b,

z ¢ehoz jiz snadnou tpravou dostaneme

¢S+%sm¢=o.

2.5. Rovnice tlumenych kmiti

Pokud bychom do modelu zahrnuli také tlumeni, napriklad odpor vzduchu nebo kapaliny,
ziskali bychom rovnici tlumenych kmiti

d’i+c¢3+%sin¢:0, ¢> 0. (2.13)

Tlumeni je tedy zavislé na rychlosti kyvadla a konstanté c, kterd reprezentuje velikost
tlumiciho faktoru. Velikost konstanty ¢ budeme uvazovat tak, ze dojde pouze k tzv. os-
cilaritorickému utlumu. Vyloucime tedy pripad, kdybychom kyvadlo vychylili a odpor by
byl tak veliky, ze by z&vazi bez ptekmitu zastavilo v rovnovazné poloze. Piesnéjsi omezeni
této konstanty uvedeme pozdéji v Kapitole 3.3.

18



3. LINEARIZOVANY MODEL PRO MALE VYCHYLKY
3. Linearizovany model pro malé
vychylky

V predeslych kapitolach jsme si odvodili pohybovou rovnici netlumenych kmit, nyni
se podivejme na jeji feseni. Abychom mohli vyuzit klasickych metod feseni ODR, mu-
sime ¢len rovnice sin ¢ linearizovat. Budeme tedy predpokladat, ze vychylky kyvadla jsou
velmi malé a tedy sin¢ =~ ¢ (plati pouze v radidnech). Pfi vychylce odpovidajici 10° se
dopustime chyby priblizné 0.5%, coz budeme povazovat za prijatelnou nepresnost. Pfesto
musime mit na paméti, Ze timto zpisobem hledané feseni je pouze pfiblizné. Rovnici (2.4)
tedy muzeme za tohoto predpokladu prepsat do podoby

b+J0=0, (3.1)

coz budeme povazovat za linearizovany model matematického kyvadla.

3.1. Analyticky tvar reseni

Rovnice (3.1) je homogenni linedrni obycejnou diferencialni rovnici 2. fadu, kterou jiz
umime snadno vyfesit. Abychom vSak mohli feSit pocatecni tlohu (Cauchyovu tlohu),
je tfeba danou rovnici jesté doplnit poc¢ateénimi podminkami (pro pocateéni vychylku
a rychlost):

¢(0) = ¢o
$(0) = ¢y Po, Po € R. (3.2)
Pro prehlednost provedme jesté néasledujici pieznaceni
st

Podil na pravé strané je vzdy kladny, takze jej lze vyjarit pomoci druhé mocniny. Poté
sestavme piislusny charakteristickou rovnici pro (3.1) ve tvaru

M +w=0.
Odtud ihned dostavame, ze jeho pfislusné kofeny jsou
)\172 = +iw.

Muzeme tedy napsat, ze FeSeni rovnice (3.1) je ve tvaru

o(t) = Acos(wt) + Bsin(wt), A, B eR. (3.3)

Pomoci vzorci pro praci s goniometrickymi vzorci mizeme feseni (3.3) pfepsat na ekvi-
valentni tvar

o(t) = Osin(wt + ), 6 >0, Y € (—m, ), (3.4)

kde § miizeme chapat jako maximalni vychylku (amplitudu) a 1) jako poc¢ateéni vychyleni.
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3.2. KVALITATIVNI VLASTNOSTI RESENI

Konkrétni hodnoty konstant A i B v feseni (3.3) (popf. 6 a ¢ v (3.4)) bychom uréili
z pocéatecnich podminek (3.2).

3.2. Kvalitativni vlastnosti reseni

Cilem této kapitoly je posoudit zakladni kvalitativni vlastnosti feseni linearizovaného
modelu matematického kyvadla primo z tvaru feseni. Témito vlastnostmi rozumime jeho
periodicitu, oscilaci a stabilitu.

Linearizaci pohybové rovnice jsme ziskali obecné Feseni (3.4) pro malé vychylky. Funkce
okamzité vychylky ma priitbéh sinusoidy a je tedy periodickou funkci ¢asu. Thned tak rozpo-
zname, 7e se jedna o harmonicky kmitavy pohyb. Ackoli kyvadlo se pohybuje po kruznici,
z TeSeni vidime analogii s jednorozmérnym pohybem zavazi na pruziné nebo pribéhem
harmonického sttidavého proudu ¢i napéti. Méli bychom tedy byt schopni vyjadiit periodu
kmitt kyvadla pro tyto malé vychylky.

Periodu pro malé vychylky ozna¢me Ty a z argumentu funkce sinus v feSeni (3.4) ji
muzeme vyjadrit ve tvaru

2
Wwly+9 =240 = Ty="

W
vzt
I

Nyni také mtzeme zdiraznit, ze w v nasem modelu predstavuje uhlovou frekvenci
kmiti a mtzeme si jeji vyznam lehce fyzikalné interpretovat. Jestlize bychom zkratili
délku zavésu, ze vztahu vyplyne, Ze pfi stejnych gravitacnich podminkach, se thlova
rychlost zvétsi, coz odpovida i nasi predstavé, ze se kyvadlo bude pohybovat rychleji.
Kdybychom naopak délku zédvésu nemeénili, ale soustavu bychom ptivedli do stavu beztize
(tedy g = 0), pak by se hmotny bod vitbec nepohyboval, zistal by ve vychylené poloze,
tedy jeho rychlost by byla nulova.

Kdyz dosadime do vztahu pro periodu, dostavame

l
T, = QW\/;. (3.5)

I zde si mlizeme predstavit podobné tvahy. Zkratime-li zavés, zmensi se také perioda,
jelikoz kyvadlo se pohybuje rychleji. Pii nulové gravitaci by se naopak perioda limitné
blizila k nekoneénu, jelikoz hmotny bod by byl stale na misté. Vzorec (3.5) mé samoziejmé
smysl pouze tehdy, budeme-li uvazovat, ze poc¢atecni vychylka ¢y # 0

Pov§imnéme si, ze perioda kmitt viibec nezavisi na velikosti poc¢éateéni vychylky (am-
plitudé) ani hmotnosti zavazi! Kdychom se tedy nachazeli v gravitaénim poli Zemé, mohli
bychom kyvadlo s libovolnym zavazim mirné vychylit, zméfit jeho periodu a na zakladé
pouze téchto dvou znalosti bychom dokézali spocitat pribliznou délku zavésu. Zde se jiz
nejedna o intuitivni predstavu, ale méjme stale na paméti, ze toto plati pouze pro malé
vychylky, kdy se dopoustime zanedbatelné chyby a také se nachazime v bezodporovém
prostiedi. Nelze naptiklad ocekavat, ze v realité by méla demoli¢ni koule stejnou periodu
kmiti, jako koule z papiru, jelikoz zde se velmi vyrazné projevi tlumeni.

kde pfipomeneme, zZe
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3. LINEARIZOVANY MODEL PRO MALE VYCHYLKY

Kdyz jsme dospéli k periodé kmitii, mizeme také snadno odvodit frekvenci kmit f

jako
1 /1 /g
fO_TO_ 277'\/;

Jedna se o tzv. vlastni frekvenci kmitl soustavy. Kdybychom chtéli kyvadlo co nejefek-
tivnéji rozhoupat, piisobili bychom i velmi malou externi silou na soustavu pravé s touto
frekvenci a tim by doslo k rezonanci.

Reseni (3.4) je nejen periodické, ale ma také oscilaéni charakter, jelikoz ma nekoneéné
mnoho nulovych bodt. Jejich vzdalenost je polovi¢éni oproti periodé Tj.

Na zéavér posoudime stabilitu tohoto linearizovaného systému. Pfipomenme, ze v li-
nearnim piipadé pojem stability (resp. atraktivity) splyva s ohranicenosti feseni (resp.
konvergence FeSeni k nule pfi ¢ — o0), a lze ji posoudit bud podle kofent charakteris-
tického polynomu nebo pfimo z tvaru feSeni. Kofeny charakteristického polynomu A o,
odpovidajici danému linearizovanému modelu, byly vypocteny v predchazejici kapitole.
Oba kofeny maji nulovou realnou c¢ast, tudiz z hlediska klasifikace stability je tato li-
nearizovand rovnice (3.1) stabilni. Tuto stabilitu mizeme znazornit ve fazovém prostoru
proménych ¢ a v = ¢ pomoci softwaru MATLAB (viz. obr. 3.1). Dodejme, Ze pojem
stability bude zaveden v kapitole 4.4, véetné pojmu tzv. linearizované stability.

0.4r

03r

02r

0.1

¥ [rads'1]
: 4

0.1 F

N

0.2+

0.3+

-D-ill - 1 - 1 - 1 - 1 1 1 1 1 1

Obrazek 3.1: Trajektorie feSeni linearizovaného modelu netlumenych kmitt.
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3.3. TLUMENE KMITY
3.3. Tlumené kmity

Kdyz provedeme, stejné jako v pripadé netlumenych kmitd, nahradu pro malé vychylky
sin ¢ &~ ¢, miZzeme rovnici (2.13) pfepsat do tvaru

b+ chd+ wp =0 (3.6)

s pocateénimi podminkami (3.2). Pfislusna charakteristickd rovnice je tvaru

AN+ e+ w? =0,

jiz koreny pak jsou

Korfeny A2 jsou tedy zavislé na volbé konstanty c. Stabilni chovani tato konstanta
neovlivni, nicméné zmeéni typ singuldrniho bodu a trajektorii feseni. Jelikoz jsme vsak jiz
v Kapitole 2.5 predpokladali oscilaritoricky ttlum, dostavame nyni omezeni

0<c<2w.

V takovém pripadé ziskdme kofeny

c |2 — 4w?|
Mg =—=F+i———
1,2 5 5
Miizeme tedy nyni napsat obecné feSeni rovnice tlumenych kmitt ve tvaru
¢ 2 — 4w? ¢ ? — 4w?
¢ = Ae” 2" cos (%t) + Be™z'sin (%t), (3.7)

kde konkrétni hodnoty konstant A, B bychom opét ziskali po dosazeni pocatecnich pod-
minek (3.2).

Z tvaru feSeni (3.7) mizeme usoudit, Ze FeSeni jiz neni periodické (mimo goniometrické
funkce zde mame také funkci exponencidlni), avSak je oscilatorické. Z tohoto tvaru (ale
i ze skutecnosti, Ze kofeny charakteristického polynomu maji zdporné realné ¢asti) také
vyplyva atraktivita rovnice (3.6). Tato vlastnost je vyjadfenim toho, Ze kyvadlo bude
vlivem tlumeni postupné zpomalovat az se nakonec zastavi v rovnovazné poloze ¢ = 0.

Trajektorie feseni linearizovaného modelu tlumenych kmitt si mizeme opét vykreslit
ve fazovém prostoru proménnych ¢ a v = gzﬁ pomoci softwaru MATLAB (viz obr. 3.2).

Poznamka. KdyZ bychom zvolili ¢ > 2w atraktivita zistavd zachovdna, méni se typ tra-
jektorii.
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3. LINEARIZOVANY MODEL PRO MALE VYCHYLKY
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Obrazek 3.2: Trajektorie feSeni linearizovaného modelu s tlumenim.
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4. Nelinearni model matematického
kyvadla

4.1. Analyticky tvar reseni

Podobné jako jsme v Kapitole 3.1 odvodili analyticky tvar feseni linearizovaného modelu,
pokusme se nyni vyjadfit feSeni ptivodni nelinedrni rovnice (2.4). Linearizovanou rovnici
jsme vyftesili snadno a ziskali explicitni vyjadfeni vychylky kyvadla s ¢asovou proménnou
v zavislosti na pocatecnich podminkach. Nelinearni rovnici jiz stejnym zpiisobem vytesit
nedokazeme, ale mizeme ukazat alesponl zavislost vychylky ¢ na rychlosti kyvadla v.

Pfepisme nelinearni rovnici do soustavy dvou obycejnych diferencialnich rovnic prv-
niho fadu v diferencialnim tvaru

do _
dt

d
d_:f) = —w?sin ¢, (4.1)

v

pricemz budeme predpokladat pocatecni vychylku ¢y a pocatecéni rychlost vy.

Poznamka. MuzZeme si na soustavé povsimnout, Ze v rovnicich se primo nevyskytuje
nezdvisld proménnd - v nasem pripadeé cas t. Jinymi slovy se podminky pohybu s casem
neméni, ale systém se chovad stdle stejné. Z matematického pohledu se v takovém pripadé
jednd o autonomni system.

Nyni miZeme rovnice soustavy (4.1) vzajemné vydélit, ¢imz dostaneme rovnici

dv w? sin ¢
d¢ v
kterd nam udava zavislost rychlosti na vychylce. Snadno nahlédneme, Ze se jedna o rovnici
se separovanymi proménnymi, a muzeme tedy nalézt jeji implicitni feSeni

1}2

2
- =
5 w” cos ¢ ,

kde C € R. Kdyz dosadime do rovnice poc¢atecni podminky, ur¢ime konstantu

2
C = ?O — w? cos ¢y.

Dostavame tedy implicitni tvar feseni

v? v3
5 —w?cos¢ = ?0 — w? cos ¢y. (4.2)
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4. NELINEARNI MODEL MATEMATICKEHO KYVADLA
4.2. Existence periodického reseni

Nez odvodime samotny vypocet periody kyvadla, méli bychom nejdiive ukéazat, ze nas
model viibec periodické chovani vykazuje. Ackoli se v pripadé kyvadla jedna o intuitivni
predpoklad, diikaz na zakladé matematické analyzy jiz tak zietelny neni.

Vyjdéme z odvozeného tvaru feSeni (4.2), kde vyraz na levé strané rovnice oznacime

2

H(p,v) = % — w?cos ¢.

Jednd se o tzv. prund integrdl systému. Jelikoz na pravé strané rovnice (4.2) jsou kon-
stanty, je i funkce H (¢, v), udavajici zavislost rychlosti kyvadla na jeho vychylce pro dané
pocatecni podminky v ¢ase konstantni. Abychom posoudili pribéh této funkce, spoc¢téme
nejdiive jeji prvni parcidlni derivace. Dostavame

OH OH

0¢p o

Polozime-li je rovny nuly, ziskdvame jediny staciondrni bod [0;0]. Spo¢téme nyni druhé
parcialni derivace funkce H (¢, v):

= w?sin ¢, v.

0*H 5 0*H O*H O*H
= w” cos ¢, = =0,
0¢? 0pdv  Qvdo ov?
Dosadime-li staconarni bod [0;0] do druhych parcialnich derivaci, vyplyne, Ze tento
bod je lokalni minimum (derivace jsou kladné), kde

H(0,0) = —w?.
Také obecné pro vychylku v intervalu ¢ € (—%; %) plati, ze
0*H 0*H 0*’H 0*H
> 0, — = =0, > 0.
0¢? Opov  Ovdd ov?

Z toho vyplyva, ze funkce H(¢,v) je na mnoziné

M = {(gzﬁ,v) o] < g lv] < \/vg + 2w?(cos ¢ — cosgbo)} (4.3)

konvexni (Hessova matice je pozitivné semidefinitni). Na zdkladé této analyzy mizeme

usoudit, ze vrstevnice funkce H(¢,v) jsou na mnoziné (4.3) uzavienymi kiivkami. Tedy

feseni systému (4.1) je periodické pro pocatecni podminky ¢y € (=5, 75) a vg = 0. Tento

poznatek muzeme porovnat s vykreslenym grafem vrstevnic funkce H(¢,v) (obr. 4.1).
Uréeme jesté minimum funkce H (¢, v) na hranici mnoziny

M = {(gb,v) ol < lv] < Zw}. (4.4)
Plati

2

H(m,v) = H(—m,v) = %+w2—>min{H(¢,v) el =7 |v| < 2w} = w?

H(¢,2w) = H(¢p, —2w) = 2w* — w* — min{H(¢,v) : |¢| <7 |v] = 2w} = w*
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4.2. EXISTENCE PERIODICKEHO RESENI

Obrézek 4.1: Trajektorie feseni implicitni funkce H(¢,v) vzhledem k pocatecnim podminkam.
Vykresleno v prostfedi MATLAB.

Samotny dtikaz uzavienosti vrstevnic funkce H(¢,v) na mnoziné (4.4) pouze na za-

kladé matematické analyzy neni elementarni. Nicméné, jak mtuzeme nahlednout z grafu

funkce H(p,v) (obr. 4.2 a 4.1), trajekorie vrstevnic ve vysce h € (—w? w?) skutecné

uzaviené jsou.
7 toho vyplyva obecnd podminka pro pocatecni stavy

02
2 w?cos dy

5 < w? (4.5)

[go| <7

zarucujici, ze feSeni soustavy (4.1) je periodické.
Z podminky (4.5) plyne, Ze feSeni je periodické i pro pocatecni stav, ktery v modelu
uvazujeme, tedy ze

‘¢0’ <T vg = 0.
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4. NELINEARNI MODEL MATEMATICKEHO KYVADLA
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Obréazek 4.2: Graf funkce H(¢,v) s rovinou ve vysce h = w?. Vykresleno v prostfedi MATLAB.

Poznamka. Periodické chovani naseho systému lze zobecnit na modely tvaru

dr  OH(z,y)
dat Oy

dy  O0H(z,y)
dt— dx

kde funkce H(x,y) se nazyvd Hamiltonidn. Obecné miZe byt také funkci casu a jsme
schopni diky ni nahlédnout na dynamické chovani modelu, ackoli nedokdiZeme jeho Tesent
nalézt analyticky. Pokud v$ak budeme wvaZovat, Ze je funkce H(x,y) invariantni, tedy
nezdavisi na case, stejné, jako tomu je v nasem systému, mizZeme pro urcité pocdtecni
podminky dokdzat periodické chovdni modelu. V takovych pripadech Hamiltonidn casto
zastava zdakon zachovdni energie. Naptiklad v nasem uzavieném modelu matematického
kyvadla vyjadruje, Ze soucet kinetické a potencidalni energie je v kaZdém okamZziku kon-
statny.
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4.3. VYPOCET PERIODY KMITU

Hamiltonovské systémy (rovnice) lze aplikovat na celou Tadu fyzikalnich uloh. Mimo
kyvadla a jinych harmonickych oscildtori nachdzi uplatneni také v nebeské mechanice,
kdy muzZeme pomoct Hamiltonianu popisovat vzajemny pohyb planet.

4.3. Vypocet periody kmitua

V Kapitole 3.2 jsme odvodili jiz zndmy vzorec pro vypocet periody (3.5), ktery plati pro
malé vychylky, jelikoz vychézi z linearizovaného modelu. V predchazejici Kapitole 4.2 jsme
déle ukazali periodické chovani i nelinarniho systému pro dané pocatecni podminky. Nyni
tedy vypocet periody kyvadla zobecnime pro nelinearizovany model s tim, Ze budeme
respektovat pocatecni podminky, pro které jsme periodické chovani dokazali.

Podivejme se nyni, jak by se zménil vztah pro periodu kmiti, kdybychom vysli z neli-
nearizované pohybové rovnice (2.4) a neomezovali se tak pouze na malé vychylky. V celé
kapitole budeme uvazovat, ze pocitecni vychylka ¢y € (—73,5) a pocCatecni rychlost
vo = ¢ = 0. K tomu p¥idame i piedpoklad, Ze ¢ # 0, aby mélo smysl periodu viibec po¢i-
tat a pocatecni vychyleni kyvadla bude v kladném smyslu otaceni. Vyuzijeme aparatu,
kterého jsme jiz uzili pti odvozeni pohybové rovnice z hlediska celkové energie.

Ptipomenme si, ze kinetickou energii jsme vyjadrili jako

1 .
K = —(¢)*ml?
2
a potencialni energii

P = —mgl cos ¢.

Vime, zZe soucet téchto dvou energii musi byt konstatni v celém pribéhu kmitani.
Abychom celkovou energii vyjadrili, pfedpokladejme, Ze na pocatku vychylime kyvadlo
v kladném smyslu otaceni o tthel ¢y a z této polohy jej s nulovou rychlosti vypustime.
Musi tedy platit, ze

1.
—mgl cos ¢y = §(¢)2ml2 — mgl cos ¢.

Slovné feceno, musi byt celkova energie soustavy v kazdém okamziku rovna pocatecni
potencialni energii hmotného bodu, jelikoz pfi nulové rychlosti nema zadnou kinetickou
energii. Kdyz v rovnici osamostatnime ¢asovou derivaci vychylky, kterou prepiseme do di-
ferencialniho tvaru, dostavame

o _ . |2 -
o, B =y

kde + nam predstavuje zménu smeéru rychlosti v zavislosti na thlu ¢. Odmocniny budou
kladné, tudiz musime tyto pripady rozdélit. Uvédomme si, Ze rychlost bude zaporna pro
¢ € (0; ), nulova pro ¢ = ¢g a kladnd pro ¢ € (—do;0).

Nyni budeme uvazovat pohyb hmotného bodu pouze pro interval ¢ € (¢g;0), kde jsme
zameérné prohodili meze pro lepsi propojeni s fyzikalni predstavou, ze kyvadlo se pohybuje
z vychozi polohy smérem k rovnovaznému stavu. Tudiz rychlost bude v tomto pfipadé se
zapornym znaménkem. Rovnici pfepisme do podoby
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4. NELINEARNI MODEL MATEMATICKEHO KYVADLA

T L —
29 4/cos ¢ — cos ¢g

Obé strany nyni integrujme. Levou v intervalu ¢ € (0; %) a pravou pro ¢ € (¢o;0).

Jelikoz perioda je doba, nez se kyvadlo vrati zpét do ptivodni polohy a nase tloha je diky
bezodporovému prostiedi a nulové poc¢atecni rychlosti symetrické, dany interval vychylky
odpovida ¢tvrtiné periody. Tedy

/- /qb\fm

%0
T:2\/;/o Vo5 —cond

Na pravé strané dostavame integral, ktery vsak neumime vyjadrit pomoci elementar-
nich funkci. Nemiizeme ani pfimo vyuzit numerickych metod, jelikoz pro ¢ = ¢, se vyraz
v intergalu blizi limitné k nekoneénu (svisla asymptota), coz neni pro numerické feSeni
vhodné.

Abychom mohli s integralem déle pracovat, nahradime cos ¢ pomoci vzorct pro praci
s goniometrickymi funkcemi

Ll

cos ¢ =1 — 2sin? (%)

Ve jmenovateli zlomku v integralu timto ekvivalentnim prepsanim dostavame

cos ¢ — cos gy = 1 — 2sin? (g) — (1 —2sin® (%)) = 2(sin? (%) — sin? (g)),

%o o)
A =2/, |
sm (22) — sin? % sin(%2) sin (%)

2 2

a tedy

Daéle zavedeme implicitné substituci proménnych
sin(%)
sm(%)

Abychom mohli pfejit v integralu k této nové proménné [, musime obé strany dife-
rencovat. Potom dostavame

oS-

sin 3 =

odkud vyjadiime d¢ jako
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4.3. VYPOCET PERIODY KMITU

Pted dosazenim jesté prepocitejme meze integralu. Z implicitniho zavedeni proménné
B vyplyva, ze

p=0—>=0
b=d0—B=15

Miizeme tedy dosadit do T a pséat

.y / sin(%) cos 3 a5
cos(2) sin(2)4/1 — sin?

2

_y /
(1—sin? B) Cos2(%)
Coszﬁ

_y / ap
COS2 % (1—cos2 B3) cosQ(%)
cos? B
. \[ /
(:os2

kde

sin? (%) = sin? /3 sin® (%)

Y

[ [2 dj
T =4,/- .
\/;/0 \/1—sin263in2(%)

Odvozeny vyraz pro periodu (4.3) miZzeme pak ptrepsat do podoby

B 4\/>/ 1— k:2 sin? 8’ 48)

kde k& = sin(%) spliiuje obecné podminku & < 1 pro |¢0| < . Integral na pravé strand
nazyvame uplnym eliptickym itegrdlem pruniho druhu a zachovame jeho obvyklé znaceni

K (k) - viz [3].

a tedy

Poznamka. Periodu T bychom jiZ byli schopni nyni numericky spocitat. Napiiklad soft-
ware MATLAB md primo implementovdny funkce na priblizné reseni uplného eliptického
integralu proniho druhu. Lze vyuZit treba funkce EllipticK.
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4. NELINEARNI MODEL MATEMATICKEHO KYVADLA

Povsimnéme si, ze vyraz v integralu f(3,k) = /1 — k?sin® 3 je hladkou funkci v me-
zich integralu, tedy pro 0 < 3 < 7. Abychom mohli integrdl K (k) analyticky vyjadiit,
aproximujeme f(f3, k) linedrni interpolaci mezi body (0,1) a (5, a), kde

a=f(f= g,k:sin (%)) =1/1 — sin? (%) = cos (%)

Provedeme-li linearni interpolaci v téchto bodech, dostavame aproximaci

2
f(57¢0) ~1- 7_T(1 - a)ﬂa
kterou dosadime do K(k), tj.

us

N~ [7 45 7 Ina
K(k)““/o 1-2(1-a)B  21-a

Dosazenim do (4.6) dostavame piiblizné vyjadieni pro periodu kyvadla v celé roviné

[ Ina Ina
Tros = —2 Z = _T . 4.7
o W\/;l_a T @7

Tento vztah plati obecné pro |¢g| < 7 (pii vo = 0), nicméné, jak jsme jiz uvedli, my

S

jsme se omezili na poc¢atecni vychylku |¢p| < Z. V tomto intervalu je také 0 < a < =
a tedy Ina < 0, coz kompenzuje zaporné znamenko v rovnici a perioda je tedy kladna

Ze vztahu (4.7) je ziejmé, Ze perioda je stéle zavisla na délce zavésu i gravitacnim poli.
Ptibyla vsak zavislost na pocatecni vychylce, a doba kyvu tedy jiz neni nadale stejna pro
libovolné vychyleni, jak tomu bylo pfi omezeni na malé vychylky.

Linearni interpolace, kterou jsme uvedli v rdmci aproximace tplného eliptického in-
tegralu (4.6), neni samoziejmé jedinou moznosti, jak integral alespon pfiblizné vyjadfit.
Reseni tiplného eliptického integrdlu miizeme napiiklad také napsat pomoci nekoneénych
rad aplikaci tzv. Legendreovych polynomi. Samotné odvozeni tohoto rozvinuti je nad ra-
mec této prace, uvedeme alespon vysledny tvar tohoto feseni. Perioda T' lze nekonec¢nou
fadou vyjadrit jako

T= TZ[( o m )z-sm%(%)}

Pomoci c¢astecnych soucti této fady lze hodnotu 7' aproximovat. Uzijeme-li ndhrady
prvnim c¢astecnym souctem, pro periodu dostavame priblizné feseni

TzTO<1+ (2> sin (€°)>,

kde funkci sin(%) dale aproximujeme pomoci Taylorova rozvoje stupné 1 se stiedem v 0,
tj.

¢0) ~ @

2 2

Vyjadreni periody tak mtizeme piepsat do tvaru

sin (
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16

coz je zndma Bernoulliho aproximace periody - viz [3].

Shrime si dosavadni poznatky z této kapitoly. Nejdiive jsme z linearizovaného modelu
pro malé vychylky odvodili zndmy vzorec pro periodu (3.5). Nasledné jsme pro dané poc¢a-
te¢ni podminky odvodili vztah (4.6) pro vypocet periody kmiti velkych amplitud, ve kte-
rém figuruje aplny elipticky integral prvniho druhu, ktery neumime analyticky vyfesit.
Abychom zjednodusili jeho vypocet, ukazali jsme dvé z celé fady moznych aproximaci
a dopustili se pfi nich riznych zanedbani (chyb). Prvni vedla k logaritmickému vztahu
(4.7), druha k Bernoulliho vzorci (4.8), pfi¢emz obé vykazuji zavislost na amplitudé a také
periodé pro malé kmity.

Porovnejme tedy pomoci softwaru MATLAB tato rozdilna feseni. Pfipomenme, Ze
pocatedni rychlost o = 0 a poGateéni vichylka ¢y € (=35, ), pficemz ¢y # 0. Déle zvolme

délku zavésu | = 1 m a uvazujme, ze model se nachazi v gravita¢nim poli na povrchu Zemé,

takze g ~ 9.8 ms~2.

-1+ )
Br = 1o| 1+ ; (4.8)

2.4 5 T
235

23

2.25
T[s]

2.2

2.15

21

205

4 lrad]

Obrazek 4.3: Porovnani period jednotlivych aproximaci pro zvolené podminky v zavislosti na am-
plitudé ¢g.
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Obrazek 4.4: Relativni chyby danych aproximaxi vzhledem k T' v zavislosti na amplitudé ¢y.

Na zaveér této kapitoly jesté interpretujme ziskané grafické vysledky. Za vychozi (témér
ptresny) odhad periody povaZzujeme numerické feseni T, kde se vyskytuje elipticky integral.
Z obr. 4.3 je patrné, ze z uvedenych aproximaci period je nejpiesnéjsi 7,4, jejiz kiivka
v daném rozsahu ¢y témér vérné kopiruje referenéni 7. Az pii amplitudé odpovidajici
priblizné ¢y = 90° se zac¢inaji hodnoty viditelné lisit. O néco méné presnéjsi pak nasleduje
aproximace 1gg, kterou vsak miizeme stale povazovat v jistém rozsahu za kvalitni. Zvlasté
vzhledem k tomu, ze byla uvedena jiz v roce 1749. Nejméné presna je pochopitelné aproxi-
mace 1j pro malé vychylky, ktera je stale konstatni a nezohlednuje amplitudu kmitt. Jeji
chyba, jak je patrné i z obr. 4.4, velmi rychle roste oproti ostatnim vztahtim. Po pocatecni
vychylce vétsi nez 60° ztraci i Bernoulliho vztah kvalitativni vyznam, jelikoz i jeho chyba
se poté prudce kumuluje. Kdyz bychom pii odvozeni zahrnuli vice ¢lentt nekonecné rady,
aproximaci bychom zpfesnili. Naopak Tj,, vykazuje i pfi vétsich amplitudach relativné
malou chybu.

4.4. Otazka stability resSeni

V této kapitole posoudime otazku stability naseho nelinedrniho modelu. Uvazujme tedy
systém (4.1) pfislusny dané nelinearni diferencialni rovnici druhého fadu, tj.

“_,
dt
dv

== —w? sin ¢. (4.9)
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4.4. OTAZKA STABILITY RESENI

ProtozZe soustava (4.9) je nelinedrni autonomni systém, pfipomenme nejprve pojem sta-
bility singularniho bodu a souvisejici vlastnosti pro tyto systémy.

Uvazujme soustavu rovnic

i = f(x), (4.10)

kde f : Q@ — R"™ ma spojité prvni parcidlni derivace na mnoziné¢ 2 C R" z : R — (L.
Necht z* je singuldrni bod, tj. f(z*) = 0.

Bod z* se nazyva stabilni, jestlize ke kazdému e > 0 existuje 0 > 0 takové, ze plati
implikace

|z(0) — 2" < 6 = |z(t) — x*| < e pro vSechna t >0,

kde z(t) je FeSeni (4.10) s pocateéni podminkou z(0) v ¢ase t = 0.

Bod z* se nazyva atraktivni, je-li stabilni a navic existuje n > 0 takové, ze plati
implikace

|z(0) — 2| < p = lim x(t) = z™.
t—o00

Bod z* se nazyva nestabilni, neni-li stabilni.
Nazorné feceno: stabilita znamend, ze feseni zacinajici ,blizko“ x* zistane ,blizko* x*
pro vSechna t < 0. Atraktivita znamena navic, ze feSeni zac¢inajici ,blizko” z* konverguje
k x* pro t — oo.

Jacobiho matici systému (4.10) rozumime matici J, kde

Oh  Of1 oft
or1 Oxo Oxn
Ofn  Ofn Ofn
ox1 Oxo T Oxn

Nyni uvazujme, ze systém (4.10) je nelinedrni. Pomoci vlastnich ¢&isel pak mizeme
snadno rozhodnout o atraktivité, resp. nestabilité singuldrniho bodu x* takového systému.

Véta (Linearizované (ne)stabilita). Necht f(x) md spojité proni parcidlni derivace na okoli
stacindrniho bodu x*.

1. Mayji-li vSechna vlastni ¢isla matice J(x*) zdporné€ redlné casti, pak je x* atraktivni.
2. Existuje-li vlastni ¢islo s kladnou realnou casti, pak x* neni stabilni.

Poznamka. V Jacobiho matici se vyskytuji proni parcidlni derivace, tedy pravé strany
systému rozvigime do Taylorova polynomu proniho stupné v okoli singuldrniho bodu a cleny
vyssich radu zanedbdvdame. Poznamenejme take, Ze linearizacni véeta vibec nepokryvd hra-
nicni pripad stability, tedy kdyz jsou redlné casti vliastnich cisel nulové.

Uzitim této linearizacni véty posoudime otazku stability singuldrnich bodt naseho
nelinearniho modelu (4.9). PoloZime tedy pravé strany rovny nule a budeme hledat singu-
larni body. Je dobré si z fyzikalniho hlediska uvédomit, ze polozime-li prvni derivace obou
proménnych rovny nule, pak hledame stav, kdy mé kyvadlo nulovou rychlost i zrychleni,
je tedy v klidu.
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4. NELINEARNI MODEL MATEMATICKEHO KYVADLA

Thned ziskdvame dva typy singuldrnich bodu [¢, 7]:

[2k; 0]
[(2k + 1)m; 0] pro k € Z. (4.11)

Ackoli bychom soufadnici ¢ mohli matematicky vyjadrit pouze jako nasobky k7, pro
které je funkce sin ¢ nulova, je tfeba rozlisit dva fyzikadlné navzajem zcela odlisné pii-
pady. Prestoze v obou z nich, jak lze vycist z druhé souradné slozky singularniho bodu,
je rychlost kyvadla nulové, lisi se poloha (vychylka) kyvadla. V prvnim pfipadé se na-
chazi v rovnovazné poloze s minimalni energetickou hladinou, tedy pod bodem zavésu
(jako bychom kyvadlo ani nevychylili). Ve druhém pak je situace opacna a hmotny bod se
nachézi pfesné nad bodem zavésu. V realité je takova poloha uz pouze vzhledem k defor-
maci provazového zavésu nesmyslnd, ale v nasem jednoduchém modelu tento stav muze
nastat a je tfeba jej oddélit.

Poznamka. Ackoli z formdlniho hlediska dostdvame zdpisem vyjadrenym pomoci kon-
stanty k (4.11) nekonecné mnoho singuldrnich bodi, jednd se pouze o tyto dvé zdkladni
polohy kyvadla.

Spoc¢téme Jacobiho matici pfislusnou systému (4.9), tj.

J= ( e ) ; ) . (4.12)

Dosadme prvni singularni bod [2k7; 0], tudiz dostdvame

szkmso) = (% 4 ).

—W

kde prislusna vlastni ¢isla jsou tvaru

)\172 = +iw.

Na zakladé pravidel klasifikace singularnich bodt soustavy dvou linedrnich ODR 1 lze
ihned usoudit, ze singularni bod [2k7; 0] je stabilni stfed. Z matematického hlediska to
znamenad, ze kazdym bodem ryziho okoli tohoto singuldrniho bodu prochéazi trajektorie
feseni v podobé uzaviené krivky.

Dle linearizacni véty 4.4 nemiizeme na zakladé stability tohoto singularniho bodu
rozhodnout o stabilité stabilité prislusného singularniho bodu piivodniho nelinearniho
systému (4.9). Tato stabilita vSak vyplyva z periodického charakteru Feseni ukézaného
v kapitole 4.2. Fyzikalné lze tuto vlastnost interpretovat tak, ze netlumené kyvadlo bude
neustale oscilovat kolem tohoto rovnovazného stavu s konstatni amplitudou.

Nyni analyzujme stabilitu druhého singuldrniho bodu [(2k+1)m; 0] tim, Ze jej dosadime
do Jacobiho matice (4.12), tj.

J([(2k+1)7r;0]):( 0 é)

w

Odpovidajici vlastni ¢isla matice jsou
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4.4. OTAZKA STABILITY RESENI

)\1,2 = :|:(JJ,

dle kterych mtzeme bod [(2k + 1)m;0] klasifikovat jako nestabilni sedlo. Znamena to,
ze existuji trajektorie FeSeni, které k tomuto bodu s rostoucim (i ,klesajicim“) casem
konverguji, ale i ty, které se od né€j naopak vzdaluji. Na zakladé linearizacni Véty 4.4
muzeme tuto nestabilitu vztahnout i na pfislusny singularni bod nelinearniho modelu
(4.9). To odpovida i fyzikalni pfedstavé, bude-li se kyvadlo nachazet v horni vrati a lehce
jej vychylime, nebude mit tendenci vratit se do tohoto stavu.

Pro lepsi ilustraci chovani linearizovaného modelu uvedeme a okometujeme piislusny
fazovy portrét feseni proménnych ¢ a v = ¢, zejména se zamérenim na okoli singularnich
bodu. K vykresleni obr. 4.5 byl vyuzit software MATLAB.

65—
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Obréazek 4.5: Trajektorie feSeni puvodniho modelu linearizovaného v okoli singuléarnich bodt.

Horizontalni osa reprezentuje vychylku kyvadla, vertikalni pak jeho rychlost. Mizeme
pozorovat, Ze s periodou 27 se opakuji dva zakladni stavy. Prvni je charakterizovan sou-
stfednymi kruznicemi, druhy pak dvéma protinajicimi se pfimkami, coz odpovida na-
Sim dvéma singularnim bodim. Kruznice reprezentuji stabilni singularni body a pifimky
naopak predstavuji singuarni body nestabilni. Sméry trajektorii jsou urceny pocatecni
dohodou kladného smyslu otaceni kyvadla.

Rozeberme si nejdriive stabilni feSeni. Pro lepsi ndzornost vychazejme z referenc¢niho
bodu, ktery je dan priisecikem nékteré z kruznic s horizontalni osou. V takovém pripadé
jsme vychylili kyvadlo ve sméru kladného uhlu (vychylka je mensi nez 7) a poustime jej
s nulovou pocatecni rychlosti. Ihned pfejdeme ve sméru Sipek do ¢tvrtého kvadrantu, coz
znamena, ze kladné vychylka se zmensuje, tedy vraci se zpét do rovnovazné polohy. Rych-
lost zaroven roste a jelikoz se jedna o vektor, zaporné znaménko nam pouze znazornuje,
ze rychlost hmotného bodu smeétuje k rovnovazné poloze. V momenté, kdy prochézime
vertikalni osou, vychylka je nulovd (priichod rovnovaznou polohou), avSak rychlost je
naopak maximdlni. Ve tfetim kvadrantu pak naopak vychylka opét roste (v zéporném
sméru) a kyvadlo se postupné zpomaluje. P¥i protnuti horizontélni osy se kyvadlo zastavi
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4. NELINEARNI MODEL MATEMATICKEHO KYVADLA

ve stejné vysce, v jaké jsme jej s nulovou pocatecni rychlosti vypustili. Cyklus poté po-
kracuje ve druhém kvadrantu a nakonec i v prvnim kvadrantu a to zcela analogicky, jak
jsme déj nyni popsali, pouze se zméni smér kyvu. Jelikoz se jedna o netlumené kmity, déj
se bude neustale periodicky opakovat po téze trajektorii. Kyvadlo se tedy nikdy nepfi-
blizi (ani neoddali) k pocatku, tedy rychlost ani vychylka nebudou nikdy souc¢asné nulové,
tudiz se kyvadlo nikdy neustali v rovnovazné poloze.

Kyvadlu mtzeme také udélit pocatecni rychlost takovou, ze prekond horni bod zvratu.
V trajektoriich potom prechazime od kruznice k sedlovému bodu a tento proces se nedale
opakuje. Z trajektorii mizeme analogicky vypozorovat i dalsi mozné pohyby vzhledem
k pocatecnim podminkam.

Je nutné si uvédomit, ze nami vykreslené trajektorie jsou pfiblizné a nékteré jsou z fy-
zikélniho pohledu nesmyslné. Na obr. 4.5 vidime, Ze hyperboly se postupné od singularnich
bodt vzdaluji a nakonec se limitné blizi nekonec¢nu. Kdybychom toto méli interpretovat,
pak by se kyvadlo mélo béhem otaceni prudce zrychlovat bez piisobeni jakékoliv dalsi
vnéjsi sily. Takovéto hrubé neprenosti jsou zplisobeny pravé linearizaci modelu a vztah-
nutim lokalnich feseni na celou rovinu.

4.5. Otazka stability modelu tlumenych kmita

V této kapitole se zamérime na otazku stability, kdybychom uvazovali nelinearni model
tlumenych kmitu (2.13). Budeme postupovat stejné jako v predchozi ¢asti, tedy vyuzijeme
linearizace v blizkosti singularnich bodt a poté vyuzijeme téchto vysledkt k posouzeni
stabilniho chovani nelinedrniho modelu.

Pfepisme nelinarni rovnici opét do soustavy

¢ =
v

—w?sin¢ — cv, 0<ec<2w.

Polozime-li pravé strany rovnic nule, dosp€jeme ke stejnym dvéma typtim singularnich
bodt jako v netlumeném pripadé, tedy

[2km; 0]
[(2k + 1)m; 0], keZ.

Jacobiho matice je v tomto pripadé tvaru

0 1
J= ( CPeosd —o ) . (4.13)

Nyni provedeme linearizaci soustavy v prvnim singuldrnim bodé [2k; 0], tedy dosadme

jej do (4.13) a dostaneme
J([2k: 0]) = < 0 1 ) .

—w? —c

Nalezneme vlastni ¢isla matice, coz znamend nalézt kofeny
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M el +w?=0,

tedy charakteristické rovnice, kterou jsme uvedli jiz v Kapitole 3.3 a vime, zZe jeji kofeny
jsou (3.3). Tedy prvni singuldrni bod muizeme opét klasifikovat jako atraktivni ohnisko.
Na zakladé linearizacni Véty 4.4 mizeme atraktivitu tohoto singularniho bodu vtahnout
(v lokédlnim smyslu) na ptislusny singularni bod nelinedrniho modelu s tlumenim. Kyvadlo
se tedy po vychyleni s ¢asem zastavi v dolni tivrati.

Dosadme druhy singularni bod a dostavame

s mop = (5 L),

w —C

kde vlastni ¢isla ziskdme feSenim rovnice

AN Fed—w?=0.
V tomto piipadé jsou tedy kofeny A; o rovny

c e+ 4w?
)\172 = —5 + T

Jsou jednoduché, pricemz jeden kofen méa zapornou realnou c¢ast a druhy kladnou,
tudiz singularni bod klasifikujeme opét jako nestabilni sedlo. Stejné jako v pripadé ne-
tlumenych kmith z této nestability vyplyva i nestabilita piislusného singularniho bodu
ptvodniho modelu.

Pro néazornost si opét vykreslime fazovy portrét linearizovaného modelu s tlumenim
v softwaru MATLAB (viz obr. 4.6).

Obrazek 4.6: Trajektorie feseni ptivodniho modelu linearizovaného v okoli singularnich bodf.
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5. DVOJITE KYVADLO
5. Dvojité kyvadlo
5.1. Popis modelu

P1i modelu dvojitého kyvadla budeme vychazet z popisu jednoduchého kyvadla v kapitole
2.1. Vsechny predpoklady kladené na jednoduchy model vztdhneme i na dvojité kyvadlo.
Model sestavime tak, ze k hmotnému bodu o hmotnosti m; na konci zavésu délky [y,
upevnéného k bodu otaceni, pripevnime dalsi zavés délky Iy s druhym hmotnym bodem
o hmotnosti ms na konci. Slozime tedy dvé jednoducha kyvadla za sebe.

Pohyb budeme stale zkoumat pouze v roviné a bez tlumeni. Po pridani dalsiho kyvadla,
které se bude pohybovat po vlastni trajektorii, nam vsak jiz nestaci pouze jeden thel ¢
k popsani polohy hmotnjch bodti, ale budeme potiebovat jesté druhy -, jelikoz soustava
mé nyni dva stupné volnosti.

Ackoli se muze na prvni pohled zdat, ze model by nemélo byt prili§ komplikované
popsat, zjistime, Ze oproti jednoduchému kyvadlu vykazuje chaotické chovani a systém
je velmi citlivy na pocatecni podminky. Z tohoto diivodu se nebudeme timto modelem
zabyvat v ramci této prace tak podrobné, jako jsme popisovali kyvadlo jednoduché, ale
uvedeme pouze nékolik krajnich pripadi jeho chovani. Model dvojitého kyvadla je jednim
ze zakladnich a nejjednodussich modelt slouzicich k demonstraci chaosu.

U dvojitého kyvadla budeme uvazovat pouze netlumené kmity.

Obrézek 5.1: Model dvojitého matematického kyvadla.
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5.2. Odvozeni pohybové rovnice netlumenych kmiti

Pomoci obr. 5.1 nazorné zavedeme kartézsky souradny systém a také orientované thly ¢

a .
Nyni mtizeme popsat souradnice polohy obou hmotnych bodi v roviné.

T = ll sin ¢
Y1 = lycos ¢
To = X1 + 12 Sin’)/
Yo = y1 + lacos,
kde x; a y; jsou soufadnice odpovidajictho hmotného bodu o hmotnosti m; (analogicky

pro 3 a o). Dané rovnice derivujme dle ¢asu, abychom ziskali slozky rychlosti hmotnych
bodi. Dostavame

X = dﬁll cos ¢

41 = —¢li sin ¢

Xo = X1 + Yla cosy
gjz = gjl — ’}/lg Sin’}/.

Derivaci provedme jesté jednou a ziskame slozky zrychleni:

&1 = Ply cos g — §2l, sin @ (5.1
) = —¢ly sin ¢ — ¢%1; cos ¢ (5.2
Ty = 21 + Hly cosy — A2lysiny (5.3
Yo = 1 — Al siny — 42y cos (5.4

— — ~—

Nyni obdobné analyzujme sily, které na hmotné body ptisobi. Jsou to gravitac¢ni sila
F, = mg a tahova sila T (sily) zavési. Stejné jako v Kapitole 2.2 vyuzijeme druhého
Newtonova zakona, takze sily miizeme ve slozkovém tvaru zapsat jako

mya, = =Ty sin¢ + Ty sinvy (5.5)
myyy = =T cos g + T cosy + mqg (5.6)
MaoTy = —Thsinvy (5.7)
Moty = —T5 oSy + mag. (5.8)

Nyni z rovnic (5.7) a (5.8) vyjadiime Thsiny a 15 cosy a dosadime do rovnic (5.5) a
(5.6). Dostavame tak

mlx"l = —T1 sin qb - mgfg (59)

mayy = =11 cos ¢ — maya + mag + M g. (5'10)
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5. DVOJITE KYVADLO

Nyni rovnici (5.9) vynasobime cos ¢, tj.

Ty sin ¢ cos ¢ = — cos ¢p(m @] + mady). (5.11)
Obdobné rovnici (5.10) vynasobime sin ¢, tj.

Ty cos ¢ sin ¢ = sin (—mqy; — Mals + Mag + myg). (5.12)

Jelikoz levé strany rovnic (5.11) a (5.12) se rovnaji, dostavame rovnici

— cos @(Mmy @1 + medy) = sin p(—mayy — magamag + mig). (5.13)

Vynéasobme rovnici (5.7) funkei cos 7y, tj.

T cosysiny = —msad cos 7, (5.14)

a rovnici (5.8) sinvy, tj.

Ty cosysiny = siny(—mags + mag). (5.15)
Z (5.14) a (5.15) tak ziskdme rovnici

— Mady cosy = siny(—mals + mag). (5.16)

Vezme-li nyni v ivahu ziskané rovnice (5.13) a (5.16), do kterych dosadime vztahy (5.1)
az (5.4), ziskdme soustavu dvou diferencialnich nelinearnich rovnic vzhledem k nezndmym
(}5 a 7. Tuto soustavu nelze nijak lehce vyTesit pomoci elementarnich tprav, které jsme
vyuzivali dosud a musime ji zadat do softwaru - napi. MATHEMATICA. Po vyreSeni
a upravé pak dostavame vysledné pohybové rovnice dvojitého kyvadla ve tvaru

g(2my +my) sin ¢ — gmg sin(2y — @) — 2masin(y — ¢) (1102 cos(y — @) + 1o3?)
[1(2my — mg cos(2y — 2¢) + ms)

2sin(y — ¢)(gmi cos ¢ + gmg cos  + limid? + limag? + lama? cos(y — ¢))
a lo(2my — mg cos(2y — 2¢) + mo)

§=—

(5.17)

Porovnameli tento vysledek s (2.4), vidime, Ze ackoli samotny model dvojitého kyvadla
neni kontrukci natolik odlisny od kyvadla jednoduchého, dostavame znacné komplikova-
néjsi vysledek. V tomto pripadé nemé smysl hledat analytické feseni jako u modelu jedno-
duchého kyvadla a rovnice miizeme feSit pouze numericky mimo nékteré velmi specialni

pripady.

Poznamka. Zpiusobi odvozeni této pohybovée rovnice je hned nékolik. Mohli bychom na-
priklad vyuzit Hamiltonovy systémy, které jsme zminili na konci kapitoly 4.2. Nicméné
1 pohybovou rovnici jednoduchého kyvadla jsme odvozovali z pohledu klasické mechaniky,
tak jsme této formy pridrzeli i v tomto modelu.

Oproti [4] jsme ziskali z hlediska znamének lehce odlisné pohybové rovnice. Je to zpi-
sobeno tim, Ze jsme pri odvozovani zvolili jinou orientaci souradného systému.
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5.3. PERIODA KMITU
5.3. Perioda kmitu

Prestoze je model dvojitého kyvadla komplikovany a podrobny rozbor pohybu je nad
ramec této prace, okomentujme v této kapitole alespon stru¢né jeho chovani z hlediska
periodicity.

Predpokladame-li, ze kyvadlo se nachazi v tithovém poli, které charakterizuje tihové
zrychleni g, jeho kmitani je zavislé na jeho parametrech mq,mo, [y, s a pocatecnich pod-
minkach

$(0) = ¢o
<Z5(0) = éo
7(0) =%
7(0) =%

Stejné jako v pripadé jednoduchého kyvadla budeme predpokladat, ze kyvadlo pous-
time z klidu, tedy ¢y = Yo = 0. Dvojité kyvadlo vykazuje chaotické chovéni, coz nezna-
mena, ze se pohybuje zcela nahodné, ale je velmi citlivé na pocatecni podminky. Tedy
jejich malé zména zpuisobi naprosto odlisny vysledek z hlediska pohybu. Se zvétsujici se

Vzhledem ke slozitosti pohybovych rovnic (5.17) neexistuje obecny jednoduchy vy-
pocet pro dobu kyvu. Uz pfi jednoduchém kyvadle jsme museli pracovat s eliptickym inte-
se pouze na velmi malé vychylky, model vykazuje podobné chovani, jako jsme pozorovali
u jednoduchého kyvadla. Jedna se o dva piipady. O tom, ktery nastane, rozhoduji poca-
tecni podminky, tedy z jaké pozice kyvadlo vypustime.

Prvni moznost je, ze kyvadlo se nepatrné kyve kolem rovnovazného stavu, pricemz thly
¢ ay jsou ve fazi (rozdil fazovych Ghli je nulovy). Jinymi slovy, vychylky x; a xo hmotnych
bodl maji vzdy stejné znaménko. V jistém smyslu se tak jedna o pripad ,,prodlouzeného®
jednoduchého kyvadla.

Budeme-li tedy pro tuto variantu pfedpokladat, ze my >> m; a v ~ 0, mizeme
periodu kyvu aproximovat (viz [5]) jako pro jednoduché kyvadlo s délkou zavésu Iy + lo.
Pro dobu periody T pak plati

L +1
T1:27T 1+2.
g

Pro druhou mozZnost naopak plati, Ze thly ¢ a v maji opacnou fazi (rozdil fazovych
thlt je 7). Vychylky z; a xo pak maji v kazdém cCase opacné znaménko. Specidlnim
pripadem je pak stav, kdy x5 = 0, coz znamena, ze druhy hmotny bod se pohybuje pouze
po vertikalni piimce prochézejici rovnovaznym stavem.

Uvazujme tento piipad x; >> x5, kde zména soufadnice y, v pribéhu kmitani bude
nulova, tedy druhy hmotny bod se témér nepohybuje. Predpokladame-li I; ~ [, po-
hyb prvniho hmotného bodu je témér totozny s pripadem, kdyby byl upevnén uprostied
na dvou natazenych a ukotvenych zavésech, pficemz na néj ptisobi tahova sila o velikosti
mag. Potom (viz [5]) pro dobu periody T3 plati
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5. DVOJITE KYVADLO

my(ly +1
Tho=m —1(1+ 2).
mag
Kdyz bychom zvolili konkrétni parametry kyvadla, zjistili bychom, ze T} > T5 a tedy
frekvence kmit druhé varianty kmitani je vétsi nez pri prvnim zptisobu kmitani.

5.4. Stabilita a chaotické chovani

Vzhledem ke slozitosti pohybovych rovnic dvojitého kyvadla (5.17) nemtzeme provést
obdobnou analyzu stability, jako jsme ji udélali v pfipadé jednoduchého kyvadla. Dvo-
jité kyvadlo vykazuje oproti pfedchozimu modelu chaotické chovani. Termin chaos zde
nebudeme presné definovat, jelikoz matematické pozadi jeho zavedeni neni elementarni
a budeme jej chapat v intuitivnim slova smyslu.

Chaotické chovani vykazuji nelinearni dynamické systémy, které mohou byt i determs-
nistické, tj. z matematického pohledu se v nich nevyskytuje zadna ,nahodnost*“. Chaos
potom chapeme jako citlivost vii¢i pocatecnim podminkam, tedy i jejich sebemensi zména
zpusobi zcela odlisny vysledek. Dynamické systémy, stejné tak i v pfipadé dvojitého ky-
vadla, se fidi jednoduchymi fyzikalnimi zakony, presto tato jejich vlastnost znemoznuje
presné predikovat stav, ve kterém se budou nachazet za delsi casovy interval. Pri pro-
vadéni experimentii takovych systémi nelze zopakovat dva stejné vysledky, stejné jako
nejde vysledek pokusu predvidat.

U dvojitého kyvadla zalézi na tom, kolik mu doddme na pocatku celkové energie.
Jestlize je pocatecni energie soustavy velmi malé, lze zanedbat vliv nelinedrnich ¢lenti
v rovnici (viz linearizace jednoduchého kyvadla) a hmotny bod potom mirné osciluje
kolem dolni tivraté jako v pripadé jednoduchého kyvadla. Pro netlumené kmity by pak
tento rovnovazny stav byl opét stabilni.

Kdybychom naopak kyvadlu dodali dostatecné velké mnozstvi energie, zavés by ztistal
napnut a hmotny bod by se neustale otacel kolem bodu zavésu v témze sméru.

Nicméné pro pocatecni podminky zvolené mezi témito dvéma krajnimi stavy uz pohyb
kyvadla jednozna¢ny neni. Oba zavésy mohou rotovat nezavisle na sobé a nemizeme
snadno odhadnout, kdy se jeden nebo druhy pretoci.

Obecné tedy nelze u takového modelu hovotit o stabilnim ¢i atraktivnim chovani.
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6. Zavér

Prace se zabyvala analyzou jednoduchého a dvojitého matematického kyvadla, pricemz
obsahové je pfevazné zameétfena na studium prvniho zminéného modelu. V pripadé jedno-
duchého kyvadla byla hned nékolika zptisoby odvozena pohybova rovnice, pfi jejimz na-
sledném rozboru byly uvazovany netlumené, avsak i tlumenéné kmity oscilatoru. Analyza
stabilniho a periodického chovani se pak samotnatné vénovala linearizovanému i nelineari-
zovanému modelu. Vzhledem k chaotickému chovani dvojitého kyvadla, jehoz dikladnéjsi
rozbor by vyzadoval matematicky aparat presahujici ramec této prace, byla tomuto mo-
delu vénovana pouze zavérecna kapitola. V ni bylo uvedeno odvozeni pohybové rovnice,
perioda kmitt krajnich pripad kmitani a stru¢né okomentovano chaotické chovani kyva-
dla.

Ptvodni pfinos této prace spociva predevsim v matematickém pozadi otazky existence
periodického feSeni jednoduchého kyvadla (v autorovi dostupné literatufe otdzka FeSena
neni, nebo je povazovana fyzikalné ¢ intuitivné za ,zfejmou”) a samotném vypoctu doby
kmitl oscilatoru. Dosazené vystupy prace byly pak samostatné graficky znazornény po-
moci softwaru, zejména v prostiedi MATLAB.

Na vysledky této prace lze navazat zejména dikladnéjsi analyzou dvojitého kyvadla
a chaotického chovani. Déle je zde prostor pro uvedeni vice zptisobtl aproximaci iplného
eliptického integralu a dosazeni pfesnéjsiho odhadu periody netlumeného jednoduchého
kyvadla.
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7. Seznam pouzitych zkratek a

o
symbolu
¢ [rad| Vychylka kyvadla
v [rad] Vychylka kyvadla (viz dvojité kyvadlo)

v=¢ [rads™!] Uhlova rychlost

¥ [rads™!] Uhlova rychlost (viz dvojité kyvadlo)

¢ [rads™?] Uhlové zrychleni

¥ [rads™2] Uhlové zrychleni (viz dvojité kyvadlo)
¢o [rad] Pocatecni vychylka

Yo [rad] Poc¢ateéni vychylka (viz dvojité kyvadlo)

vo = ¢ [rads™']  Pocateéni rychlost

Yo [rads™] Pocatecni rychlost (viz dvojité kyvadlo)
m [kg] Hmotnost hmotného bodu
1 [m] Délka zavésu kyvadla

g [ms™? Gravita¢ni zrychleni

c Faktor tlumeni

F [N] Sila

M [Nm)] Moment sily

E [J] Celkova energie kyvadla

K [J] Kinetické energie kyvadla
P [J] Potencialni energie kyvadla
T [s] Perioda kmiti

f s Frekvence kmitt

A Vlastni ¢isla

R Mnozina realnych cisel

7 Mnozina celych cisel

o

Jacobiho matice
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