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Abstrakt

Cilem predkladané préace je vytvoreni nelinedrniho dynamického modelu volného prutu
zatizeného sledujici silou. Redlnym predobrazem modelu je Stihla pruznd raketa zatizend
tahem reaktivniho motoru. Vzhledem k povaze tlohy musi model umozinovat velké defor-
mace. Dal8imi pozadavky na aplikovany model je vystizeni materidlového tlumeni, tlumeni
vlivem interakce modelu s okolnim prostiedim a zavedeni vlivu gravita¢niho pole. Model bude
v budoucnu pouzit pro studium pokritického chovani uvazované konstrukce, proto je jednou
z priorit nizka ¢asova ndroc¢nost simulace.

Vlastni vytvofena formulace numerického modelu bude implementovana v programovacim
jazyku Java. Pro zobrazeni prubéhu simulace a sledovani stavovych proménnych bude vy-
tvofeno odpovidajici grafické prostiedi.

Spravnost odvozeného modelu bude ovéfena porovnanim vybranych hodnot s analytickym
feSenim.

Klicova slova

Fyzikalni diskretizace kontinua, metoda tuhych dilcu, Lagrangeovskd mechanika, pohy-
bové rovnice, nekonzervativni zatizeni, velké deformace.



Abstract

The aim of the presented thesis is to create a non-linear dynamical model of a free rod
loaded by a follower force. The model is inspired by a slender flexible missile loaded by an
end thrust. Because of the nature of the problem, the model has to be capable of large
deflections. Another requirements on the model are to implement material the damping and
the damping due to the interaction of the model with a surrounding medium and the influence
of gravitational field. In the future, the model will be used for examination of the post-critical
behavior of such construction. Therefore low computational demands of the simulation are
required.

The derived formulation of the numerical model will be implemented using the Java
programming language. For observation of the simulation process and for monitoring of the
state variables, an appropriate graphic interface will be created.

The accuracy of the derived model will be verified by the comparison of selected values
to the analytical solution.

Keywords

Physical discretization of continuum, rigid finite element method, Lagrangian mechanics,
equations of motion, nonconservative load, large deflections.



Bibliograficka citace prace

MASEK, Jan. Modelovéni volného prutu zatizeného sledujicim zatizenim. Brno, 2014. 64 s.,
15 s. piil. Bakalarska prace. Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta stavebni, Ustav stavebni
mechaniky. Vedouci prace Ing. Petr Frantik, Ph.D.



Prohlaseni

Prohlasuji, Zze jsem svou bakalafskou préaci zpracoval samostatné, pod odbornym vedenim
vedouciho prace Ing. Petra Frantika, Ph.D., a ze jsem uvedl vSechny pouzité informacni
zdroje.

V Brné dne 30.5.2014

podpis autora
Jan Masek



Podékovani:

R&4d bych podékoval vedoucimu své bakalaiské prace panu Ing. Petru Frantikovi, Ph.D.
za otevieny a konstruktivni odborny a pratelsky osobni pristup v pribéhu nasi spoluprace.
Predevsim diky jeho nezistné pomoci jsem si osvojil schopnosti a zptusob mysleni nezbytné
k vypracovani této prace.

Déle bych rad podékoval vyuéujicim a védeckym pracovnikim Ustavu stavebni mecha-
niky, ktefl ve mné svym nadsenim a peclivou praci probudili podobné zalibeni v mechanice.

V neposledni fadé chci podékovat svym rodi¢um, ktefi mé vzdy neunavné podporovali
a poskytnuli mi tak skvélé zazemi po celou dobu studia. Podékovani patii i mému bratrovi,
bez jehoz pomoci a podpory by pro mne studium bylo mnohem obti{zné;jsi.

V Brné dne 30.5.2014

podpis autora
Jan Masek



Obsah

|1 Teoreticky uvod| 13
1 ikal . .. 13

L1l Uvodahistorid . . . . ... .. 13
[1.1.2 Pravouhla souradna soustaval . . . . .. .. .. ... ... ....... 14
[.L1.3  Polarni soufadna soustaval . . . . . . . . .. .. ... ... ..., 16
[1.1.4  Newtonovy pohybové zakony| . . . .. ... .. ... ... ... .... 17
[1.1.5  Zakon zachovani hybnosti| . . . . . ... ... ... ... ... 0. 18
[1.1.6  Raketovy pohon| . . . . ... ... ... ..o o 19
....................................... 21
[1.2.1 Potencialni energie] . . . . . . . . ... oL 21
[1.2.2  Kineticka energie| . . . . . . . ... L oo 22
[1.2.3  Zakon zachovani energie| . . . . . . . ... ... ... L. 22

1.3  Lagrangeovska mechanika] . . . . . ... ... ... ... o000 24
[1.3.1  Zobecnéné souradnice systému| . . . . . . ... ... 24
[1.3.2  Konfiguracni prostor, zobecnéné rychlosti systému| . . . . . . . . . .. 24
[1.3.3 Lagrangeova funkce| . . . . . .. ... ... ... ... ... 24
[1.3.4  Virtualni posunuti, virtualni prace| . . . . . . . .. .. ... ... ... 25
[1.3.5  D’Alembertuv princip| . . . . . . . . . ... 26
[1.3.6  Hamiltonuv pricip nejmensi akce| . . . . .. ... ... ... ... 26
[1.3.7 Lagrangeovy rovnice| . . . . . . . . .. .. oo 27

[1.4  Pohybové rovnice a jejich feseni|. . . . . . . . ... ... 28
[1.4.1  Pohybové rovnice|. . . . . . . ..o 28
[L42 Fulerovametodal . . . . ... ... . o o oo oo 28
[1.4.3  Semi-implicitni Fulerova metoda) . . . . .. . . ... ... ... .... 29
[1.4.4  Runge-Kuttova metodal . . . . .. ... ... ... ... ........ 30

[1.5  Zdroje nelinearit| . . . . . . . . ... 31
[L5.1  Geometrickd nelinearital . . . . . . . . ... ... ... ... ... 31
[1.L5.2 Materialova nelinearital . . . . . .. ... ... ... ... ... .... 32
[1.5.3  Nelinearita zpusobena okrajovymi podminkami| . . . . . . .. ... .. 32

1.6 Konzervativni a nekonzervativni sily| . . . . . . .. .. ..o L. 33
[1.6.1 Konzervativnisily|] . . . ... ... ... 0 oo 33
[1.6.2  Nekonzervativnisily|] . . ... ... ... ... ... .. 33

[1.7  Metoda tuhych diled| . . . . . . .. .o oo 34




OBSAH

2__Odvozeni numerického modelul 36
1 Uvod. . ... 36
[2.1.1 Princip odvozeni| . . . . . .. .. ... ... 37

.2 NETEIE| . . . o o o o e e e e 37
[2.2.1 Kineticka energie modelul . . . . ... ... ... .. 00000, 37

[2.2.2  Potencialni energie modelu| . . . . ... ... o000 0oL 40

2.3 Pohybové rovnice| . . . . . ..o 41
2.3.1 Maticovy tvar|. . . . . . ... . 44

2.4 Aplikovany model volného pruty| . . . . . . . ... 00000000 47
2.4.1 Sledujicisilal . . ... ... . 47

2.4.2 Materialové tlumenil . . . . . . .. .. oo oo 48

[2.4.3  Tlumeni vlivem okolniho prostredi] . . . . . . . ... .. ... .. ... 49

[2.4.4  Gravitacni zrychleni] . . . . . .. ... o oo oo 52

[2.4.5 Aplikovany model| . . . . .. ... ... oo oL 52

13 Vysledky numerickych simulaci 53
3.1 Vlastni frekvence prutul . . . . . . ... ... oo 53
8.2 Konzola zatizena vlastni tihoul . . . . . . . . . ... ... ... ... 959
B.3 Kritickasilal . . . . . .. 56
[3.3.1 Volny prut| . . .. ... ... 56

B32 Konzolal . . . . ... ... 58

4 Implementace modelu| 59
4.1  Implementace metod reseni dynamického systémul. . . . . . . ... ... ... 59
MI1 Fulerovametodal . . . . . . . ... ... 60

4.1.2  Semi-implicitni Fulerova metoda) . . . . . . . .. ... ... ... .. 60

4.1.3  Runge-Kuttova metodal . . . . .. ... ... . ... ... ... ... . 61

4.2 Srovnani metod reseni dynamického systémul . . . ... L0000 65
4.3 Grafické prostiedi modelul . . . . . . ..o o oo 67
6_ZAavér] 70
5 V dyl . . e 71
[Citeratural 72
ISeznam symbolul 74
|[Seznam priloh| 76
77
|A: Implementace modelu v jazyce Javal. . . . . . . ... o 77

IB: Kompaktnidiskl . . . ... ... ... o 90

10



Seznam obrazku

[1.1  Zatridéni klasické mechaniky| . . . . . . .. ... ..o o o000 13
[1.2 Poloha bodu P v souradné soustavel) . . . .. ... ... ... . ... ..... 14
[1.3 Poloha bodu P vzhledem k pohybujici se soufadné soustave z'y'z".| . . . . . . 16
1.4 Poloha bodu P v polarni souradné soustave.|. . . . .. ... ... ... .... 16
[I.b Raketa zatizena tahem motorul . . . . . . ... ... oo 0oL 19
[1.6  Transla¢ni a rota¢ni pruzina.| . . . . . . . . . ... ... 22
[1.7  'Tuhé kyvadlo s jednim stupném volnosti.| . . . .. ... ... ... ...... 22
1.8 Trajektorie vyvoje dynamického systému.| . . . . . .. . ... ... ... ... 27
1.9 _Konzola zatizena osameélou siloul . . . . . . . . ... 31
[1.10 Nelinearni pracovni diagram materialu.| . . . ... ... ... ... ... ... 32
[1.11 Priklady nékterych nelinearnich vazeb. . . . . . . . ... ... .. 0. 33
[1.12 Znazornéni konzervativnich vlastnosti gravitacni sily.f . . . . . . . . . ... .. 34
(1.13 Pruzna stihla raketa zatizena tahem motoru) . . . ... ... ... ... ... 34
[1.14 Idealizace konstrukce metodou tuhych dileu.). . . . . . . ... ... ... ... 34
[1.15 Varianty kontaktnich kumulatoru pretvoteni| . . . . . . . .. ... ... ... 35
[2.1  Model volného prutu zatizeného sledujici silou.| . . . . . . .. ... ... ... 36
2.2 Model volného prutu.| . . . . ... ... ... o 37
2.3 Prvnidilecmodelul. . . . .. .o oo 38
2.4  Pusobeni sledujicisily,| . . . . . . . .. o 47
[2.5  Odvozeni zavislosti utlumu na sméru pohybu modelu.| . . . . .. .. ... .. 50
3.1  Konvergence hodnoty prvni vlastni frekvence volného prutu.. . . . . . . . .. 54
[3.2  Zavislost vypocetni doby na poctu dilcu.|. . . . .. .. ..o 54
8.3 Konzola zatizena vlastni tihoul . . . . . . . . ... ... oo 55
|3.4  Konvergence hodnoty kriticke sily volného prutu,| . . . . . . . .. ... .. .. 57
[3.5  Narust vypocetni doby s poc¢tem stupnu volnosti.| . . . . . . .. ... .. ... 57
3.6 Konvergence hodnoty kritické sily konzoly.|. . . . . .. .. .. ... ... ... 58
4.1 Maximalni ¢asovy krok v zavislosti na poctu dilcu a metodé.| . . . .. .. .. 65
|4.2  Vypocetni doba v zavislosti na poctu dilcu a metodé.f. . . . . . ... ... .. 66
4.3 Zakladni grafické prostredi modelu.|. . . . . . ..o o000 68
4.4 Zobrazeni stavové proménné v zavislostina ¢ase.| . . . . . .. ... ... ... 69
4.5 Zobrazeni stavovych proménnych ve vzajemné zavislosti. . . . . . . .. . .. 69
4.6 Zobrazeni proménnych stejného typu.| . . . . . ..o o000 69

11



Seznam tabulek

[3.1 Srovnani vypoctenych vysledku s analytickym resenim vlastnich frekvenci.|. . 53
13.2  Konvergence hodnoty prvni vlastni frekvence a odpovidajici vypocetni doba.| 54
[3.3  Porovnani vysledku pruhybu a pootoceni volniho konce konzoly|. . . . . . .. 59
13.4  Vysledky simulaci specialniho modelu volného prutu.f. . . . . . . . ... ... 56
13.5  Vysledky simulaci provedenych v aplikaci FyDiK.. . . . ... ... ... ... 56
3.6 Vysledky simulaci specialniho modelu konzoly,| . . . ... ... ... ... .. 58
4.1 Maximalni ¢asovy krok v zavislosti na poctu dilcu a metodé.| . . . ... . .. 65
4.2 Vypocetni doba v zavislosti na poctu dilcu a metodé.f. . . . . ... ... ... 66

12



Kapitola 1

Teoreticky tvod

V uvodni ¢asti préace je zapotiebi pohovofit o teoriich a pojmech, jenz jsou v dalsich ¢astech
prace pouzity. Prestoze lze u Ctendfe predpokladat znalosti fyziky, matematiky a stavebni
mechaniky, je na misté mu nabidnout kompaktni teoreticky uvod, ktery navic predejde
ptipadnému nedorozumeéni.

1.1 Klasicka mechanika

1.1.1 Uvod a historie

Mechanika je védni obor zabyvajici se studiem pohybu téles v prostoru a case. Jeji soucast,
klasické mechanika, zkoumd pohyb téles a objektu v makroskopickém métitku E| pri rychlosti
vyrazné nizsl nez rychlost svétla, viz. obrazek

Rychlost
7 =
< 38x108 ms! =3x10% ms?
g C e
Q.Q Klasické Relativisticka
NN mechanika mechanika
2N A
Q
g
I
=
QE
[ Kvantovéa Kvantova
i mechanika teorie pole

Obrazek 1.1: Zatiidéni klasické mechaniky.

S mechanickymi jevy se ¢lovék potyka od samych pocatku vlastni existence. Napiiklad
statickd rovnovaha, princip péky, kladky, naklonénd rovina a dalsi jednoduché stroje, byly
predmétem badéni védcu a vynalezcu jiz ve starovékém Recku. Jednim z nejvyznamnéjsich

'Rozmeéry télesa jsou dosti velké pro pozorovani pouhym okem.
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TEORETICKY UVOD

Klasickd mechanika v dnesSni podobé se zacala utvaret v 16. stoleti s nastupem tzv.
moderni empirické védy, jenz se opird predevSim o experiment a méfeni. Zde je vhodné
poznamenat, ze patrné mnohem vétsi nesndzi nez nevyvinutd technologie byl pro tehdejsi
védce mnohdy zatrvrzely odpor spole¢nosti. Mezi nejvétsi osobnosti té doby patii naptiklad
GALILEO GALILEI a BLAISE PAsCAL. Pravym otcem klasické mechaniky je potom ISAAC
NEWTON, jenz v roce 1687 ve své praci Philosophiae Naturalis Principia Mathematica pub-
likoval zakon vSeobecné gravitace a tii pohybové zakony, viz [18].

1.1.2 Pravoihla souradna soustava
Poloha bodu v pravoiihlé soufadné soustavé

Kazdému bodu P v trojrozmérném prostoru muze byt pritazen vektor r, ktery urc¢uje jeho
polohu vzhledem ke zvolenému pocatku O souradné soustavy zyz, viz obrazek Vektor r
Ize formulovat jako:

r=zi+yj+zk, (1.1)
kde z,y, z jsou redlnd cisla, /i\,ja k jsou potom tzv. jednotkové vektory, které reprezentuji osy

pravoihlého soufadného systému. Pro tyto vektory plati:

i=|0],j= 11|, k= |0]|. (1.2)
0 0 1

Sosa y

Obréazek 1.2: Poloha bodu P v soufadné soustave.
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TEORETICKY UVOD

Rychlost bodu v pravotuhlé souradné soustavée

Rychlost pohybu bodu P v prostoru lze chapat jako velikost okamzité zmény vektoru r
popisujiciho jeho polohu. Vektor rychlosti v lze potom zapsat jako:

dr Ar
= — = lim — 1.
VT @ T S0 AE (13)
kde Ar je zména vektoru r za ¢asovy okamzik At, tedy:
Ar =r(t + At) —r(1). (1.4)
Pred dosazenim do vyrazu (1.3]) pfipomenme, Ze obecné plati:
d da db
— b)=—+ —. 1.5
@@t =gty (1.5)

Potom je jiz mozné vyjadrit vektor rychlosti v:

d dr~ dy~ dz~
— r_i'_|_7yj+ik’ (16)

M T T TR T
¢emuz odpovida:
v=v,i+0v.j+ vyﬁ. (1.7)
Pro dalsi potfeby jesté poznamenejme, ze tedy plati:
dz dy dz
e - 7 - = 1.8
R T AT (18)

Pohybliva soufadna soustava

Pti pozorovani chovani pohybujiciho se télesa muze byt vyhodné jeho polohu nebo polohu
jeho ¢asti vztahovat k vhodné umisténé pohyblivé soufadné soustave.

Uvazujme pohybujici se pravotihlou soufadnou soustavu z’y’z’ a soustavu xyz, kterd je v
klidu. Polohu bodu P vzhledem k pocatku O soustavy zyz urcuje vektor r, polohu poc¢atku O’
soustavy x'y'z’ potom vektor s, viz obrazek Polohu bodu P vuéi pohybujici se soustavée
2'y'2" 1ze popsat vektorem r’:

' =r— R(t). (1.9)
Vektor rychlosti pohybu v/ bodu P, tedy zménu jeho polohy v ¢ase, lze vyjadrit snadno:

, _dr dr dR(t)

- - _ 1.10

VS T @ at (1.10)
Zkracené tedy:

vVi=v-V, (1.11)

kde V je vektor rychlosti pohybu pocatku O’ soustavy x'y’'z’ vzhledem k soustavé zyz.

P1i reSeni tlohy nejen v mechanice je vhodné zvolit pocatek souradného systému tak,
aby bylo pozorovani chovani modelu co moznd nejsnazsi. Jak bude ukézéno pozdéji, v
predkldadaném modelu je pouzita stacionarni soufadnd soustava pro sledovani polohy mo-
delu v prostoru a zaroven pohybliva soufadna soustava, jejiz vyhodné pouziti bude vysvétleno
pozdéji.

15



TEORETICKY UVOD

e
+Y

Obrézek 1.3: Poloha bodu P vzhledem k pohybujici se souradné soustavé 'y’ z’.

1.1.3 Polarni souradna soustava

Jak bylo ukazéano, v pravoihlé souradné soustavé lze snadno popsat polohu i rychlost bodu.
U nékterych loh je ale vyhodngjsi zvolit polarni soufadnou soustavu, jenz muze byt piehlednéjsi
a feSeni muze znacné zjednodusit.

Namisto pravouihlych soufadnic je poloha bodu P v polarni soufadné soustavé urcena
thlem ¢ a pruvodi¢em r, viz obrazek

Obréazek 1.4: Poloha bodu P v polarni soufadné soustavé.

Vektor w je vektorem 1ithlové rychlosti kolmo na pruvodié r. Vektor T potom znazornuje
zménu délky pruvodice r v Case pfi konstantnim thlu . Lze tedy psat:

w =
_de
1.12
g = 4 o
odt

Rychlost pohybu bodu P v roviné lze popsat vektorem v, ktery vznikne slozenim vek-
tora w aT, tedy:

vV=w+T. (1.13)
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TEORETICKY UVOD

Pro prevod mezi pravouhlymi a polarnimi soufadnicemi bodu P lze snadno odvodit
vztahy:

rp = |I'| Cos @,

) (1.14)
yp = |r| singp,
pricemz:
r| = \/2h + yp,
(xp> (1.15)
@ = arctan | — | .
yp

1.1.4 Newtonovy pohybové zakony

Jak jiz bylo zminéno, ISAAC NEWTON v roce 1687 vyslovil tfi pohybové zakony, jenz jsou
zékladem klasické mechaniky a dynamiky. Zakony popisuji vztahy mezi pohybem télesa
a silami na téleso pusobicimi.

Prvni Newtonuv zdkon
Prvni Newtonuv zdkon, nazyvany také jako Zakon setrvacnosti, je mozné v piekladu zapsat:

” Jestlize na téleso nepusobi Zddné vnéjsi sily nebo je vyslednice vnéjsich sil nulovd,
potom téleso setrvdvad v klidu nebo v rovnomérném primocarém pohybu.”

Lze si vSimnout, Ze zékon zminuje pouze vngjsi sily, které pusobi na téleso. Je tedy ziejmé,
ze vnitini sily mezi ¢astmi télesa nemaji na pohyb télesa jako celku, pfesnéji na pohyb jeho
téziste, vliv. Matematicky lze Zakon setrvacnosti formulovat napiiklad takto:

dv
Fep =0 — =0. 1.1
Y Fer=0& - =0 (1.16)

Druhy Newtontiv zakon
Druhy Newtontv zdkon, znamy také jako Zakon sily, fika:

" Piisobi-li na téleso sila, pak se téleso pohybuje se zrychlenim, které je primo
umérné pusobici sile a neprimo umérné hmotnosti télesa.”
Tvrzeni zékona lze matematicky zapsat jako:
F
a— ext’ (1.17)

m

kde a je vektor zrychleni télesa a m je hmotnost télesa. Je ziejmé, ze vyraz (1.17) muzeme
prepsat do znamé podoby:

Feye = ma. (1.18)
Rovnici (1.18]) 1ze jesté dale upravit:

dv  d(mv) dp
m-— = = -,

dt dt dt
tedy muzeme fici, ze sila F je rovna ¢asové zméné hybnosti p.

Fe:pt =

(1.19)
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TEORETICKY UVOD

Tieti Newtonuv zakon

Prvé dva Newtonovy zakony se zabyvaly odezvou télesa na pusobeni vnéjsich sil. Tieti New-
tonuv zakon, nazyvany také jako Zakon akce a reakce, hovoii o vzdjemném pusobeni dvou
téles:

”Proti kaZdé akci vidy pisobi stejnd reakce; jinak: vzdajemnd piusobeni dvou téles
jsou vZdy stejne velkd a miri na opacéné strany.”

Treti pohybovy zdkon vyjadieny matematicky potom vypadd nasledovneé:
Fap=—-Fpa, (1.20)

kde F 4 p je sila vyvijena télesem A na téleso B a Fp 4 je sila, kterou téleso B zpétné pusobi
na téleso A. Tedy:

Fap+Fpa=0; > Fur=0 (1.21)

1.1.5 Zakon zachovani hybnosti

Uvazujme uzavienou soustaqu] obsahujici dvé na sebe navzdjem silové pusobici hmotnd
télesa A a B. Podle Ttetitho Newtonova zakona plati, ze pusobici sily maji stejnou velikost
a opacny smeér. Rovnici (1.20]) 1ze déle upravit:

maas = —mpag,
dvy dvp
mAT T T
dp 4 B dpg (1.22)
dt dt ’
d
a(pA +pp) =0,

z ¢ehoz je ziejmé, ze je-li silovd vyslednice soustavy nulovd, celkovd hybnost soustavy zistdvd
konstantni, viz [13].
Pro soustavu obsahujici n hmotnych bodu analogicky plati:

n n
P=> p, =) mv, (1.23)
=1 =1
. n n dv: n

n
ZFZ-:()(:)P:O@P:konst, (1.25)
i=1

kde p; jsou diléi hybosti hmotnych bodt soustavy a P je celkova hybnost soustavy.

2UzavFend soustava téles nebo hmotnych boda je takovd soustava, kde na sebe obsazené entity mohou
pusobit silové, popf. si vyménovat energii, ale nemohou s okolim vyménovat hmotu.
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1.1.6 Raketovy pohon

Predlohou predkladaného dynamického modelu je $tihlé raketa zatizena tahem raketového
motoru, proto je na misté zminit i princip fungovani raketového pohonu. Raketovy pohon
se fadi mezi zdkladni typy reaktivniho pohonu. Dalsimi typy reaktivniho pohonu jsou:

e proudovy pohon,
e naporovy pohon,
e pulzacni pohon,
e iontovy pohon.

Princip reaktivniho pohonu vychazi z Tietiho Newtonova zdkona a Zakona zachovani
hybnosti, viz [19]. Reaktivni motory vyviji tah diky tryskani média z hnaci trysky motoru.
V piipadé raketového motoru se jednd o spaliny vznikajici hofenim paliva.

Uvazujme raketu o hmotnosti m pohybujici se rychlost{ v, viz obrézek [I.5] Rychlost
unikajicich spalin oznacme jako v, .

./

— ] m >

Obréazek 1.5: Raketa zatizend tahem motoru.

P1i hofeni paliva a tryskdni spalin raketa neustale ztraci hmotnost. Hybnost rakety p
v case t 1ze zapsat jako:

p(t) = m(t)v(t). (1.26)
V case (t + dt) se hmotnost rakety snizi na (m(t) — dm). Hybnost rakety se zménina:
p(t+dt) = (m(t) —dm) (v(t) +dv). (1.27)

Ztracené spaliny maji hmotnost dm a rychlost (v(t) — vey). Celkova hybnost rakety
aztracenych spalin P v ¢ase (¢ + dt) je potom:

P(t+dt) = (m(t) — dm) (v(t) + dv) + dm(v(t) — Vez)- (1.28)
Zmeéna celkové hybnosti dP ma tedy tvar:
dP =P(t+dt) — P(t) = mdv +dmve,. (1.29)

Pokud na soustavu nepuisobi zadné vnéjsi sily, jeji hybnost zustdva konstantni a jeji
zména v Case dP je nulova. Lze tedy tvrdit, ze:

mdv = —dm ve,. (1.30)
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Pokud vydélime obé strany rovnice ((1.30)) ¢lenem dt, ziskdme vyraz:

dv dm
— = v 1.31
" ar (1.31)
Tedy:
ma= —1MmVeg, (1.32)

kde (—r) je rychlost, s jakou raketa ztraci hmotnost hofictho paliva. Podle Druhého New-
tonova zakona, viz rovnice ([1.18)), 1ze levou stranu vyrazu (|1.32)) oznacit za hnaci silu, tedy
tah raketového motoru Fip,ust:

Finrust = =1 Veg. (133)

Separace proménnych v rovnici (1.30)) dale vede na vyraz:
dv = ——— vg,. (1.34)
m

Pokud je rychlost tryskani spalin v, konstantni, integraci obdrzime vysledek:

V— V)= Ve In (ﬁ) , (1.35)
m
kde vq je pocatecni rychlost rakety a mg je po¢ateéni celkova hmotnost rakety.

Blizsi pohled na vyraz ukazuje rychlostni omezeni raketového pohonu. Pomér
mo/m je maximalni ve chvili, kdy je veskeré palivo spéleno a m obsahuje pouze hmot-
nost rakety a nakladu. I v krajnim ptipadé, kdy by pocatecni hmotnost rakety byla tvofena
z 90% hmotnosti paliva, je nejvyssi pomér mg/m roven 10, tedy maximdlni ziskand rychlost
(v — vp) bude pfiblizné 2.3 ve.

7 uvedeného vyplyva, ze je vhodné maximalizovat rychlost tryskani spalin v, a dale
s vyhodou navrhnout raketu o vice stupnich, jez mohou byt v prubéhu letu odhozeny, ¢imz
se snizi celkova hmotnost rakety ve vztahu ke stupinim nasledujicim.

20



TEORETICKY UVOD

1.2 Energie

Energie je jednou ze zdkladnich fyzikalnich veli¢in. Energie je skalarni veli¢inou, je tedy
ur¢ena pouze velikost{. V pfirodé lze energii popsat v mnoha podobéch, viz [19]. Uved'me ty
hlavni:

e kinetickd energie,
e potencialni energie,
— gravita¢ni potencidlni energie,
— potencidlni energie vznikla pruznou deformaci,

— tlakova potencidlni energie,

elektrickd energie,

magneticka energie,

vnitini energie,

— tepelna energie,
— jadernd energie,

— chemickd energie.

1.2.1 Potencialni energie
Potencidlni energie E, (v zahrani¢ni literatufe oznacovana jako V') je energie, jenz se muze

kumulovat v systému, viz [19] a [20]. Prikladem muze byt gravitaéni potenciélni energie, kdy

télesa nad srovnavaci rovinou h, tedy:
E,=mgh. (1.36)

Dalsi moznosti kumulace energie je pruzné deformace télesa. Pfi protazeni nebo stla¢eni
transla¢ni pruziny tuhosti & a poc¢éteéni délky [ o délku Al, viz obrézek [I.6], pusobi na pruzinu
sila Fig:

Fy = kAL (1.37)

Pro potencidlni energii transla¢ni pruziny F), ;s plati:

Al 1
Epis = Figdl = Sk A2, (1.38)
0

Podobné v piipadé rota¢ni pruziny, viz obrazek spojujici dva tuhé dilce pii deformaci
o thel ¢ plusobi moment M,.:

Mg = k. (1.39)

Vyraz pro potencidlni energii E, s nashromazdénou v rotac¢ni pruziné ma potom tvar:

# 1
Ep,rs = / Mg dp = Ek ‘702- (140)
0
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I+Al

Obréazek 1.6: Transla¢ni a rotacni pruzina.

1.2.2 Kineticka energie

Kineticka energie je moznd nejbéznéjsi forma energie. Pro hmotny bod o hmotnosti m
arychlosti v 1ze vyraz pro jeho kinetickou energii Fj (v zahrani¢ni literatufe oznacovanou
také T') formulovat jako:

1
E, = §mv2. (1.41)

1.2.3 Zakon zachovani energie

Zakon zachovéani energie tika, Zze celkova energie izolované soustavyﬂ zustava konstantni.
Energie tedy nemuze byt nijak vyrobena ani zni¢ena, pouze se muze preménovat z jedné
formy do jiné.

Uvazujme kyvadlo o jednom stupni volnosti, viz obrézek[I.7] s nehmotnym tuhym zdvésem
délky [, na jehoz konci je soustiedénd hmota m. Na hmotu m pusobi gravitaéni zrychleni
o velikosti g.

Obrazek 1.7: Tuhé kyvadlo s jednim stupném volnosti.

31zolovana soustava téles nebo hmotnych boda je takova soustava, kde na sebe obsazené entity mohou
pusobit silové, ale nemohou s okolim vyménovat energii nebo hmotu.
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Kyvadlo je v ¢ase t9 = 0 vychyleno od svislého rovnovazného stavu o thel pg. Jak bylo
uvedeno, jeho potencidlni energie Ey(tp) ma velikost:

E,(to) =mgh =mgl sinp(ty) (1.42)
Rychlost zavésu kyvadla v 1ze vyjadiit pomoci jeho thlové rychlosti jako:
v=Ilw, (1.43)
kde w je ihlova rychlost kyvadla, tedy:

_de

= i 1.44
W= (1.44)
Pro kinetickou energii kyvadla Ej plati vztah (1.41]). Po tpravé ziskdvame vyraz:
1
Ej, = 5ml%? (1.45)

V case tp ma kyvadlo nulovou thlovou rychlost, jeho kinetickd energie Ej, je proto nulova.
Uhlova vychylka kyvadla ¢ (a tedy vyska h) je maximalni, coz znamen4 i maximalni hodnotu
potencidlni energie.

Celkova energie kyvadla E je prostym souctem jeho potencidlni a kinetické energie:

E = E, + Ej, = konst. (1.46)
Pro energii kyvadla v ¢ase ty tedy plati:
E = E,(to) + Ex(to) = mgl sinp(to) + 0. (1.47)

Po uvolnéni kyvadla za¢ne vychylka ¢ i vyska kyvadla h klesat, naopak rychlost kyvadla
bude rust. V libovolném okamziku ¢; lze vystihnout energii kyvadla vyrazem ((1.46)), plati
tedy:

1
E = Ey(t1) + Ex(t1) = mgl sinp(t) + §ml2w(t1)2. (1.48)

rovinou nulova a thlové rychlost kyvadla w je maximalni. Veskera energie kyvadla je tedy
ve formé kinetické energie. Lze proto psat:

1
E = Ey(t2) + Ex(t2) =0+ §ml2w(t2)2. (1.49)
Protoze uvazovany mechanicky systém je konzervativni a nedochézi tedy ke ztratam

energie, popsany cyklus pohybu kyvadla a preménovani energie z potencialni na kinetickou
se neustale opakuje.
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1.3 Lagrangeovska mechanika

V prubéhu let 1772 az 1788 Joseph-Louis Lagrange publikoval svoji formulaci klasické New-
tonovské mechaniky. Lagrangeova formulace je ekvivalentnim popisem stavu systému v po-
rovnani s Newtonovskym piistupem. Na rozdil od Newtona, vyuzivajictho k popisu po-
hybu vektory, Lagrange pouziva skaldrni veli¢iny - kinetickou a potencidlni energii systému.
Lagrangeuv pfistup rovnéz pouzivé efektivnéjsiho popisu stavu systému, totiz konfigurac¢ni
prostor zobecnénych soutradnic.

Lagrangeova formulace je, jak bude pozdéji ukdzano, velmi elegantnim piistupem popisu
dynamiky systému, viz [7] Pomoci jednoduché poédteéni rovnice, obsahujici pouze skaldrni
veli¢iny, 1ze relativné snadno sestrojit pohybové rovnice popisujici chovani systému.

1.3.1 Zobecnéné souradnice systému

Jak bylo zminéno, Lagrangeovsky popis stavu systému nepouziva k popisu stavu systému
nutné kartézskou souradnou soustavu. K popsani stavu systému lze zvolit libovolné parame-
try, které v kazdém okamziku jednoznaéné popisuji stav sledovaného systému. Pouzit{ vhodné
zvolenych zobecnénych soutradnic byva vyhodnéjsi také z divodu znacné rozmanitosti iloh
v mechanice.

Pokud ma sledovany systém n stupiiu VO]HOStﬂ pro jednoznaény popis stavu systému
je zrejmé zapotiebi alesponi n zobecnénych souradnic. Poznamenejme, Ze pouziti vice zo-
becnénych soutradnic jiz dale neptinasi zadné vyhody.

1.3.2 Konfiguraéni prostor, zobecnéné rychlosti systému

Zobecnéné soutradnice systému tvoii tzv. konfigurac¢ni prostor vSech pfipustnych poloh ne-
boli konfiguraci systému. Takto popsan, konfigura¢ni prostor neposkytuje tplnou infor-
maci o fyzikdlnim stavu systému, viz [7]. V dynamické tloze je zapotiebi znat navic rych-
losti hmotnych bodu, tedy zobecnéné rychlosti systému. Oznacime-li zobecnéné souiadnice

systému jako qo, q1,...,qn—1, pro jejich zobecnéné rychlosti qo, g1, ..., ¢n—1 plati:
dg
= —. 1.50
6i =4 (1.50)

1.3.3 Lagrangeova funkce

Uvazujme hmotny bod M o hmotnosti m pohybujici se prostorem. Kineticka energie hmotného
bodu Fj ma ziejmé tvar, viz Kineticka energie je tedy funkci rychlosti hmotného bodu:

1 1 1
Ekzimv2:§mi‘2 :§m (i32+?)2+2"2) = Ey (2,9,%). (1.51)

Potencidlni energie hmotného bodu E, nabyva tvaru, viz Zavisi tedy na poloze
hmotného bodu v prostoru:

E,=mgh(r) = Ey(z,y, 2). (1.52)

4Stupen volnosti je smér posunu nebo pootoceni, jimiz se hmotny bod nebo téleso muze pohybovat.
V prostoru obecné n = 3N — v, kde N je pocet hmotnych bodu a v je pocet vazeb.
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Lagrangeova funkce (nebo zkracené Lagrangian) £ je prostym rozdilem dvou skaldru -
kinetické a potencialni energie systému. Tedy:

L =E,—Ep, (1.53)
v zahraniéni literatutre pak:
L=T-V. (1.54)

Lagrangeova funkce £ je funkci rychlosti a polohy hmotného bodu, tedy vSech proménnych
popisujicich dynamicky stav systému:

L=L(~Lzy 2T 7). (1.55)
Pro obecny systém popsany pomoci n zobecnénych soufadnic a rychlosti:
L=L <t7 q0, QO; q1, QIa <oy qn—1, q'n—l) =L (t7 q, q) . (156)

1.3.4 Virtualni posunuti, virtualni prace

Virtudlni posunuti hmotného bodu dr je libovolné myslené posunuti, které vyhovuje okra-
jovym podminkam tlohy, viz [11] a [12]. Muze jim byt virtudlni posun ds nebo virtudlni
pootoceni dp.

Virtualni priace §Wje préace skuteénych sil nebo momentii na virtudlnim premisténi, tedy
naptiklad:

0W = F s,

(1.57)
OW =M.

Virtudlni préace je skaldrni velicinou, nebot vznikéd skaldrnim soucinem vektort.

Uvazujme hmotny bod, na ktery pusobi vyslednice vnéjsich sil F. Vektor sily F' lze rozlozit
ve sméru soufadnicovych os z,y, z na diléi vektory Fy, Fy, F,. Podobné virtualni posun ds
se sklad4 ze slozek ds;,dsy, ds.. Virtudlni prace 6W vyslednice vnéjsich sil F na virtudlnim
posunuti ds je potom dana vztahem:

OW =F, s, + Fyosy +F,0s,. (1.58)
Pro statickou rovnovaznou soustavu sil déle plati Lagrangeuv princip virtualnich praci:

"Virtudlni prace SW rovnovdiné soustavy sil Fy(i = 0,1,...,n) pisobici na hmotny
bod nebo tuhé téleso je pri libovolném virtudlnim posunuti dr rovna nule.”

Matematicky zapsano:

SW =Y Fiér; =0. (1.59)
1=0
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1.3.5 D’Alembertav princip

Sestavme pohybovou rovnici pro hmotny bod M o hmotnosti m, na ktery pusobi vyslednice
vnéjsich sil F a vyslednice reakénich sil R:

F+R=ma=m¥t, (1.60)

kde r je polohovy vektor hmotného bodu M. Pravou stranu rovnice ((1.60) 1ze oznaéit jako
setrvacnou silu Z, pro kterou plati:

Z=—ma=—p. (1.61)
Po dosazeni tedy lze psat:
F+R+Z=0, (1.62)

coz je matematickym zapisem D’Alembertova principu, jenz méa puvod v Newtonovych po-
hybovych zakonech:

” Dynamicky systém je v rovnovdze pod vlivem sil vnéjsich, reakénich a setrvacnijch.”

Déle uzijme principu virtualnich praci. Pokud budeme uvazovat idealni vazby, pro které plati:

oWr =Réds =0, (1.63)
ziskdvame vyraz:

OW =Fis+Zis =0, (1.64)
tedy:

W =Fés — (mt)ds =Fds — pds =0, (1.65)

coz je formulace D’Alembertova prinicpu ve formé virtualnich praci:

" Rozdil virtudlnich pract, konaniyjch vnéjsimi silami pusobicimi na hmotng bod
na virtudlnim posunuti §s, a virtudlnich praci, konangjch silami setrvacénymi
na témze posunuti, je roven nule.

2

1.3.6 Hamiltontv pricip nejmensi akce

Definujme nejprve akci systému S jako integral Lagrangeovy funkce L, viz , mezi dvéma
Ccasovymi okamziky t, a tp:
tp
S(taa tb) = \ L (tv q, q) dt (166)

Princip nejmensi akce se zaklada na tvrzeni, ze ze vS8ech piipustnych trajektorii systému
je uskutecnéna trajektorie nejvyhodnéjsi, viz [7]. Napiiklad z hlediska energetické narocnosti,
nutného éaaﬂ a podobné. U mechanického systému predpokladame, ze ze vSech moznych
trajektoriii probéhne ta, pro kterou integral nabyva minimélni hodnoty.

Uvedeny integral se nazyva funkcionéﬂ Ukolem je tedy najit minimalni hodnotu funk-
ciondlu, totiz extrém ve stacionarnim bodé.

5Pifkladem je tzv. Fermattiv princip v optice: Svétlo se v prostoru &fif z jednoho bodu do druhého po
takové draze, aby doba potiebnd k prekonani této drahy byla minimalni.
SFunkcionél je zobrazeni, které pfifazuje funkci &fslo - energii, ¢as a podobné.
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1.3.7 Lagrangeovy rovnice

Hamiltontiv princip nejmensi akce déle pouzijeme k odvozenni Lagrangeovych rovnic. Jak
bylo uvedeno, vyvoj stavu systému bude probihat po trajektorii s minimdlni akci. Zaved'me
virtudlni posunuti dq(¢) jako infinitezimalni rozdil myslené a uskuteénéné trajektorie systému
v libovolném ¢ase t, viz obrézek

6q(t) = qvirt(t) - qreal(t)' (167)

uskutecnénd
trajektorie q,

eal

neuskutecnénd
] (virtudlni)
trajektorie s

Obréazek 1.8: Trajektorie vyvoje dynamického systému.

Déle uvedme, Ze virtudlni i uskuteénénd trajektorie zaéind a konél v totozném bodé
konfigurac¢niho prostoru:

éq(te) = da(ts) =0, (1.68)

a nakonec zaménnost operaci derivace podle Casu a variace 9:

d
Z5q =64 1.69
’a=0a (1.69)

Déle budeme hledat minimum integralu akce S. Stanovme podminky extremélnosti:

ty
) L(t,q,q) dt =0,
ta
ty
0L (t,q,q) dt =0, (1.70)
ta
broc oL
—0qi + =94 )dtzO.
/ta (3% BT D N
Nyni provedme integraci per partes druhého ¢lenu vysledku (1.70)):
bo(aL d (oL oc . 1"
—q— — | =— ]9 dt —0 = 0. 1.71
/ta {aqk T a (m) q’“} ! [aq'k q’“]ta T
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S prihlédnutim k tvrzeni ((1.68]) 1ze posledni ¢len vyrazu (|1.71]) oznacit za nulovy. Muzeme
potom psat:

b(oL d /0oL
—_—— — | — dqrdt = 0. 1.72
/ta {5% dt (3dk)} o (1.72)

Rovnost ([1.72) musi platit pro kazdé casy t, a ¢, a pro kazdé virtudlni posunuti dgy.
Zaroven virtualni posunuti dg; jsou na sobé nezavisld, protoze pocet zobecnénych soufadnic
je roven poctu stupnu volnosti. Pro kazdé k potom musi platit:

8£_d<8.£>:07 k=0,1,....,n—1, (1.73)
Oqi,  dt \ gy
kde n je pocet zobecnénych soufadnic systému.

Rovnice se nazyvaji Lagrangeovy rovnice, viz [20]. Pfredstavuji nutné podminky
extremalnosti (minimality) funkcionélu akce S. Matematicky se jednd o obycejné diferencidln{
rovnice druhého faddu pro uskutecnénou trajektorii g, viz [14] a [15].

1.4 Pohybové rovnice a jejich reseni

1.4.1 Pohybové rovnice

Pohybova rovnice systému je matematicky predpis popisujici mozné trajektorie vyvoje systému
v zavislosti na case, viz [14] a [2]. Pro feSeni pohybovych rovnic je potifeba zndt pocatecni
podminky, zde po¢ateéni hodnoty stavovych proménnych systému.

Pro feseni disipativnich systémfﬂ bézné postacuji tzv. explicitni numerické metody, viz
[16]. Konzervativnﬁ systémy zpravidla vyzaduji robustnéjsi numerické metody kvili naroénosti
nanumerickou stabilitu feSeni.

1.4.2 Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodussi explicitni metodou pro feSeni obyc¢ejnych diferencidlnich
rovnic prvniho fadu. Eulerova metoda je jednokrokovéﬂ a jednobodovém numerickd metoda.
Uvazujme diferencialni rovnici ve tvaru:

dx

—=F . 1.74

= F(t. (1) (174
Piedpis Eulerovy metody je potom:

xz(t+h) = x(t) + h F(t,z(t)), (1.75)

kde h je krok numerické metody a F'(¢,2(t)) je smérnice aproximacéni piimky v bodé z(t).
Smérnici F(t,z(t)) 1ze obdrzet jako numerickou prvni derivaci. P¥iblizné potom plati:

f(z) =~ f(:U—I—hf)L—f(iL‘) (1.76)

"U disipativnfho mechanického systému se celkové energie systému nezachovavé. Disipace energie muze
byt zpusobena napiiklad tlumenim systému.

8V konzervativnich mechanickych systémech ziistava celkovs energie systému konstantn.

9Pro feseni k-krokové numerické metody je zapotiebi znat k predchozich stavii - krokd.

19P#i feseni pomoci I-bodové numerické metody je potfeba spocitat I hodnot funkce F(t,z(t)).
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Po tpravé lze tedy psat:
f(x+h) =~ f(z)+hf(z). (1.77)

Chyba Eulerovy metody je fadu O(h?). Pro feseni dynamického systému s n stavovymi
proménnymi nabyva predpis Eulerovy metody tvaru:

zi(t+h) =x;(t) + h Fi(t,z1(t), x2(t), ..., xn(1)). (1.78)

1.4.3 Semi-implicitni Eulerova metoda

Mnohem stabilnéjsiho feSeni pti pouziti Eulerovy metody lze dosdhnout jednodouchou tipravou
vychézejici zvlastnosti dynamickych systému. Dynamické systémy popisujici chovani me-
chanickych konstrukei maji ptvod v diferencidlnich rovnicich druhého fadu a pomoci jedno-
duchych substituci se upravuji na diferencidlni rovnice prvniho radu.

Napiiklad diferencidlni rovnici ve tvaru:

m—s +c— +kx =0, (1.79)

1ze substituci

dz

= 1.80

T (1.80)
upravit na soustavu
dv c k
T
i (1.81)
— =w.
dt
Pfi feseni Eulerovou metodou, viz ((1.75)), dostdvame diferen¢ni vztahy:
c

t =uv(t) — h(—uo(t —x(t

ot h) = olt) = h (So(t) + a(t), s

x(t+h)=x(t) + ho(t).

Pokud nejdiive vyfesime hodnotu stavové proménné v v Case t + h, lze predpis (|1.82))
upravit na:

o(t+h) =v(t) —h (%v(t) + %:p(t)),
x(t+h)=xz(t)+ hv(t+h).

(1.83)

Popsand tdprava Eulerovy metody tedy spociva v pouziti nové vypoctené rychlosti v
pro vypocet nového posunuti x. Stejné stability vypoctu dosdéhneme opaénou upravou, totiz
uzitim nové vypocteného posunuti pro vypocet nové rychlosti.
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1.4.4 Runge-Kuttova metoda

Runge-Kuttova metoda je jednokrokova a ¢tyfbodova numerickd metoda. Pro vypocet je tedy
zapotiebi znét jeden piedchozi stav a hodnoty funkce F(¢,z(t)) ve ¢tyFech bodech. Prubéh
funkce je aproximovan polynomem ¢tvrtého stupné. Predpis Runge-Kuttovy metody

je nasledujici:

h h
:F — —
ko <t—|—2,1‘(t)+k12),
k3:F<t+;L,SL'(t)+k‘2 ;L>, (1'84)
k;4:F(t+h,:c(t)+ kgh)

h
x(t+h) =x(t) + 5 (lﬂ + 2ko + 2k3 +/€4) .

Chyba Runge-Kuttovy metody je fadu O(h®). Pro feseni soustav rovnic dynamického
systému s n stavovymi proménnymi lze pfedpis zobecnit:

ki = Fi (L1 (1), w2(0), .. wa(0))
h h h h
z—Fz R ) artr o n o
ko ( 5 z1(t) + ki 5 w2(t) + k12 5 Tn(t) + k1 2)
h h h h
ko; = I <t+2, 1(7f)+/€21 §,$2(t)+]€22 5,...,Jin(t)+k‘2n 2) (185)

ky = F; <t + h, .Tl(t) + k31 h, $2(t) + k3o h, ..., Sﬂn(t) + k3n h)

:L'i(t—l—h) ::E(t)—i—g(k?li—i— 2k2i+2/€3¢—|—k4i>, 1=1,2,...,n.
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1.5 Zdroje nelinearit

Fyzikalni nelinearitou rozumime existenci nelinearni zavislosti mezi charakteristikami vnéjsitho
zatizeni, napjatosti a deformace konstrukce. U redlnych konstrukei se vzdy vyskytuje ne-
linearni chovani, nicméné u mnohych loh je za ur¢itych podminek linearizace feSeni pripustna
a vede ke snazsimu vyfeseni problému se zanedbatelnou odchylkou oproti skuteénému feseni.

1.5.1 Geometricka nelinearita

Geometrickd nelinearita fesent je zpusobena zdvislosti tvaru (geometrie) konstrukce na zatizent
nebo okrajovych podminkach. Vznik geometrické nelinearity ukazme na nésledujicim piikladu.
Uvazujme prut délky [ o jednom stupni volnosti, kterému v pootoc¢eni brani pruzina
tuhosti k, viz obrazek Na volném konci prutu pusobi osaméld sila F'.
JF

l coso L

Obréazek 1.9: Konzola zatizend osamélou silou.

Momentova podminka k bodu vetknuti ma tvar:

Flcosp=kep. (1.86)
Pii malém pootoceni nosniku lze uvazovat:

cosp ~ 1, (1.87)

coz vede k linearni zdvislosti mezi pusobici silou F' a pooto¢enim ¢. Pro malé deformace lze
tento predpoklad pouzit, aniz bychom se dopustili zdvazné chyby. S rostouci deformaci se ale
linearni feseni od piesného vyznamné odchyluje a neni jiz pripustné.

Pro presnéjsi aproximaci lze nelinedrni funkci rozlozit do fady, z niz se dédle pouziji prvni
dva nebo vice ¢lenti. Pro zminény piipad plati:

2 4 6

BT S N
cosp =1 o1 + TR +... (1.88)
Po dosazeni do momentové podminky obdrzime:
2
Fl <1—‘;) = k. (1.89)
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Tato aproximace se jevi jako vyhovujici pro vétsi rozsah thlu ¢. Pfi dal$im narustu
nelinearity se pochopitelné i toto feSeni za¢ina 1isit od pfesnych hodnot.

U tloh, kde vznikaji natolik vyznamné piretvofeni, ze analytické feSeni je slozité nebo
nemozné, nezbyva nez resit ulohu numericky. Tedy rozdélit feSeni na podkroky a v kazdém
uvazovat odpovidajici geometrii konstrukce.

1.5.2 Materidlova nelinearita

Materialova nelinearita vznika v pripadé, pokud materidl modelu neni linedrné pruzny
s platnosti Hookeova zakona:

o=Fe. (1.90)

Zavislost mezi napjatosti a deformaci tedy neni linedrni, viz obrazek a vlastnosti ma-
terialu jsou funkci jeho deformace:

(1.91)

Obrézek 1.10: Nelinearni pracovni diagram materialu.

Podobné jako v pfedchozim piipadé je tfeba tlohu feSit numericky a v kazdém kroku
pouzit materidlové charakteristiky odpovidajici deformaci modelu.

1.5.3 Nelinearita zptisobena okrajovymi podminkami

P1i feseni mechanickych tloh jsou skuteéna ulozeni a zatiZeni casto nahrazovana idealizo-
vanymi vazbami a silami. Tato zjednoduSeni ovSsem nesmi byt na tkor vystiznosti modelu.
Ve skutecnosti se ulozeni a zatizeni déje jako vzajemny kontakt mezi télesy. Tato skuteénost
ma za nasledek proménlivé charakteristiky okrajovych podminek.
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Jako pifklad uved me zménu polohy teoretickych podpor a sméru pisobeni jejich reakci,
viz obrazek , proménlivost styénych ploch na kontaktu téles (1.11p) nebo proménnou
tuhost podpory ) Bézné je také napiiklad nadzdvizeni konstrukce z podpory nebo
naopak kontakt s dalsim objektem v dusledku jeji deformace.

“_ } Y 4
T 208

Obrazek 1.11: Pitklady nékterych nelinedrnich vazeb.

1.6 Konzervativni a nekonzervativni sily

1.6.1 Konzervativni sily

Konzervativni silou je kazdé sila, ktera je zavisla pouze na své poloze. Je tedy mozné v
kazdém okamziku urcit jeji potencidl. Jako piiklad konzervativni sily lze uvést gravitaéni
sflu, viz sekce Pro konzervativni sily plati:

e Pii pohybu télesa po uzaviené kiivce, viz obrazek [1.125, je prace konana konzervativni
silou rovna nule:

W:%FM:Q (1.92)
C

e Pii pohybu télesa z jednoho bodu do druhého neni celkova price vykonand konzerva-
tivni silou zavisla na trajektorii, viz obrazek [1.12p.

e Konzervativni sila je opacnd ke gradientu svého potencialu:

F=-Vo. (1.93)

1.6.2 Nekonzervativni sily

Pro nekonzervativni sily neplati uvedené vlastnosti sil konzervativnich. Pro nekonzervativni
sily tedy nelze uréit potencidl, nebot rizné trajektorie vedou k jiné vykonané praci. Stejné
tak jimi vykonand prace na uzaviené kiivce neni rovna nule. Zde jako ptiklad lze uvést treci
nebo tlumici sily.

Nekonzervativni sily nejsou zavislé pouze na poloze svého pusobisté, ale také na okamzité
konfiguraci systému. Nekonzervativni sily, které méni své pusobeni v zavislosti na geometrii
konstrukce, se nazyvaji sledugici sily, viz [10].

Redlnym prikladem sledujicich sil je tryskani média z konzolové uloZené trubky nebo
pravé predmét této prace - tah reaktivniho motoru pusobici te¢né vucéi konci rakety, viz

obrazek [[L13]
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Obrazek 1.12: Znazornéni konzervativnich vlastnosti gravitacni sily.

F

\’\ P

Obréazek 1.13: Pruzné stihla raketa zatizend tahem motoru.

1.7 Metoda tuhych dilca

Metoda tuhych dilcu, nazyvand také metoda simplexnich prvk, viz [§] a [2], uziva specidlniho
zpusobu diskretizace kontinua@ Kontinuum je rozdéleno na tuhé dilce vzajemné spojené
prvky schopné deformace, tzv. kumuldtory pretvoreni, viz obrézek [I.14p. Narozdil od redlné
konstrukce a metody koneénych prvku nezustdvd model hladce spojity, viz obrézek [1.14h.
Vyhodou metody tuhych dilcu je bezproblémové vystihnuti geometrické nelinearity. V piipadé
dynamické formulace navic obdrzime piimo soustavu pohybovych rovnic v kanonickém tvaru.

a)

Obrézek 1.14: Idealizace konstrukce metodou tuhych dilct.

H Jako fyzikalni diskretizace je mysleno vytvofeni modelu konstrukee, ktery je svou podstatou diskrétni, lze
jej ale chapat jako redlnou konstrukei, viz [4].
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Kazdy tuhy dilec ma vlastni pomérnou hmotnost a vlastni tézisté, je tedy nositelem kine-
tické energie modelu. Deformace - potencialni energie modelu - se akumuluje na kontaktech
tuhych dilct v kumuldtorech pretvoreni. Tyto jsou bézné uvazovany jako dokonale pruzné.

Pruzné spojeni tuhych dilci by mélo byt voleno s ohledem na povahu tlohy tak, aby
dostatecné vystihovalo podstatu modelu, ale nenavysovalo zbytecné slozitost odvozeni a nebo
vypocetni naro¢nost reseni.

Vybrané mozné varianty jsou ukazany na obrazku

e spojeni tuhych dilcu rotaéni pruzinou ),

e spojeni transla¢ni pruzinou ),

e spojeni kombinaci rotacnich a transla¢nich pruzin ),

e spojeni obecnou pruzinou umoznujici navic zahrnuti vlivu smyku )

a) b)
[ W ]

c) d)

Obrézek 1.15: Varianty kontaktnich kumuldtort pietvoreni.

35



Kapitola 2

Odvozeni numerického modelu

2.1 Uvod

Zamérem prace je vytvoreni nelinedrniho dynamického modelu volného prutu schopného
velkych deformaci. Pro tento kol pouzijeme zvlastni piipad metody tuhych dilct, viz [8].
Vyhodou tohoto modelu je, jak pozdéji uvidime, jeho jednoduchost a nendrocnost

na vypocetni dobu. Ta je u numerickych modeli pfimo imérna nejvyssi frekvenci, kterou
model kmitd. U §tihlého ocelového prutu jsou fadové nejvySsi frekvence dosahovany pii
normélovém kmitani (kmitdni pruznych kumuldtoru normalového pietvoreni - transla¢nich
pruzin). Na chovéni takové konstrukce mé vsak normélové kmitédni na rozdil od kmitan{
pricného zanedbatelny vliv. Volime tedy model normdlové dokonale tuhy, ¢imz se vyhneme
vzniku vyssich frekvenci. Jedinymi kumulatory pretvoreni v modelu tak zustavaji rotaéni
pruziny spojujici tuhé dilce. Volny prut uvazujeme konstantniho prufezu s hmotnosti M,

F

Obrazek 2.1: Model volného prutu zatizeného sledujici silou.

délkou L a ohybovou tuhosti FI. Vypoctovy model rozdéluje prut na n tuhych dilct vzajemné
spojenych klouby. V mistech kloubtu nahrazuji ohybovou tuhost linedrni rotaéni pruziny,
nebot diky dostateéné stihlosti prutu uvazujeme materil jako linedrné pruzny. Lze ukézat,
ze pro prvky modelu plati:

m=", == k="", (2.1)

kde m je hmotnost tuhého dilce, [ je délka tuhého dilce a k je tuhost rota¢ni pruziny.
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2.1.1 Princip odvozeni

Pii odvozovéni se budeme Fidit zdsadami klasické mechaniky, viz [19]. Nejdiive sestavime
Lagrangeovu funkci L, viz sekce

L=E,—E, (2.2)

kde Ej, je kinetickd energie modelu a E, je potencidlni energie modelu. Pohybové rovnice
modelu potom obdrzime uzitim Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, viz ({1.73)):

d [OL oL
i (57) =0 2

kde t je ¢as, ¢; je zobecnénd souradnice systému a ¢; je zobecnénd rychlost systému.

2.2 Energie

2.2.1 Kineticka energie modelu

Uvazujme rovinny model volného prutu slozeny ze tii tuhych dilct, viz obrazek Dilce
jsou stejné dlouhé a rota¢ni pruziny maji stejnou tuhost. Vztahy, které zde ziskame, nam
dale poslouzi pro zobecnéni celého problému.

Obrazek 2.2: Model volného prutu.
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Jako prvni formulujme vyraz pro kinetickou energii prvniho dilce Ey;. Pro vytnuty dife-
rencidlni element o délce dr plati:

1 1
dEyy = §dm v? = ipdr v?, (2.4)

kde dm je hmotnost diferencidlniho elementu, p je hustota elementu a vy je absolutni rychlost
elementu.

Obrazek 2.3: Prvni dilec modelu.

Absolutni rychlost elementu ziskdme slozenim dvou nezavislych pohybt - transla¢niho
pohybu prvniho bodu o rychlosti vy a rotaé¢niho pohybu prvniho dilce o tthlové rychlosti wy.
Diléf slozky translacni rychlosti v, a v,1 muzZeme tedy zapsat ve tvaru:

Vg1 = Ugo — wo T sin(gp),

Uyl = Uyo + wo 7 cos(pp). (2:5)
Pro slozky translacni rychlosti vz9 a vyo plati:
Vg = %xo, Uyo = %yo, (2.6)
a pro uhlové rychlosti w; obecné:
d .
Wi = 2 Pis t=0,1...n—1. (2.7)

S uzitim vyrazu:

vy = /v + Ugl, (2.8)

muzeme po upravé a dosazeni do rovnice ([2.4) psat:

1 1 .
dEy = 3P dr v} = 5P dr [(vao — wo rsin(g))? + (vy0 + worcos(gpo))2] . (2.9)

Celkovou kinetickou energii prvniho dilce Ej; ziskdme integraci po celé délce:

I :
Eyo =5p / [va0 — wo rsin(0))* + (vy0 + wo r cos(po))°] dr
0

; , (2.10)
=5m [Ugo + vl + 3 wg 12 — vzowo I sin(po) + vyowo L cos(go) | -
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V piipadé druhého dilce postupujeme obdobné. Celkovou rychlost elementu na druhém
dilci obdrzime slozenim transla¢ni rychlosti pocateé¢niho bodu vy, obvodové rychlosti kon-
cového bodu prvniho dilce a rota¢niho pohybu diferencidlniho elementu na druhém dilci
o ihlové rychlosti wy. Pro slozky v,o a vyo ziskdvame vztahy:

Vg2 = Vo — wo Isin(gp) — wy 7sin(p1),

(2.11)
Uy2 = Uy + wo L cos(pg) + w1 rcos(p1).

Vyraz pro kinetickou energii diferencialniho elementu na druhém dilci ma tedy nasledujici
podobu:

2

1 1
dEy, = §pdr vs = ipdr [(v20 — wo Isin(po) — w1 rsin(p1))*+

(2.12)
+(vyo + wo L cos(po) +wi cos(<p1))2] ,

Pro ziskéni kinetické energie druhého dilce Ejy opét zintegrujme vyraz (2.12)) pres celou
délku dilce:

1 [ 1 1 .
B = 2p/ v%dr =5m [vio + 7{20 + wgl2 + 3 w120® — 2v0wo ! sin(go) +
0

+ 2vyo wo L cos(pg) — veowi I sin(pr) + vyowi I cos(pr) + (2.13)

+ wo w1 12 COS(QOl — QOQ) } .

Oproti vyrazu budou nadale pfibyvat sou¢iny thlovych rychlosti, které v dalsim
odvozeni pohybovych rovnic zpusobi narust slozitosti vypoctu.

S uzitim stejnych predpokladil jako v pfedchozim piipadé muzeme déle odvodit vyraz
pro kinetickou energii tfetiho dilce Fys. Diléi slozky celkové rychlosti diferencidlniho elementu
na tfetim dilci vzniknou obdobné:

Vgg = Vo — wo I sin(pg) — wy Isin(pr) — we rsin(ps),

Vy3 = Uyo + wo L cos(po) + wi L cos(p1) + wa T cos(p2). 219
Po integraci ziskdvame kinetickou energii tietiho dilce Fyo ve tvaru:
B = ;p/ol vidr :%m [vio + gy + wil? + Wil + %w%lz — 2va0wo Lsin(po) +
+ 2wy wo I cos(pg) — 2vg0wi Isin(pr) 4+ 2vyo wy [ cos(p1) — (2.15)

— Ugo wa  sin(pg) + vyo w2 l cos(p2) + 2w wi 12 cos(¢1 — o) +

+ wo wa 1% cos(pa — o) + wi wa I* cos(pz — sol)} :
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Nyni formulujme obecny tvar kinetické energie s-tého tuhého dilce Ej, ;. VSimneme-li si
rozvoje vyrazu (2.10), (2.13) a (2.15]), muzeme psét:

1 s—1 1 s—1 .
Ejs= 3™ {vgo + UZO + 12 Zw? + —wll? — 2wyl Zwi sin(g;) +

i=0 i=0
s—1
+2vy0l Z w; €os(;) + ws I [—vgo sin(ps) + vyo cos(ps)] +
s—; Ok—1 s—1 (2.16)
+ 272 Z [Z wi w; cos(p; — i) + Z wiw; cos(p; — i) | +
k=0 Li=1 i=k+1
s—1
+12 Zwk ws cos(ps — gpk)} .
k=0
Vyraz pro celkovou kinetickou energii modelu Ej ma tedy podobu:
1 = 1
E = 2m{n(v§0+v§0) +l22 [wf <3+(n—z’— 1)>} -
n—1 o
— v Y [wisin(es) (14 2(n —i— 1)) +
'
+lvy Z [wicos(pi) (1 +2(n—1i—1))]+ (2.17)
i=0
n—1 i—2 (k-1 j—1
+ Z 212 Z (Z wi w; cos(pi — ) + Z wi w; cos(p; — (pk)> +
Jj= k=0 \i=1 i=k+1

n—2
+1? Z Wk Wp—1 €OS((Pn—1 — SOk)] } :

k=0

2.2.2 Potencialni energie modelu

Ziskén{ vyrazu pro potencidlni energii E, bude snazsi, nebot v uvazovaném modelu se po-
tencialni energie akumuluje pouze v rotacnich pruzinach mezi tuhymi dilci. Pruziné spojujici
s-ty a s+1 dilec pridélime index s, s+1. Napjatost pruziny muzeme zapsat jako:

MS,S—H = kAQO =k (@s—&—l - 905) ) (218)

pro jeji potencidlni energii F, ; tedy plati:

1 1
§Ms,s+1 A%O = §k (805—1-1 - 905)2 . (219)

Celkovou potencidlni energii F), ziskdme sumaci vSech dil¢ich vyrazi:

Eps =

n—2
1
Ey=) Eps= 3k D (a1 —0s)? (2.20)
s=0
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2.3 Pohybové rovnice

Jak jiz bylo zminéno, pro odvozeni pohybovych rovnic pouzijeme zdkladni vztahy (2.2])
a (2.3). Zaroven budeme mit na paméti substituce (2.6) a (2.7). Odvozeni tedy provedeme

podle rovnic:

d [ OL OL

dt (avm) " dxo’ (2.21)
d [ 0L oL

— = — 2.22
dt <8vy0> 8y0’ ( )
d [ 0L oL

— =—,5=0,1,2,...,n—1. 2.2
dt <aws> 8()05’ S 07 ) ) 7n ( 3)

Nejprve provedeme derivace kinetické energie Ej, podle stavovych proménnych v, vyo a ws.

Podle vyrazu (2.17) muzeme psat:

n—1
gi’; = %m {2nvx0 —1 ZZ:% [wisin(p;) (1 +2(n —i — 1))]} , (2.24)
ok, 1 ) ln—l | _ - .
Doy _im n vy + ;[wzcos(gpl)( +2(n—i—1))]p, (2.25)

Ob _ ;m{QZQwS <1+(n—3—1)) —lvgp sin(ps) (1+2(n—s—1))+

Ows 3
s—1
+1vyo cos(is) (1+2(n —s—1)) + 212 Zwi cos(ps — pi)+ (2.26)
1=0

+ l2wnfl COS(SOS - Spnfl) } )

Vysledky, které jsme obdrzeli, dale zderivujeme podle ¢asu:

n—1

(%mo 2 i—0
. (2.27)
—1 Z [wf cos(ii) (14 2(n —i—1))] } ,
i=0
n—1
< <§iz> - ;m{zmyo 13 dseos(i) (1+2(n =i =1)] =
i= (2.28)
n—1
— 1) [wisin(p:) (1+2(n—i—1))] } ,
i=0
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i(aE’“> = 1m{2z2ws <1+(n—5—1)> — L0 sin(ps) (1+2(n — s — 1)) —

Ows 2 3
— lvgowscos(ps) (14+2(n—s—1)) +10y0 cos(ps) (1 +2(n—s—1)) —
s—1
— logowssin(ps) (1 +2(n — s — 1)) + 272 sz cos(ps — i) —
i=0
s—1
—217? Z [wiws sin(ps — ;) + w? sin(ps — ap,)] + P cos(ps — @i)—
=0

— Pwswp_1 sin(gn—1 — @s) + ZQwifl sin(¢p—1 — ¢s) } .
(2.29)

Nyni si pfipravime derivace kinetické energie Ey podle proménnych xg, yg a ¢s. Z podminek
rovnovahy lze odvodit, Ze:

OBk _ o 9%k _, (2.30)

dxg  dyo

Derivace podle thla pootoceni dilci s ma potom tvar:

OF 1 .
&Pk = §m{ — lvgowscos(ps) (1 +2(n—s—1)) —lvywssin(ps) (1 +2(n—s—1)) —
S
s—1 n—2
—27? Zwi ws sin(ps — ;) + 212 Z ws wj sin(p; — ps) +
i=0 i=s+1
4+ Pws w1 sin(e,_1 — cps)} )
(2.31)
OF} 1 .
= —m { — lvxo Wn—1 COS(SDn—l) - lvyo Wn—1 sm(cpn_l) —
aQDn—l 2

— 1) wiwn1 sin(pn-1 — @i
i=0

n—2 } (2.32)
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Poslednim krokem je ziskat derivace potencialni energie Ej podle ihli pootoceni dilcu ;.
Vyjdeme z vyrazu (2.20)) a ziskdme vysledek:

OE,

37900 =k (¢o — ¥1), (2.33)
gﬁf =k (—@s_1 4 205 — Ps41), (2.34)
aifpl =k (n1 = on-2), (2.35)
25?::0’ (2.36)
25?220' (2.37)

V tuto chvili je jiz vSe potiebné piipraveno a podle vyrazu ([2.21)), (2.22)) a (2.23]) muzeme
vytvorit soustavu rovnic:

d [ oL OEk OFEp

- — — 2.

dt <81}10> 8]}0 8.%0 ’ ( 38)
d [ oL OEk OFp

- — — 2.

dt <8vy0> 6y0 8@/0 ’ ( 39)
d /oL OEk OEp

— = — =0,1,2,...,n—1. 2.4
dt <8ws> dos  Ops’ s=0,1,2...,m (2:40)

43



ODVOZENI NUMERICKEHO MODELU

2.3.1 Maticovy tvar

Pro pfehlednost zapisu prevedeme soustavu rovnic do maticového tvaru:

d
M— (v +w) = Qu® — Ko,

di
d

do—u, (2.41)
de_

dts = .

kde v, w a ¢ jsou vektory stavovych proménnych systému - transla¢nich rychlosti, dhlovych
rychlosti a thlu jednotlivych dilcu.

Matice M je symetrickd a reprezentuje hmotné momenty setrvac¢nosti dilcu. Muzeme
si vSimnout, ze pfi malych hodnotdch vzdjemného pootoceni dilci (malych deformacich
prutu) zustane pfiblizné konstantni, k ¢emuz by doslo v piipadé linearizace feSeni (mo-
menty setrvacnosti dilcu nejsou zavislé na jejich pootoceni), viz [2]. Rovnéz je zde ziejmé
rozdéleni matice, kdy se prvni dva fadky vztahuji k translacnim rychlostem a zbyly obsah
matice se tyka rychlosti tithlovych.

Matice Q obsahuje transformacéni momenty setrvacnosti. Neni jiz ¢tvercovd, avSak muzeme
vidét, ze spodni Ctvercova ¢ast je antisymetrickd s nulami na diagonale. Na rozdil od ma-
tice M se zde hodnoty pii malych deformacich prutu blizi nule. Vyznam matice Q tedy
narustd s deformaci prutu a uplatni se pro nelinedrni feseni.

Maticovy tvar pohybovych rovnic uzavird pasovd matice ohybovych tuhosti rotacnich
pruzin K. Pro dodrzeni formalné spravného tvaru matice nesmime zapomenout doplnit dva
prazdné radky (derivace podle vz0 a vyp). Matice tuhosti ma potom tvar:

0 0 0 ... 0 0
0 0 0 0 0
1 -1
-1 2 -1
K=k . (2.42)
-1 2 -1
~1 2 -1
- _1 1 -
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2.4 Aplikovany model volného prutu

V piedchozi ¢asti jsme se zabyvali odvozenim konzervativniho modelu volného prutu. Pro nase
potfeby ale model jesté postradd mnozstvi potiebnych soucasti. V prvé fadé je tfeba doplnit
do modelu sledujici zatizeni, jenz je nezbytnou slozkou tlohy. Déle je zapotiebi postihnout
rizné varianty disipace energie, nebot varianta konzervativniho modelu neni pro simulaci
realného chovani vystizna. Posledni nezbytnou soucasti je zahrnuti vlivu gravitaéniho pole.

2.4.1 Sledujici sila

Sledujici sila je hlavni sou¢asti modelu, nebot nahrazuje tah reaktivniho motoru v redlné
uloze. Sledujici sila méni sviij smér v zavislosti na deformaci konstrukee, viz [10]. V nasem
piipadé tak, ze pusobi pod konstantnim ihlem vuéi konci volného prutu. Pfidani ucinku
sledujici sily tedy ddvé pohybovym rovnicim (2.41]) tvar:

d
M%(v +w)=Quw?’ - Kp+F, (2.45)
kde F je vektor uc¢inku sledujici sily.
Sledujici silu oznacme jako Foiower a thel sevieny s poslednim dilcem modelu potom
jako v, viz obrézek Dilei slozky sledujici sily Frolower,e @ Ffoliower,y POtom muzeme
vyjadrit jako:

Ffollower,x = Ffollower COS(‘Pn—I + 'U);

, (2.46)
Ffollower,y = Ffollower Sln(@n—l + U)-

F}ollower

Obrazek 2.4: Pusobeni sledujici sily.
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Vektor vlivu sledujici sily F vznikne slozenim transla¢niho ptsobeni sledujici sily a mo-
mentu sledujici sily viéi jednotlivym kloubtm:

F, 0 0
F, 0 0
0 sin(¢g) cos (o)
F=|0|4Fromowera ! | S0P | = Fronowery I | €05(01) | . (2.47)
0 sin(pn—2) cos(pn—2)
| 0| | sin(pn—1) | | cos(pn—1) |

2.4.2 Materialové tlumeni

Je ziejmé, ze vystiznd formulace materidlového tlumeni vyzaduje experimentalni ovéfeni pii
vhodnych podminkach. Predlozena definice bude proto pozdéji ovérena experimentem.

Pii formulaci materidlového tlumeni vychazime z nejjednodussi definice linedrniho
viskézniho tlument:

M= —-cmuw, (2.48)

kde c¢ je koeficient utlumu, m je hmotnost dilce a w je vzajemnd relativni rychlost sousednich
dilcti. Pro popisovany model tedy plati:

d
M = —cijum &Ago = —Cint M Wy, (2.49)

kde ¢t je koeficient materidlového tutlumu a w, je rychlost rozevirani nebo svirdni dvou
sousednich dilct. Pro tlumici moment mezi s-tym a s+1 dilcem tedy ziejmé plati:

M = —Cint M (w5+1 - ws). (250)

Matici materidlového utlumu ozna¢me D;. Pohybové rovnice (2.41)) tedy ziskaji nasledujici
podobu:

d
M%(v +w) = Qw? — Ky — Dyw, (2.51)
kde w je vektor uhlovych rychlosti dilcu.
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Matice materidlového tlumeni D; tedy nabyva tvaru:

o o o ... 0 O
0 0 O 0 O
1 -1
-1 2 -1
Di = Cint M . (252)
-1 2 -1
-1 2 -1
L _1 1 -

2.4.3 Tlumeni vlivem okolniho prostredi

Do chovani modelu chceme zahrnout i disipaci energie vlivem okolniho prostiedi. Vektor
tlumeni vlivem okolniho prostiedi ozna¢ime D.. Upravme tedy pohybové rovnice ([2.41))
do tvaru:

d
M%(v +w) = Quw? — Ky —D,. (2.53)

Nejprve definujme tlumici silu obecné jako:
D=cmu, (2.54)

kde ¢ je koeficient tutlumu, m je hmotnost dilce a v je rychlost dilce. Abychom postihli
zévislost velikosti utlumu na sméru pohybu, vztah (2.54)) zapiseme jako:

D = cepra; mo, (2.55)

kde ceyt je koeficient ttlumu vlivem okolniho prostiedi a a; je koeficient zohlediujici vliv
rozdilného natoceni dilcu viéi sméru jejich pohybu, pro ktery plati:

a; = |sin <<p = 80‘12“") , (2.56)
kde ¢, ; je uhel vektoru absolutni rychlosti dilce, ktery ziskdme podle vztahu:
Vy,i
¢y i = arctan (> . (2.57)
Ug,i
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Prehledné je odvozeni zndzornéno na obrazku [2.5:

Obrézek 2.5: Odvozeni zdvislosti titlumu na sméru pohybu modelu.

Pii pohledu na vyraz si v&imnéme, ze v piipadé malého rozdilu prumérného tihlu
natoceni sousednich dilci a sméru jejich pohybu bude hodnota koeficientu a; velmi malé.
Naopak s rostoucim rozdilem téchto thla koeficient a; nabyvd maximalnich hodnot a tlumeni
je tak nejvyraznéjsi. Diky této formulaci se intenzita tlumeni vlivem okolniho prostfedi bude
v kazdém misté modelu adekvatné lisit.

Do vyrazu pro tlumici silu navic vlozime ¢len s;, kterym zavedeme vliv stabilizace rakety
pomoci kiidélek. V mistech modelu, kde bude pozadovano toto piidavné tlumeni, je hodnota
parametru s; vétsi nez jedna. Tieni o plast rakety bude zanedbano. Obecné tedy plati:

D = Cegt 8;0; m v, (2.58)

Pro tlumici sily pusobici v kloubech modelu nakonec mtzeme psét:

m
Dx,O = Cext S0 A0 5 Vz,0,

m
Dy,O = Cext S0 A0 5 Vy,0,

Dyi=cCegtsiaimug;, 1=12,...,n—1, (2.59)
Dy;=cCeztsia;muy;, i=1,2,...,n—1,

m
Dx,n = Cext Sp Un 5 Vz,n,

m
Dy,n = Cext Sn Gn 5 Uy mn-
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Vektor tlumeni vlivem okolniho prostiedi D, se skldda z translacnich 1¢inka vyslednice
tlumicich sil a momentt tlumicich sil k jednotlivym kloubtim modelu. Vysledny tvar je tedy

nésledujici:

_Z?=0 Dm—

Sin((po) Z?:l D‘T:i

sin(p1) X izg Dai

sin(or—1) > ig Dz

sin(¢n—1)Daz.n

o1

+1

0
c0s(¢0) D 2i=1 Dy.i

cos(p1) Z?:Q Dy

cos(pr—1) D iy, Dy,

c08(¢n—1)Dyn

(2.60)
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2.4.4 Gravitacni zrychleni
Posledni zbyvajici ¢ast aplikovaného modelu je vliv pusobeni gravitaéniho pole. Piidejme

tedy do pohybovych rovnic (2.41)) vektor gravita¢niho zrychleni A:

d
M%(v +w)=Quw? —Kp+A. (2.61)

Fy=mg, (2.62)

kde m je hmotnost dilce a g je intenzita gravitacniho pole. Podobné pro setrvacnou silu F,

F, = may, (2.63)

kde m je setrvacnd hmotnost dilce a a4 je zrychleni pusobici na dilec.
Vektor gravitaéniho zrychleni A je tedy slozen z translac¢nich uc¢inka setrvaénych sil
a z momentu setrvac¢nych sil ke kloubum modelu:

S _ . -
M a, 0
0 (n —3) cos(o)
A=] 0 | —ami|(n—35-1)cos(p1)] . (2.64)
0 (n— 3 —1) cos(¢i)
| 0] % cos(pn—1)

2.4.5 Aplikovany model

Vyslednd podoba aplikovaného modelu vznikne slozenim vSech zminénych diléich slozek,
viz (2.45)), (2.51)), (2.53) a (2.61]). Kone¢ny tvar aplikovaného modelu je tedy nésledujici:

d
M—(v+w)=Quw?—Kp—-D; —D.w+F+A,

dt

d

4o (2.65)
a4 _

dtS—U
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Kapitola 3

Vysledky numerickych simulaci

3.1 Vlastni frekvence prutu

Pro zjisténi vlastnich frekvenci konstrukce je zapotiebi vhodné zvolit budici impuls. V piipadé
volného prutu je obtizné prut rozkmitat se soucasnym zachovanim rovnovahy sil. Mohou tedy
vzniknout nezadouci posuny nebo pootoceni, které komplikuji sledovani vibraci.

Volny prut muzeme vybudit symetricky, v takovém piipadé ovsem obdrzime pouze vlastni
frekvence se symetrickymi amplitudami. Z toho duvodu byl model upraven také do podoby,
kdy je pocatek prutu pevné vetknut a konstrukce tedy pusobi jako konzola.

Simulace byly provedeny pro ocelovy prut o délce L =2m, prifezové plose A =0.001m?,
momentu setrvaénosti 7 =8.33x107% m*, modulu pruznosti £ =210x10" Pa a hmotnosti
m=15700g. Prut byl rozdélen na 40 tuhych dilci. Postupy analytického feSeni, jakoz
i kofeny frekvenénich rovnic, byly prevzaty, viz [17]. Krok vypoctu byl nastaven na 8x10~%s,
simulovany ¢as byl 50s. Vysledky frekvenéni analyzy muzeme vidét v tabulce[3.1]

Frekvence Analytické teseni [Hz] | Simulace [Hz] | Odchylka [%)]
71, volny prut 13.2876 13.3896 10.772
f3, volny prut 71.8056 72.7841 +1.363
f5, volny prut 177.3140 176.1263 —0.670
f1, konzola 2.1966 2.1352 —2.685
f2, konzola 13.7662 13.7785 +0.211
5, konzola 38.5457 38.4750 ~0.059
f1, konzola 75.5343 75.6227 +0.241
f5, konzola 124.8640 125.2371 +0.299

Tabulka 3.1: Srovnani vypoctenych vysledku s analytickym feSenim vlastnich frekvenci.
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Tabulka potom ukazuje konvergenci hodnot k prvni vlastni frekvenci volného prutu
a Casovou naroc¢nost simulace. Vysledky jsou znazornény na obrazku

Pocet dilct | Frekvence [Hz| | Vypocetni doba [s]
10 12.6271 3.624
15 13.1993 6.325
20 13.3815 9.928
25 13.3893 16.904
30 13.3895 25.137
35 13.3896 36.510
40 13.3896 50.581

Tabulka 3.2: Konvergence hodnoty prvni vlastni frekvence a odpovidajici vypocetni doba.

Frekvence [Hz|

Obrézek 3.1:
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Konvergence hodnoty prvni vlastni frekvence volného prutu.
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Obrézek 3.2: Zavislost vypocetni doby na poctu dilcu.
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3.2 Konzola zatizena vlastni tihou

Dalsim parametrem, ktery byl ovéfen, je prithyb a pootoceni volného konce konzoly zatizené
vlastni tihou ¢, viz obrézek Toto ovéreni je zaroven ovérenim spravnosti u¢inku gra-
vita¢niho pole. Vypocet byl proveden pro ocelovy prut o délce L = 5m, ohybové tuhosti
EI = 100Nm? a hmotnosti m = 50 g.

Konzolového ulozeni prutu je dosazeno fixaci polohy prvniho kloubu modelu a pootoceni
prvniho dilce. Z toho duvodu je skuteéna délka konzoly L = (5—5/n), kde n je pocet dilcu.
Simulace probihala s modelem o 50 dilcich. Vzorce pro analytické feSeni byly prevzaty,
viz [11].

Pruhyb volného konce konzoly ¢ lze analyticky vyjadrit:

5 gl 70%05’;/9531 x (5 —5/50)*

=257 = <100 = 0.0721m. (3.1)

Pro pootoceni volného konce konzoly © plati vztah:

g I (5 5/50)°

O =BT 6 x 100

= 0.0196 rad (3.2)

L l |

Obréazek 3.3: Konzola zatizena vlastni tihou.

Srovnani vysledkt z numerického vypoctu s analytickym feSenim nabizi tabulka (3.3

Analytické feseni | Simulace | Odchylka [%]
Prahyb 0 [m] 0.0721 0.0735 11.904
Pootoceni © [rad] 0.0196 0.0198 +1.020

Tabulka 3.3: Porovnani vysledku pruhybu a pootoceni volniho konce konzoly.
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3.3 Kriticka sila

Ztrata stability konstrukce a hodnota kritické sily jsou velmi vhodné néstroje pro ovéreni
spravnosti chovani modelu. Jev ztraty stability u numerického modelu potvrzuje kvalitativné
stejné nelinedrni chovani jako u realné konstrukce. Protoze ke ztraté stability dochazi nahle,
je samotnd hodnota kritické sily vybornym kvantitativnim ovéfenim chovani modelu, viz [3].

3.3.1 Volny prut

Simulace pro ziskani hodnoty kritické sily volného prutu byly provadény pro ocelovy prut
odélce L =5m aohybové tuhosti EI=100Nm?. Simulovany ¢as byl 200 sekund. Ziskané
hodnoty kritické sily byly dale porovnany s vysledky ze simulaci provedenych pro stejny
model v aplikaci FyDiK, viz [6]. Vysledky z numerickych simulaci byly déle porovnany
s analytickym fesenim, viz [9]:

EI 100
Fop ~109.54 75 = 109.54— = 438.16 N. (3.3)

Vysledky numerickych simulaci specidlniho modelu - obdrzené hodnoty kritické sily, jejich
odchylky oproti analytickému feseni (3.3) a odpovidajici vypocetni doba - jsou piehledné
zobrazeny v tabulce

Pocet dilcu | Kriticka sila [N] | Odchylka [%] | Vypocetni doba [s]
) 326.12 —25.571 1.255
10 411.83 —6.009 2.397
15 426.81 —2.590 4.326
20 432.05 —1.394 7.344
25 434.49 —0.838 12.042
30 435.80 —0.539 18.783
35 436.59 —0.358 27.486
40 437.14 —0.233 38.478
45 437.48 —0.155 51.829
50 437.91 —0.057 71.481

Tabulka 3.4: Vysledky simulaci specidlniho modelu volného prutu.

Vysledky obdrzené pii simulacich v aplikaci FyDiK ukazuje podobné strukturovand ta-

bulkaB.5

Pocet dilcu | Kritickd sila [N] | Odchylka [%] | Vypocetni doba [s]
10 400.73 —8.543 27.666

20 433.27 —1.116 84.761

30 439.52 +0.310 216.790

40 441.73 +0.815 444.110

50 442.75 +1.048 825.040

Tabulka 3.5: Vysledky simulaci provedenych v aplikaci FyDiK.
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Grafické znazornéni konvergence kritické sily nabizi obrazek nérust vypocetni doby
v zévislosti na poctu dilcu modelu potom obrizek

440.0
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Obrézek 3.4: Konvergence hodnoty kritické sily volného prutu.
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Obrézek 3.5: Narust vypocetni doby s po¢tem stupnu volnosti.
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3.3.2 Konzola

Hodnota kritické sily byla ovéfena ina konzolovém prutu. Model zlstava totozny, tedy oce-
lovy prut odélce L=>5m aohybové tuhosti EI=100Nm?. Vysledky numerické simulace
budou porovnény s analytickym FeSenim, viz [1] a [3]:
El

For ~20.05 7. (3.4)
Jak bylo zminéno, délka vlastni konzoly je vzdy L = (5—5/n). Kriticka sila tedy navic zavisi
na poctu dilcu alisi se tak pro kazdy ptipad. Vysledky numerickych simulaci ve srovnani s
analytickym fesenim muzeme vidét v tabulce [3.6

. . . | Kriticka sila, Kriticka sila,
Pocet dileu simulace [N] | analytické Feseni [N] Odehylka [%]
5 93.95 125.31 —33.382
10 88.23 99.01 —12.221
15 85.85 92.06 —7.241
20 84.51 88.87 —5.152
25 83.75 87.02 —3.908
30 83.21 85.83 —3.144
35 82.98 84.99 —2.419
40 82.83 84.37 —1.845
45 82.70 83.89 —1.435
50 82.65 83.51 —-1.037

Tabulka 3.6: Vysledky simulaci specidlnfho modelu konzoly.

Grafické znazornéni konvergence vysledkii nabizi obrazek

94.0—

Kriticka sila [N]
&
T

86.0—

84.0

82.0 \ \ \ \ I \ \ \ \

\
5 0 15 20 25 30 35 40 45 50
Pocet dilcu

Obrézek 3.6: Konvergence hodnoty kritické sily konzoly.
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Kapitola 4

Implementace modelu

Implementace numerického modelu byla provedena v programovacim jazyku Java s kom-
pildtorem Java Development Kit, viz [21]. Implementace probihala v prostiedi Eclipse IDE
for Java Developers, viz [22]. Pro frekven¢ni analyzu kmiténi prutu je pouzita Rychla Fou-
rierova transformace (FFT), viz [4].

4.1

Implementace metod feSeni dynamického systému

Déle jsou uvedeny zdrojové kédy ukazujici prubéh vypoctu jednoho kroku jednotlivymi nu-
merickymi metodami. Pro zpfistupnéni kédu ¢tendaii nejdiive nésleduje struény popis jed-

notlivych metod:

assembleMatrixM() - sestavi matici hmotnych momentu setrva¢nosti M.
assembleMatrixQ() - sestavi matici transformacénich momentu setrvacnosti Q.
assembleMatrixK() - sestavi matici tuhost{ rota¢nich pruzin K.
assembleMatrixD() - sestavi matici materidlového ttlumu D;.
createEquatuion() - sestavi zbyvajici vektory v soustavé rovnic: D, F, A.

getSolution() - vyfesi soustavu rovnic Gaussovou eliminaéni metodou,
vrati vektor feSeni.

updateAngles() - aktualizuje thly pootoceni tuhych dilcu.

updateCoords() - aktualizuje souradnice kloubt spojujicich tuhé dilce.
updateOmegas() - aktualizuje ihlové rychlosti tuhych dilcu.

updateVelocities() - aktualizuje transla¢ni rychlosti kloubtu spojujicich tuhé dilce.
updateKineticEnergy() - vypocitd aktudlni kinetickou energii modelu.

updatePotentialEnergy() - vypocitd aktuédlni potencidlni energii rota¢nich pruzin.
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IMPLEMENTACE MODELU

e updateOverallEnergy() - vrati celkovou energii modelu.

e updateTime() - pficte casovy krok k predchozimu ¢asu simulace.

4.1.1 FEulerova metoda

Z implementace Eulerovy metody je zfejméa jednoduchost numerického feseni nelinearni dy-
namické ulohy. Jedind ndrocné ¢ast je feseni soustavy rovnic Gaussovou elimina¢ni metodou.

/* Euler method */
public void stepEuler ()
{
assembleMatrixM () ;
assembleMatrixQ();
assembleMatrixK () ;
assembleMatrixD () ;
//
createEquation () ;
//
getSolution(leftSide,
//
updateAngles () ;
updateCoords () ;
//
updateOmegas () ;
updateVelocities ();
//
updateCG () ;
//
updateKineticEnergy () ;
updatePotentinalEnergy () ;
updateOverallEnergy () ;
//
updateTime () ;

rightSide);

4.1.2 Semi-implicitni Eulerova metoda

Jedinym rozdilem oproti klasické Eulerové metodé je zdména potradi metod updateAngles()
a updateCoords() s metodami updateOmegas() a updateVelocities(), viz sekce [1.4.3]

/* Semi-implicit Euler method x*/
public void stepImprovedEuler ()
{
assembleMatrixM () ;
assembleMatrixQ () ;
assembleMatrixK () ;
assembleMatrixD () ;
//
createEquation () ;
//
getSolution(leftSide,
//
updateOmegas () ;

rightSide) ;
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IMPLEMENTACE MODELU

updateVelocities ();

//

updateAngles () ;
updateCoords () ;

//

updateCG();

//
updateKineticEnergy () ;
updatePotentinalEnergy () ;
updateOverallEnergy () ;
//

updateTime () ;

4.1.3 Runge-Kuttova metoda

Runge-Kuttova metoda je ¢tyifbodova numerickd metoda. Proto je v rdmci jednoho kroku
potfeba ctyfikrat sestavit a vyreSit soustavu rovnic. Je ziejmé, ze tato skutec¢nost bude vést
ke znac¢né ¢asové narocnosti feseni.

/** Runge-Kutta method x*/
public void stepRungeKutta ()
{
Vector RKsolutionKi=new Vector();
Vector RKsolutionK2=new Vector();
Vector RKsolutionK3=new Vector();
Vector RKsolutionK4=new Vector();
//
/* Saving values xi(t) x*/
for (int i=0; i<angles.length; i++)
{
anglesT[i]l=angles[i];
omegasT[i]=omegas [i];
}
for (int i=0; i<coordinates.length; i++)
{
coordinatesT[i]=coordinates[i];
velocitiesT[i]=velocities[i];
}
//
/* k1 x(t) x///////1/11777777777/77777777
assembleMatrixM() ;
assembleMatrixQ () ;
assembleMatrixK () ;
assembleMatrixC() ;
//
createEquation () ;
//
getSolution(leftSide, rightSide);
//
updateOmegas () ;
updateVelocities ();
//
updateAngles () ;
updateCoords () ;
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//
RKsolutionKl.allocateFor (solution);
//
for (int row=0; row<solution.getRowCount(); row++)
{
RKsolutionK1l.addValue(row, solution.getValue (row));
}

/* k2 (xi(t)+klixh/2) x/////////////////////7//////
/* input for k2x/
for (int row=0; row<solution.getRowCount (); row++)
{
solution.setValue (row, RKsolutionKl.getValue(row)/24d);
}
//
for (int i=0; i<angles.length; i++)
{
angles[i]l=anglesT[i];
omegas [i]=omegasT[i];
}
for (int i=0; i<coordinates.length; i++)
{
coordinates[i]l=coordinatesT[i];
velocities[i]=velocitiesT[i];
}
//
/* solving for k2 x/
updateOmegas () ;
updateVelocities ();
updateAngles () ;
updateCoords () ;
//
//
assembleMatrixM() ;
assembleMatrixQ () ;
assembleMatrixK () ;
assembleMatrixC () ;
//
createEquation () ;
//
getSolution(leftSide, rightSide);
//
RKsolutionK2.allocateFor (solution) ;
//
for (int row=0; row<solution.getRowCount(); row++)
{
RKsolutionK2.addValue (row, solution.getValue (row));
}
//
//
/* k3 (xi(t)+k2ixh/2 *x///////////////////////////
/* input for k3x*/
for (int row=0; row<solution.getRowCount (); row++)
{
solution.setValue (row, RKsolutionK2.getValue(row)/24d);
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891 //

892 for (int i=0; i<angles.length; i++)

893 {

894 angles[i]=anglesT[i];

895 omegas [i]=omegasT[i];

896 }

897 for (int i=0; i<coordinates.length; i++)
898 {

899 coordinates[i]l=coordinatesT[i];

900 velocities[i]l=velocitiesT[i];

901 }

902 //

903 /* solving for k3 x/

904 //

905 updateOmegas () ;

906 updateVelocities ();

907 updateAngles () ;

908 updateCoords () ;

909 !/

910 //

911 assembleMatrixM() ;

912 assembleMatrixQ () ;

913 assembleMatrixK () ;

914 assembleMatrixC() ;

915 //

916 createEquation () ;

917 //

918 getSolution(leftSide, rightSide);

919 //

920 RKsolutionK3.allocateFor (solution) ;

921 //

922 for (int row=0; row<solution.getRowCount (); row++)
923 {

924 RKsolutionK3.addValue (row, solution.getValue (row));
925 }

926 //

927 //

928 /* k4 (xi(t)+k3ixh) *x//////////////1//////7//7//7/
929 for (int row=0; row<solution.getRowCount(); row++)
930 {

931 solution.setValue (row, RKsolutionkK3.getValue(row));
932 }

933 //

934 for (int i=0; i<angles.length; i++)

935 {

936 angles[i]l=anglesT[i];

937 omegas [i]=omegasT[i];

938 }

939 for (int i=0; i<coordinates.length; i++)
940 {

941 coordinates[i]l=coordinatesT[i];

942 velocities[i]l=velocitiesT[il];

943 }

944 //

945 /* solving for k4 */

946 updateOmegas () ;
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updateVelocities ();
updateAngles () ;
updateCoords () ;
//
//
assembleMatrixM() ;
assembleMatrixQ () ;
assembleMatrixK () ;
assembleMatrixC() ;
//
createEquation();
//
getSolution(leftSide, rightSide);
//
RKsolutionK4.allocateFor (solution);
//
for (int row=0; row<solution.getRowCount (); row++)
{
RKsolutionK4.addValue (row, solution.getValue(row));
}
//
//
/* final solution xi(t+h)=xi(t)+h/6(k1i+2k2i+2k3i+k4i) */
for (int row=0; row<solution.getRowCount(); row++)
{
solution.setValue (row, ( RKsolutionK1l.getValue (row)+
2d*RKsolutionK2.getValue (row)+
2d*RKsolutionK3.getValue (row)+
RKsolutionK4.getValue (row))/6d);
}
//
for (int i=0; i<angles.length; i++)
{
angles[i]l=anglesT[i];
omegas [i]=omegasT[i];
}
for (int i=0; i<coordinates.length; i++)
{
coordinates[i]l=coordinatesT[i];
velocities[i]l=velocitiesT[i];
}
//
updateOmegas () ;
updateVelocities ();
//
updateAngles () ;
updateCoords () ;
//
updateCG () ;
//
updateKineticEnergy () ;
updatePotentinalEnergy () ;
updateOverallEnergy () ;
//
updateTime () ;
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4.2 Srovnani metod reSeni dynamického systému

Pro uplnost je na misté nabidnout vzajemné porovnani pouzitych numerickych metod pro
feSeni dynamického systému.
Maximalni ¢asovy krok

Maximélnim ¢asovym krokem rozumime takovy krok h,,q., pfi kterém je numerické feseni

jesté stabilni. Porovnéni vysledku nabizi tabulka [4.1] a obrézek

Pocet dilct | hpmaz, Euler [s] | hmae, S-1 Euler [s] | Az, Runge-Kutta [s]
10 0.0002 0.02 0.025

20 0.000 06 0.005 0.005

30 0.00002 0.002 0.002

40 0.00001 0.001 0.001

50 0.000 002 0.000 6 0.0007

Tabulka 4.1: Maximélni ¢asovy krok v zavislosti na poétu dilcii a metodé.

Pocet dilcu

10 20 30 40 50
1 \ | | | \
A Euler
0.1+ O Runge-Kutta
— O S-I Euler
—  0.01+
o
i)
E 0.001
g
% 0.0001 -
=
0.00001 —
0.000001 —

Obrazek 4.1: Maximélni ¢asovy krok v zdvislosti na poctu dilci a metodé.
7 vysledku je patrné, ze klasickd Eulerova metoda je o dva az tii fady méné stabilni

nez semi-implicitni Eulerova metoda a metoda Runge-Kutta, pro které jsou vysledky velmi
podobné a zavisi na konkrétnich podminkéch simulace.
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Casova narocnost vypoctu

Vypocetni doba pfi maximalnim kroku hy,q, zavisi také na vypocetni naro¢nosti jednotlivych
metod. Jak bude ukézano, vypocetni naro¢nost znevyhodnuje ¢tyrbodovou metodu Runge-
Kutta. Vysledky nabizi tabulka [£.2] a dale ilustruje obréazek

Pocet dilct | hmag, Euler [s] | hmaz, S-1 Euler [s] | hpmqz, Runge-Kutta [s]
10 18.506 0.694 1.328
20 181.768 2.739 8.126
30 1385.120 14.253 31.485
40 16 253.156 63.996 111.889
50 151 288.201 208.206 263.767

Tabulka 4.2: Vypocetni doba v zdvislosti na poctu dilct a metodé.

100000 H
10000 —
— 1000 —
~Q
2
« 100 H
=
ko
é 10 +
= A Euler
1 O Runge-Kutta
0 S-1 Euler
0.1 [ [ \ \ \
10 20 30 40 50

Pocet dilcu

Obrazek 4.2: Vypocetni doba v zavislosti na po

¢tu dilcu a metodé.

Vyslednd ¢asova naro¢nost vypoctu mirné favorizuje semi-implicitni Eulerovu metodu.
Nicméné je na misté pripomenout, ze oproti metodé Runge-Kutta mé semi-implicitni Eule-
rova metoda pouze empiricky ptuvod a nemusi tak byt vzdy spolehliva.
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4.3 Grafické prostiedi modelu

Pro zobrazovani prubéhu simulace bylo dale vytvofeno grafické prostiedi, které umoziuje
sledovat chovani modelu v prubéhu simulace. Zaroveii nabizi mnozstvi dalsich mozZnosti zob-
razovani, jak bude ukazéno déle.

Zakladni prostiredi

Zékladni grafické prostiedi modelu je znézornéno na obrézku Graficky zobrazuje:
e vlastni model - tuhé dilce spojené rota¢nimi pruzinami,
e lokalni soufadny systém - hlavni osy setrvaénosti,
e pusobici sledujici silu a zndzornéni gravitacniho pole.

Textové jsou zobrazovany:

o fyzikalni vlastnosti modelu - délka, hmotnost, ohybova tuhost a odpovidajici parametry
tuhych dilcu a rota¢nich pruzin,

e parametry tlumeni a pusobiciho zatizeni
e momenty setrvacnosti a devia¢ni moment,

e nastaveni simulace - metoda feSeni, ¢asovy krok, ¢as simulace, vypocetni doba a pocet

krok.

Dalsi moznosti zobrazeni

V prubéhu vypoctu Ize v redlném case sledovat libovolny pocet libovolnych stavovych proménnych
témito zpusoby:

e v zavislosti na €ase, viz obrizek
e ve vziajemné zavislosti na dalsi zvolené proménné, viz obrazek

e zobrazeni proménnych stejného typu, napiiklad thlovych rychlosti w,
viz obrézek 4.6
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Obréazek 4.4: Zobrazeni stavové proménné v zavislosti na case.

Obrazek 4.5: Zobrazeni stavovych proménnych ve vzajemné zavislosti.
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Obrazek 4.6: Zobrazeni proménnych stejného typu.
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Kapitola 5
Zaveér

V teoretické ¢asti prace je ctenafi nabidnut kompaktni teoreticky ivod. Jsou popsany zakladni
zékony klasické mechaniky a dynamiky a je osvétlen energeticky - Lagrangeovsky - pfistup
k popisu dynamického systému. V navaznosti Lagrangeovské odvozeni pohybovych rovnic
systému jsou popsany numerické metody jejich feseni. V dvodu prace byly dale zminény
zdroje nelinearit v mechanickém systému a vlastnosti konzervativnich a nekonzervativnich
sil. Jako posledni je popsan princip metody tuhych dilct, kterd je pouzita pro vytvoreni
numerického modelu.

V praktické ¢asti prace je prezentovan postup odvozeni nelinedrniho modelu volného
prutu za pouziti metody tuhych dilca. Model je dale doplnén o nezbytné soucdsti jako
je zatizeni sledujici silou, vliv gravita¢niho pole a materialové tlumeni.

Zv1astni pozornost byla vénovana podrobnému vystizeni tlumeni vlivem okolniho prostiedi.
S ohledem na realnou piedlohu tlohy byly zavedeny vlivy rozdilného sméru natoceni a po-
hybu dilci, a nakonec i moznost stabilizace rakety pomoci kiidélek. Tlumeni vlivem okolniho
prostiedi ma vyznamny vliv na chovani modelu na hranici ztraty stability a nasledné pokri-
tické chovani.

Vzhledem k vyhodné formulaci modelu volného prutu byla provedena tiprava pohybovych
rovnic a byl vytvofen samostatny model konzoly.

V dalsi ¢asti prace jsou prezentovany vysledky numerickych simulaci modelt:

e analyza vlastnich frekvenci volného prutu a konzoly,
e priuhyb a pootoceni konzoly zatizené vlastni tihou,
e hodnota kritické sledujici sily volného prutu a konzoly.

Pri simulacich se potvrdil predpoklad nizké ¢asové naroc¢nosti vypoctu. I simulace s velmi
podrobnymi modely lze provadét mnohem rychleji nez v redlném case.

Byla provedena vlastni implementace numerického modelu v programovacim jazyce Java
a zaroven bylo vytvoreno grafické prostiedi umoznujici podrobné sledovat pribéh simulace.
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5.1 Vyhledy

S prihlédnutim k rozsahlym moznostem, které nabizi modely a jejich implementace, je planovano
budouci pouziti vytvofenych modela pro:

e kompletni ovéreni vlastnich frekvenci volného prutu diky lokalni souradné soustaveé
tvorené hlavnimi osami setrvacnosti,

e ovéfeni vlastnich tvaru volného prutu a konzoly,
e podrobné studium pokritického chovani konstrukei,
e studium vlivu tlumeni vlivem vnéjsiho prostiedi na pokritické chovani konstrukei.

Vzhledem k trvajicimu zajmu autora o programovani se ddle nabizi moznost paralelizace
tlohy pouzitim programovaciho jazyka Java nebo nVidia CUDA.
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Seznam symbolu

soufadné osy pravouhlé souradné soustavy
polohovy vektor bodu

jednotkové vektory

vektor rychlosti bodu

cas

slozky vektoru rychlosti

pocatek souradné soustavy

thel od horizontaly

dhlova rychlost

soutfadnice bodu P v pravouhlé souradné soustavé
vnéjsi sila pusobici na hmotny bod
zrychleni

hmotnost hmotného bodu

hybnost hmotného bodu

celkova hybnost soustavy

rychlost tryskani spalin

potencidlni energie

kinetickd energie

tuhost rota¢ni nebo translac¢ni pruziny
sila pusobici na translaéni pruzinu
moment pusobici na rotac¢ni pruzinu

potencialni energie akumulovand v transla¢ni pruziné

potencialni energie akumulovand v rota¢ni pruziné
gravitacni zrychleni

délka dilce, kyvadla

zobecnénd souradnice systému

zobecnénd rychlost systému

Lagrangeova funkce

virtudlni posunuti

virtudlni prace

virtudlni posun
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dp

Qreal
Quirt

k1, ko, k3, k4
E

ST TRERed=sA "

s,5+1
Ffollower
C

Cint

Cext

MO >=& Hg-=e

virtualni pootoceni
vyslednice reakénich sil
setrvacnd sila

akce systému

uskute¢nénd trajektorie

neuskutecnénd trajektorie

casovy krok

koeficienty R-K metody
modul pruznosti
pomérné prevoreni

napéti
préce
gradient

potencidl sily

délka prutu

hmotnost prutu
moment setrvac¢nosti

pocet dilcu

napjatost pruziny s, s+ 1

sledujic sila

koeficient tlumeni
koeficient materialového tlumeni
koeficient tlumeni vlivem vnéjsiho prostiedi

koeficient zohlednujici rozdilné natoceni dilcii a sméru jejich pohybu

tlumici sila

gravitacni sila

zrychleni pisobici na dilec

frekvence

pruhyb volného konce konzoly
pootoceni volného konce konzoly

kriticka sila

Matice a vektory

=

.

a

>08 <H"HORO

matice hmotnych momentu setrvac¢nosti
matice transformaénich momentt setrvacnosti
matice tuhosti rotac¢nich pruzin

matice materidlového ttlumu

vektor zatiZzeni sledujici silou

vektor translacnich rychlosti

vektor ihlovych rychlosti

vektor tlumeni vlivem vnéjsiho prostiedi
vektor vlivu gravita¢niho pole
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Seznam priloh

Priloha A: Implementace modelu v jazyce Java
Priloha B: Kompaktni disk
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Pi#ilohy

Priloha A: Implementace modelu v jazyce Java

package cz.dl.freerodmodel;

import
import
import

import
import
import
import

public

java.io.FileNotFoundException;
java.io.0ObjectInputStream.GetField;
java.io.PrintWriter;

cz.
cz.
.kitnarf

cz

Ccz.

kitnarf
kitnarf

kitnarf

.fft.AmplitudeAnalyser;
.fft . FFT;
.fft.Peak;
.matrix.*;

class FreeRodModel {

/* Variables x*/
private int elementCount;

//

private double
private double
private double
private double
private double
private double
private double
private double

//

private double
private double
private double

//

private double
private double

//

private double
private double
private double

//

private double
private double

//

private double

/* Solution */
private Vector

mass ;
length;

stiffness;
innerDampingCoef ;
exterDampingCoef ;
spikeDampingCoef ;
tailDampingCoef ;
mediumDampingCoef ;

elementMass =mass/elementCount;
elementlLength =length/elementCount;

elementStiffness =stiffness/elementlength;

step;
time;

kineticEnergy;
potentialEnergy;

overallEnergy;

followerForce;
followerAngle;

gravityAcceleration;

solution;
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//RK

private Vector RKsolutionKi;
private Vector RKsolutionK2;
private Vector RKsolutionK3;
private Vector RKsolutionK4;

/* Arrays */

double [] angles =new double [elementCount];
double[] anglesSin =new double [elementCount];
double [] anglesCos =new double [elementCountl];
double [] omegas =new double [elementCount];
double[] coordinates =new double [2%elementCount+2];
double[] velocities =new double [2*elementCount+2];

double [] centerOfGravity=new double [2];

double[] dampingForcesX =new double [elementCount+1];
double [] dampingForcesY =new double [elementCount+1];
double[] aeroDampingCoef=new double [elementCount+1];
double[] velocityAngles=new double [elementCount+1];

/* RK arrays */

double[] omegasT =new double [elementCount];
double [] anglesT =new double [elementCount];
double[] coordinatesT =new double [2*elementCount+2];
double[] velocitiesT =new double [2*elementCount+2];

/* Matrices x/
int rows=elementCount+2;
int columns=rows;

double [J][] matrixM =new double [rows][columns];
double [][] matrixQ =new double [rows][elementCount];
double [J[] matrixK =new double [rows][elementCount];
double [][] matrixC =new double [rows][elementCount];
/*%/

Matrix leftSide=new Matrix ();
Vector rightSide=new Vector ();

/** Initial state */
public void setInitialState (double vxOInit, double vyOInit, doublel[]
omegasInit, double[]anglesInit,
double massInit, double lengthInit, double stiffnessInit,
double innerDampingCoeflInit,
double followerForcelInit, double gravityAccelerationInit,
double followerAnglelInit, double exterDampingCoeflInit,
double spikeDampingCoefInit, double tailDampingCoefInit,
double mediumDampingCoefInit)

velocities [0]=vx0Init;

velocities [1]=vyOInit;

//

for (int i=0; i<omegas.length; i++) omegas[i]l=omegasInit[i];
//

for (int i=0; i<angles.length; i++) angles[i]l=anglesInit[i];

78




97

98

99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152

LITERATURA

for(int i=0; i<anglesSin.length; i++) anglesSin[i]=Math.sin(angles[i]);
for(int i=0; i<anglesCos.length; i++) anglesCos[il=Math.cos(angles[i]);
//

mass=massInit;

length=lengthInit;

stiffness=stiffnessInit;

innerDampingCoef=innerDampingCoeflInit;

followerForce=followerForceInit;

followerAngle=followerAnglelInit;
gravityAcceleration=gravityAccelerationInit;
exterDampingCoef=exterDampingCoefInit;
spikeDampingCoef=spikeDampingCoefInit;
tailDampingCoef=tailDampingCoefInit;
mediumDampingCoef=mediumDampingCoefInit;

/** Constructor x*/
public FreeRodModel (int elementCountInit, double stepInit)
{

step=steplnit;

elementCount=elementCountInit;

/**% Calculates current model time */
private void updateTime ()
{

time+=step;

}

/** Calculates current angular velocities */
private void updateOmegas ()

{
for(int i=0; i<omegas.length; i++)
{
omegas [i]+=step*solution.getValue (i+2);
}
}

/** Calculates current angles x*/
private void updateAngles ()

{

for(int i=0; i<angles.length; i++)

{

angles [i]+=step*omegas [i];

}

for(int i=0; i<anglesSin.length; i++) anglesSin[i]=Math.sin(angles[i]);

for(int i=0; i<anglesCos.length; i++) anglesCos[i]=Math.cos(angles[i]);
}

/*% Calculates current coordinates of mass points */
private void updateCoords ()
{

for(int i=0; i<coordinates.length; i++)

{
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if (i<2) coordinates[i]+=step*velocities[i];

/* x *x/ else if (i%2==0) coordinates[i]l=coordinates[i-2]+
elementLength*anglesCos [(i-i/2-1)1];

/* y *x/ else if (i%2!=0) coordinates[i]l=coordinates[i-2]+
elementLength*anglesSin[(i-i/2-2)1];

/** Calculates current velocities x*/
private void updateVelocities ()

{

/* velocities[0], velocities[1]%*/

for(int i=0; 1i<2; i++) velocities[i]+=step*solution.getValue(i);
/* other velocities */

for(int i=2; i<velocities.length; i++)

{

/* x x/ if (i%2==0) velocities[i]l=velocities[i-2]-omegas[(i-i/2-1)]x%
elementLength*anglesSin[(i-i/2-1)]; /* a%b == 0 A divisible by B
if zero . */

/* y */ else if (i%2!=0) velocities[i]=velocities[i-2]+omegas[(i-i/2-2)
J*xelementLength*anglesCos [(i-1i/2-2)1];
}

/** Calculates current center of gravity coordinates */
private void updateCG ()

{

/* Center of gravity coordinates x*/

/* x x/

double topX=coordinates[0]+coordinates[coordinates.length-2];
for(int i=2; i<coordinates.length-2; i+=2) topX+=2*coordinates[i];
double bottomX=2*elementCount;

center0fGravity [0]=topX/bottomX;

/* y *x/

double topY=coordinates [1]+coordinates[coordinates.length-1];
for(int i=3; i<coordinates.length-1; i+=2) topY+=2xcoordinates[i];
double bottomY=2*elementCount;

center0fGravity [1]=topY/bottomY;

/** Calculates current kinetic emnergy */
private void updateKineticEnergy ()

{

kineticEnergy=0;
kineticEnergy+=elementCount*(velocities [0]*velocities [0]+velocities [1]x*
velocities [1]);
for (int i=0; i<elementCount; i++) kineticEnergy+=omegas [i]l*omegas[i
J*xelementLength*elementLength*(1/3d+(elementCount-i-1));
for (int i=0; i<elementCount; i++) kineticEnergy-=velocities [0]*
omegas [i]*elementLength*anglesSin[i]*(1+2*(elementCount-i-1));
for (int i=0; i<elementCount; i++) kineticEnergy+=velocities [1]*
omegas [i]*elementlLength*anglesCos [i]*(1+2*(elementCount-i-1));
for (int i=0; i<elementCount; i++)
{
for (int 1=0; 1<=i; 1++)
{
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for (int k=0; k<=1; k++)
{
if (k<1)
{
if (1==1) kineticEnergy+=elementLength*elementLength*omegas [k
J*omegas [1]*Math.cos(angles[1l]-angles[k]);
else kineticEnergy+=2*elementLength*elementLength*omegas [k
J*omegas [1]*Math.cos(angles[1]-angles[k]);

}

kineticEnergy*=0.5*elementMass;

/** Calculates current potential energy */
private void updatePotentinalEnergy ()
{

potentialEnergy=0;

for (int i=0; i<elementCount-1; i++)
{

potentialEnergy+=(angles[i+1] -angles[i]) *(angles[i+1]-angles[i]);
}

potentialEnergy*=0.5%elementStiffness;

/** Calculates current overall energy */
private void updateOverallEnergy ()
{
overallEnergy=0;
overallEnergy=kineticEnergy+potentialEnergy;

}

/** Fills the M matrix x*/
private void assembleMatrixM ()

{

for(int r=0; r<rows; r++)
{
for(int c=0; c<columns; c++)
{
/* filling the first symmetric half x*/
/* velocities [0] row x*/

if (r==0)
{

if (¢c==0) matrixM [0] [0] =2d*elementCount;

if (c==1) matrixM [0] [1] =0d;

if (c>=2) matrixM [0] [c] =-elementLength*anglesSin[c

-2]1*(1+2*x(elementCount -(c-1)));

if (c==columns-1) matrixM [0] [c] =-elementLength*anglesSin[c-2];

}
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/* velocities[1] row x*/

if (r==1)
{

if (c==0) matrixM[1] [0] =04d;

if (c==1) matrixM[1][1] =2d*elementCount;

if (c>=2) matrixM[1] [c] =elementLength*anglesCos [c

-2]1*(1+2*x(elementCount -(c-1)));

if (c==columns-1) matrixM[1] [c] =elementLength*anglesCos[c-2];

}

/* generic omega rows */
if (r>=2 && r<rows-1)

{
if (r==c) matrixM[r][r] =2d*xelementlLength*elementLength
*(1/3d+(elementCount+(r-(2*xr-1))));
if (c>r && c<columns-1) matrixM[r] [c] =elementlLength*
elementLength*Math.cos (angles [c-2] -angles [r-2]) * (1+2x(
elementCount -(c-1)));
if (c>r && c==columns-1) matrixM[r][c] =elementLengthx*
elementLength*Math.cos (angles [c-2] -angles[r-2]);
}
/* last omega row */
if (r==rows-1 && c==r) matrixM[r][c] =2/3d*elementLengthx*

elementlLength;

}
L17707777777777777777777777777777777777777
/* generating the other symmetric half */
for(int r=0; r<rows; r++)

{
for(int c=0; c<columns; c++)
{
if (r!'=c) matrixM[c][rl=matrixM[r][c];
}
}

/**% Fills the Q matrix */
private void assembleMatrixQ ()
{
for (int r=0; r<rows; r++)
{
for (int c=0; c<rows-2; c++)
{
if (r==0) matrixQ[r][cl=elementlLength*anglesCos [c]* (1+2x*(
elementCount -(c+1)));
if (r==1) matrixQ[r][c]=elementlLength*anglesSin[c]*(1+2x%(
elementCount -(c+1)));

if (r>=2 && r<rows-1 )
{
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if (c>=r-2) matrixQ[r][c]=elementlLength*elementlLength*Math.
sin(angles[c]l-angles[r-2])*(1+2*(elementCount -(c+1)));

/* generating the other antisymmetric half =/
for (int r=2; r<rows; r++)

{
for(int c=0; c<rows-2; c++)
{
if(r-2!'=c) matrixQ[c+2][r-2]=-matrixQ[r][c];
}
}

/** Fills the K matrix x*/
private void assembleMatrixK ()

{
for (int r=2; r<rows; r++)
{
for (int c=0; c<elementCount; c++)
{
if (r==2)
{
if (c==0) matrixK[r][cl=1;
if (c==1) matrixK[r][cl=-1;
}
if (r>2 && r<rows-1)
{
if (c==r-3) matrixK[r][cl=-1;
if (c==r-2) matrixK[r]l[cl=2;
if (c==r-1) matrixK[r]l[cl=-1;
}
if (r==rows-1)
{
if (c==r-3) matrixK[r][cl=-1;
if (c==r-2) matrixK[r]l[cl=1;
}
}
}
}

/** Fills the C matrix */
private void assembleMatrixC ()

{
for (int r=2; r<rows; r++)
{
for (int c=0; c<elementCount; c++)
{
if (r==2)
{

if (c==0) matrixC[r][cl=1;
if (c==1) matrixCl[r]l[cl=-1;
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if (r>2 && r<rows-1)

{
if (c==r-3) matrixC[r][cl=-1;
if (c==r-2) matrixC[r][cl=2;
if (c==r-1) matrixC[r]l[cl=-1;
}
if (r==rows-1)
{
if (c==r-3) matrixC[r][cl=-1;
if (c==r-2) matrixC[r][cl=1;
}

/** Solves the equation, gets the solution vector */
private void createEquation ()
{
/* Creating the matrices and vectors for solving x*/
/* Matrix Mx*/
Matrix kitMatrixM=new Matrix () ;
kitMatrixM.allocateFor (matrixM) ;
kitMatrixM.setValues (matrixM);
kitMatrixM.multiply (0.5%elementMass);
//
leftSide=kitMatrixM;
//System.out.println(kitMatrixM) ;

/* Matrix Q =*x/

Matrix kitMatrixQ=new Matrix();
kitMatrixQ.allocateFor (matrixQ) ;
kitMatrixQ.setValues(matrixQ);
kitMatrixQ.multiply (0.5*elementMass) ;
//System.out.println(kitMatrixQ) ;

/* Matrix K x/

Matrix kitMatrixK=new Matrix();
kitMatrixK.allocateFor (matrixK) ;
kitMatrixK.setValues (matrixK) ;
kitMatrixK.multiply(elementStiffness);
//System.out.println(kitMatrixK) ;

/* Matrix C x*/

Matrix kitMatrixC=new Matrix();
kitMatrixC.allocateFor (matrixC) ;
kitMatrixC.setValues (matrixC) ;

kitMatrixC.multiply (innerDampingCoef*elementMass) ;
//System.out.println(kitMatrixC) ;

/* Vector omega“~2 */

Vector kitOmegaSq=new Vector ();

kitOmegaSq.allocate (elementCount, 1);

for (int r=0; r<elementCount; r++) kitOmegaSq.addValue(r,
omegas [r]);
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//System.out.println(kitOmegaSq) ;

/* Vector of angles */

Vector kitFi=new Vector ();

kitFi.allocate(elementCount, 1);

for (int r=0; r<elementCount; r++) kitFi.addValue(r, angles([r]);
//System.out.println(kitFi);

/* Vector of angular velocities */

Vector kitOmega=new Vector ();

kitOmega.allocate (elementCount, 1);

for (int r=0; r<elementCount; r++) kitOmega.addValue(r, omegas/[r]);
//System.out.println(kitOmega) ;

double followerForceX=followerForce*Math.cos(angles[elementCount-1]+
followerAngle);

double followerForceY=followerForce*Math.sin(angles[elementCount-1]+
followerAngle) ;

/* Vector Fx*x1lxsin(fi) x*/
Vector kitFollowerX=new Vector();
kitFollowerX.allocate(elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<elementCount+2; r++)
{
if (r==0) kitFollowerX.addValue(r, -followerForceX);
if (r>1) kitFollowerX.addValue(r, followerForceX*elementLength*
anglesSin[r-21);

/* Vector -Fyx*l*cos(fi) x*/
Vector kitFollowerY=new Vector();
kitFollowerY.allocate(elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<elementCount+2; r++)
{
if (r==1) kitFollowerY.addValue(r, -followerForceY);
if (r>1) kitFollowerY.addValue(r, -followerForceY*elementLengthx*
anglesCos [r-2]);

/* Vector of moments of gravity forces X x*/
Vector kitGravityXmoment=new Vector ();
kitGravityXmoment.allocate (elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<elementCount+2; r++)
{
if (r>1)
{
double value=0;
kitGravityXmoment .addValue (r, value);

}

/* Vector of moments of gravity forces Y x/
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Vector kitGravityYmoment=new Vector ();
kitGravityYmoment.allocate (elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<elementCount+2; r++)

{
if (r>1)
{
kitGravityYmoment .addValue(r, -elementMass*gravityAccelerationx*
elementLength*anglesCos [r-2]*(elementCount -0.5-(r-2)));
}
}

//System.out.println(kitGravityYmoment) ;

/* Vector of translational gravity forces */
Vector kitGravityTrans=new Vector ();
kitGravityTrans.allocate(elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<elementCount+2; r++)
{
if (r==0) kitGravityTrans.addValue(r, 0);
if (r==1) kitGravityTrans.addValue(r, -mass*gravityAcceleration);

}

/* Vector of overall gravity effect */

Vector kitGravityOverall=new Vector();

kitGravityOverall.allocate(elementCount+2, 1);

for (int r=0; r<elementCount+2; r++) kitGravityOverall.addValue(r,
kitGravityXmoment .getValue(r)+kitGravityYmoment.getValue (r)+
kitGravityTrans.getValue(r));

//System.out.println(kitGravityOverall);

/* MAero damping coefficients */
for (int i=0; i<=elementCount; i++)
{
if (velocities [2*i]>0 && velocities [2*i+1]>0 ) velocityAngles[i]=Math
.atan(velocities [2*i+1]/velocities [2*i]) ;
if (velocities [2*i]<0 && velocities [2*i+1]>0 ) velocityAngles[i]=Math
.PI-Math.atan(-velocities [2*¥i+1]/velocities[2*i]);
if (velocities[2*i]<0 && velocities[2*i+1]<0 ) velocityAngles[i]l=-
Math.PI+Math.atan(-velocities [2*i+1]/-velocities [2%i]);
if (velocities [2*i]>0 && velocities[2*i+1]<0 ) velocityAngles[i]=-
Math.atan(velocities [2%i+1]/-velocities [2*i]);

if (velocities[2%i]==0 && velocities[2%i+1]>0 )velocityAngles[i]=0.5%
Math.PI;
if (velocities [2*i]==0 && velocities[2%i+1]<0 )velocityAngles[i
]=-0.5xMath.PI;
if (velocities[2%i]>0 && velocities[2%¥i+1]==0 )velocityAngles[i]=0;
if (velocities [2%¥i]<0 && velocities [2*i+1]==0 )velocityAngles[i]=Math
.PI;

if (i==0)

aeroDampingCoef [i]=Math.abs(Math.sin(Math.abs(velocityAngles[i]-
angles[i])));
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if (i==elementCount)
aeroDampingCoef [i]=Math.abs (Math.sin(Math.abs(velocityAngles[i]-
angles[i-11)));

if(i!=0 && i'!'=elementCount)
aeroDampingCoef [i]=Math.abs(Math.sin(Math.abs(velocityAngles [i]-(
angles[i-1]+angles[i])/2d)));

/* The damping forces */
for (int s=0; s<=elementCount; s++)

{

if (s==0) dampingForcesX[s]=-exterDampingCoef *(
spikeDampingCoef*mediumDampingCoef*aeroDampingCoef [s]) *0.5%
elementMass*velocities [s*2];

if (s>=1 && s<elementCount) dampingForcesX[s]=-exterDampingCoef *(
mediumDampingCoef*aeroDampingCoef [s])*elementMass*velocities[s
*2] ;

if (s==elementCount) dampingForcesX[s]l=-exterDampingCoef *(
tailDampingCoef*mediumDampingCoef*aeroDampingCoef [s]) *0.5%
elementMass*velocities [s*2];

}
for (int s=0; s<=elementCount; s++)
{
if (s==0) dampingForcesY[s]=-exterDampingCoef *(

spikeDampingCoef*mediumDampingCoef xaeroDampingCoef [s]) *0.5%
elementMass*velocities [s*2+1];

if (s>=1 && s<elementCount) dampingForcesY[s]=-exterDampingCoef *(
mediumDampingCoef*aeroDampingCoef [s])*elementMass*velocities[s
*2+17;

if (s==elementCount) dampingForcesY[s]=-exterDampingCoef *(
tailDampingCoef *mediumDampingCoef *aeroDampingCoef [s]) *0.5%
elementMass*velocities [s*2+1];

/* Vector of external translational damping forces */
Vector kitExtDampingTrans=new Vector ();
kitExtDampingTrans.allocate(elementCount+2, 1);

for (int r=0; r<elementCount+2; r++)

{

if (r==0)

{
double value=0;
for (int i=0; i<=elementCount; i++) value+=dampingForcesX[i];
kitExtDampingTrans.addValue(r, value);

}

if (r==1)

{
double value=0;
for (int i=0; i<=elementCount; i++) value+=dampingForcesY[i];
kitExtDampingTrans.addValue(r, value);

}
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/* Vector of moments of external damping forces X */
Vector kitExtDampingXmoment=new Vector ();
kitExtDampingXmoment.allocate (elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<elementCount+2; r++)

{
if (r>1)
{
double value=0;
for (int i=r-1; i<=elementCount; i++) value+=dampingForcesX[i];
kitExtDampingXmoment .addValue(r, elementLength*anglesSin[r-2]*value
);
}
}

/* Vector of moments of external damping forces Y x/
Vector kitExtDampingYmoment=new Vector ();
kitExtDampingYmoment.allocate (elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<elementCount+2; r++)

{
if (r>1)
{
double value=0;
for (int i=r-1; i<=elementCount; i++) value+=dampingForcesY[i];
kitExtDampingYmoment .addValue(r, elementLength*anglesCos[r-2]*value
)
}
}

/* Vector of overall external damping effect */

Vector kitExtDampingOverall=new Vector ();

kitExtDampingOverall.allocate(elementCount+2, 1);

for (int r=0; r<elementCount+2; r++) kitExtDampingOverall.addValue(r,
-kitExtDampingXmoment .getValue (r)+kitExtDampingYmoment .getValue (r)+
kitExtDampingTrans.getValue(r));

/ /% %k k %k ok sk ok sk k ok k ok sk k ok k ok k ok kkokk [/ /

/* Solving the equation */

/* Multiplying matrices and vectors x/

Vector QtimesOmegaSqg=Vector .multiply(kitMatrixQ, kitOmegaSq);
Vector KtimesFi=Vector .multiply(kitMatrixK, kitFi);

Vector CtimesOmega=Vector .multiply(kitMatrixC, kitOmega);

/* Summation of right side x*/
Vector rightSidel=new Vector ();
rightSidel.allocate(elementCount+2, 1);
for (int r=0; r<rightSidel.getRowCount (); r++)
{

//if (r<3) rightSide.setValue (r, 0);
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rightSidel.setValue(r, QtimesOmegaSq.getValue(r)-KtimesFi.getValue(r)
-CtimesOmega.getValue(r)+kitFollowerX.getValue(r)+kitFollowerY.
getValue (r)+kitGravityOverall.getValue(r)+kitExtDampingOverall.
getValue (r));

}
rightSide=rightSidel;

}

private void getSolution(Matrix leftSide, Vector rightSide){
/* Solution vector */
GaussElimination solver=new GaussElimination();
solution=solver.solve(leftSide, rightSide);

//System.out.println(solution);

public double getCoordinate(int index) {
return coordinates[index];

}

public double getVelocity(int index) {
return velocities[index];

}

public double[] getCoordinates (){
return coordinates;

public double[] getAngles (){
return angles;

}

public double[] getCenterOfGravityCoordinates (){
return centerOfGravity;

3

public double[] getOmegas (){
return omegas;

}

public double getPotentialEnergy (){
return potentialEnergy;

}

public double [] getAeroCoefficients (){
return aeroDampingCoef;

}
public double [] getVelocityAngles (){

return velocityAngles;

}

89




654
655
656
657
658
659
660
661
662
663
664
665
666
667
668
669
670
671
672
673
674
675
676
677
678
679
680
681

LITERATURA

public double [] getExternalDampingX (){

return dampingForcesX;

}
public double [] getExternalDampingY (){

return dampingForcesY;

}

public double [] getVelocitiesX(){

double [] velocitiesX=new double [elementCount+1];

for (int i=0; i<velocitiesX.length; i++)
{

velocitiesX[i]l=velocities [2*i];
}

return velocitiesX;

}

public double [] getVelocitiesY(){

double [] velocitiesY=new double [elementCount+1];

for (int i=0; i<velocitiesY.length; i++)
{

velocitiesY[il=velocities [2*xi+1];
}

return velocitiesY;

}

Priloha B: Kompaktni disk

Na piilozeném kompaktnim disku se nachazi:

e clektronickd verze bakaldrské prace,

e kompletni zdrojové kédy numerického modelu a grafického rozhrani.
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