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Abstrakt:

Tato bakalafska prace se zabyva popisem statistickych prejimek srovnavanim. V praci
jsou popsana tfi diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti — hypergeometrické, binomické
a Poissonovo, véetné konvergenci jejich pravdépodobnostnich a distribu¢nich funkci.
Hlavnim cilem prace je pak odvozeni piejimaciho pldnu pro statistické piejimky
srovnavanim. Prace je doplnéna o tii vytvofené programy naprogramované v prostiedi
Matlab.

Abstract:

This bachelor’s thesis deals with a description of sampling procedures for inspection by
attributes. In the thesis there are described three discrete probability distributions —
hypergeometric distribution, binomial distribution and Poisson distribution, including
the convergence of their probability mass functions and cumulative distribution functions.
The main aim of the thesis is a determination of a sampling plan for sampling procedures for
inspection by attributes. The thesis is supplemented with three created programs, which are
programmed in software Matlab.
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1. Uvod

1.1 Cil bakalarské prace

Cilem bakalarské prace je popis statistickych ptejimek srovnavanim a odvozeni
konstrukce pfejimaciho planu pro pfejimky s jednim vybérem. Statistické piejimky se
vyuzivaji pfi vybérové kontrole jakosti vyrobkd, jsou tedy velice dilezité, pokud odbératel
odebira vyrobky od dodavatele a pottebuje si ovéfit jejich kvalitu. Podrobné jsou Vv této praci
popsany statistické prejimky s jednim vybérem, pii nichz dochazi k rozhodnuti, o pfijeti ¢i
zamitnuti dodavky, po jednom nahodném vybéru.

Na zacatku bakalafské prace je uvedeno oznaceni a pouzity matematicky aparat,
ze které¢ho se v dalSich odstavcich vychazi. Ve druhé kapitole jsou popsdna rozde€leni
pravdépodobnosti, kterd jsou potieba pii odvozovani konstrukce piejimacich plani pro
statistické piejimky srovnavanim. Jedna se o hypergeometrické, binomické a Poissonovo
rozdéleni. Zavér druhé kapitoly se zabyva vztahy mezi jednotlivymi diskrétnimi rozdélenimi
pravdépodobnosti a popisem vytvotreného simula¢niho programu v prostiedi Matlab.

Tteti kapitola se tyka statistickych ptejimek. Po vysvétleni zadkladnich pojmi a rozd€leni
ptejimek, je nejvetsi ¢ast vénovana popisu statistickych pfejimek srovnavanim s jednim
vybérem. Pro tento typ prejimky jsou ukazany rizné moznosti konstrukce piejimaciho planu
a popis simulacniho programu, pro vypocet piejimaciho planu (n, c), vytvofeného opét
v programu Matlab. Piejimaci plan (n, ¢) je dvojice Cisel, podle nichz dojde po vybérové
kontrole k rozhodnuti, zda ptijmout nebo zamitnout dodavku vyrobkt. Na zavér tieti kapitoly
jsou uvedeny dalsi statistické prejimky srovnavanim, které se v praxi pouzivaji.

1.2 Oznaceni a pouzity matematicky aparat

V tomto odstavci jsou uvedeny matematické pojmy a jejich oznaceni (dle [1]), ktera se
budou déle vyuzivat.

Uvazujme pravdépodobnostni prostor (€, .~/ P), kde Q je prostor elementarnich jevu,
.7/ ’je systém jevu definovanych na Q (mnozinova c-algebra) a P je pravdépodobnost.

Definice: Nahodnou veli¢inou X definovanou na pravdépodobnostnim prostoru (€, .7/ P)
rozumime zobrazeni X: 2 — R takové, ze pro kazdé x € R plati {w: X(w) < x} €./

Definice: Necht’ X je nahodna veli¢ina na (Q, .~/ P). Pak funkci F(x) = P({w: X(w) < x}),
x € R, nazyvame distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny X. Oznaceni F(x) = P(X < x).

Definice: Rekneme, Ze nahodna veli¢ina X definovana na (Q, . /; P) je diskrétniho typu, kdyz
existuje nejvyse spocetna mnozina M C R tak, ze P(X € M) = 1. Mnozinu M pak nazyvame
oborem hodnot nahodné veli¢iny X a funkci p(x) = P(X =x), x €M, p(x) =0, x € M,
nazyvame pravdépodobnostni funkci diskrétni ndhodné veliciny X.

Skute¢nost, 7e X je nahodna veli¢ina diskrétniho typu soborem hodnot M
a pravdépodobnostni funkci p, oznacme X~ (M, p).

Véta: Necht' X je ndhodnd veli¢ina diskrétniho typu s oborem hodnot M a pravdépodobnostni
funkci p, tj. X~(M, p). Pak plati

FO) =) p(®).
ten



Diukaz:

F(x)=P(X<x)=P(X<x]N[X€M]) =P U X=t]|=

teEMN(—o0,x)
= ) PX=p= ) p®=)p®
teMN(—oo,x) teMN(—oo,x) tté;\C/I

Definice: Necht' X je nahodna veli¢ina, F(x) jeji distribuéni funkce a a je ¢islo z intervalu
(0,1). Pak ¢islo x, nazveme a-kvantilem rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X,
kdyz plati x, = inf{x: F(x) = a}.

Pozn.: Pfi odvozovani statistickych prejimek se vyuzivd zejména kvantil Pearsonova y?
rozdéleni. Distribu¢ni funkci Pearsonova y? rozdgleni 0 2(c + 1) stupnich volnosti oznaéme
Fy2(x;2(c + 1)). Jestlize plati
sz(x;Z(c + 1)) =a,
pak pro kvantil Pearsonova y? rozdéleni o 2(c + 1) stupnich volnosti plati
x = x2[2(c + 1)].
Definice: Stfedni hodnotou diskrétni nahodné veli¢iny X~ (M, p) rozumime ¢islo EX, které je

déno vyrazem
EX = z xp(x),

XEM
kdyZ uvedena fada absolutné konverguje.

Definice: Cislo DX = E(X — EX)? se nazyva rozptyl nahodné veliginy X za predpokladu, Ze
uvedené sttedni hodnoty existuji.

Definice: Necht DX je rozptyl nahodné veli¢iny X. Pak ¢islo o(X) = VDX se nazyva
smérodatna odchylka nahodné veli¢iny X.

Definice: Necht X je nahodna veli¢ina a existuje stfedni hodnota EX* pro dané k, k = 1, 2, ...
Pak ¢islo EX* se nazyva k-tym obecnym momentem nédhodné veli¢iny X a u;, = E(X — EX)¥
se nazyva k-tym centralnim momentem nahodné veli¢iny X.

Definice: Necht’ X je nahodna veli¢ina a existuje 3. Pak ¢islo

w= s
T a3(X)

se nazyva Sikmost rozdéleni ndhodné veli€¢iny X.
Definice: Necht’ X je nahodna veli¢ina a existuje p,. Pak ¢islo

HUa
N

se nazyva Spicatost rozdéleni nahodné veliiny X.
Definice: Necht' X je nahodna veli¢ina na (Q, .~/ P). Pak funkci
My (t) = Ee'X, t €Dy C R,

nazyvame momentovou vytvoiujici funkci ndhodné veliCiny X.

Ay



Véta: Necht' existuje k-ty obecny moment EX* nahodné veli¢iny X. Pak existuje k-ta
derivace MY (t) a plati

d*My
dtk O

Dukaz: u, = EX* existuje pro k > 0. Dikaz se provede matematickou indukeci.
1) pro k =1 plati

My(t) = (Ee')' = E(e™)" = E(Xe™)
M, (0) = E(Xe®) = EX

EX¥ =

2) pokud tvrzeni plati pro k = m, pak plati prok=m + 1
M) = MV () = (E(X™e™)) = E(XMHDetX)
M)((m+1)(0) — E(xm+1eOX) = Exm+1

Dale pak podle [2] je zavedeno:

Definice: Norma vektoru je nezaporné Cislo, které reprezentuje jeho velikost. Ttida
vektorovych norem, zndma4 jako lp, zavisi na parametru 1 < p < oo:

1

It P

Il = ( D 1l |
i=1

Pro p = 2 se [,-norma nazyva Euklidovska norma a plati pro ni:
1

lxll, = (Z x?)i-

i=1



2. Rozdéleni pravdépodobnosti pouzivana ke konstrukci
prejimacich plant

Pti konstrukci pfejimacich plant jde o vybér z kone¢né populace. Pii praci s ni a pii
konstrukci ptejimacich plant se pouzivaji diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti, konkrétné
hypergeometrické, binomické a Poissonovo. V nasledujicich odstavcich je u jednotlivych
rozdéleni uvedeno vzdy oznaceni, pravdépodobnostni funkce, Ciselné charakteristiky véetné
jejich vypoctii a pro lepsi predstavu jsou uvedeny grafy pravdépodobnostnich funkci pro
rizné hodnoty parametri. Nasledné jsou ukdzany vztahy mezi uvedenymi diskrétnimi
rozdélenimi pravdépodobnosti.

2.1 Hypergeometrické rozdéleni

Urnové schéma

Celkovy pocet prvkt je N, znichz K jetypu laN—-Kje typu Il (K,N € N,0 < K<N).
Z téchto N prvki je vybrano ndhodné n prvku tak, ze se vybrané nevraceji zpét (tzv. vybér bez
opakovani). Pocet prvku typul mezi n vybranymi je nahodna veli¢ina X. Obor hodnot
nahodné veli¢iny X je M = {max{O, n + K — N}, max{0,n + K— N} + 1, ..., min{n, K}}.
Grafické znazornéni urnového schéma:

I 1

gl

Obr.1 Urnové schéma

Pravdépodobnostni funkce nadhodné velic¢iny X je uréena vztahem:
(K) (N—K
pHg(x)=P(X=x)=x(%, XEM
n
Prg(x) =P(X=x)=0, x¢M

Rikame, 7e nidhodn4 veli¢ina X mé hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti s parametry
N, K, n. Oznaceni: X~Hg(N, K, n).

Véta: Necht nahodna veli¢ina X ma hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti, pak
¢iselné charakteristiky jsou ureny vztahy:

- sttedni hodnota

nkK
EX = —
N
- rozptyl
DX—nK<1 K)N—n
N N/N -1



- sm¢rodatna odchylka
¥y = nkK (1 K ) N—n
o) = |y NN =1
- 3. centralni moment

nK(ON?nK — 6nK2N — 6n2KN + 4K?n? + 2N?K? + 2N?n? — 3N3K — 3N3n + N%)
N3(N —1)(N - 2)

Uz =
- 4. centralni moment

KK = DK = 2)(K = )nn—1)(n—-2)(n - 3)
He = NN — DN —2)(N —3) +

N(N — 1)(N — 2) NN-1 "N N|~
B [K(K —Dnn-1) nKl N 6nK [K(K— DK -2)n(n—1)(n-2)

NN—-1) "w|T°wN "~ NN —1)(N —2)

] <K(K]\7(;)T_l(711)— 1) N n%) _on %l (%) e [K(KA?(]lv)r—l(?;)_ 1)
el () -3 ()
- Sikmost

_ (N=2K)(N—-2m)VN—1
(N —2)/nK(N —K)(N —n)

- Spicatost
(N = DN2[N(N + 1) = 6K(N — K) — 6n(N — n)] + 6nK(N — K)(N —n)(SN — 6)
% = nK(N — K)(N —n)(N — 2)(N — 3)

Dukaz: Je tieba stanovit Cciselné charakteristiky nahodné veli¢iny X, ktera ma
hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti. Pifi vypoltech se vychazi z defini¢nich
predpisti. Obecné momenty EX™ jsou ur¢eny podle vztahu

EX™ = Z x"p(x) .

XEM

Pieznacme py,4(x) Na p(x), pak postupné pro n =1, 2, 3, 4 dostaneme:

EX = Z xp(x) = Z (K)((gl) 5) Z x! (K — x)l(

XEM x=0 n n! (N n)'

. (K —1)! _
e G DK =1 () ke (6 GG _

Y (N —1)! N ™H
=L m=—DI(N —n)! x=1

10



ke G O0e)
W G Y

x=1

n

EX? = ) x%p() = ) (x(x—1) +0pC) = x(x = p(x) + Z () =

XEM XEM x=1
C x'(K—x)'(
=Zx(x—1) N +EX =
x=1 n! (N —n)!
nn— x—2) (K —x)! \n—=x
=K(K—1)N(N T +EX =
= (n—2)I(N —-n)!
~ nin-1) « (2 (N9) _KK-Dn(n-1) K
—K(K—l)N(N_l)x=1 (2 +EX = N D TN
vz g2y KPK@ -nm)+Kn(N-1) 52_
DX = EX? — F2X = N =) (N) _
_ —NK?n— NKn? + N*Kn + K’n 2_ K—NK —Nn+N?+Kn _
- NZ(N — 1) "N N(N - 1) -
_ KKm-N)+N(N-n) K K\N —n
—"'W N(N —1) "N( _N)N—1
K K\N —
o0 = 7= o1 D)

Pro vypodet 3. a 4. centrdlniho momentu je potfeba nejdiive uréit obecné momenty EX3
aEX*:

EX3 = Z x°p(x) = Z [x(x — D (x — 2) + 3x* — 2x]p(x) =

XEM XEM
= Z x(x—1)(x—2)p(x)+3 Z x?p(x) — 2 z xp(x) =

n K\(N-K
=Zx(x—1)(x—2)( D) | gpye gy o

N
x=0 ( )
n K! N-K
(K — x)! \n—
=Zx(x—1)(x—2)x'(K Ii;,) = +3EX? —2EX =
x=1 n! (N —n)!

n (K —3)! (VK
nn—1)n-2) (x—B)I(K—x)! n—x
N(N —1)(N —2) (N —3)!

=1 m=3)I(N—-n)!

= K(K - 1)(K —2) +3EX? - 2EX =

11



nn—1)(n—2) - (I;:; (Ingzg:;)))
NN -DIN-2) L ("3

nn—-1)Mn-2) K(K-—1)nn-1) K ) K
NV —DN -2) ( +"_>_ "N

NN — 1) N N
EX* = Z x*p(x) = Z [x(x — D(x —2)(x — 3) + 6x3 — 11x% + 6x]p(x) =

+3EX? — 2EX =

= K(K - 1)(K —2)

=K(K—-1)(K—-2)

XEM XeEM

= z x(x—1(x—2)(x—3)p(x) + 6 Z x3p(x) — 11 Z x?*p(x) + 6 z xp(x) =
- x! (K x)'(

=Zx(x—1)(x—2)(x—3) N + 6EX3 —11EX? + 6EX =
x=0 n!' (N —n)!

. (K — 4)! N-K
KK -1DEK-2)K-3)nmn—-1Dn-2)(n-3) x—4)! K —x)! (o
B N(N —1)(N — 2)(N — 3) Z (N —4)!

=L =4I (N —n)!

+ 6EX3® — 11EX? + 6E

_ KK = DK = 2)(K = 3)n(n — 1)(n— 2)(n - 3)2 (2 ’X o Ei 2,

N(N = D(N =2)(N -3)

+ 6EX® —11EX? 4+ 6EX =
KK -1)(K-2)(K-3)n(n-1(n-2)(n-3)
B N(N — 1)(N — 2)(N — 3) *
KK -1 -2)nn—-1)n-2) ; KK-Dn(n-1) K ) K
[ NN — D(N —2) ( N(N — 1) +”N>_ "Nl_
K(K-Dnn-1) K nk
N [ N(N — 1) "Nl+67
t; = E(X —EX)3 = E(X3 — 3X2EX + 3XE2X — E3X) =
= EX3 —3EX2EX + 3EXE?X — E3X = EX3 — 3EX%EX + 2E3X =
nn—1)n-2) K(K—1)n(n-1) K K
N(N—l)(N—2)+3< +n )—Zn—l—

- lK(K_l)(K_Z) NN — 1) N N

T [ RETCLY
N(N —1) N/\'N N
_ nK(9N?*nK — 6nK*N — 6n*KN + 4K?n® + 2N?K? + 2N?n* — 3N°K — 3N°n + N*)
N3(N —1)(N -2)
py = E(X —EX)* = E(X* — 4X3EX + 6X?E?X — 4XE3X + E*X) = EX* — 4EX3EX +
+ 6EX%E?X — AE*X + E*X = EX* — AEX3EX + 6EX?E?X — 3E*X =

12



_KEK-1DE-2)(K-3)n(n-1)(n—-2)(n—3) N
NN —1)(N —2)(N —3)
; lK(K “DE-nn-H(n-2) <K(K —Dn(rn-1) K) _ anl _
N(N — 1)(N - 2)

N(N — 1) "N

N

K(K—1nn-1) K 6nK K(K-1)(K-2nn—1)(n—2)

_11[ NN —1) +”Nl N [ NN —1)(N —2)
K(K—1nn-1) K K| /mK K(K-—1nn-1)

+3< N(N —1) +"ﬁ>_2nﬁl(ﬁ> 6[ N(N —1)
K7 /nK\? nk\*

+ny] (&) —3(%)

__Hs _

T oE

nK(ON?nK — 6nK*N — 6n2KN + 4K?n? + 2N?2K? + 2N?n? — 3N3K — 3N3n + N*)
N3(N—1)(N —2)

K K N—n3

\/”N(l—ﬁ)m
_ (N—=2K)(N—-2m)VN—1
(N —2)/nK(N — K)(N —n)

o, = Uy 3= Uy 3=

4 = " roNa - 4_ -

a(X)* K, K\N—n
”N(l_N)N—1

_ (N=DNZ[N(N + 1) = 6K(N — K) — 6n(N —n)] + 6nK(N — K)(N —n)(5N — 6)
B nK(N — K)(N —n)(N — 2)(N — 3)

Pozn.: Dlikaz Ize provést i jinak, napt. pomoci faktoridlnich momentu.

Tvar pravdépodobnostni funkce pro hypergeometrické rozdé€leni s riznymi parametry je
dale graficky znazornén na obr.2a3. Pro oba uvadéné piiklady jsou vypocitany ciselné
charakteristiky, které jsou nasledné porovnany.

Z obrazka a vypoctenych ciselnych charakteristik je vidét, ze pro X~Hg (500, 35, 80)
oproti X~Hg (20, 4,10) vzrostla stfedni hodnota (v grafu je posunuta vice doprava), zvétsil se
také rozptyl a smérodatnd odchylka (Sir$i graf). Pro X~Hg (20,4, 10) vysla Sikmost 0, coz
potvrzuje obrazek, ve kterém je pravdépodobnostni funkce symetrickd kolem stiedni hodnoty.
U obr. 3 vysla Sikmost kladna, coz je znazornéno strméjSim narGstem a pozvolnéjSim
poklesem hodnot. U obr. 2 se naopak projevuje vyraznéjsi Spicatost, kterd ma zapornou
hodnotu.
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Grafické znazornéni pravdépodobnostni funkce s vypoctenymi ¢iselnymi charakteristikami:

0.45 T T T T T T T
. EX =2
04+ E
DX =0,8421
035+ E
o(X)=0,9177
03F ]
pus =0
ol ' I 1 . =18824
L ] az = O
0151 1 a4, =-0,3456
01k E
U_UET T
0 I 1 I I
4

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35
X

02 ; ; . . . .
018} te | EX=56
016 . | DX =4,3835
014} » 1 oX) =2,0937
ol | us=25738
S 01l o | e =57,9432
0.08F I az = 0,2804
0.06F |l a4, =0,0155
004 .
002} .
WT T?’14444444444444444444444
0 5 10 15 20 2 30 35

X

Obr. 3 Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X~Hg (500, 35, 80)
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2.2 Binomické rozdéleni

Pti pocitani hodnot pravdépodobnostni funkce hypergeometrického rozdéleni je potieba
pracovat s kombina¢nimi ¢isly, a proto je nékdy nutné vycislovat faktorialy z velkych Eisel.
Z davodi vypocetni naro¢nosti je mozné, pii splnéni uréitych podminek uvedenych v kapitole
2.4, nahradit hypergeometrick¢é rozdéleni binomickym. Cilem tohoto odstavce je
charakterizovat binomické rozdéleni a popsat jeho charakteristiky.

Uvazujme alternativni ndhodny pokus, ktery ma dva mozné vysledky — jev A (uspéch)
ajev opacny A (netspéch). Pravdépodobnost uspéchu je P(A) = 0. Pokus n krat nezavisle
opakujeme. Pravdépodobnost uspéchu 0 je stejna pro vSechny pokusy. Nahodna veli¢ina X
oznacuje pocet nastoupeni jevu A v posloupnosti nezavislych pokust délky n. Nahodna
veli¢ina X ma obor hodnot M = {0,1,2, ..., n}.

Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X je urena vztahem:
n
pr() =PX =)= )0*1-0)"*, xeM

ppi(x) =P(X =x) =0, x &M

Pak tikdme, ze ndhodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni s parametry n a 6: n € N,
0 <0< 1. OznaCeni: X~Bi(n,0).

Véta: Necht' ndhodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni pravdépodobnosti, pak Ciselné
charakteristiky jsou uréeny vztahy:

- sttedni hodnota EX =n6
- rozptyl DX =n6(1-6)
- smérodatna odchylka o(X) =no(1-06)
- 3. centralni moment us = nf — 3nh? + 2no3
- 4. centralni moment Uy = 3n%0% — 61203 + 3n%0* + n6 — 7nB? + 12n63 — 6n6*
. 1-260
- Sikmost a; = ——
> he-6)
- Spicatost a, = —123(91(:)9 )

Dikaz: Pfeznacme pg;(x) na p(x). Pro vypocet hodnot EX™ je mozno vyuzit dvou riznych
zpusobl vypoctu. V nasledujicich vypoctech jsou ukazany oba mozné piistupy. Hodnoty EX a
EX? jsou uréeny podle vztahu

EX™ = Z x"p(x),

XEM

hodnoty EX3 a EX* pak pomoci momentové vytvotujici funkce.

n

EX = z xp(x) = z (Z) 6*(1—60)"™" = Z x (:) 6%(1 —0)"* =

= n! x n-x — (n—1)! 11 avnex
_xzzlxxi(n 510°-0) ez(n_x)!(x_l)!e (1 gy =
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n
n—1
=no Y (0 )orra—oym e = o

EX2 = x2p(x) — i x2 (Z) 6%(1 — §)n* =i(x(x — 1)+ %) (;l) 9%(1— g)"* =
= ) xx- 1)#!_@!9"(1 —oyr w4 x (D) ora— oy =
x=1 x=0

- —2)!
=n(n-16 ) —(Zn (n)— 07— O BX =

=n(n—1)0? +nb = n?0%? —nb? + nd
DX = EX? — E?X = n?0%? —nB? + nf —n?6? =nf(1 - 0)

o(X) =VDX = /n6(1 - 0)

Pro vypocet 3. a 4. centralniho momentu je potfeba nejdiive uréit EX3 a EX*. Zde se vyuziva
momentové vytvorujici funkce, kterd ma pro binomické rozdéleni podle [13] tvar

My(t) = (1 — 6 + 8eH)™

d*M
EX? = —2X(0) = n°0% + 31262 — 3n%6% + n0 — 3n0? + 2n0°
d* My
EX* = (0) = n*6* + 61303 — 6n30* + 7n%60% — 181?63 + 11n%0* + nf —

det
—7n60% + 12n0°3 — 6n6*
ps = E(X — EX)3 = EX3 — 3EX?EX + 2E3X =n363 + 3n%0% — 3n%63 + nf — 3n6% +
+2n63 — 3(n%6? — nB? + nB)(nh) + 2(n6)3® = nb — 3n6? + 2n63
ps = E(X —EX)* = EX* —4EX3EX 4+ 6EX?E?X — 3E*X = n*0* + 6n%63 — 6n%6* +
+7n2%0% — 18n203 + 11n%0* + nf — 7n6? + 12n63 — 6n6* — 4(n303 + 3n%6? —
—3n263 + nf — 3n62 + 2n63)(nh) + 6(n?62? — nb? + nh)(nH)? — 3(nP)* =
= 3n260% — 6n%0°3 + 3n20* + n — 7nf? + 12n03 — 6nH*
ps  nB—3n6%+2n6° nb—nb?—2n6%+2n6° (1-20)(nf —nb?)

PN ma-e) | Jwea-o) =0y
_ (A-20mO(1-6)  1-26
Jn8(T-0no(1-6) /nb(A—6)
gt o 3n%62 — 6n%03 + 3n%0* + nf — 7nb? + 12n63 — 6nH* el
T o(X)4 m“
_ n@ —nb?—6n0? +6n6> +6n6° —6nd* [1—66 + 60°][n6 —nb?]
nd(1—-0)nb(1—-0) nf(1—-0)nb(1—0)

16



_[1-60(1-0)]MO(1—6)] 1—66(1—6)
- ne(1-0)mh(1-60) = né(1-6)

Tvar pravdépodobnostni funkce pro binomické rozdéleni s riznymi parametry je dale
graficky zndzornén na obr.4a5. Pro oba uvadéné priklady jsou vypocitany Ciselné
charakteristiky, které jsou nasledné porovnany.

Grafické znazornéni pravdépodobnostni funkce s vypoctenymi ¢iselnymi charakteristikami:

EX =12,75
03r- . 1 DX =19125
025 1 o(X)=1,3829

. ' sz = —1,3387
_ o2r T o, =11,4224
" 018} 1l a3 =-0,5062
a, =0,1229
01f g
»
0.05| g
| T
0 5 10 15
Obr. 4 Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X~Bi(15; 0,85)
[].14 T T T T T T
EX =13
0121 ot 1 DX =104
[ ]
* o(X) = 3,2249
0.1 . g
. Us = 6,24
_ 0.08 . T e = 324,896
- 0.06 - ] 1 a3 =0,1861
[ ]

a, = 0,0038
0.04 g
0.02 I [ g

Uual’T T?MW
0 10 20 30 40 50 60 70

Obr. 5 Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X~Bi(65; 0,2)

Zobr. 4 a5 a z ¢iselnych charakteristik je vidét, ze i pro rizné parametry maji oba ptiklady
podobné stiedni hodnoty. Pro X~Bi(65;0,2) je vSak vyrazné vétsi rozptyl a smérodatna
odchylka. Spi¢atost je rovna téméf nule, coZ je v grafu dobie vidét. U X~Bi(15; 0,85) stoji za
zminku vyrazna zaporna Sikmost, zobrazena pozvolnym narustem hodnot a strmym poklesem.
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2.3 Poissonovo rozdéleni

Jelikoz také pii vypoctu hodnot pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni je
potieba pocitat kombinacni ¢islo, a tedy faktoridly, nahrazuje se binomické rozdéleni
Poissonovym. To je vS§ak mozné pouze za podminek uvedenych v kapitole 2.4.

Poissonovo rozdéleni je diskrétni rozdé€leni pravdépodobnosti. Necht’ ndhodna veli¢ina X
ma obor hodnot M = {0,1,2, ... } a pravdépodobnostni funkci ur¢enou vztahem:

/‘{x
Pro(x) =P(X =x) = e"*;, x €M
Pro(x) =P(X=x) =0, x &M

Pak tikame, ze ndhodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdé€leni pravdépodobnosti s parametrem
A > 0. Oznaceni: X~Po(A).

Véta: Necht' ndhodna veli¢ina X ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti, pak Ciselné
charakteristiky jsou dany vztahy:

- stfedni hodnota EX=21

- rozptyl DX =2

- sm¢rodatna odchylka a(X) =Va

- 3. centralni moment Uz =1

- 4. centralni moment Uy = A+ 322

. 1

- Sikmost ==
Sikmos as 7
. 1

- Spicatost ay =7

Diikaz: Pfeznacme pp,(x) na p(x). I zde je ukdzadno obou moznych zplsobl vypoctu
obecnych moment EX™. Hodnoty EX a EX? jsou uréeny podle vztahu

EX™ = Z x"p(x),

XEM

hodnoty EX3 a EX* pak pomoci momentové vytvorujici funkce.
had X

_1/1 o 2 1* it 2 Ax—l
EX=ZXP(X)=Z” rze (x—1)!=lze TR
x=1

XEM x=0 x=1

(o]

EX?= 3 x%p() = (x(x = D +0p() = » x(c = De At Y xp(x) =
x=0 x=1

XEM x=1
o x e x-2
— -2 EX = ZZ -2 — 12
De G TER =R et A=A
x=1 x=1
DX =EX?—E2X =22 +1-22=1
o(X) =VDX =1
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Pro vypocet 3. a 4. centralniho momentu je potieba nejdiive uréit EX3 a EX*. Zde se vyuziva
momentové vytvorujici funkce, ktera ma pro Poissonovo rozdéleni podle [13] tvar

My (t) = e?e'=D),

dM
EX3 = dt;‘ (0)=1+4+32+ 21

d*M
EX*=—2X(0)=14722+ 63 + 2*

dt*
fs =E(X —EX)® = EX3 —3EX?EX +2E3X = (A 4324+ 1) =32 + DA+ 223 =
=243+ 23 -3283-3212+223=1
Uy = E(X —EX)* = EX* — 4EX3EX + 6EX?E%?X — 3E*X =
=(A+72 463+ —4(A+32+ 231+ 6(12 + )12 —31* =
= A4+ 712 +6A3+ A% — 422 — 1223 — 42* + 61* + 613 — 31* = 1 + 322

M3 A 1
Xg =—mmm = — = —
e 7 V2

Ua A+ 322 A(1+31) 1 1
%= o0 Ve pB PR 2

Tvar pravdépodobnostni funkce pro Poissonovo rozdéleni s riznym parametrem je dale
graficky zndzornén na obr.6a7. Pro oba uvadéné ptiklady jsou vypocitany Cciselné
charakteristiky, které jsou nasledné porovnany.

Z obou grafti je dobfe vidét ze stredni hodnota ma vzdy hodnotu A. Se vzristajici
hodnotou parametru roste také rozptyl a smérodatna odchylka. Pro X~Po(5) se projevuje
kladna Sikmost tim, Ze hodnoty rychle narustaji a pozvolngji klesaji. Pro X~Po(35) vychazi
témeért nulova Spicatost, coZ se projevuje tim, Ze tvar pravdépodobnostni funkce neni zplostély
ani §picaty. Pro rostouci parametr A Sikmost a $picatost u Poissonova rozdéleni klesa k nule.
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Grafické znazornéni pravdépodobnostni funkce s vypoctenymi ¢iselnymi charakteristikami:
0.18 T * ' T T T T T
0.16 |l EX=5
014} ’ t ] Dbx=5
012 | o(X)=22361
=5
ol . H3
= Uy = 80
= oosf t
az = 0,4472
oo 1 a,=02
0.04 _
002}
K. T M SR
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Obr. 6 Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X~Po(5)
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Obr. 7 Pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny X~Po(35)
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2.4 VVztahy mezi hypergeometrickym, binomickym a Poissonovym
rozdélenim

Pti zkoumani asymptotického chovéni diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti studovanych
Vv pfedchozich odstavcich, lze zjistit, ze je mozné nékterd rozd€leni aproximovat jinymi.
V tomto odstavci bude ukazano, jaka rozdéleni Ize aproximovat a za jakych podminek je toto
nahrazeni povazovano za dostatecné piesné.
Véta: Necht X~Hg(N,K,n) spravdépodobnostni funkci pp,(x), kde x €M =
{max{O, n + K — N}, max{0,n + K— N} + 1, ..., min{n, K}}. Kdyz pro N — oo plati, ze

i K_ 0

Nl—r>rolo N
pak plati

lim pyg(x) = ppi(x) .

Pozn.: Podle autori (viz. [6], [7]) lze v praxi tuto aproximaci provést pii splnéni podminky:

<01 1
N e D
Diikaz: Aproximace hypergeometrického rozdéleni binomickym:

(K)(N_K K! ) (N — K)!
. x/\n—x !(K_ )! ( B )!(N_K_ — )!
I\I,T(}OPHg(x)=T=A1,_)OOx x)! (n xN! (n—x) _

" n!' (N —n)!

i nl KK-1D.(K-x+1) W-K)N-K-1)-.. (N-K-(n-x)+1)
_Nl—rgox!(n—x)! N(N-1):...(N-n+1) -

(n) IS0 (K = DI (N =K — i) ;

= lim N® _
Bl X H?z_ol(N — 1) i -
Nn

N—-oo

1 (K i —x— K i
;czl N v H?:x 1 _ =

Véta: Necht X~Bi(n,8) s pravdépodobnostni funkci pg;(x), kde x € M = {0,1,2, ..., n}.
KdyZ pro n — oo plati, Ze

N->oo

lim n6 = 1,

n—-oo

pak plati
rlll_{lgo Psi(X) = Ppo(X) .
Pozn.: Podle autori (viz. [6], [7]) lze v praxi tuto aproximaci provést pii splnéni podminek:
n>30, 6<0,1. (2)
Diikaz: Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym:
Nejprve je vypocitana limita, kterd bude nasledné¢ vyuzita.

) n! onn—-1-.-(n—x+1) onn—-1-..-(n—x+1)
lim (—) = lim = lim =
n*(n —x)!

n-oo n-oo nx n—oo n'n-...n
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1 x—1
_ lim1-(1——)-...-(1——)=1-(1—0)-...-(1—0):1
n—oo n n
Dale je tedy mozno psat

n n! NG N
: . — T X _ n—-x — im— — (Z _ - —
Mm ppi(x) 1111_r>£10(x)9 (1-06) Al—rgox' (n—x)!(n) (1 n)

n X x

_ ( n! )Ax<1 A) (1 A)_ _q A 1= G
~ ale n*(n —x)!/ x! n T —¢ x!_pPO(x)

Lze-li aproximovat hypergeometrické rozdéleni binomickym a binomické rozdéleni
Poissonovym, pak lze také aproximovat hypergeometrické rozdéleni Poissonovym. Tato
aproximace se vyuziva zejména pro snizeni vypocetni naroc¢nosti a podle vySe zminénych
autort ji lze provést pii splnéni podminek

n

K
— <01, —<01 .
~ <01, —<01, n>30 (3)

Pozn.: Zde odvozenych vztahl se vyuziva pii konstrukci piejimacich plant u statistickych
ptejimek srovnévanim.

Kovéfeni predepisovanych podminek a ke grafickému zobrazeni jednotlivych
aproximaci je v Matlabu vytvofen program (viz. Pfilohy - Programl, popi. kapitola 2.6), ve
kterém lze tyto aproximace simulovat. Dale jsou na obr. 8 a 9 uvedeny grafické vystupy
z tohoto programu. Jsou na nich vidét pravdépodobnostni funkce hypergeometrického,
binomického a Poissonova rozdéleni pro ptipad, kdy nespliuji (obr. 8) popft. spliuji (obr. 9)
podminky

" ool K01 n>30
N ’,N l’n .

Jak moc se k sob¢ jednotliva rozdéleni ptiblizuji, je pocitano pomoci euklidovské normy
vektorll rozdild hodnot pravdépodobnostnich funkci. Necht yy, je vektor hodnot
pravdépodobnostni  funkce hypergeometrického rozdéleni, yp; je vektor hodnot
pravdépodobnostni funkce binomického rozdé€leni a yp, je vektor hodnot pravdépodobnostni
funkce Poissonova rozdéleni. Odchylky mezi jednotlivymi pravdépodobnostnimi funkcemi
(Hg zna¢i hypergeometrické rozdéleni, Bi — binomické rozdéleni a Po - Poissonovo
rozdéleni) jsou pocitany nasledujicim zptisobem:

p(Hg,B) = ||yng — ¥l
p(Bi,Po) = |lygi — ¥poll2
p(Hg,Po) = ||yug — ¥pol|,
Pozn.: Ve vytvofeném programu Program1 (viz. pfilohy) je voleno oznaceni:
p(Hg, Bi) = normaHgBi
p(Bi, Po) = normaBiPo
p(Hg,Po) = normaHgPo .
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Grafické znazornéni konvergenci:
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Obr. 8 Prubéhy pravdépodobnostnich funkci pfi nesplnénych
podminkach pro aproximaci rozdéleni

Kobr. 8 je doplnéna tabulka pro porovnani hodnot pravdépodobnostnich funkci pro
x € (11, 20) pfi nesplnénych podminkach pro aproximaci rozdéleni.

Tab.1: Hodnoty pravdépodobnostnich funkci pfi nesplnénych podminkach pro aproximaci
rozdéleni

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
p(x)

Yug | 0,0000 | 0,0008 | 0,0106 | 0,0577 | 0,1642 | 0,2693 | 0,2662 | 0,1602 | 0,0578 | 0,0119

ygi |0,0071|0,0195 | 0,0451 | 0,0869 | 0,1391 | 0,1826 | 0,1933 | 0,1611 | 0,1017 | 0,0458

Ypo | 0,0422 | 0,0580 | 0,0736 | 0,0868 | 0,0955 | 0,0985 | 0,0956 | 0,0876 | 0,0761 | 0,0628

Na dalsim obrazku (obr. 9) je ukazano, jak se zméni tvary pravdépodobnostnich funkeci,
kdyZ jsou podminky pro aproximaci jednotlivych rozdéleni splnény. K obr. 9 je opét doplnéna
tabulka pro porovnani hodnot pravdépodobnostnich funkci pro x € (0,9), tentokrat uz pfi
splnénych podminkach pro aproximaci rozdéleni.

Rozdil v obou obrazcich je zna¢ny. Na obr. 8 maji pravdépodobnostni funkce zcela
odliS$ny tvar, coz potvrzuje i to, Ze ani jedna ze tfi podminek pro moznou aproximaci neni
splnéna. Na obr. 9 jsou uz podminky splnény a tvary vSech tii pravdépodobnostnich funkci
jsou dosti podobné. Pro tento piipad také vyrazné klesla norma vektoru rozdili hodnot
jednotlivych pravdépodobnostnich funkei.
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Obr. 9 Priubéhy pravdépodobnostnich funkci pti splnénych
podminkach pro aproximaci rozdéleni

Tab. 2: Hodnoty pravdépodobnostnich funkci pti splnénych podminkach pro aproximaci
rozdéleni

p(x)

YHug | 0,0520 | 0,1689 | 0,2566 | 0,2425 | 0,1601 | 0,0785 | 0,0297 | 0,0089 | 0,0022 | 0,0004

ygi | 00596 | 0,1753 | 0,2501 | 0,2307 | 0,1545 | 0,0802 | 0,0335 | 0,0116 | 0,0034 | 0,0008

Ypo | 0,0668 | 0,1808 | 0,2446 | 0,2206 | 0,1492 | 0,0807 | 0,0364 | 0,0141 | 0,0048 | 0,0014

Na zéklad€ provedenych simulaci 1ze usoudit, Ze uvedené podminky
n <01 K <01, n>30
N I b ] N ) n

lze povazovat za vhodné. Pfedstava o chyb¢ je vidét z obr. 8 a 9, popt. z tab. 1 a 2.
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2.5 Distribu¢ni funkce

Distribuc¢ni funkce hypergeometrického, binomického a Poissonova rozdéleni budou dale
oznacovany nasledujicim zplisobem:
x (K) (N—K)
i)\ n—i

FHg(X;N;K;n) zz

=0

Faiin,6) = ) ()6l — o)
i=0

—1/11'
Fpo(ii2) = ) l.f )

i=0

Grafické zobrazeni jednotlivych distribuc¢nich funkei si lze prohlédnout ve vytvoreném
programu v Matlabu (viz. ptilohy Programl, popt. kapitola 2.6). Zde je moznost vykresleni
distribuéni funkce pro dané diskrétni rozdéleni nebo ukazky simulace aproximace
jednotlivych distribu¢nich funkci. Dale jsou na obr. 10 a 11 uvedeny grafické vystupy
Z tohoto programu. Jsou na nich vidét distribucni funkce hypergeometrického, binomického
a Poissonova rozdéleni pro ptipad, kdy nespliuji (obr. 10) popt. splituji (obr. 11) podminky

n<01 K<01 > 30
N ))N ))n -

Jak moc se k sobé& jednotliva rozdéleni piiblizuji, je pocitano pomoci euklidovské normy
vektoril rozdilii hodnot distribu¢nich funkci. Necht' vy, je vektor hodnot distribucni funkce
hypergeometrického rozdéleni, vp; je vektor hodnot distribuéni funkce binomického
rozdéleni a vp, je vektor hodnot distribuéni funkce Poissonova rozdéleni. Odchylky mezi
jednotlivymi distribuénimi funkcemi (Hg znaci hypergeometrické, Bi - binomické a Po -
Poissonovo rozdéleni) jsou pocitany nasledujicim zptisobem:

p(Hg,Bi) = ”ng - vBi”z
p(Bi, Po) = |[vg; — Vpoll;
p(Hg,Po) = ”ng - vPo||2
Pozn.: Ve vytvofeném programu Programl (viz. ptilohy) je voleno oznaceni:
p(Hg, Bi) = normaHgBi
p(Bi, Po) = normaBiPo
p(Hg,Po) = normaHgPo .
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Grafické znazornéni konvergenci:

1 T T T T T T

0.9 1 p(Hg,Bi) =0,1942
0.8 1 p(Bi,Po) =0,4329
07 1 p(Hg,Po)=0,5973
er 1 2-o055>01
— =V, > )
Z o050 4 N
i 1 K
04 —=0,75>0,1
N
03 ]
n=22<30
02 .
Po(16.5)
0.1 ——Bi(22:0.75) K
| | [ ——Hau0:3022)
% 5 26 30 35 40

Obr. 10 Prabéhy distribuénich funkci pti nesplnénych podminkach
pro aproximaci rozdéleni

p(Hg,Bi) = 0,0228
p(Bi,Po) = 0,0206
p(Hg,Po) = 0,0434

n
| 5 =00902<01
- 1 K
| 5 =00796 <01
1 n=34>30

Po(2.7056)

— Bi(34:0.079576)

——— Hg(377:30:34)
T

0 8 10 15 20 2R 30 35
X

Obr. 11 Prabéhy distribucnich funkei pti splnénych podminkach
pro aproximaci rozdéleni

Stejné€ jako u konvergenci pravdépodobnostnich funkci, tak i zde je rozdil v prib¢hu
distribu¢nich funkci zna¢ny. Na obr. 10 maji distribu¢ni funkce zcela odlisny tvar, coz
potvrzuje i to, ze ani jedna ze tfi podminek neni splnéna. Na obr. 11 jsou uz podminky
splnény a tvary vSech tii distribu¢nich funkci jsou dosti podobné. Pro tento piipad také
vyrazné klesla norma vektorti rozdilti hodnot jednotlivych distribu¢nich funkci a lze je tedy
navzajem aproximovat.
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Pti konstrukcich piejimacich plant je tfeba distribucni funkce pocitat a dale se vyuziva
jejich vzajemnych aproximaci. Kromé toho se vyuziva vztahu, ktery dava do souvislosti
distribu¢ni funkci Poissonova a Pearsonova y? rozdgleni. Ten objasiiuje nasledujici véta
uvedena v [5].

Véta: Necht ndhodna veli¢ina X ma rozdéleni Po(L) a ndhodna veli¢ina Y ma rozdéleni y?
0 2(x+1) stupnich volnosti. Pak plati

X . ©
Al 1 Y
FPo(x;A) = ZEQ_A = m ] e zy.Xdy = P(Y > 2&) =1- sz(Z/l,Z(x+ 1)) .
i=0 22
(4)

Dtikaz této véty lze najit v [5] na strané 141.
Platnost vztahu Fp,(x; 1) = 1 — F 2(24; 2(x + 1)) je take oveéfena numericky. Na obr. 12

jsou vykresleny distribu¢ni funkce Poissonova rozd€leni a funkce 1 —F 2(24;2(x + 1)). Je
vidét, Ze pribehy obou funkci jsou totozné.

1 : : : : I
0.9} ] [ i
0.8r | ]
0.7} . .
0.6}

= 05}
04} i 1
03} B .

0.2+ | i
|

0.1l — Pa(x.lambda) M
1 — - — - 1-chi2(2lambda_2{x+1}))
I T

g = | I I I
0 2 4 B 8 10 12 14 16
X

Obr. 12 Graficky znazornéni vztahu Fp,(x; 1) = 1 — F 2(22;2(x + 1)) pro A = 5.
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2.6 Pocitacova implementace

Pro grafickou demonstraci pravdépodobnostnich a distribucnich funkci diskrétnich
rozdéleni, vypoclty jejich Ciselnych charakteristik a simulaci konvergenci z kapitoly 2.4 byl
vytvoren pocitaCovy program Program1 (viz. piilohy).

Program je naprogramovan v Matlabu R2010a metodou Switched board programming.
V Matlabu je mozné v toolboxu Statistica najit funkce pro vypocet pravdépodobnostni funkce
(pdf — probability density function) a distribuéni funkce (cdf — cumulative distribution
function). Pti programovani byly pouzity nasledujici funkce:

hygepdf(x,N,K,n) - vypocet hodnot pravdépodobnostni funkce hypergeometrického rozdéleni
V bodech uréenych vektorem x

binopdfix,n,0) - vypocet hodnot pravdépodobnostni funkce binomického rozdéleni v bodech
uréenych vektorem x

poisspdf(x,A) - vypocet hodnot pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni v bodech
uréenych vektorem x

hygecdf(x,N,K,n) - vypocet hodnot distribuéni funkce hypergeometrického rozdéleni
v bodech uréenych vektorem x

binocdf(x,n,0) - vypocet hodnot distribu¢ni funkce binomického rozdéleni v bodech
uréenych vektorem x

poisscdf(x,L) - vypocet hodnot distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni v bodech uréenych
vektorem x

Pti spusténi se uzivateli objevi grafické okno. V levé Casti se nachdzeji tfi rozbalovaci
menu pro vybér dané tlohy a edit okna pro zadani vstupnich parametri. V pravé horni ¢asti je
misto pro grafické zobrazeni zadané ulohy, tj. pro vykreslovani pravdépodobnostnich
a distribucnich funkci. V pravé dolni ¢asti jsou pak vysledky vypoctu.

24 Bakalarska prace - Programl - P

Diskretni rozdeleni pravdepodobnosti

Obr. 13 Programl — grafické rozhrani
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V levé Casti ve tiech rozbalovacich menu si uzivatel mtize vybrat, zda si chce prohlédnout
ukéazku s vypoctem cCiselnych charakteristik nebo simulace konvergence.

V piipad¢ Ciselnych charakteristik musi dale vybrat jedno ze tii nabizenych diskrétnich
rozdéleni a typ grafu (pravdépodobnostni nebo distribu¢ni funkce), ktery chce zobrazit. Po
vyplnéni pozadovanych parametrii a stisknuti tlacitka Ok, je vykreslen graf a spocteny Ciselné
charakteristiky. Pii zadavani parametri musi uZzivatel vyplnit vSechny viditelné kolonky, ty
ostatni jsou pro uzivatele v dany moment nedostupné. Do edit oken pro parametry N, K an je
nutné zadat kladné celé ¢islo a pii vybéru hypergeometrického rozdéleni musi platit N > K A
N = n. Lambda i theta jsou realna ¢isla (lambda > 0 a theta € (0; 1) ). Pii zadavani téchto
hodnot je nutné dat pozor zejména na to, Ze se misto desetinné ¢arky pise tecka.

B Bakalarska prace - Progran

Hypergeometricke rozdeleni

Cizelne charakteristiy 0.25
Hg (N,K,n} -
pravdepodobnostni fce = L ]

02k L ]

015+ b

plx]

01 B

eta

Obr. 14 Programl — ukazka vykresleni pravdépodobnostni funkce a znazornéni vypoctenych
¢iselnych charakteristik hypergeometrického rozdéleni pro zadané parametry N, K, n

V piipadé¢ vybéru konvergence, Si uzivatel mlze vybrat mezi ukazkou simulace
konvergenci pravdépodobnostnich nebo distribunich funkci hypergeometrického,
binomického a Poissonova rozd€leni. Po vyplnéni pozadovanych parametri a stisknuti
tlacitka Ok, jsou simulace spustény. SoubéZné jsou pocitany nékteré ukazatele, napf. norma
vektoru rozdili hodnot pravdépodobnostnich (popt. distribu¢nich) funkci a ovéfovany
podminky pro moznou aproximaci rozdéleni z kapitoly 2.4.
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Konvergence pravdepodobnostnich funkci

02 . . . . . ' '
+ Bisosn
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— N et .
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Obr. 15 Programl — ukazka vykresleni a znazornéni vypoctenych ukazateld pro konvergenci
pravdépodobnostnich funkci
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3. Statistické prejimky

3.1 Uvod do statistickych piejimek

Pti vyrobé primyslovych soucastek je potieba kontrolovat jejich jakost. Pokud odbératel
odebira dodavky novych vyrobku od dodavatele, provadi jejich kontrolu (piejimaci kontrola),
aby se ujistil, ze procento zmetkld nepiesahuje piipustnou mez. Statistické prejimky jSou
postupy, které fesi, zda bude takovato dodavka piijata, ¢i zamitnuta. Piejimaci postupy by
m¢ély také davat dodavateli i odbérateli urcité zaruky a zajistit, aby provedeni kontroly bylo co
nejekonomic¢téjsi, tzn. naklady potiebné na kontrolu vyrobkd byly co nejmensi. Zarukou se
mysli to, aby odbératel nepfijimal dodavky s nevyhovujici jakosti a naopak, aby se dodavateli
nevracely dodavky s pfijatelnou jakosti.

Necht’ N je celkovy pocet vyrobkii v dodavce, z nichz K mé uréitou vlastnost (napt. jsou
vadné, maji nevyhovujici jakost). Pfejimaci kontroly se podle rozsahu kontrolovanych
vyrobku déli na:

» stoprocentni

» vybérové

Stoprocentni kontrola probiha tak, Ze se pfekontroluje vSech N vyrobkl. Pokud se mezi
nimi zjisti K vadnych kust, pak ¢islo p = K/N udava podil vadnych vyrobki v celé dodavce.
Stoprocentni kontroly maji vSak nékolik nevyhod, napt. vysoké ndklady, ¢asovou naroc¢nost
nebo nékdy i ponic¢eni vyrobku (destruktivni zkousky, zména jakosti).

Kvili témto nevyhoddm stoprocentni kontroly se u dodavek provadi vybérova piejimaci
kontrola jakosti. U této kontroly se nekontroluje vS§ech N vyrobku, ale jen urcity pocet n z celé
dodavky. Nahodny vybér u vybérové piejimaci kontroly jakosti odpovidd urnovému
schématu. Proto se také pii vypoltech vychazi z hypergeometrického rozdé¢leni
pravdépodobnosti, které je mozno, po spInéni podminek (1) a (2) uvedenych v kapitole 2.4,
aproximovat rozdélenim binomickym, popt. Poissonovym.

N

Obr. 16: Grafické znazornéni ndhodného vybéru n vyrobki z dodavky o N vyrobcich, z nichz
K je vadnych
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3.2 Rozdéleni statistickych prejimek
Statistické prejimky Ize délit podle nejriznéjsich kritérii:

1. Kontrola jakosti vyrobk

» statistické pfejimky srovnavanim
» statistické ptejimky métenim

Pti statistické pfejimce srovnavanim nas nezajima konkrétni jakostni znak, ale pouze
to, zda je nebo neni dany vyrobek vadny. To se provadi pomoci mérek, kalibr,
uchylkometrti, podle vzhledové kontroly, srovndvanim s predepsanym vzorkem, atd.

U statistickych pfejimek méfenim nas zajima konkrétni hodnota sledovaného znaku,
a proto také zaviseji na pravdépodobnostnim rozdéleni tohoto znaku.

2. Z hlediska typu poskytované zaruky
» statistické ptejimky pro ovéfeni jakosti jednotlivého souboru
» statistické pfejimky pro ovéteni jakosti soubort tvoficich sérii

U statistické prejimky jednotlivého souboru nelze pouzit zddné informace z ostatnich
souboril. Je nutno pracovat jen s udaji zjiSténymi z dané dodavky. KdeZto u soubori

mohou vyuzit ke stanoveni nejvyhodnéjsiho ptejimaciho postupu.

3. Vybér vyrobku ke kontrole

statistické pfejimky jednim vybérem
statistické ptejimky dvojim vybérem
statistické pfejimky né€kolikerym vybérem
statistické prejimky sekvenéni

YV YV

Pii statistické pfejimce jednim vybérem je z celého souboru N vyrobki vybirano
nahodné¢ n vyrobku ke kontrole. Poté dochédzi k rozhodnuti o pfijeti nebo zamitnuti
dodavky.

Pii statistické pfejimce dvojim vybérem je nejdiive z celého souboru N vyrobku
vybirano nahodné n; vyrobkt, pokud nedojde k rozhodnuti, je vybrano nahodné ze zbytku
souboru dalSich n; vyrobkt. Poté uz definitivné dochazi k rozhodnuti o pfijeti nebo
zamitnuti souboru.

Pti statistické prejimce n€kolikerym vybérem se postupuje analogicky jako u dvojiho
vybéru. Postupné se vybird ndhodné ni, ny, ns, ... vyrobkl. Pokud po zddném vybéru
nedojde k rozhodnuti o pfijeti, dostane se az ke k-tému vybéru ng, po kterém se uz
definitivné rozhodne o pfijeti nebo zamitnuti souboru.

Pii sekvencni statistické piejimce je vybiran z celého souboru postupné vzdy jeden
kus, po kterém se rozhoduje o pfijeti, zamitnuti nebo pokracovani v dal§im vybéru.

4. Postup ptfi zamitnuti dodavky
> statistické piejimky bezopravné
» statistické prejimky opravné

Pokud byla kontrolou dodévka zamitnuta, dochézi u statistickych piejimek opravnych
vzdy ke stoprocentnimu piekontrolovani celého souboru. Dodavka se pievezme az poté,
co jsou vadné kusy opraveny nebo nahrazeny novymi.

U statistickych pfejimek bezopravnych ke stoprocentni kontrole nedochédzi a je
zkontrolovan jen ndhodny vybér n vyrobki.
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3.3 Statistické prejimky srovnavanim S jednim vybérem

U statistickych pfejimek srovnavanim s jednim vybérem se nekontroluje konkrétni
jakostni znak, ale pouze to, zda je nebo neni dany vyrobek vadny. Pfi provadéni ptejimaci
kontroly je z celého souboru o po¢tu N vyrobku vybirano nahodné n vyrobki ke kontrole.

Podil vadnych vyrobki v dodavce je ¢islo p € (0; 1) dané vztahem

K

p:N'

kde K je poc¢et vadnych vyrobki a N je celkovy pocet vyrobkt v dodavce. Aby se statisticka
pfejimka mohla uskutecnit, musi se jeSt€¢ pfed zahijenim piejimaci kontroly odbératel
s dodavatelem spolecné¢ domluvit na dvou hodnotach podili vadnych vyrobki p1 a p2
v dodavce a hodnotéch rizika dodavatele a a rizika odbératele B (viz. kapitola 3.3.1).

3.3.1 Zakladni pojmy

Pripustny podil vadnych vyrobkii v doddvce je Cislo p; € (0; 1), ktery chrani dodavatele
pred zamitanim dodavek s malym podilem vadnych kusi p. Nékdy se misto Cisla p; udava
hodnota P, ktera znaéi ptipustné procento vadnych vyrobkd v dodavce.

Pl - 100p1

Nepripustny podil vadnych vyrobkii v doddvce je ¢islo p, € (0; 1), ktery chrani odbératele
pted pfijimanim dodavek s velkym podilem vadnych kust p. Nékdy se misto ¢isla p, udava
hodnota P,, ktera znac¢i neptipustné procento vadnych vyrobkt v dodavce.

Pz - 100p2

Prejimaci plan (n, c) je dvojice ¢isel n a ¢, kde n je rozsah vybéru a c je prejimaci
kritérium, podle nichz dojde po vybérové kontrole k rozhodnuti, zda pfijmout nebo zamitnout
dodavku vyrobku (zptuisob rozhodovani je vysvétlen v kapitole 3.3.2).

Prejimaci (akceptacni) cislo ¢ je maximalni pocet vadnych vyrobku pii piejimaci
kontrole n nahodné vybranych kust z celého souboru, pii némz je jesté dodavka pfijata.

Operativni charakteristika L(p; n, ¢) piejimaciho planu (n, c) je funkce, udavajici
pravdépodobnost piijeti dodavky v zavislosti na podilu vadnych vyrobkd v dodavce p.
Operativni charakteristika je klesajici funkce prochdzejici body [0,1] a [1,0]. To vychazi
z toho, ze pravdépodobnost piijeti dodavky s malym podilem vadnych kust je vysoka
a pravdépodobnost piijeti je nizsi, pokud podil vadnych vyrobku je vétsi. Pokud soubor
neobsahuje zadné vadné vyrobky, tedy podil vadnych je p = 0, méla by byt dodavka pfijiméana
s pravdépodobnosti 1 a naopak pokud soubor obsahuje samé zmetky, tedy podil vadnych je
p =1, pak by méla byt dodavka pfijimana s pravdépodobnosti 0. Operativni charakteristika
vyjadiuje u€innost prejimaciho planu. Kazdému ptejimacimu planu odpovida ptislusna jedina
operativni charakteristika. Prubéh operativni charakteristiky je zndzornén na obr. 17.

Riziko dodavatele o je pravdépodobnost zamitnuti dodavky s podilem vadnych kust,
ktery odpovida ptipustnému podili vadnych vyrobkd p; Vv dodavce, jenz byl uréen po
domluveé mezi dodavatelem a odbératelem. Nejcastéji se voli o = 0,05 nebo o =0,01.

a=1-L(py;;nc)

Riziko odbeératele f je pravdépodobnost piijeti dodavky s podilem vadnych kust, ktery
odpovidéa neptipustnému podilu vadnych vyrobkl p, v dodévce, jenz byl urCen po domluve
mezi dodavatelem a odbératelem. Nejcastéji se voli p = 0,05 nebo = 0,10.

B = L(pzn,c)
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Obr. 17: Operativni charakteristika se zobrazenim hodnot p; pz, a, B

3.3.2 Bezopravné piejimaci plany (Py, Py)

Ptejimaci plan (n, c), jehoZ operativni charakteristika prochdzi dvéma body [p1, 1 - a],
[p2, B, spliiuje tedy podminky

Lp;;nc)=1—-«a
L(pz;n,c) =, (5)

se nazyva prejimaci plan (P1, Py).
U statistické pfejimky jednim vybérem jsou pied zahdjenim piejimaci kontroly znamy
nasledujici tdaje:

N — pocet vyrobki v celém souboru

p1 — pfipustny podil vadnych vyrobkil v dodavce

p2 — neptipustny podil vadnych vyrobka v dodavce

o —riziko dodavatele

B —riziko odbératele,
kde p1, p2, o, B jsou voleny po domluvé dodavatele a odbératele. Z téchto tdaji se vytvori
idedlni pfejimaci plan (n, c), podle kterého se provede piejimaci kontrola.

n —rozsah vybéru

C —pfejimaci Cislo

Provede se jeden nahodny vybér rozsahu n. Tyto vybrané vyrobky se piekontroluji a zjisti
se pocet vadnych vyrobkil. Pokud je pocet vadnych mensi nebo roven pirejimacimu ¢islu c,
pak je cela dodavka ptijata a nechava si ji odbératel. Pokud je pocet vadnych vétsi nez c, pak
je dodavka zamitnuta a je vracena dodavateli. Ten musi opravit vadné kusy vyrobkl nebo je
nahradit novymi, poté muze poslat dodavku opét ke kontrole.
Necht X je pocet vadnych vyrobkli ve vybéru. Postup statistické pifejimky jednim
vybérem je nasledujici:
X<c dodévka se pfijima
X>c dodavka se zamita

Dojde tedy k jednozna¢nému rozhodnuti o pfijeti, ¢i zamitnuti dodavky vyrobki.

34



3.3.3 Stanoveni pi‘ejimaciho planu (n, c) pro bezopravné prejimaci plany (P, P,) jednim
vybérem

V tomto odstavci bude popsan zpusob vypoctu dvojice ¢isel (n, c), kde n je rozsah vybéru
a C je piejimaci ¢islo.
Vychazi se ze dvou podminek (5) pro piejimaci plany (P1, Py):
Lp;;nc)=1—-«a
L (Pzi n, C) = B

Jestlize operativni charakteristika je funkce L(p;n,c), udavajici pravdépodobnost pfijeti
dodavky v zévislosti na podilu vadnych vyrobkt v dodavce p, Ize psat

[
Lip;in, ¢) = P(X < ¢) = ZP(Xz ) = Fyy(c; N, Np,n).
i=0

Dvé podminky (5) pro piejimaci plan (P1, P2) lze piepsat do soustavy dvou rovnic

- (') (2r)

FHg(c;N,Npl,n) =Z N =1—-a«a
S ()
¢ (Np,\ (N—Np
Fug(¢; N, Npz,n) = Z( )Caer?) =8 (6

=)

Nejdifive nalezneme pfiblizné feSeni téchto rovnic. Postup odvozeni je podle [7] nasledujici.
Je-li splnéna podminka (1) uvedend V kapitole 2.4, lze hypergeometrické rozdéleni
aproximovat binomickym rozdélenim

¢ (Np)(N—Np c
L(p;n,c) :z( i )( n—i ) .

Moo > (et = pyt = Fu(einp).
=0 n i=0

Soustava rovnic (6) ptejde do tvaru

c

n . .
Fgi(c;n,p1) = Z (l.)pi(l —p)" =1-a
i=0
c

Fa(einp) =) (3)pi-pyi=p . )

i=0

Dale, jsou-li splnény podminky (2) uvedené v kapitole 2.4, lze binomické rozdéleni
aproximovat Poissonovym rozdélenim

Cc Cc

toimer =Y (pia -2 Y R i)

i=0 i=0
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Soustava rovnic (7) ptejde do tvaru
Cc .
e "P1(np,)"
Fp,(c;npq) :Z—i' =1-
i=0 '
o e (npy)*
Fo(cipy) = ) =22 = . ®
i=0 '
Dle vztahu (4) uvedeného v kapitole 2.5, ktery dava do souvislosti Poissonovo rozdéleni
S parametrem A a distribu¢ni funkci Pearsonova xz rozdéleni o 2(c + 1) stupnich volnosti, lze
soustavu (8) dale upravovat

F,2(2npy;2(c+ 1) =a
Fp(@np;2(c+1) =1-§. 9)
Pro kvantily Pearsonova y° rozd&leni o 2(c + 1) stupnich volnosti plati
2np, = xgl2(c + 1]
2np, = xi_pl2(c + 1. (10)

Nakonec jednoduchou tpravou, napt. porovnanim 2n, piejde soustava (10) dvou rovnic na
jednu rovnici o jedné neznamé c.

P, Xi-pl2(c+1)]
p1 xél2(c+ 1)

V kone¢ném vztahu (11) jsou hodnoty p; — ptipustny podil vadnych vyrobka v dodavce,
p2 — nepiipustny podil vadnych vyrobki v dodavce, a — riziko dodavatele a B — riziko
odbératele znamé. Rovnice je vyieSena numericky metodou bisekce. Nasledné je mozno
dosadit ¢ do jedné ze dvou rovnic ze soustavy (10) a vypocitat n.

Tento postup vypoctu vSak nelze vyuzit, pokud je potieba piesnéjsi feSeni. To se dostane
feSenim soustavy (7), ve které se vyskytuji distribucni funkce binomického rozdéleni. Presné
feSeni se pak dostane feSenim soustavy (6), ve které se vyskytuji distribu¢ni funkce
hypergeometrického rozde€leni.

Ve vytvoieném programu (viz pfilohy Program2, popi. kapitola 3.3.4) je po zadani
uZzivatelem mozno vypocitat pejimaci plan (n, c) feSenim jakékoliv ze soustav rovnic (6), (7)
nebo (8). Tento program je schopny vypocitat pfesny vysledek pro libovolné n a c. Z divoda
vypocetni naro¢nosti jsou ovSem voleny pro n a c¢ ur€ité intervaly, coZ vyrazné€ zrychluje
rychlost vypoétu — voleno n € (0; 1000) a ¢ € (0; 70).

Pozn.: Podle normy [3] by n mélo lezet v intervalu (0; 5955) a c v intervalu (0; 87).
Horni hranice téchto intervald a ¢isla blizici se témto hornim hranicim jsou vSak v normé
zastoupeny jen minimalné. Zvolené intervaly n € (0; 1000) a ¢ € (0; 70) pokryvaji velkou
vétSinu piejimacich plant (n, c), které se v norme vyskytuji.

Pfi feSeni soustav rovnic (6), (7) nebo (8) se hleda optimalni piejimaci plan (n; c¢) takovy,
pfi kterém je euklidovska norma vektoru odchylek jednotlivych rovnic od cisel o a P
minimalni. Pouze u aproximace Poissonovym rozdélenim se nepouziva interval ¢ € (0; 70),
ale pro piiblizny odhad c, se vyuzije vypocet metodou bisekce a poté je pro ¢ volen uzsi
interval ¢ € (¢, — 5; ¢, + 5).

Jelikoz se pii odvozovani vychazi z hypergeometrického rozdéleni, mélo by feSeni
soustavy (6) s distribu¢nimi funkcemi hypergeometrického rozdéleni davat ptesné vysledky.
Ptesny vysledek feSeni jsou dvé redlna Cisla - n pro rozsah vybéru a c pro pfejimaci cislo.
V pfejimacim pladnu (n, ¢) ovSem mohou byt obé Cisla pouze nezdporna cela Cisla. A pravé

(1D
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tyto Cisla se snazi najit vytvoreny program (viz. piilohy Program2). Dava tedy jako vysledek
nezaporna cela ¢isla n a c. Proto lze urcit euklidovskou normu vektoru odchylek jednotlivych
rovnic soustavy (6), od predem znamych ¢isel rizika dodavatele o a rizika odbératele B, pii
dosazeni vypoctenych ¢isel n a ¢ (ziskanych feSenim rovnic (6), (7) nebo (8)). Necht' o, je

odchylka od a a o, je odchylka od B:
¢ (Npy\ (N—Npq
e o)

=Y

(P ()
—n_ [ n—i
0, =p N .
S ()
Vyznam dale pouzivanych norem je nasledujici:
1) pii dosazeni n a ¢ vypoétenych ze soustavy (6) pomoci hypergeometrického rozdé¢leni:

0o=1—a-

(12)

normatg = |[(04, 07) I

2) pti dosazeni n a ¢ vypoctenych ze soustavy (7) pomoci binomického rozdéleni:
normaBi = ||(04, 02)ll;

3) pfi dosazeni n a ¢ vypoctenych ze soustavy (8) pomoci Poissonova rozdéleni:
normaPo = ||(01,0,)ll2

4) pti dosazeni n a ¢ ziskanych z normy [3]
normaPlan = ||(04,0,)]l, .

Pro porovnani vypocitanych vysledki s normou [3] je vytvofena tab. 3. Podle normy
(vni se u jednotlivych tabulek vyuziva oznafeni pomoci ptipustného a nepiipustného
procenta vadnych vyrobka v dodavce P; a P,) odpovida pro P; € (3,8;4,5) a P, € (14; 18)
ptejimaci plan (65; 5). Tabulka ukazuje vysledky vypoctu ptejimacich plana (n; ), v krajnich
hodnotach téchto intervall, pfi feSeni pomoci hypergeometrického, binomického
a Poissonova rozdéleni podle vytvofeného programu (viz. ptilohy Program2, popt. kapitola
3.3.4). Dale jsou v tabulce uvedeny normy vektorti odchylek pro jednotlivé zptisoby vypoétu.

Tab. 3: Pfejimaci plan (65; 5) podle normy CSN 01 0254
P1 | P2 Po Bi Hg normaHg | normaBi | normaPo | normaPlan
38| 14 | (67;5) | (55;4) | (54;4) | 0,0031 0,0064 0,0317 0,0235
38| 18 | (37;3) | (35;3) | (35;3) | 0,0103 0,0103 0,0241 0,0885
45| 14 | (75;6) | (73;6) | (63;5) | 0,0076 0,0140 0,0236 0,0213
45| 18 | (44;4) | (43;4) | (42;4) | 0,0141 0,0162 0,0232 0,0879

Jak je vidét z uvedené tabulky, nejpresnéjsi vysledky dava podle ocekavani feSeni pomoci
hypergeometrické rozdéleni, protoZe se z tohoto rozdéleni vychdzi. Naopak piejimaci plan
(65; 5) uvedeny v normé dava n€kdy znaéné odchylky od feSeni podle hypergeometrického
rozdéleni. Tim je stanoven pfejimaci plan (n, ¢) odlisSny od normy, ktery 1épe aproximuje
feSeni rovnic (6).

Norma [3], se kterou je provedeno srovnavani vysledkt, by ovSsem méla byt vytvorena pii
aproximaci Poissonovym rozd€lenim. Piejimaci plan (65;5), pro ptipustné a nepiipustné
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procento vadnych vyrobku P; € (3,8;4,5) a P, € (14; 18), tedy vznikl vhodnou aproximaci
piejimacich plant v krajnich hodnotach uvedenych intervali (67; 5), (37; 3), (75; 6) a (44; 4).

Z pozorovani vysledkt vytvofeného programu je mozné usoudit, ze hodnoty n a c
ptrejimaciho planu (n; c), vypocitané podle feSeni hypergeometrickym rozd€lenim, byvaji
zpravidla mensi nez pii aproximaci Poissonovym rozdélenim. Pfi aproximaci binomickym
rozd€lenim lezi ziskdna Cisla n a ¢ nékde mezi témito Cisly ziskanymi podle ostatnich dvou
rozd¢leni.

Zajimavosti téchto tii zplsobu feSeni je, ze pouze pii feSeni soustavy (6), tedy podle
hypergeometrického rozdéleni, je potieba znat celkovy pocet vyrobka v dodavce N. Jak moc
ovliviiuje vypocet piejimaciho planu (n; c) celkovy pocet vyrobkit N v dodavce, ukazuje
nasledujici tabulka.

Tab. 4: Vliv celkového poctu vyrobkti N v dodavce (pro prejimaci plan (17; 0) dle normy [3])

. Hg Hg Hg
Pr ] P2 Po Bi (N=100) | (N=1000) | (N=10000)
0,5 16 (14;0) (13;0) (21; 1) (13; 0) (13; 0)

Podle ziskanych vysledki 1ze usoudit, ze vliv na vysledek maji pfedev§im mensi hodnoty
N, kdezto pii vétsich N (napt. 1000, 10 000) jsou vysledky prakticky stejné.

Na rozdil od piejimacich plant v normg, pocita vytvofeny program (viz. piilohy
Program?2, popi. kapitola 3.3.4) piejimaci plany (n; ) pfesné pro zadané vstupni parametry p;,
P2, a.a .
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3.3.4 Pocditacovy program pro vypocet prejimacich plani

Pro vypocet optimélniho pfejimaciho planu (n; c) byl vytvoien pocitacovy program
Program2 (viz. ptilohy). Je naprogramovan v prostiedi Matlab R2010a metodou Switched
board programming.

Pti spusténi se uzivateli objevi grafické okno. V jeho horni ¢asti zadava pét pocatecnich
parametrii:

N  —pocet vyrobki v celém souboru

pl — pfipustny podil vadnych vyrobka v dodavce

p2  —nepfiipustny podil vadnych vyrobkii v doddvce

alfa —riziko dodavatele (nastaveno na hodnoté alfa = 0,05)

beta - riziko odbératele (nastaveno na hodnoté beta = 0,1).

Hodnoty pl, p2, alfa, beta jsou realna ¢isla z intervalu (0; 1) a pii jejich zadavani je potieba
dat pozor, ze je nutné misto desetinné ¢arky psat teCku. Uzivatel by mél volit ¢isla pl a p2
zintervalu p1 € (0,001; 0,105), p2 € (0,0025; 0,35). Podle [7] je voleno riziko dodavatele
alfa = 0,05 a riziko odbératele beta = 0,1.

V dolni ¢asti si uzivatel vybird podle jakého diskrétniho rozdéleni (hypergeometricke,
binomické nebo Poissonovo) chce provést vypocet prejimaciho planu (n; €), S tim, Ze mize
zvolit vice variant soudasnd. Po stisknuti tlagitka Ok se objevi vysledné hodnoty. Cisla
rozsahu vybéru n a piejimaciho ¢isla ¢ jsou pak zobrazeny vpravo od vybraného diskrétniho
rozdéleni. Program se ukoncuje stisknutim tlacitka konec.

V programu jsou voleny hranice pro n a ¢ podle kapitoly 3.3.3, tedy pro rozsah vybéru
plati n € (0; 1000) a pro piejimaci ¢islo ¢ € (0;70). V ptipadé potieby SirSich intervald, pro
vypocet vétSich n, popf. ¢, by bylo potfeba provést zmény ve zdrojovém kodu (viz. ptilohy
Program2). Pti volbé aproximace Poissonovym rozdélenim trva vypocet podstatné kratsi
dobu. To je zpiisobeno tim, Ze je nejprve pouzita metoda bisekce pro pfiblizné urceni ¢, a poté
je voleno ¢ € {(c, — 5;c, + 5). Naopak pfi volbé hypergeometrického nebo binomického
rozdé€leni je nutné pocitat s tim, ze vypocet miize trvat az nékolik desitek vtefin.

r ™
B s o gt o e S i

Prejimaci plany (P1, P2)

Zadej parametry:

H=| 1000 pl= o004 pZ= 014 alfa= oos heta= o1

Vyber typ rozdeleni pro vypocet:

hypergeometricke = c=
binomicke = c=
7| Poissonovo n= 66 c= 5

Konec

Obr. 18: Program2 — grafické prostiedi pro vypocet prejimaciho planu (n; c) pro Poissonovo
rozdéleni
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3.3.5 Pocditacovy program pro simulaci statistické prejimky srovnavanim

Nejprve se pro znamé hodnoty N, p;, p,, a, B najde podle norem nebo podle vytvoieného
programu Program2 pfejimaci plan (n,c). V simulaci je zkoumano, kolik dodavek je
zamitnuto ze 100 provedenych kontrol, kdyZ podil vadnych vyrobkt v dodavce p je p < p;,
p1 <P <Pz, P2 <P.

Necht’ z celkového poétu vyrobki N = 1000 je K vadnych. Vyrobkim jsou pfifazena
Cisla 1 az N, kde prvnich K je vadnych. Ve vytvofeném programu (viz. pfilohy program
Simulace) se pro kazdou kontrolu vygeneruje n ¢isel (n je rozsah vybéru z piejimaciho planu)
pomoci generatoru nahodnych cisel z intervalu (0; 1) zaokrouhlenych na 3 desetinna mista
a vynasobenych 1000. Tim vznikne n nahodnych celych ¢isel z intervalu (0;1000).

Je-li n€které vygenerované Cislo z intervalu (1;50), byl pifi kontrole vybran vyrobek,
ktery je zmetek. Necht' X je pocet zjisténych zmetki pii kontrole jedné dodavky. Rozhodnuti
zda je takova dodavka pfijata, ¢i zamitnuta, probiha podle kapitoly 3.3.2:

X <c¢  dodavka je ptijata

X >c¢  dodavka je zamitnuta.

Vysledkem je zjisténi poctu zamitnutych doddvek ze 100 kontrol a pravdépodobnost
ptijeti dodavky pro tfi rizné hodnoty podilu vadnych vyrobki v dodéavce.

Necht pro N = 1000, p; = 0,04, p, = 0,15, a = 0,05, f = 0,1 je zjistény
a) piejimaci plan (65;5) podle normy [3]

POd,l 1 Vad:’l ych Pocet zmetkt K Pocet zamitnuti Pr:il.\./de’p odo’b nost
vyrobkl p prijeti dodavky
0,03 30 1 0,99
0,09 90 56 0,44
0,16 160 96 0,04

Tab. 5: Provedeni 100 kontrol simulace statistické pfejimky srovnavanim pro tiéi ruzné

hodnoty podilu vadnych vyrobki v dodavce pfi prejimacim planu (65; 5)

b) pfejimaci plan (51; 4) podle vytvofeného programu Program?2 pro hypergeometrické

rozdéleni
POd,l 1 Vad? yeh Pocet zmetkl K Pocet zamitnuti Pravl.\./de’podojbnost
vyrobkl p ptijeti dodavky
0,03 30 2 0,98
0,09 90 49 0,51
0,16 160 93 0,07

Tab. 6: Provedeni 100 kontrol simulace statistické pfejimky srovnavanim pro tfi rizné
hodnoty podilu vadnych vyrobki v dodéavce pti prejimacim planu (51; 4)

Z vysledkll simulaci je vidét, Ze pro pfejimaci plan (51;4) je pfi menSich hodnotach
podilu vadnych vyrobkl p pravdépodobnost piijeti dodavky mensi nez pfi prejimacim planu
(65; 5). Naopak pii vétsich hodnotach podilu vadnych vyrobki p je pravdépodobnost piijeti
dodavky mensi u piejimaciho planu (65; 5). Hodnoty pravdépodobnosti pfijeti dodavky, pro
razné podily vadnych vyrobkl, odpovidaji pribéhu operativni charakteristiky pro dany
ptejimaci plan (n, ).

Vytvotfeny program s nazvem Simulace (viz. pfilohy) nemé grafické rozhrani, je vytvoien
pouze jako script v prostfedi Matlab. Po spusténi dava jako vysledek pocet zamitnuti dodavek
ze 100 kontrol pro zvolené pocatecni parametry N, py, p2, o, P.
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3.4 DalSi statistické prejimky srovnavanim

V nasledujicich kapitolach jsou zminény dalsi statistické piejimky srovnavanim, které se
V praxi pouzivaji. Poznatky jsou ziskdny zejména z [3],[4] a [7], kde je mozné najit

v

podrobnéjsi informace.
3.4.1 Statistické piejimky pro ovéreni jakosti jednotlivého souboru
3.4.1.1 Bezopravné pi‘ejimaci plany (P, P,)
Piejimka dvojim vybérem
U statistické prejimky dvojim vybérem jsou na pocatku znamy nasledujici tdaje:
N — pocet vyrobki v celém souboru
p1 — ptipustny podil vadnych vyrobkii v doddvce
p2 — neptipustny podil vadnych vyrobkl v dodavce
o — riziko dodavatele
B —riziko odbératele,
kde p1, p2, o, B jsou voleny po domluvé dodavatele a odbératele. Z téchto tdaji se vytvori
idealni pfejimaci plan (ny, C1, Z1, Ny, Cy).
ni — rozsah prvniho vybéru
€1 — pripustny pocet vadnych kusli v prvnim vybéru
z; — nepfipustny pocet vadnych kusti v prvnim vybéru
Ny — rozsah druhého vybéru
C, — pripustny celkovy pocet vadnych kusti v obou vybérech dohromady

Pti statistické piejimce dvojim vybérem se nejprve vybird z celého souboru N vyrobki
nahodné n; vyrobki. Tyto vyrobky se piekontroluji a zjisti se pocet vadnych kust. Pokud je
toto Cislo mensi nebo rovno nez ptipustny pocet vadnych kust v prvnim vybéru, pak je
dodavka ihned pftijata. Pokud je pocet vadnych kusi vétsi nebo roven nez nepfipustny pocet
vadnych kust v prvnim vybéru, je dodavka naopak ihned zamitnuta. Jestlize je pocet vadnych
mezi témito dvéma hodnotami, pokracuje se druhym nahodnym vybérem n, vyrobku. Plati, ze
N1 = No.

Druhy ndhodny vybér probihd z téch vyrobki, které zbyly v doddvce po prvnim vybéru.
Druhy vybér projde kontrolou a zjisti se pocet vadnych kust. Pokud je soucet nevyhovujicich
vyrobkll v prvnim a druhém vybéru dohromady mensi nebo roven nez piipustny celkovy
pocet vadnych cy, je dodavka pfijata, v opacném piipadé¢ je zamitnuta.

Necht’ X; je pocet vadnych kust v prvém vybéru a X; pocet vadnych kusi v druhém
vybér. Postup statistické prejimky dvojim vybérem je nasledujici

Xi1<¢g soubor se piijima
X12>217; soubor se zamita
C1<X1<Zz4 provede se druhy nahodny vybér
X1+ X2<¢; soubor se pfijima
X1+ Xo>0y soubor se zamita.

Piejimka nékolikerym vybérem

U statistické piejimky n€kolikerym vybérem jsou na pocatku zndmy nésledujici udaje:
N — pocet vyrobki v celém souboru
p1 — ptipustny podil vadnych vyrobkil v dodavce
p2 — nepfipustny podil vadnych vyrobki v dodavce
o —riziko dodavatele
B —riziko odbératele
k - pfedepsany maximalni pocet vybéri,
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kde p1, p2, o, B jsou voleny po domluvé dodavatele a odbératele. Z téchto tdaji se vytvori
idealni pfejimaci plan (na,..., Nk, C1,..., Ck, Z1,..., Zk-1)-

n; — rozsah i-tého vybéru

Ci — pripustny pocet vadnych kust v prvnim az v i-tém vybéru

z; — nepiipustny pocet vadnych kusii v prvnim az v i-tém vybéru

Postupuje se analogicky jako o pirejimky dvojim vybérem. Pro ndhodné vybéry plati

Ny =n; =...= Nk. Necht’ X je pocet vadnych kust v i-tém ndhodném vybéru a tedy po zadném
Z ptedchozich vybéri nedoslo k rozhodnuti o pfijeti nebo zamitnuti. Postupuje se dale
nasledovné:

X1 +...+ X <¢ soubor se pfijima
Xi+...+ Xi >z soubor se zamita
Ci< Xy +...+t X<z provede se (i+1)-vy nahodny vybér.

Jestlize k rozhodnuti o pfijeti nedojde az do k-t€ho vybéru, pak po ndhodném vybéru ny se uz
rozhodne definitivné:

X+ .+ X<k soubor se pfijima
Xq+...+ X > c soubor se zamita.

Piejimka sekvencni

U statistické ptejimky sekvenc¢ni jsou na pocatku zndmy nasledujici udaje:

N — pocet vyrobkl v celém souboru

p1 — ptipustny podil vadnych vyrobkil v dodavce

p2 — neptipustny podil vadnych vyrobka v dodavce

a — riziko dodavatele

B —riziko odbératele,
kde pi, p2, o, B jsou voleny po domluvé dodavatele a odbératele. Vytvoii se ptejimaci plan,
Vv némz A, aj, 8, d jsou konstanty zavislé na p1, p2, a, B (viz. [7] str. 38).

ki — celkovy pocet vadnych kust po i-tém vybéru

a; +id - hranice pro pfijeti pii i-tém vybéru

a;+id - hranice pro zamitnuti pfi i-tém vybéru

Pii sekvenc¢ni pfejimce se v kazdém vybéru vybere nahodné vzdy jen jeden prvek. Je-li

vyrobek v potadku, pfifadi se mu hodnota 0, je-li vadny, pfifadi se mu hodnota 1. Celkovy
pocet vadnych kusti po i-tém vybéru dostaneme tak, ze

i
ki = z XJ
j=1
Po kazdém piekontrolovani vyrobku se k; porovna s hranici pro pfijeti a pro zamitnuti.
Jestlize je hodnota mezi témito dvéma hranicemi, pokracuje se ndhodnym vybérem dalsiho

vyrobku.
Postup pfi i-tém vybéru lze tedy zapsat ndsledovné:

ki<a; +1id soubor se pfijima
ki>a, +id soubor se zamita
a1 +id<kj<a;+id pokracuje se vybérem dalsiho kusu ke kontrole.
Hranice pro pfijeti a zamitnuti 1ze graficky interpretovat jako polopfimky s defini¢nim
oborem (0,00), prochazejici I. a IV. kvadrantem soufadné soustavy.
y =a; +dx hranice pro pfijeti
y=a;+dx hranice pro zamitnuti
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Pokud by dlouho nedoslo k rozhodnuti o pfijeti nebo zamitnuti, postupuje se tak, ze se
najde piejimaci plan pro jeden vybér (n, ¢). Pokud po n-tém vybéru pii sekvenéni piejimce
nedojde k rozhodnuti, rozhodne se dle ptejimaciho planu pro jeden vybér. Nedéla se vsak
novy ndhodny vybér n vyrobkl, ale vyuzije se téch n nahodné vybranych kusi z jiz
uskutecnéné sekvenéni prejimky.

kn<c  soubor se piijima
ky>cC soubor se zamita

3.4.1.2 Opravné prejimaci plany (P;)

Opravné picjimaci plany zajistuji splnéni podminky L(pz) =B a minimalizuji stfedni
pocet kontrolovanych vyrobkt pii primérném podilu vadnych v dodévce.

U opravnych ptejimacich planii jsou na pocatku znadmy nasledujici udaje:

N — pocet vyrobki v celém souboru

p2 — nepiipustny podil vadnych vyrobki v dodavce
p — prumérny podil vadnych vyrobkl v dodavce

B — riziko odbératele,

kde p2, B jsou voleny po domluvé dodavatele a odbératele, p je zjistén z diive uskute¢nénych
prejimek. Z téchto udaji se vytvori idedlni piejimaci plan (n, ¢) u opravnych ptejimacich
pland jednim vybérem

n — rozsah vybéru

¢ — akceptacni ¢islo (ptipustny pocet vadnych kusti ve vybéru),

popf. (N1, C1, N2, C2) u opravnych piejimacich plant dvojim vybérem.

Ny — rozsah prvniho vybéru

Ny — rozsah druhého vybéru

C1 — piipustny pocet vadnych kusii v prvnim vybéru

C, — ptipustny pocet vadnych kust v prvnim a druhém vybéru dohromady

Rozdil oproti bezopravnym piejimacim planim je v tom, co se déje s vadnymi kusy.
Kontrolou zjisténé nevyhovujici vyrobky pifi ndhodném vybéru musi dodavatel opravit nebo
nahradit novymi. Pokud je jejich po€et mensi nebo roven ptipustnému poc¢tu vadnych kusii ve
vybéru c, pak je dodavka s nahrazenymi vyrobky pfijata. Je-li poéet nevyhovujicich vyrobku
pfi kontrole vétsi nez c, pak je zkontrolovan cely zbytek souboru a vadné kusy jsou
dodavatelem opét opraveny nebo nahrazeny novymi. Az poté je dodavka pfijata.

V piejimacim planu pro pfejimku dvojim vybérem se neuvadi ¢islo z; vyjadiujici
neptipustny pocet vadnych kust v prvnim vybéru. To je z diivodu, Ze pro toto ¢islo pokazdé
plati

z1=c2+ 1

Pti hledani pfejimaciho planu v tabulkach jsou tyto tabulky rozdéleny pro rtizné hodnoty
prumérného procenta vadnych vyrobkl Ps a neptipustného procenta vadnych vyrobka P,. Tyto
hodnoty se dostanou lehce ze vztahti:

Ps=p-100
P, = p2'100
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3.4.2 Statistické prejimky pro ovéreni jakosti souboru tvoricich sérii
3.4.2.1 Opravné piejimaci plany (P.)

Na rozdil oproti opravnym piejimacim planim (P;) pro kontrolu jakosti jednotlivého
souboru se zde neuvazuje podminka L(p2) = B. Pro zachovani zaruky odbératele se zavadi
prumeérna vystupni jakost AOQ (average outgoing quality). Jestlize je ptfed kontrolou podil
vadnych vyrobkil v dodavce p, pak funkce AOQ(p) udava stiedni podil vadnych kust po
kontrole. Maximum této funkce se nazyva mez prumérné vystupni jakosti a znaci se py, popr.
AOQL (average outgoing quality limit). Z toho vyplyva, ze primérna vystupni jakost nebude
hor$i nez mez primérné vystupni jakosti.

Opravné prejimaci plany (P\) zajist'uji splnéni podminky

max A0Q (p) = p,

0<p<i1

a minimalizuji stfedni pocet kontrolovanych vyrobkd pii praimérném podilu vadnych
Vv dodavce L.

U opravnych piejimacich pland (PL) jsou na poc¢atku znamy nasledujici udaje:

N — pocet vyrobkil v celém souboru
p., — mez prumérné vystupni jakosti
p — pramérny podil vadnych vyrobkl v dodévce,

kde p; je volena po domluvé dodavatele a odbératele, p je zjistén z diive uskute¢nénych
prejimek. Z téchto udaji se vytvori idedlni piejimaci plan (n, c) u opravnych ptejimacich
pland jednim vybérem

n — rozsah vybéru

¢ — akceptacni ¢islo (ptipustny pocet vadnych kusti ve vybéru),

popf. (N1, C1, N2, C2) u opravnych piejimacich plant dvojim vybérem.

Ny — rozsah prvniho vybéru

N, — rozsah druhého vybéru

C1 — piipustny pocet vadnych kusii v prvnim vybéru

C, — ptipustny pocet vadnych kust v prvnim a v druhém vybéru dohromady

Pribéh piejimaci kontroly, 1 to co se d&je se zjiSténymi vadnymi kusy, je obdobny jako
u opravnych piejimacich plant (Py).

V piejimacim planu pro piejimku dvojim vybérem se opét neuvadi Cislo z; vyjadiujici
neptipustny pocet vadnych kust v prvnim vybéru. To je z divodu, Ze pro toto ¢islo pokazdé
plati

z1=c2+ 1

Pti hledani pfejimaciho planu v tabulkach jsou tyto tabulky rozdéleny pro rtizné hodnoty
praimérného procenta vadnych vyrobkd Ps a nejhor$iho primérného vystupniho procenta
vadnych P, . Tyto hodnoty se dostanou podle vztahti:

Ps =p-100
PL=p;-100
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3.4.2.2 Bezopravné prejimaci plany AQL

Oznaceni dle ISO 2859:
Ac - pfejimaci ¢islo (acceptance number)
Re - zamitaci Cislo (rejection number)
N - rozsah davky
D - pocet neshodnych jednotek v davce
n - rozsah vybéru
d - pocet neshodnych jednotek zjistény ve vybéru z davky
p - pramér procesu

Px - Groven jakosti, pro kterou je pravdépodobnost pfijeti rovna x, kde x € (0,1)

AQL - pripustnda mez jakosti (acceptance quality limit) — uroven jakosti, ktera je
nejhor$im pfijatelnym primérem procesu

CRQ - jakost odpovidajici riziku odbératele (consumer’s risk quality)

AOQ - primérné vystupni jakost

AOQL - nejhorsi primérna vystupni jakost

Piejimaci plany AQL zajist'uji, ze pokud neni primérné procento vadnych v souboru
tvoticim sérii vyS$$i nez AQL, pak odbératel piijme dodavku podle ptejimaciho planu
s danou hodnotou AQL s vysokou pravdépodobnosti.

Kontrolni urovné ukazuji zavislost mezi rozsahem vybéru n a rozsahem dodavky N.
Kontrolni trovné se rozlisuji tii zakladni - I, Il, 11l a ¢tyfi specialni - Sy, Sy, Ss, S4. Za béZznych
okolnosti se pouziva uroven II.

Na dané kontrolni trovni plati urcitd ptrechodova pravidla pro pfestup na jiny typ kontrol.
Typy kontrol jsou tfi — normalni, zpfisnéna, zmirnéna. Za béznych podminek se pouziva
normalni kontrola. Zptisnéna kontrola je zavedena pokud priimér procesu je horsi nez AQL,
zmirnéna kontrola je zavedena pokud primér procesu je lepsi nez AQL. Dle [4] plati:
Normalni kontrola

- pfi zahgjeni kontroly se vzdy za¢ina normalni kontrolou

- jestlize nejsou piijaty 2 z5 po sob¢ jdoucich souboril, pfechdzi se na zpifisnénou

kontrolu

- jestlize je stabilizovand vyroba, pocet bodl pro ptechod je vétsi nebo roven 30

a povéteny organ piechod schvalil, prechazi se na zmirnénou kontrolu
Zptisnéna kontrola

- jestlize neni pfijato 5 davek behem zptisnéné kontroly, dochazi k pteruSeni kontroly,

dokud dodavatel nezajisti zlepSeni jakosti vyrobkl

- jestlize je pfijato 5 po sobé jdoucich souborti, pfechéazi se zpét na normalni kontrolu
Zmirnéné kontrola

- jestlize jeden soubor neni piijat, vyroba je nepravidelnd, popf. z jinych zavaznych

diivodu, prechdzi se zpét na normalni kontrolu

U bezopravnych prejimacich planit AQL jsou na pocatku znamy nésledujici udaje:

N  —pocet vyrobki v celém souboru
AQL — pfipustnd mez jakosti
kontrolni Groven.

Z téchto udaji se vytvofi idedlni pfejimaci plan, ktery je pro prejimku jednim vybérem déan
kombinaci ¢isel

n  —rozsah vybéru

Ac — ptipustny pocet vadnych kust ve vybéru

Re — nepfipustny pocet vadnych kust ve vybéru,
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pro ptejimku dvojim vybérem

Ny - rozsah prvniho vybéru

Ny - rozsah druhého vybéru

Ac; - ptipustny pocet vadnych kust v prvnim vybéru

Re; - neptipustny pocet vadnych kusi v prvnim vybéru

Ac, - ptipustny pocet vadnych kust v obou vybérech dohromady
Re2 - nepfipustny pocet vadnych kusi v obou vybérech dohromady,

popf. pro piejimku nékolikerym vybérem

n; -rozsah i-tého vybéru
Ac; - ptipustny celkovy pocet vadnych kusti v prvnim az i-tém vybéru
Re; - neptipustny celkovy pocet vadnych kust v prvnim az i-tém vybéru.

Pti hledani ptejimaciho planu jednim vybérem podle tabulek se postupuje nasledovné.
Dle rozsahu davky N a kontrolni urovné se najde odpovidajici pismeno A, B, C,...,R. Poté se
v dal$i tabulce dané typem kontroly najdou pro toto pismeno a piisluSnou piipustnou mez
jakosti AQL piejimaci ¢islo Ac, zamitaci ¢islo Re a rozsah vybéru n. Jestlize je v tabulce
misto Ac a Re Sipka, pak tato Sipka sméfuje k takovému prejimaci a zamitacimu ¢islu, které
se maji pouzit. Analogicky se hledaji pfejimaci plany pro pfejimky dvojim a né€kolikerym
vybérem.

Rozhodovaci kritéria, zda dodavku piijmout ¢i zamitnout, jsou pro soubory tvorici sérii
stejna jako u izolovanych déavek.
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4. 7Z.avér

Cilem bakalaiské prace je popis statistickych ptejimek srovnadvanim a odvozeni
konstrukce piejimaciho planu pro piejimky s jednim vybérem.

Na zacatku bakalaiské prace jsou vysvétleny matematické pojmy, které se dale vyuzivaji.
Druhd kapitola se =zabyva popisem tii diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti —
hypergeometrického, binomického a Poissonova, ktera jsou nasledné potieba pii konstrukcich
piejimacich plani. U vSech rozdéleni je uvedena pravdépodobnostni funkce, distribuéni
funkce a vypocitany Ciselné charakteristiky. Pro lepsi nazornost téchto pojmu byl k této
kapitole vytvoien V prosttedi Matlab program (viz. ptilohy Programl), ve kterém si lze navic
prohlédnout ukazky konvergenci jednotlivych rozd€leni pravdépodobnosti. Aproximacim
jednotlivych diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti je vénovan konec druhé kapitoly, kde je
odvozeno, ze hypergeometrické rozdéleni lze aproximovat binomickym, je-li splnéna
podminka

n<01
N

Binomické rozd¢leni 1ze aproximovat Poissonovym, jsou-li splnény podminky
n>30, 6<0,1.

Pii splnéni vSech tii podminek je mozné aproximovat hypergeometrické rozdéleni
Poissonovym.

Tteti kapitola zacind popisem statistickych ptejimek. Ty se vyuzivaji pfi vybérové
kontrole jakosti vyrobkl. Po vysvétleni zdkladni pojma je uvedeno nekolik kritérii, podle
kterych lze statistické pfejimky délit. Poté uz je pozornost vénovéana hlavnimu cili bakalatské
prace, tedy popisu statistickych prejimek srovnavanim s jednim vybérem. Pro tento typ
ptejimky jsou odvozeny tfi zplsoby vypoctu piejimaciho plénu (n, c¢), podle zvolen¢ho
diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti. Pro vypocet piejimaciho planu (n, C) je opét vytvoren
Vv prostiedi Matlab program (viz. pfilohy Program?2). JelikoZ ptesné feSeni vznikne vyieSenim
soustavy rovnic s hypergeometrickym rozdélenim

(T

FHg(c;N,Npl,n) =z N =1—-«a
i=0 (n)
Np,\ (N—Np
e S U

i=0 (17\{)

jsou stimto feSenim srovnany i dal$i feSeni pomoci binomického rozdéleni a Poissonova
rozdéleni. Vypocitané piejimaci plany z vytvofeného programu jSOu porovnany s piejimacimi
plany uvedenymi v normé [3]. Je zjisténo, Ze v uvedené normé je jeden piejimaci plan pro
urcité hranice ptipustného a neptipustného podilu vadnych vyrobkl v dodavce p; a p,, kdezZto
vytvofeny program Program? je schopny ur€it pfesny piejimaci plan pro vSechny dvojice p; a
p,. Ke tteti kapitole je navic vytvofen simulac¢ni program (viz. ptfilohy Simulace), ktery
simuluje vybérovou kontrolu pro statistické ptejimky srovnadvanim. V zavéru treti kapitoly
jsou uvedeny dalsi statistické pfejimky srovnavanim, které se v praxi pouZivaji.

Vsechny tfi vytvofené programy jsou naprogramovany Vv prostfedi Matlab a jsou
pfiloZeny na CD.
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6. P¥ilohy
VSechny tfi programy (Program1, Program2, Simulace) jsou pfilozeny na CD. Program1

se spusti ze souboru Programl.m a , Program2 ze souboru Program2.m a program Simulace
se spusti ze souboru Simulace.m.
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