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Abstrakt

Prace se zabyva problematikou fuzzy relaci a usporadani. Zkouma vlastnosti ohodnocenych
grafi z pohledu tranzitivnich uzavéru fuzzy relaci.

Abstract

The work deals with the issue of fuzzy relations and fuzzy ordering. We study the properties
of the weighed graphs from the point of view of transitive closures of fuzzy relations.
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Kapitola 1

Uvod

V kazdodennim zivoté se casto setkdvame s vagnimi pojmy. Fuzzy logika a mnoziny umoz-
nuji prirozené pracovat v situacich, které klasicka logika a mnoziny nezvlddaji, nebo je umi
fesit jen nedokonale a oklikou. Fuzzy logika, na rozdil od klasické logiky, pouzivd misto
hodnot pravdivosti a nepravdivosti hodnotu stupné pravdivosti, ktera nabyva libovolné
hodnoty z nespocetné mnoziny [0, 1]. Logické operace proto jiz nelze reprezentovat pomoci
pravdivostni tabulky. Logické operace a také operace na fuzzy mnozinach jsou monoténnim
rozsitenim klasickych operaci a jsou definovany pomoci vhodnych funkci redlnych promén-
nych. Mezi nejcastéji pouzivané funkce patii triangularni normy a konormy:.

V této praci se zabyvame problematikou fuzzy relaci a fuzzy uspotadani. Konkrétné hle-
danim podminek pro zachovani vlastnosti pri skladani relaci s ohledem na rizné triangularni
normy. Zajima nas predevsim vlastnost tranzitivity, kterou nelze lehce skontrolovat. V pii-
padé nesplnéni podminek tranzitivity se vénujeme tranzitivnimu uzavéru. Kromé vlastnosti
fuzzy relaci se zabyvame také teorii fuzzy grafi, konkrétné tranzitivitou grafi a hledanim
zpusob1, jak tranzitivitu snadno pochopit bez provadéni ruznych vypocti.

Celd prace je ¢lenéna do tii hlavnich kapitol. Druhd kapitola slouzi jako vysvétleni
zakladu nutnych pro pochopeni prace a ivod do problematiky. Zde jsou vysvétleny vsechny
zékladni pojmy, vlastnosti a operace na fuzzy mnozinach a relacich, které se pouzivaji v
dalsich ¢astech prace. Uvadime zdkladni definice, véty a priklady. Nejvice pozornosti je
vénovano zkoumani podminek pro zachovani vlastnosti pii skladani relaci.

Treti kapitola se zabyva zkouméanim tranzitivniho uzdvéru, pomoci kterého dostaneme
z netranzitivni relace tranzitivni relaci. Na piikladech je ndzorné demonstrovana realizace
tohoto algoritmu s ohledem na ruzné t-normy. A dile je zde popsana implementace tohoto
algoritmu, kterd slouzi jako pomocny nastroj pro vypocet. Popis implementace obsahuje
vybér technologii pro implementaci webové stranky, ktera provede tranzitivni uzavér, navod
k pouziti a princip provadéni algoritmu.

Posledni kapitola je zamérena na teorii grafi. Zac¢iname klasickou teorii grafii, poté po-
kracujeme fuzzifikaci graft, pricemz ukazujeme rozdily mezi témito pristupy. Na piikladech
demonstrujeme vlastnosti fuzzy grafu a porovname je s vlastnostmi fuzzy relaci. Pozornost
zamérujeme na nalezeni moznosti vhodné grafové interpretace fuzzy tranzitivity. Je tedy
hledana odpovéd na otazku, ze kterych podminek lze poznat tranzitivitu z fuzzy grafu bez
provadéni vypoctu, aby byly zachovany vSechny vlastnosti fuzzy grafu.



Kapitola 2

Fuzzy mnoziny a fuzzy relace

V bézném zivoté neumime vzdy jednoznac¢né rozhodnout zda néjaka véc ma urcitou vlast-
nost, resp. zda patri do néjaké mnoziny. Napriklad, kdyz se mame rozhodnout, které véci v
nasem byté jsou zbytec¢né. Umime Tict jenom to, v jakém stupni maji sledovanou vlastnost,
resp. do jaké miry ji maji. Tento problém muzou fesit fuzzy mnoziny. Fuzzy mnoziny po-
prvé predstavil Lotfi A. Zadeh, profesor na univerzité v Berkley, v roce 1965 jako moznost
zobecnéni klasickych mnozin. Zékladni mnozinu, univerzum, na které budeme pracovat, si
oznac¢ime X. Fuzzy mnozinu ozna¢ime M, potom funkeci ppr @ X — [0, 1], kterd kazdému
prvku univerza priradi stupen sledované vlastnosti, nazyvame funkci prislusnosti fuzzy pod-
mnoziny M a ¢islo pps(z) je stupen prislusnosti prvku z do fuzzy podmnoziny M. Ostré
(klasické) mnoziny zaddvdme napf. vyjmenovanim prvki, jako obor pravdivosti vyrokové
formy, nebo pomoci charakteristické funkce. Fuzzy mnoziny jsou dany svymi funkcemi pri-
slusnosti. Proto se ¢asto fuzzy podmnozina M stotoznuje s jeji funkci prislusnosti .
Systém vsSech fuzzy mnozin definovanych na univerzu X budeme oznacovat F(X). Zéapis
A € F(X) vyjadiuje, ze A je fuzzy mnozina na X.

Kazda ostrda mnozina se da povazovat za fuzzy mnozinu. Priazdnd mnozina je fuzzy
mnozina s funkei prislusnosti pg(z) = 0 pro kazdé x € X a univerzum X mé px(z) =1
pro kazdé z € X.

Definice 1. [12] Necht A,B € F(X). Fuzzy mnoziny A, B se rovnaji, jestlie pa(x) =
pp(z) pro kazdé x € X. Piseme A = B. Fuzzy mnozina A je podmnoZinou fuzzy mnoZiny
B, jestlize pa(x) < pp(x) pro kazdé v € X. Zapisujeme A C B.

Pro lepsi predstavu uvadime ptiklad fuzzy mnoziny a jeji mozné interpretace.

Priklad 2. Kdyz budeme modelovat fuzzy podmnozinu redlnych cisel:,asi sest”, jeji funkce
prislusnosti muze mit tvar:

x —5, pokud x € [5,6],
pa(z) =<¢7—2z, pokudzx € [6,7],

0, jinak,
ale muzZe mit i jiny tvar, napr.:
1
€Tr) =
Hp () (x—6)2+1



1 +0.9

1 +0.8

1405

| 404

1403

+2.0 +4.0 +6.0 +8.0 +1

Obréazek 2.1: Funkce prislusnosti pa, iup

2.1 Triangularni normy

Funkce, kterymi se modeluji operace na fuzzy mnozinach, musi byt monoténnim rozsirenim
klasickych operaci. K modelovani fuzzy praniku se nejcastéji vyuzivaji triangularni normy.

Definice 3. [6] Funkce T : [0,1]?> — [0,1], se nazjvd trianguldrni norma (t-norma), pokud
je komutativni, asociationi, monoténni ve smyslu, jestlize y < z, tak T(x,y) < T(z,2) a
navic spliuje podminku T(x,1) = x.

Sjednoceni mnozin A a B se obvykle modeluje pomoci trianguldrnich konorem (s-norem).

Definice 4. [6] Funkce S : [0,1]> — [0,1], se nazgvd trianguldrni konormou jestlize je
komutativng, asociativni, monoténni ve smyslu, jestlize y < z, tak T'(x,y) < T(x, z) a navic
spliiuje podminku T'(x,0) = x.

Triangularni konormy muzeme definovat také jako dudlni funkce k triangularnim normam,
nésledujicim predpisem:
S(z,y) =1-T(1 —z,1—y).

Mezi nejznameéjsi triangularni normy a konormy, které predstavil M. J. Frank, patti nasle-
dujici, [13]:

e Minimové t-norma a maximova s-norma:

Ta (2, y) = min(z, y),

Swm(x,y) = max(z,y),
e Soucinova t-norma a s-norma:

Tp(r,y) = -y,
Sp(z,y) =z+y—xz-y,
o Lukasiewiczova t-norma a s-norma:
Tr(z,y) = max(0,z +y — 1),

SL(JJ,?/) = Hlil’l(]_,x + y)a



Drasticky soucin a drasticky soucet:

min(z,y) pokud max(z,y) =1,

Tp(z,y) =
b(,9) {0 jinak,

max(z,y) pokud min(z,y) =0,

1 jinak.

Obrazek 2.2: Minimova t-norma a maximova s-norma

Obrazek 2.3: Soucinova t-norma a s-norma



Obrazek 2.4: Lukasiewiczova t-norma a s-norma

\|

Obréazek 2.5: Drasticky soucin a drasticky soucet

i

Operace sjednoceni, priniku a dopliiku mnozin lze definovat pomoci t-norem nasledovné:

Definice 5. [6] Necht A a B jsou fuzzy mnoziny s funkcemi prislusnosti pua, g, potom pro
funkce prislusnosti standardniho priniku, sjednocent a doplnku plati:

pang,, B(®) = Thr(pa(), pp(2)),
pavs,, B(x) = Su(pa(x), ps(@),
pz(x) =1 = pa(z).

Funkce prislusnosti pro uvedené standardni mnozinové operace nadefinoval Lotfi A. Zadeh.
Pro zobecnéni pruniku muZzeme pouzit misto Tj; libovolnou t-normu 7T a podobné pro
sjednoceni libovolnou konormu S. Také pro zobecnéni dopliku miizeme pouzit libovolnou
nerostouci funkei f : [0,1] — [0, 1], pro kterou plati f(0) =1, f(1) = 0.[2]

Priklad 6. Pro lepsi pochopeni uvadime priklad dvou mnoZin, jejich priniku, sjednoceni a
dopliiku jedné z mnoZin. Pro mnoZinové operace pouzijeme standardni funkce z predchozi

6



definice. Mnoziny A, B jsou ddny svymi funkcemi prislusnosti ndsledovné:

1
3, okud x € |0, 2],
2 P 0,2] 2 —x, pokud z € |0,2],
pa(x) =3 —=x, pokud x € [2,3], pp(z) = 3
. 0, jinak.
0, jinak,

Potom fuzzy doplnék k mnoziné A je dan predpisem:

1-1, pokudz € 0,2],
pr(x) =1492—2z, pokudzx € [1,2],
0, jinak.

Pomoci minimové t-normy a mazimové konormy dostaneme predpisy pro funkce prislusnoti
pruniku o sjednocent:

2 —xz, pokudx € [0,1]

1
X ?
1 kud x € [0, 1],
() > pokudw € {2 3} () 3 pokudw €[1,2],
) = -, ORuUa T s Iy t) =
HAnr,, B g Hdsn B 3—w, pokudx €23,
0, jinak,

0, jinak.

Uvddime i grafy vsech funkci prislusnosti:

Obrazek 2.7: Funkce pfislusnosti priniku (vlevo) a sjednoceni (vpravo) mnozin A, B



2.2 Vlastnosti t-norem

Pokud pro libovolné dvé t-normy 77 a T, plati nerovnost 71 (x,y) < Ta(x,y) pro vsechna
(z,y) € [0,1]?, pak ifkdme, ze Ty je slabsi nez Ty, resp. ze Th je silnéjsl nez Ty, [14]. Z
monotoénnosti t-norem vyplyva

T(x,y) <T(z,1)=za T(zr,y) <T(Ly) =y.
Potom pro libovolnou t-normu 1" plati:
Tp <T <Twm,

to znamenad, ze T je nejslabsi a Th; nejsilngjsi t-norma. Protoze T, < Tp, dostavame také
nésledujici usporadani pro ¢tyri zédkladni t-normy:

Tp <Tp <Tp <Tuy.

Minimova Ty je jedind t-norma spliujici T'(z,z) = z pro vSechna x € (0,1). Nejslabsi
t-norma Tp je jedind t-norma spliujici T'(x,z) = 0 pro vSechna = € (0,1).

Definice 7. [5] Prvek x €]0,1[ nazveme délitel nuly t-normy T, kdyz existuje y €]0,1]
takové, ze T'(x,y) = 0.

Evidentné T, Tp délitele nuly nemaji, naopak pro kazdé x €]0,1[ umime najit y €]0,1]
tak, aby T (z,y) = 0 a také Tp(z,y) = 0.

Kromé uvedenych ¢tyr t-norem existuje nekoneéné mnoho dalsich t-norem. Uvedeme
alespon nékteré zndme parametrické tridy, [5]:

e Schweizer-Sklarove t-normy

TM(x’ y)a jeSth p = —09,
1
(2P +yP —1)7, jestli —oo < p < 0,
Tz;qs(x,y) =4 Tp(z,vy), jestli p =0,
(max(0, 2P + yP — 1)7m2e1P) - jestli 0 < p < o0,
TD(:Ea y)v jeSth b =00,
e Frankove t-normy
TM(mv y)a jestli p =0,
TF( ) . TP(xvy)a JeSthp: 1>
p \HY) = Tr(z,y), jestli p = oo,
log, (1+ Z=DE0) - jinal,
e Yagerove t-normy
TD(J"a y)7 Jesth P = 0,
T;Y($7y) = TM(‘T’y)a jestlip:oo,

(max(0,1 — (1 — 2)? + (1 —y)?)7, jestli 0 < p < co.

S dalsimi aplikacemi t-norem se sezndmime u fuzzy relaci.



2.3 Klasické relace

Nejdriv si zopakujeme znamé poznatky o klasickych relacich. Binarni relace R mezi mno-
zinami A1, As je libovolnd podmnozina jejich kartézského soucinu, tedy R C Ay x As.
Defini¢nim oborem relace R nazyvame mnozinu

D(R) = {a; 3b: (a,b) € R}.

MnozZinu

H(R) = {b; Ja: (a,b) € R},

nazyvame obor hodnot relace R. K relaci R existuje inverzni relace R~!, definovina néasle-
dovné:
R ={(a,b): (b,a) € R}.

Definice 8. [9] Necht R, S jsou bindrni relace.
Relaci {(a,c): 3b (a,b) € RA (b,c) € S} nazgvdme sloZenou relaci z relace R a relace S a
zapisujeme symbolem R o S.

Definice 9. [9] Necht R je relace na mnoziné A. Hovorime, Ze relace R je

o reflexivni na mnoziné A, pokud

Va € A: (a,a) € R,

o symetrickd na mnoziné A, pokud

Va,b € A: (a,b) € R = (b,a) € R,

e tranzitivni na mnoziné A, pokud

Va,b,c€ A: ((a,b) € RA(b,c) € R) = (a,c) € R,

e antisymetrickd na mnoziné A, pokud

Va,be A: ((a,b) € RA(b,a) € R) = a=Db,

o ireflexivni na mnoZiné A, pokud

Va € A: (a,a) € R.

Ddlezity pojem, ktery budeme fuzzifikovat, je tranzitivni uzaver:

Definice 10. [9] Tranzitivi uzdvér bindrni relace R je nejmensi (vzhledem na pocet proki)
tranzitivni relace, kterd relact R obsahuje. Pro tranzitivni uzdver relace R budeme pouzivat
znaceni RT.

Priklad 11. Pro ilustraci uvddimé priklady relaci a jejich vlastnosti z bézného Zivota.
Necht’ M je mnozina vsech Zijicich lidi. Relace R C M x M je definovdana takto:

o (z,y) € R, pravé kdyz x a y maji stejného prarodice. Tato relace je reflexivni, symet-
rickd, ale neni tranzitivni.



o (z,y) € R, pravé kdyz x a y maji stejnou matku. Tato relace je reflexivni, symetrickd,
tranzitivni.

Druhé relace z predchoziho prikladu nas privadi k vyznamnému typu relaci, a to k relacim
ekvivalence.

Definice 12. [9] Relace R na mnoziné A se nazjva ekvivalence, jestlize je reflexivni, sy-
metrickd a tranzitivnd.

Dalsim vyznamnym typem relaci, jsou relace usporadani.

Definice 13. [3] Bindrni relace na mnoZine A sa nazyjvd relaci ¢asteéného usporadéni,
pokud je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Bindrni relace na mnozine A sa nazijvd
relaci kvaziusporadani, jestli je reflexivni a tranzitivni.

Priklad 14. Priklady ¢dstecnych usporadani:
e Relace < je uspotadéni na mnoziné prirozenych, celych, racionalnich i redlnych ¢islech.

o Relace déli | je uspordddnim na mnoziné prirozenych éisel.

2.4 Fuzzy relace

Fuzzy relace jsou rozsitenim klasickych relaci. Podobné jako klasické relace, jsou i fuzzy
relace podmnozinami kartézského soucinu fuzzy mnozin, proto je mizeme definovat nasle-
dovné:

Definice 15. [3] Bindrni fuzzy relace z mnoziny X do mnoziny Y je jakdkoliv fuzzy pod-
mnozina R kartézského soucinu X x Y, t.j. R C (X xY). Fuzzy relace R je urcend funkci
prislusnosti ur : X x Y — [0,1]. Hodnota pgr(x1,x2) je stupen prislusnosti dvojice (1, x2)
do relace R.

Poznamka 16. Fuzzy kartézsky soucin mnozin X,Y chdpeme jako mnozinu X XY wvsech
usporddanych dvojic (x,y), kde x € X,y € Y a kazdd dvojice patrri do X x'Y wv jistém
stupni prislusnosti.

Pojem fuzzy relace si vysvétlime na prikladu.

Piiklad 17. Jsou ddny mnoziny X = {1,8,20} a Y = {1,10,40}. Relace R z mnoziny X
do mnoziny Y je ddna ndsledovné: Prvek x € X je v relaci s prokem y € Y, kdyz x je
mnohem vétsi nez y“ Tuto fuzzy relaci miZeme interpretovat ndsledujici tabulkou:

nebo vyjmenovanim proki:

R =1{0/(1,1),0/(1,10),0/(1,40),0.4/(8,1),...,0/(20,40)}.

10



2.5 Zakladni operace s fuzzy relacemi

Dilezita operace s relacemi je skldddni. Uvazujme relace P € F(X xY)a R € F(Y xU). Pfi
standardni fuzzifikacii skladéni klasickych relaci dostaneme pro funkci prislusnosti slozené
fuzzy relace @ = Po R € F(X x U) vztah

ppopr(®,2) = sup min(pp(z,y), pr(Y, 2)).
ye

Toto sklddani se nazyva standardni nebo sup — min —skladani. V piipadé nahrazeni mini-
mové t-normy vsSeobecnou t-normou 7', dostaneme obecnéjsi definici:

Definice 18. [12] Necht X,Y,U jsou klasické mnoziny, P a R jsou bindrni fuzzy relace
PeF(XxY)aReFY xU),T jetnorma. Potom sup —T—skladanim fuzzy relace P
a R nazjvame fuzzy relaci Pop R € F(X x U) s funkci prislusnosti:

MPOTR(I',Z) = SugT(MP(xay)uﬂR(yaz))'
ye

Poznamka 19. Pri prdci s konecnymi mnozZinami je supremum nahrazeno mazximem.
Poznamka 20. Zjednodusené zapisujeme skladdani relace ndsledovneé:

Rorp R =R
ROTROTROTR...OTR:RH.

n

Skladani pfes rtizné t-normy vysvétluje nasledujici piiklad.

Priklad 21. Necht X = {z,y,z}, relace R na mnozine X, je dina tabulkou:
R ‘ x ‘ Y ‘ z
z | 1 0.2 0.7

y | 04081
z 010 |03

Budeme postupné sklddat R or R pres rizné t-normy, zacneme s minimovou t-normou.

e Pruni hodnotu v tabulce sloZené relace urcime ndsledovné, podle vztahu:

/-LROTMR(w: .1‘) = rynea)? TM(MR(xv y)a MR(yv .T)),

Proto vypocitime postupne:

- min(“R(x7x)a NR(xa I’)) = min(la 1) =1,

- min(ﬂR(fL‘a y)a /’LR(ya .’L‘)) = mln(027 04) =0.2,

— min(pg(z, 2), pr(2,7)) = min(0.7,0.1) = 0.1.
Potom Ror,, R(x,x) = max{1,0.2,0.1} = 1.
Podobné urcime © zbylé hodnoty a dostaneme:

ROTMR‘QU \y ‘Z ‘

z 1 0207
y 0.4 08| 0.8
2 0.1]0.110.3
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Nase vypocty pro pruni hodnotu v tabulce miZeme barevné zndzornit ndsledovné: Ba-
revné vyznacime vadek prislouchajici prvku x a sloupec prislouchajici prvku x, pro
lepsi nadzornost pracujeme se dvéma tabulkami a vysledek zapiseme do treti, vysledné
tabulky. Pracujeme podobné jako pri ndsobeni matic. Pomoci t-normy Ths operujeme
postupneé i—ty prvek v barevném rddku s i—tym prvkem v barevném sloupci. Z techto
visledku potom vybereme nejuétsi.

R‘z ‘y ‘z R‘ x‘y‘z ROTMR‘I‘ ‘y ‘z

x | 1 0.2 0.7 o 110207 _ x 1 10207
y | 0.41]108]|1 y | 04| 08| 1 Y 0.4 0.8 0.8
z | 0.1]0 0.3 z | 01] 0 |03 z 0.1]0.1] 0.3

Pro zbylé tri t-normy uvddime jen viysledky:

o Tp(x,y) =m-y.

R ‘ T ‘ Y ‘ z R ‘ T ‘ Y ‘ z Ror, R ‘ x ‘ Y ‘ z
x| 1 |02 0.7 x| 1 (0207 x 1 0.2 0.7
y| 0.4 08| 1 y | 04] 08| 1 N Y 0.4 1 0.64 | 0.8
z|01] 0 |03 z|01] 0 |03 z 0.1 0.02| 0.09
o Tr(z,y) =mazx(x+y—1,0).
R ‘ T ‘ Y ‘ z R ‘ x ‘ Y ‘ z Rop, R ‘ x ‘ Y ‘ z
x| 1 ]0.2]07 . 7 110207 x 1 0.2 | 0.7
y| 04] 08| 1 y| 04108 1 N Yy 0.4 1 0.6 0.8
z|01] 0 |03 z|01] 0 |03 z 0.1|0 0
min(x,y), pokudzrx=1Vy=1,
= g =
0, jinak.
R ‘ T ‘ Y ‘ z R ‘ T ‘ Y ‘ z Ror, R ‘ T ‘ Y ‘ z
x| 1 |02 07 o 7 110207 x 1 0.2 0.7
y| 041 08| 1 y| 04108 1 N Y 0.4 10 0.8
z|01] 0 |03 z|01] 0 |03 z 0.1]0 0

Po slozeni relaci pomoci vsech t-norem vidime, zZe se hodnoty na zvyraznénych mistech v
tabulkach zménily - snizily se. Na ostatnich mistech hodnoty se nezménily. Z usporadani
t-norem plyne nasledujici usporddani slozenych relaci:

ROTDRQROTLRQROTP g.ROT]w R.

2.6 Specialni fuzzy relace

Podobné jako pro klasické relace, miizeme definovat nasledujici vlastnosti i pro fuzzy relace.
Definice 22. [12] Necht R je fuzzy relace na mnoziné X. Relace R je
o reflexivni, pokud Vz € X; ug(x,z) =1,

o ireflexivni, pokud Yz € X;ugr(z,x) =0,
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o symetrickd, pokud Y,y € X;ur(z,y) = pr(y, ),

e T—antisymetrickd pokud
Vo,y € X; x#y = T(pr(z,y), pr(y,v)) =0,

o T—tranzitivni pokud Vx,y,z € X;T(ur(x, 2), pr(z,v)) < pr(x,y).

Poznamka 23. 7 definice je zrejmé, Ze relace je reflexivni, prave kdyz jsou v tabulce na
hlavni diagondle pouze jednicky, naopak relace je ireflexivni, prdvé kdyz jsou vsechny hodnoty
na hlavni diagondle nulové. Také symetrii dokdzeme urcit z tabulky. Relace je symetrickad
pokud jsou hodnoty v tabulce symetrické vzhledem k hlavni diagondle. Trochu pocitani si
vyzZaduje T — antisymetrie, proto uvedeme priklad na objasneni situace.

Priklad 24. Necht Ri, Ry a Rs jsou relace na mnozine X, kde X = {x,y}.

Ri| x|y Ry| = | y Ry | = | y
z | 030 x | 0203 z | 0.2] 06
y | 04| 1 y | 0.3 06 y | 0.5 06

Pro T—antisymetrii potrebujeme skontrolovat jenom dvojice (z,y) a (y,x), konkrétnie
musime zjistit, zda plati T'(pg(x,y), ur(y,x)) = 0. Relace Ry je T—antisymetrickd pro
kazdou t-normu, protoze T'(0,0.4) = 0 pro kaZdou t-normu. Naopak, relace Ry, R3 ne-
muzou byt T —antisymetrické pro Zddnou t-normu, kterd nemd délitele nuly, proto nejsou
Ty, ani Tp—antisymetrické. Mizou byt T—antisymetrické pro nekteré t-normy s délite-
lem nuly, ale né pro vsechny. Relace Ry je Tp a také T —antisymetrickd. Relace R3 neni
Ty —antisymetrickd, ale je Tp—antisymetrickd. Relace Ry je prikladem relace, kterd je sy-
metrickd a zdroven napr. 1 T —antisymetrickd.

ZkuSenost, kterou jsme ziskali v predchozim prikladu, muzZeme sformulovat ndsledovne:

Pokud fuzzy relace R je T1-antisymetrickd, tak je také To-antisymetrickd pro libovolnou
t-normu Ty < T7. V pripadé, Ze R je Ty—antisymetrickd, tak potom je T —antisymetricka
pro kaZdou t-normu, protozZe Ty je ze vsech t-norem nejsilnejst.

Vv

Priklad 25. Necht Ry i Ra jsou relace na mnozine X, kde X = {x,y}.

Ri| o | y Ry | o | y
T 0.3 0.4 x 0.2 1
y |04 1 y 0 | 0.6

Nejdriv zjistime jestli relace Ry je Tp-tranzitivni. Budeme postupovat podle definice
tranzitivity. Musime zkontrolovat ndsledujici ¢tyri pripady:

o Tp(pr(z,z), pr(z, ) < pr(z,z) a Tp(pr(z,y), pr(y, ) < pr(z, ).
Po dosazeni: Tp(0.3,0.3) < 0.3 a Tp(0.4,0.4) < 0.3,
co po vycisleni znamend 0.3 -0.3 < 0.3 ¢ 0.4-0.4 <0.3.
Obé merovnosti jsou splnény, proto mda smysl pokracovat v ovérovdni dalsich nerov-
nosti.

« Tp(pr(z, ), pr(z,y)) < pr(z,y) a Te(ur(z,y), pr(y,y)) < pr(z,y),
po dosazeni a vycisleni dostaneme: 0.3-0.4 < 0.4 a 0.4-1 <0.4.
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o Tp(ur(y,z), pr(z, 7)) < pr(y, =) a Tp(pr(y,y), nr(y, ) < pr(y, ), po dosazeni a
vycisleni dostaneme: 0.4-0.3 <04 a1-0.4 <0.4.

« Tr(pr(y, ), pr(z,y)) < pr(y:y) @ Tp(pr(y,y), nr(,y)) < pr(y,y), po dosazeni a
vycisleni dostaneme: 0.4-04<1a1-1<1.

Vsechny nerovnosti jsou splnény, proto relace Ry je Tp-tranzitivni. Podobné ovéerime, jestli
je relace Ry také Th-tranzitivni. Overent se lisi jenom v aplikaci t-normy. PoruSeni nerov-
nosti najdeme hned v pronim pripade. Mélo by byt splnéno:

Ty (pr(r, ), pr(z,2)) < pr(z,z) a Tv(pr(@,y), pr(y, ©) < pr(z, ).
Po dosazeni dostdvame:

Tr(0.3,0.3) < 0.3 a Tar(0.4,0.4) < 0.3.

Potom
min{0.3,0.3} < 0.3 ¢ min{0.4,0.4} < 0.3.

Vidime, Ze druhd nerovnost neplati, tudiz relace Ry neni Tys-tranzitivni.

Podobné zkontrolujeme tranzitivitu relace Ra. Také pro relaci Ry musime zkontrolovat
Ctyri pripady (stejné jako pro relaci Ry ).

Vipoctem bylo ovéreno, ze Ro je Tyr-tranzitivni a zdaroven je Tp-tranzitivni. V pribéhu
pocitdni jsme si vsimli ndsledujici zajimavost:

Z vlastnosti Ty -tranzitivity mdme pro libovolnou trojici x,y, z:

max(min(ug(2, 2), pr(2,y))) < pr(z,Y).

Podobné z vlastnosti Tp-tranzitivity mdme:

max(ur(z, 2) - pr(2,y)) < pr(2,Y).

Z merovnosti
a-b <min(a,b), pro a,b e [0,1],

mdme:
ﬂR(x7Z) : MR(Z7y) < min(MR(xaz)auR(z7y))a

pro (z,y) € [0,1].
Odkud dostaneme:

r%ag(uR(m, 2) - ur(z,y)) < Igleaéi(min(MR(% z), br(2,9)))-

Pokud fuzzy relace R je Ti-tranzitivni, tak je také Tp-tranzitivni pro libovolnou t-normu
Ty < Ty. V pripadé, ze R je Ths— tranzitivni, tak potom je T—tranzitivni pro kazdou t-
normu, protoze Th; je ze vSech t-norem nejsilnéjsi.

Podobné jako pri klasickych relacich, mizeme definovat relaci ekvivalence a usporadani.

Definice 26. [12] Fuzzy relace R € F(X x X) je
x T —ekvivalence, jestli je reflexivni, symetrickd a T —tranzitivni.

x T'—castecné usporadani, pokud je reflexivni, T—antisymetrickd a T —tranzitivni.
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x T —kvaziusporadani, pokud je reflexivni a T—tranzitivni.

Priklad 27. Necht X = {x1,x9,x3, x4, x5}. Ndsledujici relace R je Ty — ekvivalence na
mnoziné X. Z tabulky vidime, Ze je reflexivni a symetrickd, Tyr—tranzitivitu jsme overili
vpoctem. Pro ilustraci uvddime ¢ grafické zndzornéni. Aby byl graf prehlednéjsi, vyuzili
jsme, Ze relace je symetrickd, proto jsou vSechny hrany obousmeérné.

R |x |x90 |23 | T4 | 5
x| 1 09(107]08]09
9 091 07108 |1
3 0.7 1071 0.7 | 0.7
4 08108071 0.8
z5 | 09 |1 0.7108 1

Priklad 28. Necht X = {x1,x2,23,24}. Ndsledujici relace R je Tyr-kvazi uspordddni na
mnoziné X a zdroven je to Tp—cdstecné usporiddni na mnoziné X . Reflexivita je zrejmd
z hlavni diagonaly tabulky, Thr—tranzitivitu jsme overili vypoctem, T —tranzitivita plyne z
usporddani t-norem. Relace je Tr,—antisymetrickd, protoZe pro kazdou dvojici plati ur(x,y)+
ur(y,z) < 1, co pri Ty, znamend, Ze Tr(ugr(x,y), ur(y,x)) = 0. Naopak, relace neni
T —antisymetrickd, protoZe napt. Tar(pr(x1, x2), pr(z2, 1)) = 0.3 # 0. Uvddime i gra-
fické zndzorneni. Hrany s nulovgm ohodnocenim jsou pro zlepseni prehlednosti vynechdny.

R |z |20 | 23| 24
1 | 1 0.710 |0
ro | 0.3 |1 0 0
r3 04051 |02
xg | 0 0 0 |1

2.7 Vlastnosti slozenych relaci

V této kapitole si budeme vsimat zachovani nékterych vlastnosti relaci pri skladani. Za-
¢neme reflexivitou.

Priklad 29. Relace R je dina ndsledovne:

R ‘ x ‘ Y ‘ z
z| 1 10203
y | 01| 1 |05
z 0 | 01| 1



Vzhledem k tomu, Ze na hlavni diagondle jsou jenom jednicky, relace R je reflexivni. Bu-
deme zkoumat za jakiych podminek je také R or R reflexivni. Zacneme sklddanim pomoci
minimové t-normy:

R‘x‘y‘z R‘z‘y‘z ROTMR‘x ‘y ‘z
T 1 10203 o 7 1 10203 _ T 1 0.2 0.8
y |01] 1 |05 y |01] 1 |05 Y 0.1\ 1 0.5
z 0 |01] 1 z 0 |01] 1 z 0.10.11] 1

Z tabulky pro Ror,, R vidime, Ze reflexivita se skldddnim neporusila. Pro vétsi ndzornost
budeme relaci R skldddtl jestée pomoci soucinové t-normy T'p :

R ‘ x ‘ Y ‘ z R ‘ x ‘ Y ‘ z Ror, R ‘ x ‘ Y ‘ z
x| 1 02|03 . 7 110203 _ x 1 0.2 0.3
y| 01| 1 |05 y| 01| 1 |05 Y 0.1 | 1 0.5
z| 0 |01)| 1 z| 0 |01)| 1 z 0.01] 0.1 1

Z vysledné tabulky vidime, Ze skldddni dvou reflexivnich relaci pomoci Tp je také refle-
xivni relace.

Ulohu zkomplikujeme, budeme sklddat dvé rizné reflexivni relace :

R‘x‘y‘z S‘m‘y‘z RoTMS‘x ‘y ‘z
T 1102|038 R 110807 _ T 1 0.8 0.7
y | 01] 1 |05 y | 09| 1 |04 Y 0.9\ 1 0.5
z 0 |01 1 z 0|01 1 z 0.1101)| 1

Opét je vysledkem reflexivni relace.

Shrnuti. Vzhledem k tomu, Ze se pti skladani se bere maximalni hodnota a v relaci na
hlavni diagondle jsou vsechny hodnoty jednicky, pak se ve slozené relaci na hlavni diagonale
objevi také vsechny jednicky, tim padem slozend relace dvou reflexivnich relaci je reflexivni.
Proto se také reflexivita zachova i pri vicenasobném skladéni, teda pokud R je reflexivni
relace, potom n—nésobni slozeni R opr Rop Rop R...op R = R™ je také reflexivni.

n
Dale se budeme vénovat zachovani symetrie.
Priklad 30. Relace R je dina ndsledovne:

R ‘ T ‘ Y ‘ z

z | 0.8 02038
y | 0.2 06| 0.5
z | 0.8]0.5] 0.6

Z tabulky vidime, Ze relace R je symetrickd, budeme zjistovat, jestli bude zachovdna symetrie
pri sloZeni dvou stejnych relaci pomoci libovolnyjch t-norem. Nejprve budeme skladat pomoci
minimové t-normy:

Vypocitime R or,, R(x,y) :

R ‘ T ‘ Y ‘ z R ‘ T ‘ Y ‘ z Ror, R ‘ T ‘ Y ‘ z
z | 0802 0.8 o T 0.810.2| 0.8 _ T 0.8 0.8 0.8
y | 0.2]06)| 05 y | 0.2]06)| 05 Y 0.8 0.6 0.5
z | 0.8 05| 0.6 z | 0.8] 05| 0.6 z 0.8 0.5\ 0.8
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Vidime, Ze symetrie je zachovana. Analogicky provedeme sklddani pomoci Tp.

R ‘ T ‘ Y ‘ z R ‘ T ‘ Y ‘ z Rop, R ‘ T ‘ Y ‘ z

z | 0802 03 o 0.810.2] 0.8 _ T 0.09 | 0.15| 0.18
y | 02106 0.5 y | 0.2]06)| 0.5 Y 0.15] 0.36 | 0.3
z | 0.805)| 06 z | 0.8]05)| 06 z 0.18] 0.8 | 0.36

Mizeme si v§imnout, zZe relace, kterd vznikne slozenim dvou stejnych symetrickych relaci
pomoci libovolnych t-norem je také symetrickd relace. Duvodem je komutativita t-norem:

,UIROTR(x7 y) = SU$ T(MR(J:) Z)) ,U’R(Za y)) =
zE

= sup T(MR(Z, .’IJ), MR(ya Z)) = sup T(MR(yv Z)v MR('% x)) = /’LROTR(yv .’E)
zeY z€Y

Pri reflexivite jsme zjistili, Ze se reflexivita zachova i kdyz skldddme ruzné reflexivni
relace. Zkusime se podivat na skladani riznych symetrickych relaci.

Priklad 31. Budeme sklddat symetrické relace Ri, Ro pomoci t-normy Tp.

Rl‘ T ‘ Y ‘ z Rg‘ T ‘ Y ‘ z RlOTPRQ‘ZE ‘y ‘z

z | 0.8 02| 0.8 o 0.1 0.2 0.4 _ T 0.12 | 0.18 | 0.15
y | 0.2 061 0.5 y | 0.2 0.7 0.6 Y 0.2 | 042 0.36
z | 0.83] 05| 0.6 z | 04106 0.5 z 0.24 1 0.536 | 0.8

Vidime, Ze vysledkem skladdni uz meni symetrickd relace. Symetrie sa porusi napr. pro
dvojice (z,y), (y,x):

0.2 = Rl OTp RQ(JU, y) 75 Ry oTp Rg(y,x) =0.18.

Nasledujici priklad ukazuje, ze i skladanim dvou rtznych symetrickych relaci mizeme
dostat symetrickou relaci.

Priklad 32. Pomoci minimové t-normy slozime ndsledujici relace Ri, Ro :

Ry ‘ x ‘ Y Ry ‘ X ‘ Yy Ry OTwns Ry ‘ x ‘ Y
x | 05108 o x |02 0.4 = T 0.5 0.4
y | 0.8 0.6 y | 0.4 1] 0.1 Y 0.4 1 0.3

Viysledkem je symetrickd relace a stejny vysledek bychom dostali sloZenim téchto relaci v
opacném poradi:

Riop, Ry | = | Ryop, Ri| = | y
z 0.3] 04 = z 0.3 0.4
y 0.4 0.3 y 0.4 0.3

Shrnuti. SloZenim dvou rizngjch symetrickych relaci nemusi vzniknout symetrickd re-
lace. Dd se ukdzat, Ze pokud jsou Ry a Ro jsou symetrické relace, pak Ry o Ro je symetrickd
relace jenom tehdy, kdyZ plati Ry op Ry = Re op Ry, [8].
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Dalsi vlastnost, které se budeme vénovat, je tranzitivita. Tranzitivitu neumime vycist
jednoduse z tabulky. Vime, ze fuzzy relace R je T'—tranzitivni, jestlize

T(pr(2,y), nr(Y,2)) < pr(z,Y), (1)

co je ekvivaletni s tim, ze R? C R, [15]. V nésledujicich pifkladech vyuzijeme fakt, 7e pomoci
T—skladani 1ze zjistit jestli relace R je T'—tranzitivni.

Priklad 33. Relace R je ddna ndsledovneé:

R ‘ T ‘ To ‘ T3 ‘ T4
r1 | 021 04104
z9 | 0 061030
z3 | 0 1 0310
g | 011 1 0.1

Na zacatku zkontrolujeme, jestli relace R je Ty —tranzitivni. Skldddnim Ror,, R dostaneme:

ROTMR ‘ I ‘ T2 ‘ T3 ‘ T4
T1 02|06 |04 |0.2
T2 0 06 |03 |0
3 0 0.6 |03 |0
T4 010 0.3 | 0.1

Na zvyraznénych mistech jsou hodnoty mensi nez ptivodni hodnoty, na ostatnich mistech
se hodnoty nezménily. Je snadné vidét, ze

Va,y € X(pror(z,y)) < nr(z,y),
coz splnuje podminku tranzitivity. Relace R je Tjs—tranzitivni.

Priklad 34. Zjistime, jestli sloZend relace R or,, R je také Tyr—tranzitivni. Oznacime

Ror,, R jako Rs.

Ry ‘ T ‘ To ‘ T3 ‘ T4 Ry ‘ T ‘ To ‘ T3 ‘ Ty RQ%M ‘ T ‘ T2 ‘ T3 ‘ T4
z1 | 0.2] 0.6 0.4 0.2 x1 | 0.2 0.6 0.4 0.2 T 0.2106 | 0.3 0.2
zy | 0 06| 03|0 o xzy |0 0.6 030 = x9 0 0.6 | 0.3 | 0
z3 | 0 0.6 03| 0 z3 | 0 0.6 03| 0 T3 0 0.6 | 0.3 | 0
g | 0.1 0 0.3 0.1 x4 | 0.1 0 0.3 0.1 T4 0.110.3] 0.8 | 0.1

Hodnoty se zmeénily na dvou mistech, jedna se snizila, ale druhd se zvysila, ¢imz se poru-
sila podminka tranzitivity. SloZend relace R or,, R neni tranzitivni. Visledkem sloZeni dvou
stejnijch tranzitivnich relaci nemusi nutne byt tranzitivni relace.

Priklad 35. Mdme relaci R, kterd je tranzitivni a reflexivni, sloZime ji pomoci minimové
t-normy.

R‘x‘y‘z R‘x‘y‘z ROTMR‘a:‘y‘z
T 1 01 0.3 T 1 003 T 1 01| 0.8
y | 03] 1) 04 y | 03] 1] 0.4 o Y 031 0.4
z | 03| 0] 1 z | 03| 0| 1 z 0.3 0| 1

Vime, Ze sklddani dvou reflexivnich relaci pomoci libovolné t-normy je opét reflexivnd relace,
umistime tedy jednicky na hlavni diagondlu. Vypocitanim zbyvajicich hodnot, dostdavdime
puvodni relaci. Pokud je relace R reflexivni a je T'—tranzitivni, pak Ror R = R. Plati pro
vechny reflexivni relace a t—normy. [8]
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Pri zkoumani symetrie, jsme dosli k zavéru, ze slozenim dvou symetrickych relaci vznikne
symetricka relace, pokud slozeni téchto relaci v opa¢ném poradi da stejny vysledek.

Zkusime tuto vlastnost aplikovat na tranzitivitu.

Priklad 36. Budeme pracovat se dvemi riuznymi relacemi Ry, Ry. Postupné budeme sklddat
R1 ORl,RQ ORQ,RQ OR1 a R1 ORQ.

R | z Y z P 0 Riop, R | x Y z P 0
z | 05109 0 0 |05 T 0.5 07 0 0 | 0.5
Y 0 07| 0 0 0 Y 0o 07| 0 0 0
z 0 1 |101]01]| 0 z 0 [07]|01|01] 0
P 0 1 (04| 1 0 P 0 1 104 1 0
o | 07109 0 0 |05 ) 05107 0 0 | 0.5

Z tabulek vidime, Ze Ry o Ry C Ry, to znamend Ze Ry je tranzitivni.

Ry | = |y | =z p | o Roop, Ro | = |y | = p | o
x | 0.710| 0 0 |0 T 07101 0 0 |0
y [08|1)|06)| 061 Y 0.8 1106 0.6 1
z 0 [0]05)|05]|0 z 0 [0]05|05]|0
P 0 |0]02)|04]|0 P 0 |0]02|04]|0
o | 0.8|1]06]0.6]1 ) 081106 06| 1

Ro je taky tranzitivni, protoZe plati Ro o Ry C Ro. Budeme pocitat postupné Re o Ry a
(RQ o R1)2 :

Ryor, R1 | = Yy z D ) (Reor,, R1)? | z Yy z P 0
T 0.8 09| 061 0.6 0.9 T 0.8 0.9 06| 0.6 0.9
Y 0.71 0.7\ 0.6 0.6 0.7 Y 0.71 0.7 0.6 0.6 0.7
z 0.8 1 0.6 | 06| 1 z 0.8 0.9 0.6 0.6 0.8
P 0.8 1 0.6 06| 1 P 0.8 09| 0.6| 06| 0.9
0 0.8 09| 061 0.6 0.9 0 0.8 0.9 061 0.6 0.9

Evidentné plati (Ry o R1)? C Ro o Ry, takZe Ry o Ry je také tranzitivni relace.
Ted ur¢ime postupné Ry o Ry a (Ry o Ry)?:

Rior, Ry | Y z P o (R1 oy, R)? | o y z P )
T 0.5 07 0 0 | 0.5 T 0.7 07|04 061 0.5

0.7 09| 0.4 1] 0.6 0.5 Yy 0.7 09| 0.4 06| 0.5
0 |05]04)05]| 0 z 0.5 05|04 051 0.5
0| 04104104 0 D 0410404 04 0.4
0.71 09| 0.4 06| 0.5 0] 0.71 09| 0.4 06| 0.5

(SIS ARSI

Je snadné vidét z tabulek, Ze inkluze (Rg o R1)2 C Ry o Ry neni spinéna, proto Ry o Ry
nend tranzitivni. Tedy vysledkem slozZeni dvou rizniych tranzitivnich relaci nemusi? byt nutne
tranzitivni relace. Z tabulek také vidime, Ze Rio Ro # Roo Ry, kdyby platila rovnost, sloZend
relace by byla tranzitivni, [8].
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Priklad 37. Zkusime se podivat, co se stane, pokud by rizné tranzitivni relace byly také
reflexivni. Relace R a Ry - jsou kvaziuspordddnd.

Ri| = |y Ry | = | y
T 1103 T 1 |04
y | 04| 1 y | 0.3 1
Slozime relace pomoci minimové t-normy v obou poradich:
Riop, Ry | = | y Ryop, Ri| = | y
x 1104 = z 1|04
Y 0.4 1 Y 0.4 1
Zkontrolujeme to jesté pomoci vztahu (Ry o R2)2 C R1o Rs.
Rl OTIM R2 ‘ X ‘ y (Rl OTIW R2)2 ‘ o ‘ y
T 1 104 C T 1 104
Y 0.4 | 1 Y 0.4 | 1

Z tabulek vidime, Ze sloZeni dvou ruznijch relaci v opacném poradi ddvd stejny visledek,
R1 o Ry = Ry o Ry. Také plati, Ze Ry or,, Ro C (Ry or,, R2)? a to znamend, Ze Ry o Ry je
rovnéz tranzitivni relace.

Priklad 38. K témto vlastnostem priddme jesté symetrii. Relace R1 a Ry - jsou relace
ekvivalence.

Rilz |y Relaz|y
T 1103 T 1 104
y | 0.8 1 y | 0.4 1

Provedeme skladdni relact pomoci minimové t-normy z obou stran :

Riop, Ry | = | y Ryop, Ri| = | y
m 104 = x 1104
y 0.4 1 y 0.4 1

Ziskali jsme relaci, o které jsme jiz védeli, Ze je tranzitivnd.

Shrnuti. Z téchto prikladu jde vidét, ze skladani dvou tranzitivnich relaci pomoci libovol-
nych t-norem nemusi byt tranzitivni. Tranzitivita bude zachovana, pokud budeme skladat
dveé reflexivni relace, takze pokud budeme sklddat dvé relace ekvivalence, dvé relace ¢astec-
ného usporadani nebo dvé relace kvaziusporadani, tranzitivita a také reflexivita se zachovaji.
Stejné jako pro symetrii plati, ze pokud R; a Ro - jsou tranzitivni relace, pak Rj o Ro je
rovnéz tranzitivni relace, jestli Ry o Ry = Ry o Ry, [15].

Posledni vlastnost, které se budeme vénovat, je T'—antisymetrie. Pri zkoumani zacho-
vani T —antisymetrie vyuzijeme predchozi vysledky zachovani reflexivity a T'—tranzitivity.
Nejdiive se budeme vénovat relacim, které splnuji T'—antisymetrii vzhledem k libovolné
t-normé T, tedy bez ohledu na délitele nuly.

Priklad 39. Necht X = {z,y}, R je relace na mnoziné X ddna tabulkou:

R|lx| vy
x| 1] 04
y | 0| 1
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Z hlavni diagondly vidime. Ze relace R je reflexivni a vzhledem k tomu, Ze

T(pur(z,y), ur(y,x)) = T(0,0.4) =0,

je tato relace T—antisymetrickd pro libovolnou t-normu T. KdyZ relaci R sloZime pomoct
libovolné t-normy, zjistime, Ze R = R or R, z ceho plyne, Ze existuji T —antisymetrické
relace, pro které se T'—antisymetrie sloZenim zachovd.

Nasledujici priklad je dikazem toho, ze T'—antisymetrie se zachovat nemusi.

Priklad 40. Necht X = {xz,y, z,p}, R je relace na mnoziné X ddna tabulkou:

Rlz|yl|=z]p
v | 1] 0 04|04
ylog| 1] 01 0

0 log| 1] o0
p|l 0 04]04] 1

Relace R je reflexivni a opét T'—antisymetrickd vzhledem k libovolné t-normé. Relaci R
slozime s ohledem na minimovou t-normu a dostaneme:

RoTMR‘a:‘y‘z‘p

T 1 |04]04]04
y 04| 1 | 0|04
z 0 o4| 1| 0
p 0.4 04|04 1

Z tabulky vidime, ze Tyr—antisymetrie je porusSena v dvou zvyraznénych pripadech:
TM(MROTMR(% Y), ,uRoTMR(y, x)) =Ty (0.4,0.4) = 0.4 # 0,
TM(MROTMR(x>p)7 MROTMR(pv '17)) = TM(O47 04) =04 7£ 0.

Podobne by to dopadlo pri skldddani vzhledem na libovolnou t-normu bez délitele nuly. Naopak
pokud relaci R slozime s ohledem na Ty, dostaneme:

Rop, R| @ |y | = | p
x 11 00404
y 041 11 0| 0
2 0o los| 11| 0
P 0 | 04104 1

Evidentné R = R op, R, co znamend, Ze v tomto pripadé se Tr,—antisymetrie skldddnim
neporusila.

Prestoze by se nabizela myslenka, ze pokud skladame T —antisymetrickou relaci vzhledem
k t-normé s déliteli nuly, T—antisymetrie se zachova, nasledujici priklad tuto myslenku
vyvraci:

Priklad 41. Necht X = {xz,y, z,p}, R je relace na mnoziné X ddna tabulkou:

R|z |y |z]|p
x| 1 0110
y |01 1 |00
sl o | 1|11
D 1 1 |10|1
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Relace R je Tr—antisymetrickd (neni T —antisymetrickd vzhledem k Zddné t-normé bez dé-
liteli nuly). KdyZ ji sloZime vzhledem k Ty, dostaneme

MROTLR@:vy) = MROTLR(yvx) =1,

proto
Tr(ftRor, R(T:Y), BRor, R(Y, 7)) = Tp(1,1) = 1 #0,

coz je poruSeni Tr,—antisymetrie.

Shrnuti. Vzhledem ke zkusenostem z predchozich piiklad, mizeme tvrdit, ze T'—antisymetrie
se sklddanim obecné nezachovava. Diky vysledkiim o zachovani reflexivity a T —tranzitivity,
vime, ze kdyz je relace reflexivni a T'—tranzitivni, tak se reflexivita a také T—tranzitivita
zachovaji a vime, Ze potom plati také Ror R C R. Kdyz je relace navic T'—antisymetricka,
tak z inkluze R o R C R plyne, ze také R or R je T—antisymetrickd. To znamend, ze
T'—antisymetrie bude zachovana, pokud budeme skladat (vzhledem na t-normu 7', nebo
t-normu slabsi jako T') dvé relace ¢dsteéného usporadani.
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Kapitola 3

Fuzzy tranzitivni uzaveér

7 vyse uvedenych vlastnosti bylo zjisténo, ze slozeni dvou tranzitivnich relaci nemusi byt
tranzitivni relace. Doplnéni netranzitivni relace do tranzitivni se provadi na zakladé operace
tranzitivniho uzavéru.

Definice 42. [12] T—tranzitivni uzdvér fuzzy relace R je nejmensi relace, kterd obsahuje
R a je T-tranzitivni.

Tranzitivni uzédvér dostaneme nésledovné: RJTr = RUR?UR*UR*U...R", kde je R?> =
Ror R,R?® = Ror Ror R, atd. Pii uréovan{ tranzitivniho uzavéru se stupein R” pocita
do doby, nez je n nalezen takovy, ze R" = R"*!. Vzhledem k tomu, Ze pii skladani relaci
aplikujeme néjakou t—normu, pii konstrukei R}” pouzijeme jeji dudlni s—normu pro urceni
sjednocenti.[7]

3.1 Konstrukce T—tranzitivniho uzavéru

Konstrukei tranzitivniho uzavéru si ukazeme na jednoduchych prikladech.

Priklad 43. Relace R je dina ndsledovne:

z ‘ P
06041 1 ]02

R| =z |y |

X
ylo1]07]03]08
z

p

0| 1 04|01
0603 0 |09

Budeme zjistovat, jestli je tato relace Tyr—tranzitivni. Proto urcime Ror,, R :

Ry | = |y |=]|0p

06| 1 |06 04
y |06]07|03] 08
z o107 04] 08
p |06|04]06]009

Vzhledem k tomu, Ze Rot,, R neni podmnozinou relace R, neni puvodni relace Ty —tranzitivni.
Proto budeme skladat relaci R podle minimové t-normy, dokud se dvé po sobé jdouct iterace

8]
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nebudou rovnat:

Biyl o ly|elp By laolyl=]p Ryle|y|=]|»
z | 06070608 z | 06070608 x [ 06]07]06]08
y | 06|07 06|08 y | 06070608 y | 06070608
z | 0.6]07]04]|08 z | 06]07]06]08 z | 06)|07]06]08
p | 0.6]06]06] 0.9 p | 06]06]|06]009 p | 06]06]|06] 009

Vzhledem k tomu, ze R;&M = R5TM, vypocty mohou byt ukonceny. Tranzitivni uzaveér relace
R vzhledem k minimové t—normé dostaneme sjednocenim vsech iteraci, teda:

+ _ 2 3 4
Ry, =RURT, URp, URp, .
Pro sjednoceni pouzijeme maximovou s—normu, proto:

R;M (xv y) = maX{R(a;, y)v R%M (‘T7 y)? R%“M (J}, y)? RZIL“M (:IZ, y)}

Rlaz|y|=z]|p Brle|y|=]|p
z[06[04] 1 [02 z [0.6]07[06]038
Rf = y|o1]|o7|03]08 |J...|J v |06|07]06]08
z] 0| 1 ]04]01 z [06]07]06]08
p|06]03]| 0 |09 p |06]06]|06]|09
Potom
Byl o v | =] »
06 1 | 1 [08

06 1 [06]08

T
Y 0.6 07|06 |08
z

D 0.6 06|06 |09

Poznamka 44. Z predchozich kapitol vime, Ze reflexivita se sklddariim zachovd, proto tran-
zitiond uzdver reflexivni fuzzy relace je také reflexivni.

jako konstrukce Th;—tranzitivniho uzavéru, proto uvadime nésledujici priklady.

Priklad 45. Necht R je fuzzy relace ddana tabulkou:

R| x|y
x| 0705
y | 1 ]03

Tato relace neni Ty, —tranzitivni, co se dd ukdzat konstrukci R op, R :

R ‘ x ‘ Y R ‘ x ‘ Y Rop, R ‘ T ‘ Y
x| 0.7]05 o, = | 07|05 = x 0.5 0.2
y| 1 ]038 y| 1 ]038 Y 0.7 0.5

Zrejmé Ror, R neni podmnozinou relace R. Proto budeme postupné konstruovat R, dokud
dveé po sobé jdouci iterace nebudou stejné. Postupné dostdavame:

RSTL ‘ x ‘ Y R4TL ‘ x |y R5TL x|y R%L x|y
T 0.2 0 T 0 |0 T 010 T 010
Y 0.5 0.2 Y 0.210 Y 010 Y 010
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Vzhledem k tomu, Ze R%L = R%’ iteracni proces muzeme ukoncit a potom
R} =RURZ, UR} URp, URY,,

ale pro sjednocent musime pouZit predpis pro dudini konormu k t-norme Tr. Hodnoty funkce
prislusnosti pro jednotlivé dvojice pocitame pomoci predpisu Lukasiewiczovy konormy Sp(z,y) =
min(x+y, 1). Predpis pro konormu jsme rozsirili na pét vstupi, protoze pracujeme postupné
v tabulkdch pro R, R%L, . ,R%L. Pro vypocet funkce prislusnosti napr. dvojice (x,y) pra-
cujeme v bunkdch, které prislouchaji dvojici (x,y) v jednotlivich tabulkdch. Konkrétné, pro
dvojici (x,y) dostdvame min(0.5 4+ 0.2+ 0+ 0+ 0+ 1) = 0.7. Potom pro Tr—tranzitivni

uzaver relace R dostdvame:

AL
T 1107
Y 1| 1

Podobné budeme konstruovat Tp—tranzitivni uzaveér, pro ilustraci uvadime jeden ptiklad.

Priklad 46. Necht R je fuzzy relace dina tabulkou:

R| x|y
x| 0.8 1
y| 1 |02

Budeme zjistovat jestli R je Tp—tranzitivni, proto relaci R sloZime pomoci t-normy Tp :

Rlz |y Rlo|y  RepR|z|y
z 03] 1 o x |08 1 = T 1 0.3
y| 1102 y| 1|02 y 0.2 1

Evidentné Ror, R neni podmnozinou relace R, proto vime, Ze relace R neniTp—tranzitivn.
V tomto pripadé nemusime postupovat stejné jako v predchozim prikladu, protoZe sjednoce-
nim R a R%P uz dostaneme relaci, kterd obsahuje kazdou dvojici s funkci prislusnosti jedna,
co je maximum. Proto R;P = RUR%P, kde pro sjednoceni musime pouZit predpis pro dudlni
konormu k t-normeé Tp. Hodnoty funkce prislusnosti pro jednotlivé dvojice pocitame pomoci
predpisu soucinové konormy Sp(x,y) = x +y — xy, konkrétné napr. pro dvojici (x,y) je to

nr(@,y) + pr2 (2, y) — pr(@,Y) - pr2(v,y) =1+03-1-03=1.

R ‘ T ‘ Y Ror, R ‘ x ‘ Y
Rj, = z[03] 1 T 1103
y | 1]02 y 0.2 1

Potom Tp—tranzitivni uzdvér pro relaci R je dan tabulkou:

R; Y
T 1|1
Y 111
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3.2 Implementace vypoctu tranzitivni uzavéru

Tato kapitola popisuje ndvrh algoritmu pro vypocet tranzitivniho uzavéru. Bude popsana
implementace jednotlivych casti, pouzité nastroje a realizace algoritmu, kterého névrh byl
popsany v ¢asti 3.1. Pro vypocet tranzitivniho uzavéru se v klasické logice pouziva Warshal-
luv algoritmus[1]. Tento algoritmus nebude fungovat ve fuzzy logice, ale struktura tohoto
algoritmu byla pouzita jako zdklad pro nalezeni tranzitivniho uzavéru ve fuzzy logice.

3.3 Vyvojové prostredi

Programova c¢éast této prace byla implementovana s pouzitim jazyka JavaScript pomoci
frameworku React[10]. Nepotfebujeme provadét mnoho slozitych operaci pro vypocet tran-
zitivniho uzavéru, proto bylo rozhodnuto implementovat logiku na strané klienta. V tomto
pripadé muze implementace na strané klienta zvysit vykon aplikace. Pro ucely zalohovani
byl pouzit distribuovany verzovaci systém Github. Hlavni program, v kterém je implemen-
tace logiky vypoctu tranzitivniho uzavéru, je v souboru CalculateClosure.js. Rozhrani
webové stranky je implementovano v souboru App.js.

3.4 Vstup programu

Jako vstup pro vypocet tranzitivniho uzavéru vzdy bereme jednu relaci. Pomoci selectoru
nejprve zvolime velikost pozadované relace (maximélni velikost je matice 6 x 6). Ptvodni
relace obsahuje vSechny nuly. Hodnoty matice lze nastavit ru¢né nebo pomoci Sipek nahoru a
dolt, ale tato varianta funguje pouze pro desetinné hodnoty. Hodnoty mohou byt v rozmezi
0 az 1, pokud to nebude splnéno, zobrazi se chybova hlaska, které neumozni provadeét
sklddani. Dalsim bodem po vyplnéni relace je vybér t-normy, ktery rovnéz vybereme pomoci
selektoru. Stisknéme tlac¢itko "Spocitat"a nas algoritmus se zacne implementovat.

3.5 Funkcionalita

Nejprve je treba zkontrolovat jestli ptivodni relace je tranzitivni, ktera se kontroluje vztahem
R? C R. Pokud je ptvodni relace tranzitivni, vypocet neni t¥eba provadét, tato relace je
tranzitivni uzavér. Jako vysledek programu bude zobrazovana ptvodni relace.

V pripadé jestli puvodni relace neni tranzitivni, provadime skladani relaci R%, R% . R
Vypocet se provadi, dokud se dvé po sobé jdouci iterace nerovnaji. Vsechny kroky skladani
se zobrazi postupné, ne najednou, aby uzivatel mohl postupovat krok po kroku a pékné
vidét zmény.

Pri aplikovani souc¢inové t-normy, kterd nema délitele nuly, vypocet realizujeme jako soucin,
minimalné a zde by se mohlo pocitat limitné do nekonecna. Z tohoto diivodu dale budeme
pouzivat jinou podminku pro ukonceni. Podminkou je, ze pokud je rozdil absolutnich hodnot
po sobé jdoucich relaci (v kazdé buiice) mensi nez zadany prah, pak lze pocitani zastavit.

3.6 Implementace programu

Bylo vytvoreno dvourozmeérné pole s ndzvem result, které obsahuje dvé polozky - steps a
resultMatrix. Je zde implementovana funkce calculateMatrix, kterd pfijima na vstup za-
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danou relaci - firstStep a zvolenou t-normu v objektu METHOD_OF _CALCULATION. Vychozi
nastaveni je minimova t-norma. Na zakladé pripustnych parametri, argumenty zpracuje a
vraci pole result se vSemi mezistupni relace a vypoc¢tenym tranzitivnim uzévérem.

Na zacatku pomoci cyklu provadime sklddani a kontrolujeme jestli je podmnozinou
zadané relace, pokud je odpovéd kladna, vlozime ptivodni relaci do pole resultMatrix a tim
program skonc¢i. V opa¢ném pripadé pomoci cyklu while bude voldna funkce matrixPower.
V této funkci do pole steps se postupné vkladaji vSechny stupné zadané relace, dokud
nebude splnéna podminka tranzitivity relace. Pro kazdou t-normu je ve funkci samostatna
podminka sklddani relaci. Po 50 iteracich pri zvolené soucinové t-normé dojde ke zméné
podminky tranzitivity, jak je to popsano v funkcionalité.

Poslednim krokem po splnéni podminky je vypocet tranzitivniho uzavéru. Byly imple-
mentovany 4 funkce minTransitiveClosure, productTransitiveClosure,
LukasTransitiveClosure, DrastTransitiveClosure. Vstupem kazdé funkce je ptuvodni
relace, poté se provedou vypocty se vSemi mezistupni relace a vysledek se umisti do pole
resultMatrix.

3.7 Vystup programu

Pod zadanou relaci se budou zobrazovat vsechny kroky vypoc¢ta s fadem stupné skladani.
Vystupem programu je relace, kterd je tranzitivnim uzavérem puvodni relace. Tato relace
se zobrazi jako "Vysledek'a bude umisténa pod vypocty.

3.8 Testovani programu

V této ¢asti je popsan popis testovani webové stranky. Testovani obsahuje 2 hlavni ¢asti. V
prvni ¢asti byla vybrana sada testovacich prikladu, na kterych se testovalo spravné pocitani
tranzitivniho uzdvéru. Druhd ¢ast je uzivatelské testovani.

V prvni ¢asti byla vybrana sada testovacich piiklad z bakalarské prace. Vsechny ope-
race s fuzzy relacemi byly pred zavedenim programu provadény rucné. Kdyz byl program
implementovan, byly vSechny priklady zkontrolovany programem na zakladé nasich jiz vy-
poctenych vysledkt. Zbytek vypoctu v bakalarské prace byl jiz vypocten pomoci programu.

Otestovano bylo i z pohledu uzivateli. Bylo otestovano dvéma lidmi, ktefi si zvolili
vlastni sadu prikladi. Po vyzkouseni jsem dostala zpétnou vazbu, kterou jsem zapracovala.
Tito lidé nebyli obezndmeni s fuzzy logikou, a aby jim bylo usnadnéno orientovat se v
tomto programu bez mé napoveédy, bylo mi doporuceno napsat rizné napovédy. Pridala jsem
zékladni informace, které mohou byt uzitetné pii vypoctu tranzitivniho uzavéru. Napriklad
pokud uzivateli nebude jasné jak byl vysledek ziskan, pri najeti mysi na zvolenou t-normu
se zobrazi, které operace pro tuto t-normu probihaji.

Dalsi véc, kterou jsem upravila k lepsimu pochopeni, byla ukazka vypocta. To bylo pu-
vodné provedeno tak, ze vSechny kroky byly zobrazeny najednou. Pokud je iteraci skladani
mnoho, bylo mozné se dostat do posledni iterace pomoci pouziti posuvniku. Po provedeni
uzivatelského testovani bylo umoznéno to spocitat po krocich, aby uzivatel vidél zmény v
relacich postupné.
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Kapitola 4

Teorie gratu

4.1 Klasicka teorie grafii

V této casti strucné shrneme zakladni pojmy teorie grafi, které budeme v nésledujicich
kapitolach fuzzifikovat.

Definice 47. [9] Graf (obycejny ¢i jednoduchy neorientovany) je usporddand dvojice G =
(V,E), kde V' je mnozina vrcholi a E je mnozina hran-mnoZina vybrangch dvouprvkovijch
podmmnozin mnoziny vrcholi.

Na obrazku 4.1 mame graf, ktery mizeme formélné zapsat jako mnozinu vrchola V =
{1,2,3,4} a mnozinu hran E = {{1,2}, {1, 3},{1,4},{3,4}}. Na graf muzeme nahlizet jako
na binarni relaci, kterd je symetrickd a ireflexivni, kde hrany tvori dvojice prvka z této
relace.

Obréazek 4.1: Neorientovany graf

Dulezitym pojmem je podgraf, ktery je, jednoduse feceno, cast grafu.

Definice 48. [9] Podgrafem grafu G rozumime libovolny graf H na podmnoziné vrcholi
V(H) C V(G), kterg md za hrany libovolnou podmnozinu hran grafu G magicich oba vrcholy
ve V(H).

V definici podgrafu je dulezitd informace, ze i podgraf musi byt graf, co znamena, ze s
kazdou hranou musi obsahovat i jeji oba vrcholy. Na obrazku 4.2 v levém grafu se o podgraf
nejednd, protoze dvéma cervené vyznacenym hranam chybi vrchol. Naopak, v grafu vpravo,
je zelenou barvou vyznacend ¢ast grafu, ktera splnuje vsechny pozadavky na podgraf.

Definice 49. [9] Indukovanym podgrafem je podgraf H C G takovy, ktery obsahuje véechny
hrany grafu G mezi dvojicemi vrcholi z V (H).
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Obrézek 4.2: Ukazka, kde (vlevo) se nejedna o podgraf, a kde (vpravo) se o podgraf jednéd

Pro snadnéjsi vyjadrovani je zvykem nékteré typy grafti nazyvat popisnymi jmény. Uvedeme
jen ty nejznaméjsi.

Definice 50. [4] Kruznice délky n mdn > 3 vrcholi spojengch do jednoho cyklu n hranami.
Kruznici délky n = 3 nazveme trojuhelnik. Cesta délky n md n + 1 vrcholi spojenych za
sebou hranami.

1 2 3 4 ... n n+l
Obréazek 4.3: Kruznice (vlevo) a cesta (vpravo) délky n

Dilezitym pojmem v teorii graft je souvislost. Graf G je souvisly, pokud kazdé dva
vrcholy u,v € V(QG) jsou spojeny cestou v G mezi konci u a v. Hranu souvislého grafu G
nazveme mostem|[11], pokud se po jejim odstranéni stane graf G nesouvislym. Pro fuzzifikaci
grafu potrebujeme zopakovat pojem vazeného, resp. ohodnoceného grafu:

Definice 51. [4] Vizeny graf je graf G spolu s ohodnocenim w hran redlngmi c¢isly
w: E(G)—R.
Kladné vazeny graf (G,w) je takovy, Ze w(e) > 0 pro vsechny hrany e.

V nékterych pripadech potfebujeme vyjadrit smér hrany, pricemz tento pozadavek vede na
definici orientovanych grafii. Pomoci orientovanych grafi se bézné zadavaji klasické binarni
relace.

Definice 52. [4] Orientovany graf je usporddand dvojice D = (V,E), kde E CV x V.

Pro lepsi predstavu uvadime orientovany graf, na obrazku 4.4.

29



v

VA

Obrazek 4.4: Orientovany graf

4.2 Teorie fuzzy grafi

Fuzzy grafy jsou rozsitenim klasickych grafii, jsou to ohodnocené grafy, které mohou byt
neorientované, nebo orientované, s vdhou hran z intervalu [0, 1].

Definice 53. [8] Fuzzy graf G = (V,o,pn) je usporddand trojice sklddajici se z neprdzdné
mnoziny vrcholi V' a dvojici funkci o : V. — [0, 1] a p : E — [0, 1] tak, Ze pro vSechna
x,y €V plati p(x,y) < T(o(x),0(y)), kde E je mnoZina hran.[8]

Poznamka 54. V této kapitole budeme pracovat s minimovou t-normou Thy.

Priklad 55. Necht G1 = (V,o,pn), kde V' je mnoZina vrcholi, V = {a,b,c}. Funkce o a p
jsou dany ndsledovneé:
o(a) =0,5,0(b) =0,7,0(c) = 0,4,

w(ab) = 0,5, u(be) = 0,2, u(ac) =0, 3.

Situaci zndzornime pomoci grafu:

(b,0.7)

(a,0.5)

03 (c,0.4)

Obrazek 4.5: Fuzzy graf G

Graf G1 miZeme interpretovat také pomoct tabulky a nahliZet na néj jako na symetrickou
fuzzy relaci:
Gy ‘ a ‘ b ‘ c
a | 0.5]105] 0.3
b |05]07]02
0.3 02| 0.4
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Z definice fuzzy grafu plyne, Ze hodnota na hlavni diagondle v i—tem radku (sloupci) musi byt
vétsi nez ostatni hodnoty v radku (sloupci). Zjistime, jestli fuzzy graf Gy je Tyr—tranzitiond.

Gy ‘ a ‘ b ‘ c Gy ‘ a ‘ b ‘ c G1 oy, Gi ‘ a ‘ b ‘ c
a | 0.5 0.5 0.8 . @ 0.5 0.5 0.8 _ a 0.5 051 0.8
b | 0.5 0.7 0.2 b | 05| 0.7 0.2 b 0.5 0.7 0.3

0.8 0.2 0.4 c | 0.3]0.2)| 04 c 0.8 0.3 0.4

Ve slozené relaci na oznacenyjch mistech se hodnoty zvétsily, coz porusuje podminku tran-
zitivity grafu Gyp. KdyZ zménime hodnotu hrany ac na 0.3, dostaneme graf Go, ktery je
T —tranzitivnd.

(b,0.7)

(a,0.5)
(c,0.4)

Obrazek 4.6: Fuzzy graf Go

Go ‘ a ‘ b ‘ c Gy ‘ a ‘ b ‘ c Go o, Go ‘ a ‘ b ‘ c
a | 050503 . @ 0.51051] 03 a 0.5)05)| 0.8
b |05]07] 03 b | 0.5] 07| 0.3 b 0.5 07| 0.8

0.3 0381 0.4 c | 0.3]038] 0.4 c 0.3103)| 0.4

Z tabulek vidime, Ze Gy or,, G2 = G, co potvrzuje Ths—tranzitivitu grafu Gs.

Shrnuti. Struktury Gi,Gs spliuji podminky fuzzy grafu. Kazdd hrana ma ohodnoceni
mensi nez minimum jejich vrchol. Po zméné ohodnoceni napi. hrany (ac) na 0,5 ve fuzzy
grafech G nebo Ga, se jiz nebude jednat o fuzzy graf (hrana by méla vyssi ohodnoceni nez
mé vrchol ¢). Déle jsme vidéli, ze fuzzy grafy mohou byt tranzitivni, ale také nemusi byt.
V nasledujicich kapitolach se tomu budeme vénovat.

Poznamka 56. Klasicky graf, t.j. graf ktery neni ohodnocenyj, chapeme tak, Ze kazdy vrchol
md hodnotu 1 a hrany grafu maji hodnotu 1. Hrany, které graf neobsahuje, maji hodnotu 0.

4.3 Zakladni pojmy fuzzy grafi
Dilezitym pojmem je fuzzy podgraf.

Definice 57. [8] Fuzzy podgraf K = (V,1,v) grafu G = (V, 0, 1) je libovolny fuzzy graf, pro
ktery plati, ze 7(x) C o(x) pro kazdé x € V, a v(z,y) C p(z,y) pro kazdé x,y € V.

Jednoduse receno, podgraf musi byt graf a hodnoty jeho hran a vrchold musi byt mensi
nebo rovny hodnotdm hran puvodniho grafu.
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(b,1) (d,1)
L]

(a)
(c,1)

Obrazek 4.7: Klasicky graf s vyznacenymi hodnotami, hrana c¢d ma hodnotu 0

Priklad 58. Necht K = (V,0, 1), kde V = {a,b,c} a pro funkce o a p plati:
o(a) =0,4,0(b) =0,5,0(c) = 0,3,

p(ab) = 0,4, u(be) = 0,1, pu(ac) =0, 2.
Evidentne graf K je podgrafem grafu G1 z predchozi kapitoly:

K (b,0.5) G1 (b,0.7)

(a,0.4) (a,0.5)

0.2 (¢,0.3) (c,0.4)

0.3

Obrazek 4.8: Fuzzy podgraf K fuzzy grafu G
Nasledujici pojem je indukovany podgraf, ktery se lisi od bézného podgrafu tim, ze z pu-
vodniho grafu prebird ohodnoceni vSech hran mezi vybranymi vrcholy.

Definice 59. [8] Indukovany podgraf je podgraf H C Gy takovy, kde plati T(x) = o(z) pro
kazdé v € H, a v(x,y) = p(z,y) pro kazdé x,y € H.

Priklad 60. Necht P = (V,o,u), kde V = {a,b} a o(a) = 0,5, o(b) = 0,7, u(ab) = 0,5.
Potom P je indukovany podgraf grafu Gy. Situaci vidime na obrdzku 4.9.

Dalsimi dilezitymi pojmy jsou cesta a kruznice, které maji stejny vyznam jako v klasické
teorii graft.

Definice 61. [8] Cesta M ve fuzzy grafu G = (V,o,u) je posloupnost riznijch vrcholi
XOy X1y oy Ty (PTipadné kromeé xg a x,) takovd, Ze u(x;—1x;) >0, i=1,...,n.[8].

Definice 62. [8] Pokud vrchol xy = x, a n > 3, pak P je se nazjvd kruznice. P bude fuzzy

kruznice, jestlize obsahuje vice nez jednu nejslabsi hranu. Sila této kruznice je ohodnoceni
nejslabsi hrany v ni.
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P (b,0.7) (b,0.7)

(2,0.5) (a,0.5)

03 (c,0.4)

Obrazek 4.9: Fuzzy podgraf K fuzzy grafu G

Ve fuzzy grafech ma kazda hrana svoji vahu. Vahu celé cesty miizeme definovat pomoci
sily.

Definice 63. [8] Silu cesty definujeme jako vihu nejslabsi hrany. Silu cesty P oznacujeme
jako d(P). Sila spojitosti mezi dvéma vrcholy x a y je definovdna jako mazximum sily vsech
cest mezi vrcholy x a y. Oznacujeme jako CON N¢(x,y).[8]

Priklad 64. Na grafe G si vysvétlime nové definované pojmy.

G
0.5
(b,0.5) (c,0.9)
0.5 0.8
0.5 0.9
(d,0.9)
(a,0.8) )

Obrazek 4.10: Fuzzy graf G

Budeme si vsimat cesty z bodu ¢ do bodu d a urcovat jejich silu. Cesty jsou ndsledujici:
e ¢—d. Sila této cesty je 0.9,
o ¢c—a—d. Sila této cesty je min{0.8,0.8} = 0.8,
o ¢—b—d. Sila této cesty je min{0.5,0.5} = 0.5,
o c—b—a—d. Sila této cesty je min{0.5,0.5,0.8} = 0.5,
o c—a—b—d. Sila této cesty je min{0.8,0.5,0.5} = 0.5.
Stla spojitosti mezi vrcholy ¢ a d je maximum sily ze vSech cest mezi vrcholy. Proto

CONNg(c,d) = 0.9.

Definice 65. [8] Hrana fuzzy grafu G = (V,0,u) se nazgvd fuzzy most, jestlize jeho od-
stranéni snizuje silu spojitosti mezi néekterou dvojici uzli v G.

33



Poznamka 66. V predchozim prikladé md sila spojitosti mezi vrcholy ¢ a d hodnotu 0.9,
coZ je hodnota hrany cd. Pokud odstranime tuto hranu, sila spojitosti se snizi na 0.8. Proto
hrana cd je ve fuzzy grafu G fuzzy most.

4.4 Vldastnosti fuzzy grafu

Vlastnosti fuzzy relaci jsme jiz prozkoumali. A vime, Ze fuzzy relace lze reprezentovat jako
fuzzy grafy. Podivame se, jak mtizeme z grafu pochopit jaké mé vlastnosti.

Priklad 67. Vezmeme fuzzy graf G1 a budeme ho interpretovat pomoci tabulky:

G1 (b0.8)
G ‘ a ‘ b ‘ c
0.5 0.1 a [07]05]04
b | 05]08]0.1
(2,0.7) c [04]0110.6
04 (c,0.6)

Podivime se na hlavni diagonalu a vidime, Ze tento graf neni reflexivni. MuZeme si
vsimnout, ze ve fuzzy grafech hlavni diagonalu reprezentuji vrcholy.

Dalsi vlastnost, kterou zkontrolujeme je symetrie. Ve fuzzy relaci dvéma hodnotam
na symetrickych mistech odpovida jedna hrana ve fuzzy grafu, coz ukazuje, ze vSechny
neorientované fuzzy grafy jsou symetrické.

Ve fuzzy relacich neumime tranzitivitu vycist jednoduse z tabulky, podivame se, jaka je
situace s grafy. Zjistime, zda lze lehce poznat tranzitivitu z fuzzy grafu.

Zkontrolujeme jestli relace G1 je Ths—tranzitivni. Nejprve zkontrolujeme tranzitivitu vr-
choli. Podivame se na vrchol a.

° TM(:U’Gl (CL, a), HGq (CL, a’) < pey (CL, a)'
Mame: T7(0.7,0.7) < 0.7, tedy 0.7 < 0.7.

(b,0) < ici, (a,a).

o Tn(pa, (a,b),
5,0.5) < 0.7, tedy 0.5 < 0.7.

G
Méame: T/(0.5,0.
ya) < pey (a,a).

(b,

5
° TM(IU’GI( C)’ 1(0

0.5) < 0.7, tedy 0.5 < 0.7.

Mame: Th(0.5,

7 téchto vypoctu je zrejmé, ze vzhledem k podmince fuzzy grafu o ohodnoceni hran a
vrcholti bude pro vrcholy vzdy fungovat podminka tranzitivity, tj. nemusime kontrolovat
vrcholy. Ted zkontrolujeme tranzitivitu hran na prikladé hrany bc.
o Tar(pgy (b, a), ney (a,c)) < pg, (b,c). Po dosazeni: Ths(0.5,0.4) < 0.1, coz znamena
0.4 < 0.1. Nerovnost neplati.

u(ba) H(ac)
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o Tar(pay (b,0), 1y (b, ¢)) < pg, (b, c). Po dosazeni: Th,(0.8,0.1) < 0.1, potom 0.1 < 0.1.

b H(be)
.

o Tar(pay (b, ), iy (c,¢)) < gy (b, c). Po dosazeni: Th/(0.1,0.6) < 0.1, potom 0.1 < 0.1.

H(bc) c

Tento priklad jasné ukazuje, ze vSechny neorientované fuzzy grafy jsou symetrické a refle-
xivitu lze poznat z ohodnoceni jeho vrcholu.

Relace G1 neni Tys-tranzitivni. Ale na rozdil od fuzzy relaci, fuzzy graf je omezen v hodno-
tach pro hrany, v daném pripadé, pfi minimové t-normé, musi byt ohodnoceni hrany mensi
nebo se rovnat minimu ohodnoceni jejich vrcholi. Pri kontrole tranzitivity jsme zjistili, ze
tranzitivita pro vrcholy bude splnéna vzdy. Co se tyce hran, tak v grafu se tfemi vrcholy
(dale budeme pouzivat pojem trojihelnik) ve dvou ze tii pripadi vybirdme mezi vrcholem
a hranou, u které ovéfujeme tranzitivitu, obrazky to znazornuji. Z podminek fuzzy grafa v
takovych pripadech vzdy vybereme hranu. Takze nemusime tyto ptipady kontrolovat. Jestli
je dany trojuhelnik Tj/-tranzitivni, musime zkontrolovat hodnotu hrany pouze vzhledem k
ostatnim hrandm.

Relaci prislouchajici grafu G slozime pomoci minimové t-normy.

Gq ‘ a ‘ b ‘ c G ‘ a ‘ b ‘ c G% ‘ a ‘ b ‘ c
a [07]05 |04 . G 0.7 05| 04 _ a 0.7 05 | 04
b | 05|08 ] 0.1 b 1 05|08 ] 0.1 b | 05|08 | 0.4

04 0.1 0.6 c [041]0.1] 0.6 c |04]04]| 0.6

Vzhledem k tomu, Ze G% neni podmnozinou G, neni G1 T)y—tranzitivni. Pokracujeme ve
skladani relace a zjistime, ze relace G2 = G :

G3 ‘ a ‘ b ‘ c
a | 07]05 04
b (05|08 0.4

040406

Z toho plyne, ze G? je T)s—tranzitivn{, protoze plati Gi C G%, coz znamend, ze G5 je
Tyr—tranzitivni uzavér relace G1. Pro ilustraci znazornujeme relaci také pomoci grafu:

Je videét, ze fuzzy graf, ktery odpovida tranzitivnimu uzavéru, ma dvé hrany se stejnym
ohodnocenim, treti hrana mé vétsi ohodnoceni. Zkusime zménit hodnotu nejvétsi hrany ab
na 0.4.
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G1 (b0 GG bos

0.5 0.5

(2.0.7)

04 (c,0.6) (a,0.7) 04 (c,0.6)

Obrazek 4.11: Tranzitivni uzavér fuzzy grafu Gy, ktery nebyl tranzitivni

G-I CTM G1

G1 (bo.8)

(b,0.8)

04

0.4 0.4

(a,0.7)

(c,0.8) (a,0.7) (c,0.8)

0.4 04

Obrazek 4.12: Fuzzy grafy G, G%TM, které maji vSechny hrany se stejnym ohodnocenim

Vypoctem bylo ovéfeno, ze také tento fuzzy graf je Thy—tranzitivni. Ale pokud v tomto
grafu zménime ohodnoceni jedné hrany tak, ze bude mensi nez hodnota vedlejsich dvou
hran, tak tranzitivita bude pokazena. Protoze treti hrana bude mensi nez minimum ze dvou
stejnych hran, t.j. pr(a,b) < Tar(ur(a,c), ur(c, b)), coz nespliiuje podminku tranzitivity.

G1 (b,0.8)

0.3 0.4

(a,0.7)

0.4 (c,0.6)

Obrazek 4.13: Fuzzy graf, ktery ma dvé hrany se stejnym ohodnocenim a neni
T —tranzitivni

Shrnuti. V predchozim piikladu bylo zjisténo, ze fuzzy graf se tfemi vrcholy je Ths—
tranzitivni, pravé kdyz mé vSechny hrany se stejnym ohodnocenim, nebo mé dvé hrany se
stejnym ohodnocenim a tieti hrana ma vétsi ohodnoceni nez zbylé dvé hrany. Pokud fuzzy
graf nebyl ptivodné tranzitivni, pak po nékolika iteracich skladani relace dostaneme tranzi-
tivni uzavér, ktery bude opét predstavovat graf s minimalné dvéma stejnymi ohodnocenimi
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hran. Z monoténnosti t-norem a konorem plyne, ze pokud byla hrana mostem v puvodnim,
netranzitivnim, grafu, bude mostem také v grafu, ktery dostaneme pomoci tranzitivniho
uzaveéru.

ZkuSenosti s tranzitivitou v grafech se tfemi vrcholy nés privadi k zovseobecnéni pro
grafy s vice vrcholy. Pointa spociva v tom, Ze podminky tranzitivity musi byt splnény
v kazdém trojihelniku. Kdybychom chtéli ohodnotit hrany grafu na ¢tyfech vrcholech,
zjistime, 7ze muzeme pracovat maximalné se tfemi riznymi hodnotami ohodnoceni. To nas
vede k hypotéze, ze pro n—vrcholovy graf mtizeme pouzit maximalné n — 1 hodnot.

Véta 68. Necht G je neorientovany tranzitivni graf, ktery obsahuje n ruznych ohodnoceni
z intervalu [0, 1], potom md alespori n + 1 vrcholi.

Dikaz. Dukaz provedeme matematickou indukci vzhledem na pocet riznych ohodnoceni.
Pro trojahelnik byla situace dikladné objasnéna v predchozim prikladu.

Predpoklddejme, ze pro n = k je tvrzeni splnéno, budeme ho dokazovat pro n = k + 1.
Vybereme nejvyssi ohodnoceni ¢ € [0,1]. DokéZeme, ze hrany ohodnocené ¢ musi tvorit
soubor disjunktnich tplnych podgrafi. Toto tvrzeni plyne z toho, ze dvé ohodnoceni v
trojihelniku vynucuji tfeti ohodnoceni stejného nebo vyssiho ohodnoceni. Vytvorime novy
graf zkontrahovanim kazdého z téchto uplnych podgrafii do jednoho vrcholu a aplikjeme
indukéni predpoklad s & ohodnocenimi. Podle indukéniho predpokladu mél tento novy graf
alespon k + 1 vrchold, proto puvodni graf mél alespon (k 4+ 1) + 1 vrcholt a tim je dikaz
ukoncen.

Véta 68. a také jeji dikaz ndm objasntji souvislosti mezi symetrickymi a tranzitivnimi
relacemi a jejich grafovymi interpretacemi. Pokud je relace také reflexivni, tak pracujeme s
ekvivalencemi a da se Tict, ze jejich grafové interpretace ndm vyrazné zjednodusuje rozpo-
znani ekvivalence.

Trochu jina je situace pro relace T'—usporadéni, protoze tam uz nutné potiebujeme
orientované grafy. V této kapitole se budeme vénovat T'—uspotadanim vzhledem k t-normam
bez déliteld nuly. Tam je totiz situace prehlednéjsi, protoze z podminky pro T'—antisymetrii
T(pur(z,y), pr(y,z)) = 0 plyne, ze minimalné jedna z hodnot pgr(x,y), ur(y,x) musi byt
nulova. Problematiku objasnime na jednoduchych prikladech.

Priklad 69. Necht X = {a,b,c} a G je relace na mnoziné X ddana tabulkou, kde hodnoty
x,y,z € R.

‘ (b,1)

o o 2Q
S S ~| R
S N~ BT
_ e o

(a1) (e1)

Obréazek 4.14: Orientovany fuzzy graf G, ktery je Ths—antisymetricky
Grafovou interpretaci relace G vidime na obrdazku 4.14. Z tabulky, a také z grafu, vi-

dime, Ze relace G je reflexivni a Tyr—antisymetrickd. Pokud budeme navic poZadovat také
Ty —tranzitivitu, musime zjistit podminky pro hodnoty x,y, z. Tyto podminky dostaneme z
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inkluze G o, G C G :

G‘a‘b‘c G"a‘b‘c G%M‘a‘b‘c
a nyoa Zmy: a 1|z |p
b | 0] 1]z bl0o]| 1|z b 0|11z
c| 0|01 c|0]0|1 c 00| 1

kde p = max(y, min(z, 2)). Pro splnénd inkluze G%M C G je nutné, aby max(y, min(z, z)) < y,
co znamend, Ze je nutné, aby y > min(x, z).

Piiklad 70. Relaci z predchoziho prikladu trochu zménime. Necht X = {a,b,c} a G’ je
relace na mnozine X ddna tabulkou, kde hodnoty x,y,z € R.

(b.1)
G |

a

8 N8

N O

~ o |0
~N

(a") (1)

Obrézek 4.15: Orientovany fuzzy graf G’, ktery je Ths—antisymetricky

Na obrdzku 4.15 je fuzzy graf prislouchagici relaci G. Relace G’ je stejné jako relace G refle-
xivni a Ty —antisymetrickd. Pokud budeme u této relace navic poZadovat také Ty —tranzitivitu,
musime zjistit podminky pro hodnoty x,y, z. Postupujeme stejné jako v predchozim prikladu,
podminky dostaneme z inkluze G' op,, G' C G :

G"a‘b‘c G"a‘b‘c G?M‘a‘b‘c
a ZOyoa 110y  a 1|ply
b |xz|11]0 b |z 1]0 b x| 1]q
c | 0| z]|1 0| z| 1 c r|z|1

kde p = min(y, z),q = min(x,y),r = min(z, z). Pro splnéni inkluze G’I%M C G je nutné,
aby minimdlné dvé z hodnot p,q,r byly nulové, co znamend, Ze mazximdiné jedna z hodnot
x,y, 2 muze byt nenulovd.

Shrnuti. Vysledek z predchozich priklad se da zobecnit pro libovolnou t-normu bez déli-
telt nuly a pro graf na tfech vrcholech. Oznacme si vrcholy v trojihelniku {xg, x1,x2}. Pro
kazdou hranu x;,z;, kde i # j, musi byt minimalné jedna z hodnot pgr(z;, z;), pr(z;, x;)
nulové, tak mezi vrcholmi z;, x; vede vZdy hrana jenom jednim smérem. Potom muZou na-
stat dvé moznosti. Prvni moznost je, ze v trojihelniku existuje pravé jeden vrchol, napr. o,
z kterého sméruje pravé jedna hrana do jiného vrcholu, napr. do x1 a zdrovén v ném zacina
cesta délky n = 2, kterd konci ve vrcholu x1. Cesta ma tedy posloupnost vrcholi g, zo, 1.
Potom hrana zgz; musi mit ohodnoceni alespon jako T'(ug(zo, z2), pa(z2, z1)). Pro zobec-
néni na grafy o vice vrcholech je potfeba tuto nerovnost skontrolovat pro vSechny cesty v
grafu. Druhd moznost je, ze z kazdého vrcholu vychézi (a také do néj vchazi) pravé jedna
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hrana. V tomto pripadé je trohihelnik Ty, — tranzitivni (a také T'—tranzitivni pro libovol-
nou t-normu bex délitelt nuly) pouze v pripadé, ze maximélné jedna hrana mé nenulové
ohodnoceni. Situaci pro t-normy s déliteli nuly se budeme vénovat v sekci o Lukasiewiczove
t-normé.

4.5 Soucdinova t-norma

V této casti se budeme vénovat Tp—tranzitivite grafi. Zaéneme jednoduchym prikladem.

Priklad 71. Mdme relaci R, kterd je T),-tranzitivni. Kontrolu provedeme pomoci skladdni.

R ‘ a ‘ b ‘ c R ‘ a ‘ b ‘ c R? ‘ a ‘ b ‘ c

a | 090508 o @ 0.9 0.5 0.8 _a 0.81 | 0.45| 0.72
b | 05|06 0.4 b 105|061 04 b | 0.45) 0.836 | 0.4
c | 0804109 c| 0804109 c | 0.72| 0.4 | 0.81

Z tabulek vidime, Ze Ro R C R, to znamend Ze R je T,-tranzitivni. V tomto pripadé
mdme fuzzy graf s rizngmi ohodnocenimi hran, ktery je T,-tranzitivni. TakZe na rozdil od
Ty —tranzitivity neni Tp—tranzitivita zrejmd z grafu, je treba ji zkontrolovat vijpoctem.

R

(6,0.6)

(a,0.9)

08 (c,0.9)

Obrazek 4.16: Fuzzy graf, ktery je T)-tranzitivni

Pri Ths—tranzitivité v trojuhelniku bylo nutné, aby mél graf minimalné dvé stejné hranové
ohodnoceni a pro ohodnoceni tfeti hrany platilo, Ze je vétsi nebo se rovna ohodnoceni
zbylych dvou hran. Budeme zkoumat, jakd je situace pii T, —tranzitivite, pokud fuzzy graf
na trech vrcholech bude mit dvé hrany stejné ohodnocené. V tomto pripadé se uz nebude
jednat o podminku nutnou, jenom postacujici. Stejné jako pfi minimové t-normé ndm staci
zkontrolovat jenom hodnoty hran, abychom védéli, zda je graf T)-tranzitivni.

Priklad 72. Necht Ry je fuzzy graf se dvéma hranami se stejngm ohodnocenim, ze kterého
chceme ziskat Tp—tranzitivni fuzzy graf.
Zkontrolujeme tranzitivitu pro hranu ab. Musi platit:

TP(:U’Rl (CL, C)’ KR, (Ca b)) < Ry (a7 b)

To znamend, Ze
Tp(x,y) < x.

Vzhledem k tomu, Ze mazimdlni hodnota y je 1, tato nerovnost je vidy splnéna a tedy
tranzitivita bude splnéna vidy pro hrany ab a ac bez ohledu na hodnotu treti hrany. Aby pro
treti stranu byla splnena podminka T'p—tranzitivity, musi platit:

TP(:U’Rl (bv C)v KRy (b’ CL)) < MRy (CL, C),
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(b,0.7)

(a,0.8)

X (¢,0.9)

Obrazek 4.17: Fuzzy graf R

po Upraveé
Tp(r,z) <y < z-x <y.

Aby byly splnény podminky fuzzy grafu, musi jesté platit:
Tp(pr,(a,a), pr,(c,c)) = pr,(a,c).
Potom pro ohodnoceni hrany ac dostivame ohraniceni:
Tp(pr, (by¢), gy (bsa)) < gy (a,¢) < Tp(ur, (a, a), pr, (¢, ).

Nasledujici priklad ukazuje, ze T p—tranzitivita je omnoho komplikovanéjsi nez Ty —tranzitivita.
A to nejen z pohledu jeji kontroly.

Priklad 73. Relace Ro je ddna tabulkou. Vzhledem k tomu, Ze nent spinéna inkluze R%TP C Ry,

neni relace Tp—tranzitioni:

Ry ‘ T ‘ Y ‘ z Ry? ‘ T ‘ Y z

x 1 105 0.4 x 1 0.5 0.4
y | 0.5]0.6] 0.1 y | 0.5]0.36| 0.2
z | 0.4 011 04 z | 04| 0.2 | 0.16

Zkonstruujeme jeji tranzitivni uzdver. Budeme postupné relaci R sklddat, dokud se dvé po
sobé jdouct slozené relace nebudou rovnat.

RS o |y | = R e |y |
T 1 0.5 0.4 T 1 0.5 | 0.4
y [0.5] 025 0.2 y [ 0.5]025] 0.2
z |04 02 |0.16 z |04 1] 0.2 |0.16
Z tabulek vidime, Ze relace R%TP = R%TP, vypocty mohou byt ukonceny. Pro tranzitivni

uzdveér musime jednotlivé iterace sjednotit a pro sjednocent pouZijeme soucinovou konormau,
Tp(z,y) =x+y — xy. Potom
+
R, | 2 | vy | =
x 1 0.8725 | 0.784

y | 0.875| 0.186 | 0.424
| 0.784 | 0.424 | 0.5766)

Visledkem je Tp—tranzitivni relace, ale neni to fuzzy graf, protoZe ohodnoceni vrcholu y je
mensi neZ ohodnoceni hran, které z néj vychdazeji. Nasledujici priklad objasni problematiku
Tp—tranzitivity pro relact ekvivalence.
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Priiklad 74. Relace R3 je reflexivni, symetrickd a ddle plati, Ze a,b,c € [0, 1].

Rg‘a?‘y‘z

1lalbd
y |a|l]|c
z | b|c| 1

Aby byla relace Ry Tp—tranzitivni, je nutné, aby platilo RgTP C Rs. Pro RgTP dostavame:

B, |2 ]v]
x 1|p]|gq
Y pl1]|r
z q| |1

Tyto podminky jsou zarucené splnény napt. kdyz a,b jsou libovolné ¢isla z intervalu [0,1] a
hodnota ¢ je rovna jejich soucinu (analogicky to bude fungovat, kdyz vybereme libovolnou
dvojici z ¢isel a,b, c a treti hodnota bude rovna jejich soucinu).

Vzhledem k tomu, Ze T'p je t-norma bez delitelu nuly, tak pro Tp—usporddant plati to samé,
co pro Thr—uspordddni.

4.6 Lukasiewiczova t-norma

Na zaver se budeme vénovat 17, —tranzitivite. Postacujici podminka pro 17 —tranzitivitu je
podobna postacujicim podminkam pro T, Tp—tranzitivitu. Podobné jako pti Tp—tranzitivite,
tato podminka bude jenom postacujici, nikoliv nutna. Pro lepsi pochopeni uvadime nasle-
dujici priklad.

Priklad 75. Relace M je dana tabulkou a je T -tranzitivni, kontrola byla provedena pomoci
Ty, —skladdnd:

M| a|b|c M| a|b|c M | a | b | c
a [09]0.5]06 a 090306 _ a [08]02]05
b | 0.3] 07|05 b | 0307005 — b |02]|04)|03
c |0.6]05]038 c|06]05]08 c | 05]03)06

Vsechny hodnoty se zmensily, proto je RoR C R, to znamend Ze R je Ty -tranzitivni. Relace
M splnuje podminku neorientovaného fuzzy grafu, v tomto pripadé se jednd o graf na trech
vrcholech. Podobné jako pri Tp—tranzitivite, existuje fuzzy graf-neorientovany trojihelnik,
ktery md vsechny hrany s riznym ohodnocenim.

Bylo ukazano, ze neorientovany fuzzy graf je Thps—tranzitivni jenom, kdyz ma alespon dvé
hrany se stejnym ohodnocenim a pro ohodnoceni treti hrany plati, Ze je alespon jako ohod-
noceni zbylych hran. Nasledujici priklad objasni podminku pro 77, —tranzitivitu, pokud dveé
hrany v trojihelniku maji stejné ohodnoceni.
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Priklad 76. Necht My je neorientovany fuzzy graf, ktery md dvé hrany se stejngm ohodno-
cenim. Hodnoty stejnijch hran oznacime jako x, treti jako y. Stejné jako pro minimovou a
soucinovou t-normu pro stejné strany bude vZdy splnéna tranzitivita bez ohledu na hodnotu
y. TakZe, aby byla pro stranu y splnéna tranzitivita, must platit:

y > max(0,x +z — 1) = max(0, 2z — 1).

Samozrejme jeste musi byt splnriena podminka fuzzy grafu. Analogicky, pokud budeme mit
relaci ekvivalence, tak kazdd hrana musi mit vétsi ohodnocent jako hodnota T, z ohodnoceni
zbyliych dvou hran. To je splnéno napr. kdyz dvé z hran maji ohodnoceni z intervalu [0,1] a
ohodnoceni treti hrany je hodnota 17, z ohodnoceni téchto dvou hran.

V nésledujicim prikladu se budeme vénovat fuzzy grafu, ktery neni T —tranzitivni.

Priklad 77. Relace Mo neni T -tranzitivni, ale splnuje podminku fuzzy grafu a je symet-
rickd. Postupne budeme sklddat relace, dokud se dvé po sobe jdouct iterace nebudou rovnat.

My x|y | MR x|y |
T 1 0.5 0.7 x 1 0.5 0.7
y | 05]05] 0.1 y |05 0 |o0.2
z 0.71 0.1 0.8 z 0.71 0.2 0.6
M le |y | = Mt e |y |
x 1 0.5 0.7 T 1 0.51 0.7
Y 0.5 0 0.2 Y 0.5 0 0.2
z 0.7 0.2 0.4 z 0.7 0.2\ 0.4

Relace My = My*, vijpocty mohou bijt ukonceny, pomoci Sy, sjednotime jednotlivé iterace
a dostaneme tranzitivni uzdaver:

Mp x|y | =
T 1 1 1
y 1105105
z 1105\ 1

Podobné jako v prikladu 73. jsme dostali T, —tranzitivni relaci, kterd nesplnuje podminku
fuzzy grafu pro ohodnoceni vrchola a hran.
Na zavér se jesté budeme vénovat 17 —usporadani.

Priklad 78. Nejdrive se budeme venovat relaci G z prikladu 69.. Relace G je reflexivni a
Tr1—antisymetrickd. Podobné jako pri Thr—tranzitivite, také pro Tp—tranzitivitu najdeme
podminku pomoci kompozice:

G‘a‘b‘c G‘a‘b‘c G%L‘a‘b‘c
a]a:yoalccy: a 1lx|p
b |0|1)|z b |0 1]z b 0| 1]z
c| 0] 0|1 c| 0] 0|1 c 0| 0] 1

kde p = max(y, Tr(x, z)). Pro splnéni inkluze G%L C G je nutné, aby max(y, Ty (z,2)) < vy,
co znamend, Ze je nutné, abyy > Tr(x, z). Tato podminka je podobnd jako pri Ty —tranzitivite.
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Ddle se zamérime na relaci G' z prikladu 70.. Také relace G' je reflexivni a Ty, — antisymetrickd.
Podminky pro Tr,—tranzitivitu zjistime z tabulky pro G' op, G’

G"a‘b‘c G"a‘b‘c G%‘a‘b‘c
a ZOyOa 110ly _  a 1|ply
b |x|1]0 x| 1|0 b x| 1]|q
c | 0| z|1 0| z|1 c r|z| 1

kde p = Tr(y,2),q = Tp(x,y),r = Tr(x,z). Pro splnéni inkluze G'%L C G je nutné, aby
platilo:x+y <1 AN y+2z<1 A z4+2z<1.

Relace G a G’ jsou T—antisymetrické pro libovolnou t-normu. Uvedeme jeste relace,
které jsou T1,—antisymetrické, ale nejsou Ty —antisymetrické. Relace R je Tr,—usporaddanim
a je ddna tabulkou:

R|lal|b|c
al| 1 10302
b |05 1 103
c|02]01]| 1

Reflexivita a T1,—antisymetrie jsou zrejmé z tabulky, pro T, —tranzitivitu je nutné relaci R
sloZit. Pro Ror, R dostdvame:

R ‘ a ‘ b ‘ c R ‘ a ‘ b ‘ c R%L ‘ a ‘ b ‘ c
a 1 103102 o @ 1 103102 _a 1 103102
b 105 1 |03 b |05 1 |03 b 05| 1 |03
c | 02]01] 1 c| 02]01] 1 c 0.210.1| 1

Vzhledem k predpisu Ty, je zrejmé, Ze libovolnd fuzzy relace bude T, —usporaddni, pokud bude
mit na hlavni diagondle jednicky a vsechny ostatni hodnoty budou mazximdiné 0.5.

Pro porovnani tranzitivity vzhledem k Ths, Tp, 1T, uvadime obrazek 4.18. Z grafi je zfejmé,
Ze ¢im slabsi t-norma, tim méné prisné pozadavky, totiz vétsi Sance na splnéni tranzitivity.

T T
M b P b
X X
> x > x2
a a
X X C
T
T
b Dy
X X
= 2x -1, pokud x = 0.5, 1, pokud x = 1,
jinak, libovolna hodnota <0,1> jinak, libovolna hodnota <0,1>
a a
X X

[} (o}

C

Obrazek 4.18: Fuzzy grafy, ze kterych podle téchto podminek Ize poznat tranzitivitu



Kapitola 5
Zaver

Cilem této prace bylo nalézt podminky pro zachovani vlastnosti pti sklddani relaci vzhle-
dem k riznym trianguldrnim normam a dale moznosti vhodné grafové interpretace fuzzy
tranzitivity. PTi psani price jsem se seznamila se svétem fuzzy logiky, nastudovala jsem
doporucenou literaturu. Prostudovala jsem problematiku fuzzy relaci a fuzzy usporadani.
Dilezitou soucasti prace bylo zkouméni vsech vlastnosti, stejné jako zkouméni zachovani
vlastnosti po sklddani s riznymi relacemi vzhledem k riznym t-normam.

Hlavni duraz byl kladen na vlastnost tranzitivity, tfeti kapitola byla vénovana vypo-
¢tu tranzitivniho uzévéru. Jako soucédst prace byla implementovina jednoducha webova
aplikace, ktera slouzi jako pomocny nastroj pro vypocet tranzitivniho uzavéru. Pro ucely
navrhu metody byla nejprve studovana ptislusné literatura a byl studovan algoritmus pro
nalezeni tranzitivniho uzavéru v klasické logice. V priibéhu tvorby prace jsem se naucila pro-
gramovat frontend webovych aplikaci pomoci knihovny React. Tato web aplikace by mohla
byt velmi uzitecnd pro uzivatele, pomoci ni lze prehledné vidét, jak probihaji vypocty po
krocich. Uzivatel si muze vyzkouset, co se naudil a zkontrolovat své vypocty.

V posledni kapitole byla studovana teorie grafii. Byly probrany vSechny definice, vlast-
nosti a dale zkoumany rozdily klasické teorie grafti od fuzzy teorie grafi. Na piikladech
demonstrujeme vlastnosti fuzzy grafti a porovname je s vlastnostmi fuzzy relaci. Stejné
jako v relacich, nejvice pozornosti bylo vénovano vlastnosti tranzitivity, konkretné nalezeni
moznosti vhodné grafové interpretace fuzzy tranzitivity. U kazdé t-normy byly nalezeny
podminky, za kterych bylo mozné vidét tranzitivitu z fuzzy grafu, aniz by se provadély
vypocty.

Text této prace a také webova aplikace muze byt dobrym pomocnikem pro studenty a
také pro vyucujici v predmétu Matematické zaklady fuzzy logiky na nasi fakulté. Prace by
mohla byt ¢asem rozsifena napt. v ramci diplomové prace a to jednak z pohledu zobecnéni
podminek tranzitivity vzhledem k specidlnim tiidam t-norem, ale také z pohledu dalsich
pojmu a souvislosti ve fuzzy teorii graft.
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