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Abstrakt

Tato priace se zabyvd numerickymi metodami pro aproximaci vlastnich Cisel matic, coz je
klicovy problém v mnoha oblastech védy a techniky. Jsou zde uvedeny a analyzovany zdkladni
numerické algoritmy pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektorli matic, jako jsou modifikace
mocninné metody a QR metody. VSechny diskutované metody jsou realizovdny ve formé skript
v prostiedi MATLAB a pfiloZeny k této praci. Testovani na mnoha vybranych maticich vedlo i
k zadvére¢nému piehledu zkoumanych metod vzhledem k jejich efektivnimu vyuZiti.

Summary

This work deals with numerical methods for the approximation of matrix eigenvalues, which
is a key problem in many fields of science and technology. Main goal of the thesis is to get to
know with several basic algorithms, such as power methods and the QR decomposition. Further
to show these algorithms on examples and to compare achieved results. All described algorithms
are processed in MATLAB scripts and attached in the appendix. After testing described methods,
summary was created regarding their effective usage.
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1 Uvod

Zaklady teorie matic byly poloZeny v 19. stoleti. Matice, jako samostatny pojem, byl vy-
tvofen v matematice, aby se usnadnilo zdpis a manipulace s linedrnimi rovnicemi. Mezi prvni
matematiky, ktefi zacali systematicky pouZivat matice, patii Arthur Cayley a William Rowan
Hamilton. Arthur Cayley je Casto povaZovén za otce moderni teorie matic. V 19. stoleti provedl
rozsahly vyzkum v oblasti linedrni algebry a rozvinul teorii matic jako samostatnou matema-
tickou disciplinu. V roce 1858 definoval matice a zacal studovat jejich vlastnosti. Jeho prac]
sehrdla kli¢ovou roli v rozvoji teorie matic a poloZila zdklady pro dalsi rozsiteni a aplikace této
matematické discipliny. Teorie matic se stala klicovym ndstrojem pfi feSeni linedrnich rovnic,
linedrnich transformaci a mnoha dalSich problémii [6].

Nalezeni vlastnich ¢isel matic je kliCovych problémem v mnoha oblastech. Ve fyzice jsou za-
kladnim pojmem kvantové mechaniky, kde reprezentuji métitelné vlastnosti fyzikalnich systéma.
Dile se vyuZivaji v analyze genetickych dat, analyze finan¢nich trhti a ekonomickych modeli. V
matematice urcuji stabilitu systémi diferencnich rovnic a tuhost po¢atenich problémit obycej-
nych diferencidlnich rovnic. Celkové jsou vlastni ¢isla nedilnou soucdsti matematiky a poskytuji
klicové néstroje pro analyzu a feSeni Siroké Skdly problémi. Vzhledem k tomu, Ze analytické
reSeni je pro velké matice Casto neproveditelné, musime k vypoctu pouzit numerickych metod.
Cilem této prace je predstavit nékolik numerickych algoritmi pro aproximaci vlastnich ¢isel
matic.

Ve druhé kapitole uvedeme zdkladni pojmy a tvrzeni z teorie matic, které déle v prici vyuZi-
jeme. Nejprve si predstavime vypocet pomoci mocninnych metod pro ziskdni pravé jednoho
vlastniho ¢isla. Okomentujeme modifikace a jejich vyuziti. Déle se zabyvame metodami LR a
QR rozkladu, které miZzeme pouZit pro Siroké spektrum matic. Nakonec popiSeme metody pro
vypocet vlastnich ¢isel symetrickych matic a také jednu metodu pro nesymetrické matice. Kazdé
metodé je vénovdn zdkladni priklad pro ukdzku naro¢nosti, rychlosti konvergence a dosazené¢ho
vysledku. Ddle jsou zde metody testovany na rozsahlejSich maticich.

Memoir on the Theory of Matrices (1858) - zdklad teorie matic
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2 Matice a vlastni Cisla

2.1 Matice

Definice 2.1. Bud' X neprdazdnd mnoZina skaldrii a m,n prirozend cisla. Matice A = (a;j) typu
m X n nad mnoZinou X je schéma sloZené z m krat n prvku mnoZiny X zapsanych do tabulky
o m Fddcich a n sloupcich. Takovou matici zapisujeme ve tvaru

a;  dar ain

az; Az az2n
A= . ,

dm1 Am2 ... Qdmn

nebo jen krdtce A = (ajj), kde a;j je prvek na i-tém Fadku a j-tém sloupci.
Poznamka 2.2. Matice znacime velkym tucnym pismenem napiv. A, B. Prvky matic mohou byt
i komplikované objekty, napriklad algebraické vyrazy nebo funkce. MnoZina skaldarii byva ale
obvykle ciselna. V dalsim budeme predpoklddat, Ze X je mnoZina redlnych cisel R.

Pro lepsi orientaci jsou zavedeny a pojmenovany specidlni pfipady matic, pojmenované podle
tvaru, vlastnosti nebo toho, jaké obsahuji prvky.
Definice 2.3. Specidlni pripady matic
a) Je-li m = n, matice se nazyvda ¢tvercovd, v obecném pripadé m # n obdélnikova.

b) Matice, ktera ma vsechny prvky nulové se nazyva nulova matice 0.

¢) Jednotkova matice 1 je ctvercovd matice s jednickami na hlavni diagondle, ostatni prvky jsou
nulové.

d) Matice A se nazyvd symetrickad, jestli se kaZdy prvek a;j = aj;, Vi, j.

e) Matice A se nazyva horni trojithelnikova, pokud pod hlavni diagondlou jsou samé nuly, tj.
ajj = 0 pro kaZdé dva indexy i > j.

f) Matice A se nazyva dolni trojiihelnikova, pokud nad hlavni diagondlou jsou samé nuly, tj.
a;j = 0 pro kaZdé dva indexy i < j.

g) Transpozici matice A nazveme takovou matici B, kterd spliiuje viastnost (bj;) = (aj;), Vi, j.
Transponovanou matici znacime AT,

h) Je-li determinant matice A nenulovy, pak existuje jeji inverze A™1, pro kterou plati AA™ =
ATA=1

i) Pokud je matice Ctvercovad, jeji transponovand matice je soucasné matici inverzni a jejiz radky
(respektive sloupce) tvori soustavu ortogondlnich vektorii, nazveme ji matici ortogonalni,
tedy plati QTQ = QQT =1.

J) Pokud pro symetrickou redlnou matici A € R™" a kazdy nenulovy redlny vektor x € R" plati:
x'Ax >0,  potom se A nazyvd pozitivné definitni,
x'Ax >0,  potom se A nazyvd pozitivné semidefinitni,
x'Ax <0,  potom se A nazyvd negativné definitni,
x'Ax <0,  potom se A nazyvd negativné semidefinitni.
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2.2 Problém vlastnich ¢éisel

Definice 2.4. Viastnim cislem A matice A nazveme takové Cislo, pro které existuje nenulovy
vektor x a plati nasledujici rovnice:

Ax = Ax. (D
Tento vektor x nazveme vlastnim vektorem prislusny viastnimu cislu A.

Dilezita vlastnost pii hledani vlastniho Cisla je, Ze pokud ho odecteme od hlavni diagondly,
bude determinant této matice s posunem A roven nule.

Poznamka 2.5. Cislo A je vlastnim Cislem matice A, pokud je reSenim rovnice:

det|A — AI| = 0. )

Definice determinantu je zaloZena na permutacich prvkt matic, neboli potadi jejich sloup-
covych indexl. Pro uréeni znaménka zaviddime lichost (resp. sudost) permutace. Nastane-li
v permutaci dvou Cisel i a j k prohozeni oproti jejich vzestupnému poradi, hovoifime o inverzi
v permutaci. Pokud je pocet inverzi lichy, bude mit permutace zdporné znaménko a pokud je
sudy, pak je permutace sudd a mé kladné znaménko. Napriklad permutace p; = (1,4,2,5,3) je
lichd, jelikoZ obsahuje inverze (4, 2), (4, 3) a (5, 3), sgn(p1) = —1. Naproti tomu p, = (1,2,5,3,4)
je permutaci sudou a sgn(pz) = 1.

Definice 2.6. Determinant ctvercové matice A = (ajj) Fadu n je roven souctu permutaci prvkii a;;

det|A| = Z sgn(p) - aip1 - Azp - - - Anpo. 3)
peP(n)

Pro n = 2 bude determinant matice A vypadat nasledovné:

a a
det|A| = a; a;z

= Z sgn(1,2)ajaz; + sgn(2, 1)aizaz = adzz — arzaz;.
peP(2)

Se zvétsujicim n se zdsadnim zpiisobem zvySuje i pocet moZnych permutaci,

P(n)=n!'=n-(n-1)...2-1. Pron =3 bude mit > ,cp(3 Sest Clend.

a1 di2 413

det|A| = |az1 a2 ax|= sgn(p)aip: - azpz - asps =

as1 dasz 4ass| pepd)

= a11022033 + A12023031 + A13a21a32 — (13022031 + A12021a33 + A11a23037)

Pro determinant z rovnice (2)) budou diagondlni prvky a}, = a;; — A, proi = 1,2,...n. Proto
budou permutace prvki matice (A — AI) polynomy A. JelikoZ uvazujeme matici A nad mnoZinou
redlnych ¢isel, bude mit polynom redlné koeficienty ¢, € R.

P(/l) = Cn/ln + Cn—lan_l +...+ 01/1 +cy = 0.
Tento polynom plynouci z rovnice (2) nazveme charakteristickym polynomem matice A. Aby

bylo ¢islo A vlastnim ¢islem, musi byt kofenem tohoto polynomu.

Rovnici (2) chdpeme jako soustavu linedrnich rovnic s nulovou pravou stranou. JelikoZ
predpokladdme nenulové x, musi byt matice (A — AI) singularni. Pfi vypoctu soustavy ziskame
polynom stupné n, ktery odpovidd velikosti matice A, ten nazyvame charakteristicky. Zde je
dalezité pripomenout, Ze polynom s redlnymi koeficienty mtize mit komplexni kofeny.
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Véta 2.7. Zdkladni véta algebry
Je-li f(x) = cpx™ +cp1X™ 1 +. ..+ c1x + co polynom Fddu n s redalnymi koeficienty c,, pak jej lze
vyjadrit ve tvaru

f) = enlx —an)™ (x = ax)™ ... (x = )™, )

kde ay,...,ar € C, by,...,bp € Na by +by+...+ b =n. Pak a; jsou koreny polynomu f(x) a
maji nasobnost b;.

Determinant v rovnici (2)) nahradime charakteristickym polynomem
P(/‘l) = cyA" + Cn_lﬂ.n_l +...+ciA+ co =0.

Z véty[2.7|vime, Ze matice A fadu n bude mit n vlastnich &isel A, kterd jsou obecné komplexni.
Navic plati, Ze pokud najdeme komplexni vlastni ¢islo A; = a + fi s nenulovym f, pak bude
vlastnim ¢&islem i ¢islo komplexné sdruzené A, = a — fi.

2.2.1 Nasobnost vlastnich cisel

V obecném piipadé zndme pouze pocet kofent charakteristického polynomu, ale nikoliv,
zda se vlastni ¢isla opakuji nebo ne. U vlastnich &isel rozliSujeme dva typy ndsobnosti:

Algebraicka nasobnost odpovidd ndsobnosti kofene charakteristické rovnice. Pokud je
algebraickd ndsobnost daného ¢isla A rovna jedné, fikame, Ze vlastni ¢islo je jednoduché. Je-1i
veétsi nez jedna, jednd se o ndsobné vlastni ¢islo.

Geometricka nasobnost vlastniho ¢isla je pocet linedrné nezdvislych vlastnich vektort,
které mizeme dopocitat z rovnosti (I)). Geometrickd ndsobnost je vZdy mensi nebo rovna alge-
braické ndsobnosti.

Pomoci ndsobnosti vysvétlujeme dalsi pojmy. Vlastni ¢islo nazveme defektni, jestlize je jeho
geometrickd ndsobnost mensi nez algebraickd. Pokud jsou si rovny, hovofime o nedefektnim
vlastnim cisle.

Matici nazyvame defektni, pokud obsahuje alesponi jedno defektni vlastni ¢islo. V opacném
pripad€ se jednd o matici nedefektni. Defektni matice je uZiteCnd pri analyze vlastnosti grafu,
jako je napriklad uréeni poctu hran nebo sousedti kazdého uzlu, a miZe byt vyuZita v riznych
aplikacich, véetné sitového pldnovani, analyzy socidlnich siti, elektrickych obvoda a dalSich
oblasti.

Pokud je matice A fddu n nedefektni, tj. vSechny vlastni ¢isla jsou jednoduchd, ma pravé
n linedrné nezavislych vlastnich vektord x; prisluSnych vlastnim ¢islim A;, tj. existuje uplny
systém vlastnich vektord X = (x1,Xa,...,Xp). Ozna¢me matici D = diag(Ay, Az, ..., 4,), pak
AX = XD a A = XDX!, tzv. spektralni rozklad matice A. Z tohoto vztahu vidime, Ze matice
A je podobnd matici D, tedy pomoci obndsobeni matici vlastnich vektorti miZzeme matici A
prevést na diagondlni tvar. Tato vlastnost se nazyva diagonalizovatelnost a je predpokladem pro
nékteré metody pro vypocet vlastnich ¢isel. Vidime tedy, Ze pokud je matice A nedefektni, pak
je také diagonalizovatelna.
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2.2.2 Lokalizace vlastnich ¢isel

Ve specidlnich piipadech vime o vlastnich ¢islech mnohé. Pokud je matice symetrickd, potom
jsou jeji vlastni ¢isla redlnd a navic odpovidaji definitnosti této matice [4]. V piipadé obecné
matice ndm s lokalizaci vlastnich ¢isel pomize nasledujici véta.

Véta 2.8. Gersgorinova véta
Vlastni ¢islamatice A = (a;j), kde i, j = 1,2, ... njsou obsaZena ve sjednoceni kruhii v komplexni

n

roviné se stredem v bodé a;; a polomérem E |a,~ j|.
J=1
j#i

UkaZme si vyzualizaci této véty na jednoduchém piikladé.

Priklad 2.9. UvaZujme matici

0 1 2 0
-1 4 0 1
A= 4 0 2 1
-1 -2 0 =5

Podle Gersgorinovy vety budou vlastni cisla matice A leZet v komplexni roviné ve sjednoceni:
* Kruhu se stredem S; = [0,0] a polomérem r; = |1| + |2]| + 0| = 3

* Kruhu se stredem S, = [4,0] a polomérem roy = |—1| + |0] + |1]| = 2
o Kruhu se stredem S; = [2,0] a polomérem ry = |4| +|0| +|1| =5
* Kruhu se stredem S, = [=5,0] a polomérem ry = |-1| + |-2| + |0| = 3

Imaginarni osa

6 -4 & 0 @ 4 6
Realna osa

Obr. 1: Vizualizace Gersgorinovy véty na matici A

Vlastni cisla tedy budou leZet v modré oblasti komplexni roviny na obrazku.
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2.2.3 Zavislost na transformacich

Uvazujme dvé matice:

e Matice A s vlastnimi ¢isly A a vlastnimi vektory x

e Matice B s vlastnimi ¢isly p a vlastnimi vektory y
Nasledujici tabulka uvadi prehled zdkladnich transformaci matice A a jejich dopad na vlastni
Cisla a vektory.

Transformace Predpoklady Vlastni ¢isla | Vlastni vektory
B=A-cI ceC pu=A-c y=xXx
B=A"1 det|A| #0 p=3 y=X
B=A" neN pu=A" y =X
B=p(A) | p(A)=aA"+a, A"+ . +aA+ay | p=pd) y=Xx
B = T !AT det|T| #0 pu=A y=T1x

V dalsi kapitole budeme k nalezeni vlastnich Cisel vyuZivat posunu, inverze a hlavné podobnostni
transformace. Ukazme si tedy, Ze tabulka odpovida realité.

Posun znamena odecteni konstanty od diagondlnich prvkd, tj. B = (A —c-I). Jestlize Ax = Ax a
¢ je komplexni ¢islo, pak (A — cI)x = (A — ¢)x. Vlastni ¢isla matice B se oproti vlastnim ¢islim
matice A posunou o ¢, vlastni vektory se v§ak nezméni.

Inverze. Je-li A regulérni, tj. det|A| # 0 a ani Zddné A # 0, a Ax = Ax, pak A™'x = %x. Tedy
vlastn{ &sla matice A™! jsou pievrdcenymi hodnotami vlastnich &isel piivodni matice a vlastni
vektory zlstavaji stejné.

Podobnost. Matice A a B jsou si podobné, pokud existuje reguldarni matice T a je splnéna
rovnost B = T~'AT. Matici T nazyvdme podobnostni matici. Plati-li By = Ay, pak plati také
T~!ATy = Ay. Po vyndsobeni podobnostni matici zleva mizeme psat ATy = ATy. Pro substituci
x = Ty tedy plati Ax = Ax. Vlastni ¢isla podobnych matic jsou stejnd a vlastni vektory miiZeme
dopocitat pomoci podobnostni matice.
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3 Metody vypoctu

JiZ vime, Ze vlastni Cisla jsou kofeny charakteristické rovnice matice A. Pro matici fadu n
plati, Ze charakteristickd rovnice bude fddu n. ReSenf line4rniho a kvadratického polynomu je
vS§em zndmo. Existuji i tzv. Cardanovy vzorce, které umoZziiuji analyticky urcit kofeny polynomu
3. a 4. stupné. Pro vy$$i n mizeme pomoci Hornerova schématu pouze hadat feSeni. Uvedme si
tedy nékolik numerickych metod pro vypocet vlastnich cisel.

3.1 Mocninna metoda

Jednd se o jednu z nejjednodussich iteracnich metod. Zdkladnim pfedpokladem pro mocnin-
nou metodu je, aby matice A fddu n méla také n linedrné nezavislych vlastnich vektori, neboli
aby matice A byla nedefektni. Za tohoto predpokladu miizeme napsat libovolny vektor v jako
linedrni kombinaci

v = Z aiX;, 5)
i=1

kde x; jsou vlastni vektory matice A. Pokud uvaZujeme A; vlastni ¢islo odpovidajici vlastnimu
vektoru x;, plati

Av = Z OCi/liXi. (6)
i=1

Dalsim dilezity predpokladem pro konvergenci mocninné metody je, aby matice A méla jediné
dominantni vlastni ¢islo Ay, tj. [A1] > |A2] = [A3] = ... = |A4].

Algoritmus 3.1. Mocninnd metoda
(1) zvolime pocatecni nenulovou aproximaci v
(2) fork=1,2,...do
3  Vi=Avi,
(4) end

Pokud plati pfedpoklady na diagonalizovatelnost matice A a plati, Ze ma jediné dominantni
vlastni ¢islo, mizeme ukézat, Ze v konverguje k néjakému nasobku vlastniho vektoru x; odpo-
vidajici v absolutni hodnoté nejvétsimu vlastnimu ¢islu A;. Vektor v si napiSeme podle (5] jako
linedrni kombinaci x;, pak

n
Vi =Avi_ =A%V, =...= Akyy = Akv = AX Z oiX; =
i=1

n n n A k
= ; aiAkx,- = ; ai/lfxi = /1’1‘ (a1x1 + ; (/1_:) al-xi).

k
Proi > 1 je hlcqa proto A" 5 0. Na pravé stran¢ zlstane pouze prvni ¢len a vidime,
/11 /11

e v = /Vfalxl. Tedy v je ndsobkem vlastniho vektoru x;. Vlastni ¢islo A; miiZeme nasledné
spocitat pomoci Rayleighova podilu. Rychlost konvergence zavisi na po¢ate¢ni volbé vy.
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Pokud je rozdil mezi prvnim a druhym nejvétSim vlastnim ¢islem v absolutni hodnot€ relativné
maly, miiZe mocninnd metoda konvergovat velmi pomalu.

Rayleighitv podil pro matici A a nenulovy vektor y je &islo R(A,y) = y;;'; Y
Je-1i y vlastni vektor matice A a A je odpovidajici vlastni ¢islo, pak

T T
R(A,y) = ny—A;' = % = ). Vime, Ze vi — Xy, a tedy R(A, vi) — A;.

3.1.1 Normalizovania mocninna metoda

Pfi vypoctu na pocitati miZe pfi postupném ndsobeni v algoritmu [3.1] dojit k pfeteceni
(A1 > 1) nebo podteceni (A; < 1) paméti. Abychom se tomuto problému vyhnuli, miZzeme
vektor vy normovat. Navic se pfi ndsledném vypoctu Rayleighova podilu bude jmenovatel
rovnat jedné.

Algoritmus 3.2. Normalizovand mocninnd metoda
(1) zvolime pocatecni nenulovou aproximaci vy, ||vo|| = 1
(2) fork=1,2,...do
(3 yk=Avi

— Yk
@ Ve =y
5) O = vavk
(6) end

Vypocet zastavime pomoci vhodného stop-kritéria, napt. ||vx — vi_1|| < €. Z pfedchoziho
textu vime, Ze vy — Xy, ||x1]| = 1 a ox = R(A, vi) — A1.

3.1.2 Inverzni iterace

7 Yz 7 ¥z

Poté, co jsme nalezli nejvétsi vlastni ¢islo matice A, miZzeme vyuZit toho, Ze vlastni ¢isla
matice A™! jsou pfevrdcenymi hodnotami matice plivodni. TakZe mocninnd metoda aplikovan4
na matici A~! konverguje k vektoru pifslusnému nejmensimu vlastnimu ¢islu matice A v abso-
lutnf hodnot&. Pro uleh&eni misto feSeni y, = A~lvy_; vyuZijeme LU rozkladu A = LU a fe$ime
soustavu rovnic LUy, = vi_;.

Algoritmus 3.3. Inverzni normalizovand mocninna metoda
(1) zvolime pocatecni nenulovou aproximaci vy, ||vol| = 1
(2) vypocti LU rozklad matice A
(3) fork=1,2,...do
@ vypocti yy resenim LUy, = vi_4
G wvik= @—i”

(6) o) = VzAVk
(7) end

Takze v — xq, ||x1]| = 1aor — Ay, kde |A4] < |)lj| pro j =2,3,...,n.

3.1.3 Inverzni iterace s posunem

Uvazujme situaci, Ze zndme u dostate¢né dobry odhad né&kterého vlastniho &isla A;. Stejné
jako v algoritmu|[3.3|vyuZijeme LU rozkladu, tentokrét ale pro matici A s posunem g, tj. (A — pI).
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Algoritmus 3.4. Inverzni normalizovand mocninnda metoda s posunem
(1) zvolime pocatecni nenulovou aproximaci vy, ||vo|| = 1
(2) vypocti LU rozklad matice (A — pul)
(3) fork=1,2,...do
@ vypocti yi feSenim LUy, = vi_4
) ve=pg
(6) O = VzAVk
(7) end

Zde vy — x;, prislusnému vlastnimu vektoru A;, kde ||x;|| = 1, a op — A;.

3.1.4 Redukce matice

Nyni si ukdzeme, jak 1ze pomoci metody, kterd ndm iteracné vypocitd pouze jedno vlastni
¢islo matice A ziskat postupné vSechna vlastni ¢isla. Pomoci normalizované mocninné metody
jsme si vypocetli dominantni vlastni ¢islo A; a odpovidajici vlastni vektor x;. Pro ulehéeni

budeme uvaZovat, Ze matice A je symetrickd a ma tedy pouze redlnd vlastni ¢isla. Definujme

.. Axyx! . . v . P .y
matici A; = A — W Diky vlastnosti posunu vime, Ze ma vlastni ¢isla 0, Ay, As, . . ., A,,. Jestlize

je ¢islo A, dominantni vlastni ¢islo matice A;, mtiZeme aplikaci mocninné metody na matici A,
urcit aproximaci o, vlastniho ¢isla A, a pomoci inverzni iterace s posunem p = o, vypocteme
Az. Tento postup miiZeme opakovat a vypocitat nékolik dalSim vlastnich ¢isel A; matice A a k
nim odpovidajici vlastni vektory x;. Je urcit€ dobie piedstavitelné, Ze tento postup je zdlouhavy.
Proto pro vypocet vSech vlastnich ¢isel pouzivdme jiné metody, které si predstavime v dalSich
kapitolach.

3.2 LR a QR transformace

Obé metody, které zde budeme popisovat, 1ze vyuZit k vypoctu vlastnich ¢isel libovolné
matice. Pfevedenim na Hessengergiiv tvar nebo na tfidiagondlni matici miiZzeme vypocet jesté
zkratit [1]. Cilem transformaci je ziskat n¢jakou podobnou matici, u které miZeme vlastni
Cisla zjistit jednoduseji (naptiklad u trojihelnikovych rovnou ziskat z diagonély) neZ u ptivodni
matice. Vyhodou oproti mocninnym metodam je, Ze ziskdme vSechny vlastni ¢isla.

3.2.1 Metoda LR rozkladu

Prvni metoda, LR transformace, je snadnéji proveditelnd, ale nemusi byt vZdy numericky
stabilni. Zdkladem této metody je vytvofeni posloupnosti matic {Ax} a nasledné rozloZeni
na soucin dolni trojuhelnikové matice L a horni trojihelnikové matice R. Je- 1i matice A4
rozloZena na soucin L1 Ry, pak m4 matice A, = R;L; stejnd vlastni ¢isla jako matice A;. To plyne
Z rovnice

Az = RyL; = L7'A1L; = RyASR, @)

kterd ukazuje, Ze A1 a A, jsou podobné. Nyni miZeme znovu pouZit rozklad, tentokrat na matici
A,. Proces postupné opakujeme podle nédsledujiciho algoritmu.
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Algoritmus 3.5. LR metoda
(1) A=A
(2) fork=1,2,...do
3) proved’ LR rozklad LRy = Ax
4 Agr = Rilg
(5) end

Vsechny matice Ay jsou si podobné, to plyne z (7). PoloZme Py = RgRg_q... Ry a Ny =
LiL; ... Lg. Pak Py, resp. Ly je horni, resp. dolni trojihelnikovd matice. Jsou-li v§echny matice
reguldrni, plati podobné jako v (/) rovnice

Ak = L 'AgL = ReAR (®)
odtud matematickou indukci plyne, Ze
A1 = N 'ARNg = PeAGP 9)
ProtoZze plati, LyRx = Rg_;Lx_1, miiZeme ukdzat
NgPx =L;...Lxk1LkRkRk—1 ... Ry = L1 ... Lk Rxk—1Lx—1Rk-1 ... Ry, (10)
opakujeme-li tento postup, dostaneme, Ze plati
NiPy = (LiR)" = Ay (1D

Ziskali jsme konstrukci posloupnosti matic {Ax}. V dalsim budeme predpokladat, Ze matice Ry
ma jednicky na hlavni diagondle. Lze totéz predpokladat pro matici Ly misto Ry, ale i tak dospé-
jeme ke stejnému vysledku. Budeme se zabyvat konvergenci posloupnosti {Ay}. Konvergence
této fady zavisi na konvergenci posloupnosti {Py} a plati ndsledujici véta.

Véta 3.6. Konverguje-li posloupnost Py pro k — oo k reguldrni matici P, pak existuje také
klim Ax a je to dolni trojuthelnikova matice.
—00

Diikaz konvergence {Py} neni obsaZen v pouzité literatufe, protoze piesahuje ramec téchto
knih. MiiZeme fici, Ze konverguje pro velmi Sirokou tfidu matic, kterd obsahuje vSechny po-
zitivné definitni matice, mnohé matice s rliznymi i mnohondsobnymi vlastnimi ¢isly a mnohé
matice s komplexnimi vlastnimi ¢isly [?]. Pokud mé matice A redlnd vlastni ¢isla, budou ob-
saZzena na diagondle L, sefazena sestupné v absolutni hodnoté. Abychom se nemuseli zabyvat

konvergenci, ¢astéji volime metodu QR rozkladu [2l].

3.2.2 Metoda QR rozkladu

Jednim z nejpouzivanéjSich postupti pro jednorazovy vypocet vSech vlastnich ¢isel matice
je OR metoda. Z nazvu je jasné, Ze hlavnim bodem metody je QR rozklad matice A. Matici
A v kazdém kroku algoritmu rozkldddme na soucin matice R, kterd je horni trojuhelnikov4,
a ortogondlni matice Q. Diky volbé tohoto rozkladu si nemusime dé€lat starosti s konvergenci
jako u LR metody. Ddle plati, Ze QR rozklad matice neni jednoznacny, ale existuje vzdy [3l.
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Algoritmus 3.7. QR metoda
(1) Ag:=A
(2) fork=1,2,...do
3) proved QR rozklad QRy = Ax_q
4)  Ax=RiQx
(5) end

Vezméme si matici Ay a z tfettho fadku [3.7| vyjadiime Ry, poté miiZzeme ukazat, Ze
Ap = ReQr = QpAL 10k = Q1O A 201 1Qk = ... = QfAQy,
kde Qx = Q;Q5 ... Qx je ortonormalni matice a plati nasledujici véta.

Véta 3.8. Veta o QR algoritmu Jestlize |A| > |A2| > ... > |Aul, pak Ax konverguji k horni
trojiihelnikové matici T = QTAQ, kde Q = klim Ok

Z véty [3.8] vime, Ze metoda konverguje k horni trojihelnikové matici, proto miiZzeme jako
stop-kritérium nastavit, aby byly poddiagondlni prvky v absolutni hodnoté mensi nez néjaka
pevné zvolend tolerance €. Po ukonceni vypoctu zndme vSechna vlastni ¢isla matice A, protoze
se ndm zobrazi na hlavni diagondle matice Ayx. Pokud je navic plivodni matice A symetricka,
dostaneme vlastni vektory jako sloupce matice Q = (x1, Xz, ..., Xpn). Pokud je matice A obecné
nesymetrickd, k vypoctu vlastnich vektorti mtiiZeme pouZzit napiiklad inverzni mocninnou metodu
s posunem z algoritmu [3.4]

Musime brét v potaz, Ze ve vypoctu pomoci QR rozkladu v kazdém kroku pocitdme rozklad
matice Ax_; na soucin jinych dvou matic Qi a Ri. Je asi jasné, Ze pocet iteraci bude zdvisly
na velikosti matice, se kterou pocitdme. Rozklad pro plné zaplnénou matici vyZaduje O(n®)
operaci. Je tedy bézné nejprve prevadét matice na Hessenbergliv tvar. Pomoci této transformace
sniZime po&et operaci na O(n?). Pokud bychom dostali matici Ay_; do tfidiagondlniho tvaru, pak
by se naroc¢nost snizila dokonce na O(n) iteraci. Obé transformace jsou zaloZeny na podobnosti
matic a tudiZ se pri nich hodnoty vlastnich ¢isel neméni.

Pro zrychleni konvergence QR metody vyuZivime Hessenbergovu transformaci, v MATLABu
prikazem hess a vhodné zvolenych posunt.

Algoritmus 3.9. OR metoda s posuny

(1) prevedeme matici A na Hessenbergiiv tvar

(2) Ap:=A

3) fork=1,2,...do

“4) vyber posun i

5) proved QR rozklad QyRy = Ax_1 — il

(6)  Ax =RyQx + il

(7) end

Nejjednodussi volba pro posun py je prvek ag,k_l) matice Ag_q, tzv. Wilkinsontiv posunl[5].

Pokud jsou vSechny prvky v poslednim fadku kromé ay;,_l) matice Ay dostate¢né malé, pova-
Zujeme aﬁl’fl_l) za dobrou aproximaci vlastniho ¢isla. Zbyvajici vlastni ¢isla hleddme v submatici
tvofenou prvnimi (n—1) fadky a sloupci. Opakovanim toho algoritmu dostaneme vSechna vlastn{

¢isla.
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3.3 Jacobiho metoda

Z predchoziho textu vime, Ze pokud je matice A nedefektni, potom existuje jeji spektralni
rozklad QTAQ = D, kde Q je ortogondlni matice a D je diagondlni s vlastnimi ¢isly matice
A. Metoda spociva v sestrojeni posloupnosti {Sx} ortogonalnich matic, pro kterou plati, Ze
klim S1 SZSk:Q
Algoritmus 3.10. Jacobiho metoda

(1) Ap:=A

(2) fork=1,2,...do

(3) Ak = JEHAkaH
(4) end,

kde matice Ji.1 je ortonormdlni Jacobiho matice rovinné rotace zvolend tak, aby se vynuloval
jeden pdr symetricky poloZenych prvkil a, g, = ag.p, matice Ay. Matici Jiy1 = J(Pk gk, Ok)
definujeme jako jednotkovou, ale prvky jp, », @ jg.q. jSOU TOVNY COS Ok @ PrVKY ji, 4, jgipe DEjSOU
rovny nule, ale rovné + sin 6. Oznacme prvky matice J na pozicich (p, p), (p,q), (¢, p) a (g, q)
postupné Cisly ¢, s, —s a c. Déle prvky matice Ax oznaCme a = app, b = apq = agp a d = ayq.
Koeficienty c a s ur¢ime tak, aby matice

c —s\fa b\(c s\ [ c*a—2csb+s%d c?b+cs(a—d) —s?b

(s c ) (b d) ( ) B (czb +cs(a—d) —s%b ¢ + 2csb + s%a
byla diagondlni, tj. ¢?b + cs(a — d) — s?b = 0. Dostaneme ¢ + 27t — 1 = 0, kde 7 = =4 a

-S C

t =3 =tanb, takie c = —— a s = ct.
4 Vi+e2
Za t volime mensSi kofen kvadratické rovnice v absolutni hodnot€ t = ﬂ.
||+ V1+12
ProtoZe matice Ay je rovna soucinu Ay = JEAJk, kde Jx =J1-J2 - ... - Jk, jsou si matice Ay

a A podobné, tedy maji stejnd vlastni ¢isla. Vypoctem v algoritmu [3.10] postupné nulujeme
mimodiagondlni prvky Ay a ¢isla na diagondle jsou dostate¢né dobrymi aproximacemi vlastnich
¢isel. JelikoZ musi byt matice A pro tuto metodu symetrickd, podobné jako u QR metody, i-ty
sloupec matice Jy je pak aproximaci vlastniho vektoru odpovidajici aproximaci afl.k ) Vlastntho
éisla A;.

3.4 Metoda bisekce

Dalsi z metod pro vypocet vlastnich ¢isel symetrickych matice je metoda bisekce. Nejprve
si matici pfevedeme na tfidiagondlni tvar, tedy

ap by
bz as b3
A= ,
bp-1 an-1 by
b, ay

a definujme polynomy p,(x), p1(x), ..., pn(x) predpisem:
po(x) =1,p,(x) =det(A; —xI) pror =1,2,...,n,
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kde A; je submatice tvorena prvnimi r fadky a sloupci matice A.
Je jasné, Ze takto vytvorené polynomy jsou charakteristickymi polynomy. Postupnym piilenim
intervalu miiZeme hledat kofeny téchto polynomt. Je-lia < b a p,(a) - p,(b) < 0, pak v intervalu
(a, b) lezi vlastni &islo, které pro danou pfesnost e uréime pomoci algoritmu [3.11]
Algoritmus 3.11. Metoda piileni intervalu

(1) while b — a > edo

2) x=9t

(3) lfpn(a) pn(b) <0
4) b:=x

®)) else

(6) a:=x

I kdyZ je algoritmus vypoctu jednoduchy, musime dodrZet, aby ve zvoleném intervalu (a, b)
lezelo pouze jedno vlastni ¢islo, pouze jeden kofen charakteristického polynomu.

3.5 Lanczosova metoda

Jednou z metod pro vypocet vlastnich ¢isel nesymetrické matice je Lanczosova metoda.
Ptistup k feSeni v pfipadé nesymetrickych matic je analogicky s dalSimi metodami popsanymi
diive. Smyslem je provést fadu podobnostnich transformaci matice A na jinou matici, kterd ma
stejna vlastni ¢fsla. Budeme se snaZit sestrojit matici S takovou, aby vysledkem T = S'AS
byla tfidiagondlni matice T. Zkonstruujeme posloupnost vektord xi,Xs, ..., X, takovych, Ze
vezmeme-li je za sloupce matice S, budou matice A a T podobné. Ddle budeme potfebovat
posloupnost vektort yq, . .., yn takovou, Ze {x;} a {y;} budou biortogondlni, tj. plati ijxi =0,
pro kazdé i # j. Tyto dv€ posloupnosti jsou dany rekurentnim zépisem

Xi41 = AXg — bpXy — Cko1Xk-1, (12)

Vi1 = ATyi = bryk — cko1Vie1s

kdek=1,...,n—1, %9 = yo = 0 a X1 a y; jsou nenulové libovolné zvolené vektory, pak cisla
b, cx jsou definovany takto:
B yEAxk

by , (13)

T
Y Xk

prok=1,...,n—1acy:=0.

Véta 3.12. Za predpokladu ijxj #0proj=1,...,n, plati:
1. Vektory xi proi = 1,...,n jsou linedrné nezavislé.
2. Xn+1 = 0

Diikaz plyne z biortogonality a druhy bod lze ukézat ptimo z vypoctu (12).
UZijeme-li této véty, miZeme z prvni rovnice (12) psat:
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Axy = Xg_1 + bpXg + Cp_1Xk-1,

prok=2,...,n—1, ataké

AX1 = X5+ b1X1,

Ax, = byx, + ¢h—1Xp-1.

Je-li tedy S reguldrni matice, jejiZ sloupce jsou vektory xj, .

by
1

AS 0

Il
w»

0

C1

b,

0

(14)

.., Xn, plyne z (14)), Ze plati

= ST. (15)

Matice T ze vzorce (15)) je skute¢né poZadovanou tfidiagonalni matici. Sta¢i pouze urcit koefici-
enty by a cx definované rekurencemi (13)). Tyto koeficienty jsou zdvislé na libovolné zvolenych

vektorech x; a yy.

Charakteristicky polynom matice T se d4 vypocitat analogicky jako u metody bisekce. Zde

mame:

fa—(i+1)(A) = (A = biy1) fa—i(A) = cifa—(i-1), proi=1,...,n -1, (16)

kde f,(1) = 1a f;-1(1) = —b; + A. Charakteristicky polynom je pak fy(A).
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4 Priklady

4.1 Ukazka jednotlivych metod

Nejprve si na jednoduchych piikladech s matice malého fddu ukaZme, co je vysledkem
jednotlivych metod. S ukdzkami za¢néme dle potadi predstavenych metod v pfedchozim textu.
Za prvé ukdzeme, jak si mocninné metody poradi s matici fddu 3, kterd spliluje podminku
diagonalizovatelnosti a ma jediné dominantni vlastni ¢islo.

Priklad 4.1. Uziti mocninnych metod

1 1 0.5
UvaZujme matici A = | 1 1 0.25]
05 025 2

Pomoci normalizované mocninné metody (algoritmus [3.2) vypocitime nejvétsi viastni cislo
v absolutni hodnoté Ay a k nému prislusny vlastni vektor x1. Zvolme pocdtecni odhad vy = (1,1, 1)
a poZadovanou presnost € = 107,

’ index k-té iterace ‘ vypocteny vlastni vektor ‘ vypoctené vlastni cislo ‘

1 (0.5754, 0.5179, 0,6330) 2.5248
2 (0.5578, 0.4952, 0.6660) 2.5325
3 (0.5471, 0.4814, 0.6848) 2.5352
4 (0.5407, 0.4732, 0.6955) 2.5361
18 (0.5315, 0.4615, 0.7103) 2.5365

Stejné tak miizeme pomoci inverzni normalizované mocninné metody (algoritmus[3.3)) vypocitat
nejmensi vilastni ¢islo v absolutni hodnote.

’ index k-té iterace \ vypocteny vlastni vektor \ vypoctené vlastni c¢islo ‘

1 (0.8321, -0.5547, 0) 0.0769
2 (-0.7202, 0.6893, 0.0942) -0.0166
5 (0.7212, -0.6863, 0.0937) -0.0166

Posledni viastni cislo odhadneme hodnotou p = 1.4 a dosadime do inverzni normalizované
mocninné metody s posunem yi (algoritmus [3.4).

] index k-té iterace \ vypocteny vlastni vektor \ vypoctené vlastni c¢islo ‘

1 (0.6139, 0.6842, -0.3937) 1.6187
2 (0.4582, 0.5750, -0.6778) 1.4809
6 (0.4443, 0.5621, -0.6976) 1.4801

Z téchto tri vypoctii jsme ziskali vSechna vlastni cisla a k nim prislusné vlastni vektory:
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A1 = 2.5365 a x1 = (0.5315,0.4615,0.7103)
Ay = 1.4801 a x5 = (0.4444,0.5622, —0.6975)
A3 = —0.0166 a x5 = (0.7212, —0.6863, 0.0937).

U nésledujicich metod nebudeme uvadét vSechny mezivysledky maticového pocitani. Diive
bylo uvedeno, Ze LR metoda nemusi byt vZdy stabilni, a proto budeme pocitat rovnou s QR
metodou.

Priklad 4.2. Vypocet pomoci QR metody

2.25 —=0.25 -1.25 2.75
-0.25 2.25 2.75 1.25
—-1.25 275 2.25 —=0.25]
2.75 1.25 -=0.25 2.25

a poZadujme piesnost vypoctu € = 10™*. Po 93 iteraci ziskavame:

Uvazujme symetrickou matici B =

5.49999 —0.00009 0 0
Bos = —0.00009 5.04508 O 0
0 0 -1 0

0 0 0 —0.54508

—0.58842 —0.37163 0.39223 —0.60150
~ | 039211 -0.60158 0.58835 0.37175
Qo3 =1 (58827 —0.37187 —0.39223 —0.60150 |
—0.39236 —0.60142 —0.58835 0.37175

Aproximace vlastnich cisel leZi na diagondle matice Bos:
A1 = 5.5, 4, = 5.04508, A3 = —1 a A4 = 0.54508

Jeliko? je matice B symetrickd, aproximace odpovidajicich vlastnich vektorii jsou sloupce matice
Qo3. Pokud bychom vyuZili QR metodu s posuny, ziskame vysledek uZ po 11 iteracich.

VyzkousSejme nyni zadat obecné nesymetrickou matici.

Priklad 4.3. Vypocteéte viastni ¢isla QR metodou
25 =25 3 05
L 0o 5 -2 5 i
Vezméme si matici C = 05 —05 4 2509 zvolme presnost € = 107°.
-2.5 =25 5 35

Po 37 iteracich dostaneme:

6 —0.4463 3.1236 —5.1259

Csy = 0.0009 4.9996 —0.8701 -—2.5418
0 0 3 —3.5777
0 0 0 1

Vysledné aproximace vlastnich cisel jsou:
/11 ~ 6,/12 x 5,/13 ~ 361/14 =~ 1

Vlastni vektory si musime dopocitat jinou metodou, jelikoZ zadana matice C neni symetricka.
Metodou s posuny (algoritmus [3.9) bychom vypocet zkrdtili na 27 krokii.
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Priklad 4.4. Jacobiho metoda
Vezmeéme si matici B z prikladu a uvazujme i stejnou toleranci € = 1074,
Potom po 9 iteracich dostaneme:

5.04508 0 0 0
0 55 0 0
By = 0 0 -1 0

0 0 0 -0.54508

V tomto pripade je Jacobiho metoda mnohem rychlejsi nez QR metoda i neZ metoda s posuny.
Musime si ale uvédomit, Ze lze pouZit pouze na symetrické matice.

Priklad 4.5. Ukdzka metody bisekce

U metody bisekce je vyhodou, Ze si miiZeme zvolit, kterd vilastni ¢isla matice chceme spocitat.
Méjme matici B z predchoziho prikladu a chceme zndt Ay a As. U této metody indexy serazuji
vilastni cisla podle velikosti, ne podle velikosti v absolutni hodnote.
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Obr. 2: Charakteristicky polynom matice B

Po vypoctu a vykresleni charakteristického polynomu nam vychdzi koveny Ay =~ 5.04506 a
A3 & —0.54512. Z obrdazku jde videét, Ze dalsi koreny se nachdzi v blizkosti hodnoty —1 a mezi
cisly 5 a 6.

Priklad 4.6. Lanczosova metoda

2 =2 3
Vypoctéte viastni Cisla maticeD =1 1 1
1 3 -1

Za startovaci vektory posloupnosti zvolte x1 = y1 = (0,0, 1) dle [4].

Pak z rovnic ({I2)) a (I3) vypocteme:
(AXI)T = (3, 1, _1), bl = —1’ X9 = (3’ l’ 0)’
(Ax2)T = (4,4,6), by = 3, x3 = (—4,3,0),
(Ax3)T = (-%,-2,0), bs = 1, podobné
(ATyn)! = (1,3,-1), y; = (1,3,0),
(ATy2)" = (5,1,6), c1 =6, yi = (£,-7,0),
(ATya)T = (<1 —5.0), ¢y = -3, ake
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a pomoci rekurence ([I6) miiZeme vypocitat charakteristicky polynom
fo(A) =23 =242 —51 +6,

jehoZ koreny jsou Ay =3, Ay = =2 a A3 = 1.

4.2 Porovnani metod

s w7

V této ¢ast si porovndme vSechny metody, které ndim umozZiuji pocitat vSechny vlastni ¢isla
soucasné. Vynechdme tedy mocninné metody, protoZe diky nim vypocitdme vzdy jen jedno
vlastni ¢islo. Zaroven neni vhodné porovndvat maticové vypocty s hleddnim kofenti polynomu,
a proto metodu bisekce a Lanczosovu metodu také vynechdme. VSem tfem metoddm byl jiz
vénovan piiklad v pfedchozi kapitole. Aby byly rozdily mezi dalSimi metodami znatelné;si,
budeme pocitat s maticemi vysSiho fddu, v dalSich piikladech bude rozmér matic n = 20 a
klademe toleranci na pfesnost vypoctu € = 107*. Vsechny pouZité matice v pifkladech jsou
prfimo dohledatelné v MATLABu pod knihovnou gallery.

Priklad 4.7. Porovndni metod na vidké symetrické matici

Vytvorme si vlastni matici A vadu n = 20. VSechny diagondlni prvky poloZme rovny jedné. Ddle
necht jsou prvky na prvni naddiagondale rovny dvou. Nakonec polozme prvky na druhé naddia-
gondle rovny tirem. Stejné sestrojime i poddiagondly. Vysledna matice je tedy pétidiagonalni.

pouzita metoda | QR | OR s posuny | Jacobiho
pocet iteraci | 1054 33 494

Priklad 4.8. Vypocet viastnich Cisel symetrické matice
Vezméme si matici B = gallery('moler’, 20), kterd je symetricka a nemd Zadné nulové prvky.

pouZita metoda | QR | QR s posuny | Jacobiho
pocet iteraci | 2133 33 484

Priklad 4.9. Ukdzka vypoctu na symetrické matici
Budeme pracovat se symetrickou matici C = gallery(’lehmer’, 20). Rozdil oproti predchozimu
prikladu spociva v tom, Ze vSechny prvky jsou kladné a c;j < 1.

pouZita metoda | QR | OR s posuny | Jacobiho
pocet iteraci | 39 29 424

Priklad 4.10. Vypocet viastnich cisel nesymetrické matice
Vezméme si matici D = gallery('lesp’, 20), kterd je nesymetricka a tridiagondlni.

pouZita metoda | QR | OR s posuny
pocet iteraci | 306 24
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Na uvedenych pripadech 1ze pozorovat, Ze QR metoda s posuny konverguje rychleji nez
klasickd QR metoda. Zaroven ale mizeme vidét, Ze Jacobiho metoda se vzhledem k poctu
krokli, nachdzi nékde mezi nimi. To je ddno tim, Ze Jacobiho metoda funguje na principu
nulovéani prvkd mimo diagondlu a QR metody se snaZi sestrojit horni trojihelnikovou matici.
TudiZ podminku na pfesnost musi spliiovat jen polovina prvkli matice oproti vypoctu Jacobiho
metodou. VSechny priklady jsou zpracovdny v matlaboskych live skriptech a ptiloZeny k praci
v ramci priloh. Tyto skripty obsahuji feSeni nejen piikladti zde uvedenych, ale i nékolika dalSich.
Uvedme prehled, kdy je vhodné pouZit dané metody.

Normalizovand mocninna metoda konverguje pouze pro diagonalizovatelné matice a matice
s jedinym dominantnim vlastnim ¢islem. JelikoZ vypocitd pouze nejvétsi vlastni ¢islo v absolutni
hodnoté, je vhodné ji vyuzit napiiklad pokud nds zajima stabilita feSeni systému linedrnich
diferen¢nich rovnic nebo tuhost pocate¢ni tlohy pro obycejnou diferencidlni rovnici.

Inverzni normalizovand mocninna metoda bude mit stejné vyuZiti jako ta pfedchozi. Pokud
chceme znat pouze nejmensi vlastni ¢islo v absolutni hodnoté, pak si vybereme pro vypocet
pravé tuto metodu.

Inverzni normalizovana mocninn& metoda s posunem vyuziva pocate¢niho odhadu hodnoty
vlastniho ¢isla. Pokud si jinou z metod nemiiZzeme dopocitat vlastni vektory, vyuZijeme praveé
této metody.

Pomoci QR rozkladu miZeme vypocitat vSechna vlastni ¢isla téméf vSech matic. Nejvice
efektivni bude pro matice s relativné malymi prvky (viz priklad ??).

Metoda QR rozkladu s posunem je upravend oproti QR metodé tak, aby konvergovala rychleji.
V drtivém poctu piikladu je lepsi vyuzit pravé metodu s posuny.

Jacobiho metoda je hojné vyuZivana pro vypocet vlastnich cisel fidkych symetrickych matic.

Metoda bisekce je dalsi metodou, kterd se vyuZzZivd u symetrickych matic. JelikoZ pracuje
s charakteristickym polynomem, miiZeme si zvolit, kterou ¢ast spektra matice chceme ziskat.

Lanczosovu metoda pracuje podobné jako metoda bisekce, ale pouZzivd se pro nesymetrické
matice.
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5 Zavér

Prace se zaméfila na predstaveni a ukdzku vybranych numerickych metod pro aproximaci
vlastnich ¢isel. Konkrétné byly popsdny mocninné metody, metody LR a QR rozkladu, Lanczo-
sova metoda pro nesymetrické matice a Jacobiho metoda a metoda bisekce pro vypocet vlastnich
¢isel symetrickych matic. Dédle byly popsané metody porovnany na rozsdhlejSich maticich. Z
ukazkovych prikladl 1ze pozorovat, Ze k vypoctu QR metodou s posuny je tfeba nejmensiho
poctu krokd. V posledni kapitole je uveden prehled, kdy je vyhodné danou metodu vyuzit. V
obecném piipadé doporucujeme kombinaci predstavenych metod.

Mimo popsané metody lze v literatufe [3), 4] najit i mnoho dalSich zplisobl vypoctu vlastnich
¢isel. Mezi dalsi metody patii Givensova metoda, Householderova metoda, metoda supertrian-
gulace nebo Arnoldiho metoda.
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6 Seznam priloh

Funkce pro vypocet vlastnich cisel

Bisekce.m
INMM.m
INMMsP.m
Jacobi.m
NMM.m
QRrozklad.m
ORsP.m

Priklady
InvMocMetoda.mlx

JacobihoMetoda.mlx

MetodaBisekce.mlx

NormMocMetoda.mlx

ORMetoda.mlx

vypocet metodou bisekce

vypocet nejmensiho vlastniho Cisla
vypocet pomoci dobrého odhadu
vypocet Jacobiho metodou
vypocet nejvétsiho vlastniho Cisla
vypocet metodou QR rozkladu

vypocet QR metodou s posunem

inverzni mocninna metoda,
vypocet piiklada [@.1} 4.§]

Jacobiho metoda, vypocet

prikladi 4.4 4.7, 4.8, 4.9

metoda Bisekce,
vypocet prikladd 4.1} |4.5]

normovana mocninna metoda,
vypocet piiklada 4.1} §.§]

metoda QR rozkladu, vypocet priklad
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