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Abstrakt
Prace pedstavuje text za#heny na problematiku teorie gtaf popisuje
jednotlivé grafové algoritmy a charakterizuje jhjigraktické pouziti. Shrnuje vyhody a

nevyhody kazdého z nich a podava whani, ktery je vhodny pouzit za dané situace.

Abstract

This bachelor thesis represents text focused orphgréneory, describes
individual graph algorithms and distinguish praatiexamples of their use. Thesis
summarizes advantages and disadvantages eachalftmiehm and mention which one

is suitable to use in certain situations.
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1. Uvod

Jak jiz napovida nazev bakglke prace, fednttem zkoumani tohoto textu bude
oblast matematiky zabyvajici se teorii grafla z&atka prace jsou vysitleny zakladni
pojmy z teorie graf, aby bylo mozné pozfl snaze pochopit fungovani jednotlivych
algoritmi. Tatocast praceerpa gevazrié z odborné literatury, jejiz seznam je uveden
na konci prace. Grafové algoritmyeplstavuji dlezité nastroje v mnohych oélvich
lidského Zivota, na cozétSina lidi zapomina. Prastdnictvim grafovych algoritinse
daji reSit napiklad dlohy na vybr optimalni cesty mezi body A a B (nédad mezi
dvéma nesty), ulohy spojené s nalezenim optimélniho dogravrspojeni, optimalni
fizeni provozu v ptacoveé siti, ¢i planovani ¢innosti projekt tak, aby byl vas
ukonteny apod.

Samotny popis a charakteristika algofitype naplini druhé€asti prace. Postupn
probereme algoritmy na prochazeni grafem, daleriahgp k nalezeni minimalni kostry
grafu a hlavni naplni prace jsou algoritmy na higédéejkratSi cesty v grafu. Ke
kazdému z grafovych algorifimie na pgikladu vys¥tleno jeho chovani a fibeh, na
konci kazdé kapitoly se snazim uvésiklad vyuZziti daného algoritmu v praktickém
Zivote. Na za¥r prace je podano vzajemné porovnaniizngch uhii pohledu, na

kterém je vysetleno, jaky druh algoritmu je pro danyipad nejvhod§si pouzit.



2. Teoreticka vychodiska

2.1. Zakladni druhy grafi

Grafem rozumime grafické vyjégehi vztali mezi r€jakymi objekty. Tyto
objekty jsou v grafech reprezentovany uzlykay téz ozn&ovany jako vrcholy)
a vztahy hranami. Skuieost, Ze mezi dima objekty je ufity vztah, vyjadime
spojenim dvou fislusnych uzl (vrchoh), jez tyto objekty v grafu reprezentuji, hranou.
Hrana ¥tSinou z&in& a kowi v raiznych uzlech, pokud je vS8ak koncovym uzlem
hrany uzel p&ateeni, pak takovou hranu nazyvame siayu.

L G

Smycka

Obr. 2.1.1: Objekty grafu

Graf v remz hrany spojuji vzdy dvaizné uzly a dvaizné uzly spojuje nejvyse

jedna hrana je graf jednoduchy.

O

Jednoduchy
oraf

Obr. 2.1.2: Jednoduchy graf

Pro spojeni dvou uélvice neZz jednou hranou pouZivame @emd nasobné
hrana pouzivame a takovy graf nazyvame multigrafénechto typech graf nejsou

povoleny smyky.



Multigraf

Obr. 2.1.3: Multigraf

Naproti tomu grafy charakteristické nasobnosti heawyskytem smiek se

nazyvaji pseudografy.

Pseudograf

Obr. 2.1.4: Pseudograf

Z hlediska orientace hrargléne grafy na neorientované, orientované a smisene.
U neorientovanych grafchapeme hrany jako symetrické spojeni dvoui,uabproti
tomu u orientovaného grafu je ozeaim hrany Sipkou na jejim konci zcela jasmien
jednosndrny vztah jednotlivych usl (ktery uzel je p&ateni a ktery koncovy). SmiSené
grafy obsahuji oba typy hran, ale v praxi se nep@jizproto se jim jiz dale nebudeme
vénovat.(1, 5, 20)

55 (50 &

Neorientovany Orientovany Smiseny graf
oraf graf

Obr. 2.1.5: Typy grafi
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2.2. Neorientované grafy

Neorientovany graf je uspé&dana trojice G = (U, Hp) tvorena neprazdnou
konenou mnozinou U, jejiz prvky nazyvame uzly, kdmeu mnoZzinou H, jejiz prvky
nazyvame neorientovanymi hranami a zobrapekieré nazyvdme vztahem incidence,
a které kazdé hranhUH prifazuje jedno- nebo dvouprvkovou mnozinuduzlémto
uztim fikame krajni uzly hrany h nebo také, Ze uzly jsmtidentni s hranob. Naopak
hrana h je incidentni grhito uzly (spojuje tyto uzly). Je- li hrana incideh pouze
sjednim uzlem (tj. jestlize je mnozingh) jednoprvkovd), ozrajeme hranuh
(neorientovanou) sntkou. Pokud &kolik hran spojuje stejné mnoziny vrckokj. pro
raizné hrany h h, platilo p(h;) = p(hy), o takovych hranackikdme, Ze jsou nasobné.

Uzel, ktery neinciduje s Zzadnou hranou, je nazyzalovanym.(1, 4, 5, 20)

Graf G zobrazeny na obrazku dole Ize definici zapag. takto:

U={us, b, W, W}

H = {hy, hy, hg}

p(hy) = {u, Ws}

p(hz) = {u2, Us}

p(hs) = {u, Us}

kde neuspiadané dvojice ugljsme zapsali jako dvouprvkové mnoziny.

ul
B u3

Ve
h3 hl

O
ul

Obr. 2.2.1;: Graf G

Neékdy se pro definici grafu pouziva pouze dvojice @k H) kde U je mnozZina
uzli a H mnoZzina hran. Hrany jsou v tomtgadt definovany jako dvojice koncovych
uzli hrany. Graf zobrazeny na obrazku n@hmiZzeme timto stylem popsat rfapakto:

U ={ul, u2, u3, ud}
H = {{ul, u3}, {u2, u3}, {ul, u2}}
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2.3. Stupei uzlu

Stupé uzlu je vyjadencislem, které znd pacet hran, s nimiz uzel sousedi
a zn&ime ho |x|. Je-li uzel izolovany pak |x| {B)
Graf na obrazku 2.2.2 ma stupmzla:
ul| =4, |u2| =4, |u3| =3, [u4| =4, |u5| a&,F 4, |u7| =0, |u8| =1

us3

ul u2 -
ud

us

uTQ ud

Obr. 2.3.1: Stupai uzlu

Vlastnosti stup&é uzlu v grafu:
=  Souet vSech stuf uzli v grafu je sudéislo
Tato vlastnost vyplyva z toho, Ze kazda hrana ieide déma uzly, sotet stupit

vSech uzi je tedy roven dvojnasobku ¢a hran, coz je vzdy sudsgslo.

» Pcatet vrchoh lichého stupé v grafu je vZzdy sudéislo
Kdybychom gipustili, Ze p@et uzhi lichého stupa je liché ¢islo, pak spolu se
stupni uzti sudého stupn by sowet stumi vSech uzl byl liché ¢islo, coz je

VvV rozporu s vlastnosti uvedenou vyse.

Uzel, jehoz stupe uzlu je nulovy, ozn&ujeme jakodiskrétni uzel. Grafy jehoz
vSechny uzly jsou diskrétni nazyvame diskrétni.graf

Graf jehoz kazdé dva uzly jsou spojeny jednou hmaaaeobsahuje sriily je graf
apliny. (20)
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Uplny graf
Obr. 2.3.2: Uplny graf

2.4. lzomorfismus

Grafy G, G” se nazyvaji vzajemizomorfni, kdyz existuji dvvzajemr jednoznéna
zobrazeni f: U-» U  ag: H— H" takova, Ze zachovavaji vztahy incidepcep

a platip(h) = (x,y) « p'(g(h)) = (f(x)), (f(y)). Vztah izomorfismu zgéme GL G".
ZjednoduSe& miuzemetict, Ze izomorfismus neni nic jiného ne#ejmenovani uzi
v grafu.

Pti zjiStovani izomorfismu Iz€asto vyuZit iti nize uvedenych pozorovani:

1. Izomorfni grafy musi mit stejné ¢y vrcholi i hran
2. Vrcholy stupti k Ize izomorfismem fifadit pouze vrchol stejného stupk
3. Dvojici sousednich vrchibimize byt izomorfismemiffazena ogt jen dvojice

sousednich vrchol(1, 20)

Obr. 2.4.1; Izomorfismus
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2.5. Podgraf

Graf G” jepodgrafem grafu G (zngdime G" O G) pokud v grafu vynechame
n¢které (zadné) hrany akteré uzly, ¥etré hran z nich vedouciclero graf G"(U", H’,
p’) plati:

U 0 U (mnozina uZl grafu G” je podmnoZzinou mnoziny uzirafu G)
e H O H (mnozina hran grafu G” je podmnozZinou mnoZirgnhgrafu G)
» apro kazdou hranullH platip”(h) =p(h)

Pokud zachovame mnozinu tZlJ” = U) podgraf nazveme faktorem grafu(@, 20)

Na obrazku 2.5.1 je zobrazeriviodni graf G, graf G'je jeho podgraf a graf G je
podgraf a zarovei faktor grafu G.

.
& o o
Obr. 2.5.1: Podgraf, faktor
2.6. Sled
Posloupnost u#la hranug, hy, U hp, W, ... , i, U Nazyvame sledem, jestlize

kazda hraneh; z této posloupnosti spojuje uzlys, ui. Vrchol uy v obou gipadech
nazyvame pé&ateinim a vrcholuy koncovym vrcholem sledu. O slediikdme, Ze vede
Z uzluug do uzluu,, nebo také, Ze spojuje uzaky, .

V orientovaném i neorientovaném sledu na sebe uaitgn navazuji,
u orientovaného sledu vSak navic pozadujeme, abghw§ hrany byly orientovany
~vpied ve smiru sledu”, u neorientovaného sledu na orientacalegz.

Prakticky si tyto poznatky fizeme vysutlit na pikladu grafu silnini sig
s jednosmrnymi ulicemi, kde smi auta jezdit jen podle or@mnych sled, zatimco

chodci smi chodit i podle slédheorientovanych.

14



Trivialni sled je sled, ktery obsahuje jediny uzel a Zadnou hrdnivialni sled
|ze pokladat za orientovany i neorientovafly.7)

2.7. Tah, Cesta, Souvisly graf

Sled, v Rmz se zadna hrana neopakuje, nazyveahem, zatimco sled, vémz
se neopakuje zadny uzel, nazyvaoestou Z predpokladu, Ze se v césheopakuji
uzly, vyplyva, Ze se v ni neopakuji ani hrany, m padem rmizeme konstatovat, Ze
kazda cesta je zaravéaké tahem a sledem, zatimco tah je vzdy sledEmmesmusi byt
vzdy cestou. Velmi dlezitou vlastnosti gréf je propojitelnost dznych dvojic uzh
pomoci sled a cest. Pro vyj&eni této vlastnosti zavedeme pojem souvislostugraf
a to tak, Ze grafnezi jehoz kazdymi ddma uzly existuje cestaazyvamesouvisly graf.
(1, 20)

Na obrazku 2.7.1 vidime graf G a vedig graf se zobrazenym tahem z uzlu u
do uzlu @ (U, hu, W, he, W, hp, Wy, N, Wy, hy, Ug, IY) @ vedle je vyzn&ena cesta z uzlwu
do uzlu g (W, hs, W, e, Us)

Obr. 2.7.1: Tah, cesta

15



2.8. Komponenta grafu

Pokud neni graf souvisly, iteme jej rozdit na podgrafy, které jiz souvislé
jsou. Takovému maximalni podgrafu — tzn. nelzeyjsit pridanim dalSich hran a uizl
tak, aby byl stale souvisly fikAme komponenta grafu. Komponen#yspusné #iznym
uzlim si jsou bd’ rovny, nebo jsou disjunktni a je-li graf souvislyak jsou si

komponenty vSech uklrovny a rovnaji se grafs)

4

Obr. 2.8.1: Komponenta grafu

2.9. Uzawiené sledy, pravidelny graf, kruznice

Sled, ktery ma alespigednu hranu a jehoz pateini a koncovy uzel splyvaji,
nazyvadmeuzavicenym sledem podobi mluvime o uzakeném tahu. Uz&ena cesta je
uzaveny sled, v 8mz se neopakuji uzly (krafrtoho, Zeupy = W) a navic se neopakuji
ani hrany. Pravidelnym (téz regularnim) grafem namye graf G, jehoz vSechny uzly
jsou stejného stugnJestlize vSechny uzly maji stuiple pak tento graf oziéme za
k-pravidelny ¢i k-regularni. Graf, jehoz vSechny vrcholy jsou st 2, nazyvame
kruznici (neorientovana uz#&ena cesta) ayklusem (orientovana uzaena cesta). Qi
plati, Ze cyklus je zarovie kruznici, ale naopak to neplati. Kruznice, ktera ti hrany,

se nazyva trojuhelnikKl, 4)

16



Pravidelny Kruinice
graf

Obr. 2.9.1: Pravidelny graf, Kruznice

2.10. Sledy v ohodnocenych grafech

V ohodnocenych grafeatasto hovéime o sottu ohodnoceni hran wakému
sledu, cest cyklu apod. V praxi se pouzivd ohodnoceni hraaw.nk vyjadeni
vzdalenosti, mnozstvi pracéasu nebo peuz k prichodu hranou. Toto ohodnoceni
pocitdme vzdy tolikrat, kolikrat se hrana ve sledukyygje. Pro tento saet se vzil
termin délka sledu (cesty, tahu, kruznice...) a vttosmyslu se hovd o nejkratSim

nebo nejdelSim sledu, cesfl)

Obr. 2.10.1: Komponenta grafu

17



2.11. Strom

Stromem je kazdy souvisly graf bez kruznic a pradéadva vrcholy stromu
existuje prav jedna cesta, ktera je spojuje. V programovani goomy povazovany za
velmi dalezity druh datovych struktur. Pomoci stibmuzeme také fehledré vyjadrit
systematicky postup probirani vSech moznostigseni jaké (grafové) ulohy. Ndp

strom vSech maximalnich cest grafu G , které vyejiazuzluu. (1, 4)

2.12. Kostra grafu

~Kostrou grafu G rozumime podgraf v G, ktery ohgahvSechny vrcholy grafu
G a je stromem.” Kostra grafu je tedy libovolny goaf, ktery hranami spojuje vSechny
vrcholy pivodniho grafu a zaroviesam neobsahuje Zzadnou kruznici. [matouSek]

Na obréazku dole je graf G” stromem grafu G a z&royeho kostrou.

O—CO0—0O0——0
O

e

G G’

Obr. 2.12.1: Kostra grafu
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Reprezentace grai

NejcastjSim a nejsrozumitelijiSim zpisobem reprezentace grafu, jak jsme
poznali vySe, je jeho popis pomoci diagramu (nd&résn), nebo fimo pomoci
definice. Tato metoda je vhodn&devSim pro grafy, které nejsotili§ slozité
a neobsahujifipdevsim velké mnozstvi hran. Pokud vSak mame &j&Zgraf
a predevSim provadime -li vygty v grafu pomoci pd@tace, zvolime gktery ze

zpasohi, které si uvedeme v nasledujici kapitole.
2.13. Seznam uak a hran

MnoZinu uzh popisuje prostym wtem prvki, mnozinu hran popisujeme jako
uspdadanou trojici tvéenou jménem hrany a jejim ¢@esnim a koncovym uzlem.
V neorientovanych grafech je jedno, jestli hranul H prezentujeme jako dvojiciv
nebovu. Ale v pripact orientovanych grdf uz musime dodrzet spravnéradi uzti, za
spravné piadi povazujeme to po snmu Sipky. Orientovany graf ize kron& Sipky uv
obsahovat totiz i ogaou Sipkuvu. Pokud nam nezalezi na jménu hranyizeme jej
vypustit a hranu popsat dvojici uz(1, 7)

Orientovany a orientovany graf z obrazku dol&eme popsat naptakto:

()=
\

h3 @ hd

Gl
Obr.: 2.13.1 Graf G1, G2

Graf G
Uzly: ul, u2, u3, ud
Hrany: (hl, ul, u2), (h2, u2, u3), (h3, u3, ubi,(u2, ud), (h5, u4, ul)
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Graf G: pokud pro nés nejsouil@Zité jména u#i a hran, MmZeme je v seznamu
Vypustit.

Uzly: 1,2,3,4,5

Hrany: (1, 2), (2, 3), (2,4),(3,1), (3,1), 8, (2,5), (4,5)

Na za¢r dodejme, Ze tento #apob reprezentace grafu je vhodny spiSe pro
zadavani grafu na vstupu nebo pro skladovani grafpevném disku.

2.14. Seznam okoli vrchoil

Tento zmisob reprezentace grafu je velmi podobniedghozimu fpadu.
Mnozinu uzii popisujeme ot vyétem, ale hrany jsou zapsany pouze svym jménem
a koncovym uzlem, pgateni uzel je pro celou skupinu hran spmig.

Graf G popsany timto zisobem:

Uz (e, W)

Uz (e, Ws); (ha, Ua)

uz: (hs, W)

Ug. (h5, U]_)

K popisu neorientovanych gfafse tento zfisob filiS nevyuziva, jelikoz
bychom museli uvést seznam mnoziny hran incidehtrsiciednotlivymi uzly, coz
ovSem v tomto ppact neni fliS usporné, protoZze kazda hrana by byla vzdy emad
ve dvou seznamech jednotlivych wwzMoznosti jak tomuto jevu zamezit je nidjek
pievést neorientovany graf na orientovany tak, Zel&azeorientovanou hramy L1 H

nahradime dvojici hran s orientasi a vi jdoucich proti sob. (1, 7)

2.15. Matice sousednosti

Matice sousednosti zachycuje, které uzly spolu edhiigespektive v matici si
pro kazdou dvojici ufl (u, v) pamatujeme, jestli z uzluw vede hrana do uzh Matice
sousednosti a uzlech jectvercova matice Sadun ( a jeji prvky Sk jsou dany

piedpisem:
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U neorientovaného grafu:
* S« =1, pokud jsou uzly; au, sousedni

* Sk =0, pokud uzly; au, sousedni nejsou

U orientovaného grafu:
* S« =1, pokud hrana vede z uziudo uzluu

* Sk =0, pokud hrana z uzly do uzluu, nevede

Matice sousednosti S pro grafy G1 a G2:

Obr. 2.15.1: Graf G1, G2 - matice sousednosti

01100
0100
1 0111
Se 09011 S 11010
1= 2=
1 000
01101
1 000
01010

Z prikladu si nizeme vSimnout&kterych vlastnosti matice sousednosti:
» pokud uvazujeme grafy, které nemaiji skyy na hlavni diagonale jsou nuly
* U neorientovaného grafu je matice sousednosti sigckét podle hlavni
diagonaly
* poet jedntek v matici sousednosti u orientovaného grafu jsaojeho poétu
hran
 potet jednéek v matici sousednosti u neorientovaného grafu reena

dvojnéasobku p&u hran.
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Pokud maji grafy stejnou matici sousednosti, palu jsyto grafy navzajem
izomorfni.Naopak toto tvrzeni vSak neplati: &ma pdadi vrchol s sebou nese stejné
zmeény v pdadi sloupé@ afadki matice sousednosti. Vzjetnizomorfni grafy tedy

mohou mit izné matice sousednodtl, 7, 20)

2.16. Matice incidence

Zatimco matice sousednosti popisuje vztahy mezisedigimi uzly, matice
incidence popisuje vztahy mezi hranou a jejim kegyoouzlem. Zvolime - li libovol&
poradi uzti u;...u, a pdadi hrarh;...h,, potom grafu G fitadime matici incidence |

s prvkylj, které jsou danyiedpisem:

U neorientovaného grafu:
* i =1, pokud je uzal incidentni s hranoby
* |k =0, pokud uzel; s hranoth incidentni neni
U orientovaného grafu:
* k=1, pokud uzel; je paatenim vrcholem hranya
* | =-1, pokud uzel; je koncovym vrcholem hrarty

* I = 0 pokud uzely neni incidentni s hrandwy

Matice incidence | pro grafy G1 a G2:

(u)—(w)
h3 @ hd
®
Gl
Obr. 2.16.1: Graf G1, G2 - matice incidence
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10011000
1 0 -1 0 -1
11100010
| 110 10 | 01011100
Gl1— G2—
0 -1 1 0 0
00100101
0 0 0 -1 1
0000O0O0T11

Vlastnosti matice incidence:
» kazdy sloupec u matice sousednosti orientovanéafu gibsahuje vzdyipsre
jednu 1 a pesr¢ jednu -1
e U matice incidence orientovaného grafu jecsdinodnot v kazdéerradku roven
poctu hran vychazejicich z uzly— patet hran vstupujicich do uziy
» kazdy sloupec u matice sousednosti neorientovagetio obsahuje vzdyipsre
dve¢ jednicky

* souet hodnot \j- ttmradku je roven stupni uzly (1, 7, 20)
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3. Analyza problému a vlastni navrhyreSeni
Grafové algoritmy

Algoritmus je schematicky postup preSeni wtitého druhu probléiin ktery je
provad&n pomoci koné&ného mnozstvi iiesré definovanych krok. Ackoliv se dnes
tento pojem pouzivaipdevsim v informatice arpodnich w¥dach obec# tak je jeho
pusobnost daleko SirSi (kuciiské recepty, navody a postupy...). Samotné slovo
»algoritmus” pochazi ze jména perského matematikst@eti Abu Jafar Muhammada
ibn Masa al-Chwarizmiho, ktery ve svych dilech polozil zaklady dge (arabské

cislice,feSeni linearnich a kvadratickych rovni@)
3.1. Prohledavani do hloubky(Depth First Search - DFS)

Nase povidani o grafovych algoritmechérzame d¥ma zakladnimi zfsoby
prochazeni grafem. K tomu budeme fpbbvat d¢ podobné jednoduché datové
struktury: Fronta je kon€na posloupnost prik kterd ma ozngeny z&atek a konec.
Kdyz do ni gidavame novy prvek,fddme ho na konec posloupnosti. Kdyz z ni prvek
odebirdme, odebereme ten néatlu. Proto se tato struktura anglicky nazyivst in,
first out, zkraces FIFO. Zasobnilje také konéna posloupnost prikse zéatkem
a koncem, ale prvkyimlavame a odebirdme z konce zasobniku. Anglickgwnééto

struktury oznaujeme jakolast in, first ouf ¢ili LIFO.

Algoritmus prohledavani grafu do hloubky:

1. Na za&atku mame v zasobniku pouze vstupni ugeD4éle si u kazdého uzb
pamatujeme zri&u X, kteraiika, zda jsme uzel jiz navstivili. Vstupni uzel je
oznaeny, ostatni nikoliv.

2. Odebereme uzel ze zasobniku, réaze hou.

3. Kazdy neozné&eny uzel, do kterého vede hrana, pridame na zasobnik
a ozngime.

4. Kroky 2 a 3 opakujeme, dokud neni zasobnik prazdny.
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Na konci algoritmu budou ozdeny vSechny uzly dosazitelné z uml,) tedy
v piipact neorientovaného grafu celd komponenta souviskissahujiciup. To, Ze
algoritmus ®kdy skorti, je Zejmé z kroku 3, kdy na zasobnikigavame pouze uzly,
které dosud nejsou ozfeny a hned je ziéme. Proto se kazdy uzelitte na zasobniku
objevit nejvySe jednou, a jelikoz ve 2. kroku palk@zZzodebereme jeden uzel ze
zé&sobniku, musi uzly¢kdy (konkrét po nejvySeN opakovanich cyklu) dojit. Ve 3.
kroku probereme kazdou hranu grafu nejvyse dvdkréazdém sreru jednou) Casova
slozitost celého algoritmu je tedy linearni Wpouzli U a pa@tu hranH, tedyO(U+H).
Panttova slozZitost je stejnd, protoZe si musime hranglyapamatovat.

Pouziti:

Prohledavani do hloubky Ize vyuzit k nalezeni kos&orientovaného grafu, coz
je strom, ktery jsme prosli. Je stavebnim kamené&goriémi pro nalezenitznych
druhi komponent grafu, topologickéidéni atreSeni hadanek s jedinyfeSenim jako
jsou napiklad bludis¢. (7, 14, 16, 19, 20)

M¢&jme néasledujici graf G a popiSmeiphod jeho jednotlivymi uzly technikou
prohledavanim do hloubky. Pro snazsi orientaci jsmely dogedu popsali. Vstupnim

uzlem je uzell

Obr. 3.1.1: Riavodni graf

1. Paiateeni podminky: V zasobniku mame vstupni uzel

2. Odebereme vstupni uzel ze zasobniku, éioma ho piznakemu,,, ktery
iika, Ze uzel byl jiz navstiven a hleddme s nimdewtni uzly a ty
vloZime do z&sobniku.

aktualni uzelu, zasobnik {3, ug}
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Ze z&sobniku odebereme umglwinime ho uzlem aktualnim

a ozngime ho piznakemus, ktery fika, Ze uzel byl jiz navstiven.
Hledame doposud nenavstivené uzly sousedici s ureanviozime je

do zasobniku. Uzal, jiz do zasobniku vloZzit nefiizeme, protoze byl jiz
navstiven (to pozname podl&znakuu;y)

aktualni uzelus, zasobnik {a, us}

Ze zasobniku odebereme umgl winime ho uzlem aktualnim

a ozngime ho piznakemus, Nenavstivené uzly (nemajictipnak uny)
sousedici s uzlemg vklddame do zasobniku. Uza$ nem& Zadného
doposud nenavstiveného souseda, kromulutery jiz v zasobniku je.

aktualni uzelus, zasobnik {4}

Ze zasobniku odebereme umgl winime ho uzlem aktualnim
a ozngime ho piznakemus. Hleddme doposud nenavstivené uzly
sousedici s uzlemy a vioZime je do zasobniku.

aktualni uzelus, zasobnik: @y, uz}

Ze zasobniku odebereme umgl winime ho uzlem aktualnim

a ozngime ho piznakemu,, Doposud nenavstivené uzly sousedici s
uzlem u, vkladame do zasobniku. Uze} jiz nema Zadného doposud
nenavstiveného souseda, proto se vracirieazpdebirame ze zasobniku
uzeluy.

aktualni uzelus, zasobnik: {17}

Ze zasobniku odebereme umgluinime ho uzlem aktualnim
a ozng&ime ho piznakemu;, Hledame doposud nenavstivené uzly
sousedici s uzlemy, a vioZime je do zasobniku.

aktualni uzelus, zasobnik {s}

Ze zasobniku odebereme umglwinime ho uzlem aktualnim

a ozngime ho piznakem us, Hledame doposud nenavstivené uzly
sousedici s uzlems a vlozime je do zasobniku. Tento uzel jiz Zzadného
dosud nenavstiveného souseda nema.

aktualni uzelus, zasobnik { }
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9. Zasobnik je prazdny —fchod grafem je ukafen. VyslednyDFS strom
ukazuje, v jakém padi byly jednotlivé uzly prochazeny.

Obr. 3.1.2: DFS

3.2. Prohledavani do Siky (Breadth First Search — BFS)

Prohledavani grafu doikly je zaloZzeno na podobné mysSlence jako prohledavan
do hloubky, pouze misto zasobniku pouziva fronta.rokdil od piichodu do hloubky
se vSak jako dalsi na¥sbvany uzel nevybira soused aktualniho uzlu, athy\se bere
uzel z fronty. Uzly jsou proto nawdtovany v tom péadi, v jakém byly vioZzeny do
fronty.

Prohledavani do &y mé také linearnéasovou slozitost s gtem hran a uzil
Na kazdou hranu se ptame dvakrat, stghko u prohledavani do hloubky, a paiova
slozitost je roviiz O(U + H). Tento algoritmus ovSem neni vhodné pouzit v Whhae
kterych mize mit i nejkratSikeSeni piliS mnoho taf, neba@ by vedl k nerealnym
pamétovym narokim programu.

Pouziti:

Prohledavani do &y Ize pouzit na hledani komponent souvislostiefs jako
u predchozi techniky, také na hledani kostry grafu.udokemame ohodnocené grafy,
Ize jej také vhod& pouZit na najiti nejkratSi cesty meziecha uzly. Dale Ize technikou
BFS testovat, zda- li je graf bipartitni (,dvojdjli) a v neposlednfad: také k vypdtu

maximalniho toku v grafu (realizace Ford-Fulkersemometodou)7, 14, 16, 19, 20)
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M¢jme ot graf G a popiSme si jeho twhod jednotlivymi uzly technikou

prohledavanim do &dy. Vstupnim uzlem je ap uzelul.

Obr. 3.2.1: Pavodni graf G

1. Paiateeni podminky: Ve frort mame vstupni uze.

2. Odebereme vstupni uzel z fronty, ogimae ho piznakemu,,, kterytika,
Ze uzel byl jiz navstiven. Aktualni uzel ma dva astivené sousedys,
U4, které vliozime do fronty.

aktualni uzelu,, fronta {us, W}

3. Z fronty vybereme uzelz, Winime ho uzlem aktualnim a oziiame ho
piiznakemus, Aktudlini uzel ma jednoho nenavstiveného souseda

aktualni uzelus, fronta {us4, Ue}

4. Z fronty vybereme uzeal,, winime ho uzlem aktualnim a oztae ho
piiznakemu,,. Aktualni uzel méit nenavstivenéi,, us, Uz, ty vlioZime do
fronty.

aktualni uzeluy, fronta {us, Uy, Us, U7}

5. Z fronty vybereme uzels, winime ho uzlem aktualnim a oztae ho
piiznakemus, Aktudlni uzel jiz nem& Zadného nenavstivenéhceuta,
proto se vracime #Zpa vybirame dalSi v gadi ulozeny uzel ve fro&t

aktualni uzelus, fronta {u,, Us, U7}

6. Odebereme uzel, z fronty, winime ho uzlem aktualnim a ozfiae ho
piiznakemu,,. Aktudlni uzel nema Zadného nenavstiveného souseda
proto se vracime #Zpa vybirame dalSi v gadi ulozeny uzel ve fro&t

aktualni uzelus, fronta {us, us}
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7. Odebirame uzels z fronty, uzel jiz byl navstiven, proto poktgeme
dale a vybirame dalSi v fauli uloZeny uzel z fronty.

aktualni uzelus, fronta {u7}

8. Odebereme uzel; z fronty, W&inime ho uzlem aktualnim a oztiame ho
piiznakemu;,. Uzel ma jednoho nenavstiveného souseglakterého
vloZime do fronty.

aktualni uzelus, fronta {us}

9. Z fronty vybereme uzels, winime ho uzlem aktualnim a oztae ho
piiznakemus,. Aktualni uzel jiZ nemé& Zadného nenavstivenéheesdau

aktualni uzelus, fronta {}

10.Fronta je prazdna — fichod grafem je u konce. VysledBFS strom

ukazuje, v jakém padi byly jednotlivé uzly prochazeny.

Obr. 3.2.2 Graf G - BFS
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Minimalni kostra grafu

Nalezeni minimalni kostry grafu je jednim z klasick probléni v oblasti
grafovych algoritnd. Problém weni minimalni kostry neni sam&glny, ale je
motivovdn mnoha praktickymi aplikacemi v realnénvold (hledani nejkratSiho
vlakového spoje, nalezeni minimalni sHmi si€, rozvody elekiny mezi jednotlivymi
meésty apod.).

Pfi generovani vSech koster grafu jsaizné kostry daného grafu v zasad
rovnocenné - vSechny obsahuji stejngeiohran. Jina situace ovSem nastane, pokud
kazdé hraé pritadime ®&jakou nezapornou realnou délku. V takovéfipad ma smysl
se zabyvat hledanim takoveé kostry, kterd ma nejisnget délek svych hran.

Problém ugeni minimalni kostry ma také svoji historii, do idese Usgsne
zapsali i dvateSti matematici. Nejprve je formuloval a &Sp vyieSil v polovirg 20.
let O. Boiivka v souvislosti s navrhem elektrické na MaratEfektivrgjSi metodu
tohotofeSeni pozgi navrhnul r.1930 V. Jarnik. PouZivani prvnicltipaa po r. 1950
piineslo oziveni zajmu o algoritmick@Seni problému minimalni kostry, a tak byly
algoritmy O. Bofivky a V. Jarnika znovu nezavisle objeveny a publikty v USA
americkymi matematiky J. Kruskalem a R. C. PriméimZ se posléze staly vSeobé&cn
znamymi.(10, 11, 12)
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3.3. Boruvkiv-Kruskaliv algoritmus

Zakladni myslenkou Bdéwrkova - Kruskalova algoritmu je, Ze praigani hrany
k postupi vznikajici koste vybira takovou hranu, ktera ma ze vSech moznyah h
spojujicich dvaizné podstromy ve vytvéné koste tu nejmensi vahu. Asymptoticka
¢asova slozitost Bawvkova algoritmu je Ol log U), kde U je poet uzhi a H paet hran
grafu.(10, 11, 12)

Pouziti:

Jednotlivé kroky algoritmu:

« Vytvor seznamL hran vstupniho graf@ a séad’ je do neklesajiciho padi
podle jejich ohodnoceni.
« Vytvor podgrafS grafuG, ktery je zpdatku prazdny.
« Pro kazdou hranu ze seznaimproved’:
o Nevznikne-li v grafuS pridanim této hrany kruznicefigej ji do grafuS
(veetre krajnich uzh).
» Opakujeme minuly krok, dokud vznikajici kostra nggpSechny vrcholy grafu.
« Graf Sje minimalni kostrou graf(.

Vyuziti algoritmu si pedve’me na nasledujicimiipadu z praxe. Firma ma
zaner vybudovat kabelové rozvody pro televizi a daBekomunikani sluzby mezi
sidlisti ve stedre velkém ngst. RozloZeni sidli§ a jejich vzdjemné vzdalenosti jsou
uvedeny v grafu G. Stanovme optimalni trasovanvad tak, aby délka vysledné &it

byla minimalni.

Obr. 3.3.1: Min. kostra grafu — pivodni graf G
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e

Obr. 3.3.2: Min. kostra grafu — krok 2

Nyni vybereme hrany s délkou ,3" a zvyraznime je.

Obr. 3.3.3: Min. kostra grafu — krok 3
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Dale vybereme hrany s délkou ,4" takové, které mesty v grafu kruznici.

s

Obr. 3.3.4: Min. kostra grafu — krok 4

Timto zpisobem pokréujeme, dokud ndm nevznikne vysledna minimalni kogtafu,
kterd ma celkové ohodnoceni 19.

<

Obr. 3.3.5: Min. kostra grafu — vysledna min. kosta a orig. graf

pozn. zpracovano pomo@).
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3.4. Jarnikiv - Primuav algoritmus

Jarnik-Primova varianta algoritmuceni minimalni kostry vychazi z toho, Ze
hrany vybrané do mnoziny hran reprezentujici dogadorenoucast kostry tvéi stale
jediny podstrom, k &muz se pipoji piidanou hranou vzdy pouze jeden novy uzel. Uzel,
ktery je spolu s hranoufidavan, ma k dosud vzniklé kostze vSech zbyvajicich uzl
nejblize. ProtoZe hodnota "vzdalenosti od koste/Asdanim uzlu niZze znenit, je po
kazdém takovém kroku nutné provésemasteni chto Gdaj. Casova slozitost Jarnik-
Primova algoritmu j@©(U?). (10, 11, 12,)

Pouziti:

Algoritmus:

« Vytvor prazdny grafl.
« Do grafuT vloZ libovolny jeden uzel vstupniho graBu
« Dokud ma grafl mére uzli nez vstupni gra®, opakuij:
o Najdi hranu s minimalnim ohodnocenim, spojujicifgfas rozdilem
grafa G-T
o Pridej tuto hranu do graft.

Méjme nasledujici graf, ktery nam vyjage nagiklad zjednoduSenou silmii
sitt mezi Sesti jednotlivymi gsteky. Stanovme optimalni trasu pro jednotlivé slozky
integrovaného zachranného sytému iipadt nahlé evakuace obyvatel ziwbdu

piirodni katastrofy tak, Ze najohe jeji minimélni kostru pomoci Jarnikova — Primova
algoritmu.

Obr. 3.4.1: Riavodni graf
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DI I

Obr. 3.4.2: Prabéh Jarnik-Primova algoritmu

Jednotlivé kroky:

1.

6.

7.

Patdtenim uzlem zvolime uzel A. Nyni algoritmus vyhledéaru
s nejmensim ohodnocenim, kandidaty jsou hrany (jA(A B).

Vybereme hranu (A, D), protoZze ma mensi ohodnoddavy graf ma
stdle mensi p®t uzfi nez graf fvodni, algoritmus tedy pokégje.
DalSimi kandidaty na roz&ni jsou hrany (D, B) a (D, E). Zde si
muzeme povSimnou, Ze hrany jsou stephodnoceny, je tedy na nas
jako si zvolime. Vysledkem tohoto faktu je, Ze grafize mit d¢

minimalni kostry.

My si vybereme hranu (D, B). Nyni mame na &yhrany (B, E), (B, C)
a (B, F).

e

se" do dvou zbyvajicich uziIC a F.

Do uzlu C se dostaneme hranou (B, C) protoZze ni atiodnoceni nez-
li hrana (E, C). Do uzlu F settheme dostat htihranou (C, F), nebo (E,
F).

Vybereme hranu (C, F), protoZze ma niZsi ohodnoceni.

Méme vyslednou minimalni kostru grafu.

Vysledna minimélni kostra je vyzéena na obrazku vpravo dole a ma

ohodnoceni 15.
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Algoritmy hledani nejkratSi cesty

3.5. Dijkstr v algoritmus

Dijkstrav algoritmus je grafovy algoritmus vytieny nizozemskym &dcem
Edsgerem Wybem Dijkstrou (1930-2002), ktery slduyhledani nejkratsi cesty
z patateiniho uzlu do koncového uzlu nebo Zatniho uzlu do vSech ostatnich @zl
ohodnoceného grafu. Na Dijkéwr algoritmus Ize pohlizet jako na zobécéa
prochazeni grafu doikly, pii kterém se vina neSina zaklad vzdalenosti definované
jako ,patet hran od zdroje“, ale jako ,vzdalenost od zdroj@ato vina proto
zpracovava jen ty uzly, k nimz jiz byla nalezengraSi cesta. Dijksfiv algoritmus je
pouzitelny jen tehdy, obsahuje-li graf pouze ner&pohodnocené hrany, protoze jinak
by nebyl schopen garantovat, Z& zpracovani uzlu byla jiz nalezena nejkratSi mozna
cesta.

P popisu algoritmu ndm jako vstupni informace pagioohodnoceny graf G
(U,H) s p@ateinim uzlemup, na vystupu me pole D[u] udavajici délku nejkratSich

cest mezi p&atenim uzlemup a uzlyu. (3, 10, 13, 14, 15, 16)

Jednotlivé kroky Dijkstrova algoritmu:
* Postup® konstruujeme mnozinu & U takovou, Ze nejkratSi cesty ag do

uzli z S prochézejifes uzly z S.
e Do mnoziny S vloZzime g@teni uzeluo.

* Hodnoty pole D inicializujeme takto:
0 pro paateni uzelup =0,
o pro kazdy uzelu, ktery sousedi s pate&Enim uzlemuy = ohodnoceni

hrany (o, u),
0 pro ostatni uzly =o.

* Dokud S# U opakujeme:
0 Najdeme uzelv s minimalni hodnotou My].

o Pridame uzelv do mnoziny S.
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0 Pro kazdy uzeli sousedici s uzlem ktery neni v mnoziaS provedeme:
* hodnota D[u] je minimum ze stavajici hodnoty a D[pWis

ohodnoceni hrany (w,u).

M¢jme nasledujici kladnohodnoceny orientovany graf G a najee nejkratSi cesty

z jeho p@ateiniho uzluup do vSech ostatnich uizl

uo 5 Ui
%
uz
10 6
4
U4 5 us
G

Obr. 3.5.1: Riavodni graf

0. krok — inicializace:
Do mnoziny S fidame pdateni uzel g a hledame jeho sousedy a hodnoty jejich

délky cest zapiSeme do tabulky do hodnot poli D.

uo 5 U
3
uz
10 &
4
us 5 us3

Obr. 3.5.2: Dijkstrav algoritmus - 0. krok

N | S| w| Dw] | Dlw] | D[uz] | D[us] | D[ug]
O | u | - - 2 0 00 10
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1. krok
NejkratSi cesta z gatetniho uzlu vede do uzlu;ua mé délku rovnu hodnoR.

Pridame uzel ydo mnoziny S, hledame jeho sousedy a hodnoty déjioh nejkratSich
cest od p&ateeniho uzlu yzapiSeme do tabulky do hodnot poli D. Do uzlyiz Zzadna
kratSi cesta nevede, tudiz ji ozimae jako definitivni nejkratSi cestu zd@e:niho uzlu
Uo do uzluu; (v tabulce ozngenocervenou barvou). Stejnym @gobem postupujeme

v dalSich krocich dokud nenajdeme nejkratSi cestuseéch uzl.

L

10 D[u] := min(D[u], D[w] + I(w, u))

L4 3 L3

Obr. 3.5.3: Dijkstrav algoritmus - 1. krok

S w | D[w] | D[w] | D[ug] | DJus] | Dlug]
0 Uo - - 2 0 0 10
1| uu | W 2 2 5 00 9
2. krok

L4

U3

Obr. 3.5.4: Dijkstriv algoritmus - 2. krok
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N S w | D[w] | D[w] | D[uy] | D[us] | DJu4]
0 Uo - - 2 0 o0 10
1 Uo, Uz Uy 2 2 5 00 9
2 | UpUgUp | U 5 2 5 9 9
3. krok
N S w | D[w] | D[uw] | Dlug] | DJus] | D[ug]
0 U - - 2 0 0 10
1 Uo, Uz Uz 2 2 5 0o 9
2 Up, Up, U2 Uo 5 2 5 9 9
3 | UpUpUpUs | Ug 9 2 5 9 9
4. krok

Obr. 3.5.6: Dijkstriv algoritmus - 4. krok
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N S w | D[w] | D[w] | D[ug] | Dl[ug] | D[ug]
0 Uo - - 2 0 0 10
1 Uo, Uy Uz 2 2 5 0 9
2 Up, Up, Uy Uy 5 2 5 9 9
3 Up, Ug, Uz, Uy Uy 9 2 5 9 9
4 | Up U UplUgUs | Ug 9 2 5 9 9

Vidime, Ze mnozina S jiz obsahuje vSechny uzly nmol pivodniho grafu G,

algoritmus proto ko¥ — nasli jsme nejkratSi cesty do vSechiugriafu.

Casova sloZitost Dijkstrova algoritmui ppouZiti linearniho pole j©(U*+H),
kterou miZzeme jedt upravit do podobyD(U?), jelikoZ H je nejvyseU? K uchovavani
délek dosud nalezenych nejkratSich cesteme ovSem pouZzit specializovanou datovou
strukturu zvanou binarni halda. Ta bude n&a#a obsahoval prvki a v kazdém
kroku se poet jejich prvki snizi o jeden: Nalezneme a smazeme nejmensi pryage
O(log U) a pipadre upravime délky nejkratSich cest do souisphw zpracovavaného
vrcholu. To pro kazdou hranu trva r@éa0(log H), celkow za vSechny hrany tedy(H
log V). Z toho vyjde celkovéasova slozitost algoritm@((U+H) log U), a proto je pro
»1idké" grafy (grafy s menSim ptem) vyrazg lepSi pouzit tuto implementaci.

Vyuziti

Dijkstrova algoritmu vyuzivdme n#&glad v routovacich protokolech, konkrétn
tteba v algoritmu OSPF (Open Shortest Path Firsgrykse pouziva pro interni
routovani uvnit autonomniho systému (AS). Routery, pouzivajidiatgmotokol, si
v pravidelnych kratkych intervalech zvlastnimi améni (ECHO) kontroluji spojeni se
svymi sousednimi routeryiiPzjisténi jakékoliv znény zasila oznameni vSem rouitier
v siti, ty si pak podle nové informaceepaiitaji nové cesty siti préypomoci dijkstrova
algoritmu a podle toho upravi routovaci tabulkyizRé modifikace tohoto algoritmu se
pouzivaji pro hledani spojeni dopravnich pedith, prfi trasovani v navigmich
softwarech apod. Algoritmus se modifikuje podleapjestli chceme trasu nejrychlejsi,

.....
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3.6. Bellman — Fordiv algoritmus

Bellmaniv-Fordiv algoritmus (pojmenovany po americkych matematicic
Richardu Bellmanovi a Lesteru Fordovi, Jr.Xiid, steji jako algoritmus Dijksiiv,
nejkratSi cestu v ohodnoceném grafu z jednohodziuSech ostatnich uzbvSem
s tim rozdilem, Zeifpousti vyskyt hran se zapornym ohodnocenim.

Bellmaniv-Fordiv algoritmus vyuZziva, podobnjako algoritmus Dijkstra,
metodurelaxacehran. Do této operace vstupuji dva uzly a hratexakmezi nimi vede.
Pokud je vzdalenost zdrojového uzluétema s délkou hrany mensi nez aktudlni
vzdalenost cilového uzlu, tak se zZ@qchidce cilového uzlu na nejkratSi cesznai
zdrojovy uzel. V pipact nesplini nerovnosti tato hrana cestu nezkracuje a negdfova
se proto zadné zmy. Zatimco Dijkstilv algoritmus relaxoval vzdy jen hrany
vychazejici z vybraného uzlu, v tomtdgigact se opakovah relaxuji systematicky
vSechny hrany; jinakeceno v Dijkstroé algoritmu pokud projdeme v grafu vSemi
nasledovniky daného uzlu, tak tento uzel povazujemelefinitivni a pozgi jej uz
neupravujeme. Zatimco BellmanFordiv algoritmus prochazi vSechny uzly grafu
opakovasg a pepaitava a upravuje hodnoty nejkratSi cest.

Detekovani zapornych cyklprovadime tak, Ze v poslednim cyklu algoritmu
provedeme jestjednou relaxaciies vSechny hrany, ale jen zkoumame, zijaka
z rozkehnutych relaxaci bude (&mna, zda-li se takovou relaxaci mohlo docilit
zmenSeni vzdalenosttkterého z ufl D[u]. Pokud toto nastane, pak graf obsahuje
cyklus zaporné délky, pokud k Zzadné takové relaxaciojde, algoritmus tZe vratit
vysledek.

Asymptoticka ¢casova slozitost Bellmanova-Fordova algoritmu Q§U*H),
neba’ relaxace hrany ma v tomtdipact konstantni slozitost (na rozdil od Dijkstrova
algoritmu, nepdebuje pesouvat prvky v prioritni fros) a provadi s&J*H - krat.
K pouziti BFA gistupujeme ¥tSinou pouze tehdy, je-li realnytqulpoklad vyskytu
zaporného ohodnoceni hrgh, 3, 7, 15)

Pouziti:

V praxi se vyuziva Bellman-Fordova algoritmu hapy implementaci

smérovaciho protokolu Routing Information Protocol BRI ktery si v sotasné dob
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stale uchovava svou popularitu diky jeho jednodstiteoSiroké podpe. RI protokol je
soudsti skupiny Distance Vector Routing Protocols riyal prekladem sr&rovani

podle délky vektoru), které typicky pouZzivaji BellmFordiv algoritmus k ufeni
nejlepsi cesty sit(17)

V prikladu mame nésledujici ohodnoceny graf a méame najkratSi cesty
z uzlu A do vSech ostatnich uzlPribéh Bellman-Fordova algoritmu je zachycen

tabulkou, ktera pro kazdy uzelobsahuje hodnoty délky nejkratSi cesty do danétho u
D[u] v jednotlivych iteracich.

Obr. 3.6.1: Bellman - Fordiv algoritmus - piavodni graf

Uzel Iterace
3 7
S 0 0 0
A 0 10 10 5 5
B 0 00 00 10 5
C 0 00 00 00 11 6
D 0 0 00 00 0 14 10 9
E ) 0 12 8 | 7 7 7
F ) 9 9 9
G ) 8 8 8 8
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Na zaéatku algoritmu nastavime vSem wzl hodnotu pole Df] na nekonéno,

krom¢ patateiniho uzlu S, ten ma hodnotu pole vzdalenostl Bjvnu 0.

V prvni iteraci vede cesta do uzh a G, hodnoty délky nejkratSi cesty zapiSeme
do tabulky.

Ve druhé iteraci pokeajeme do uZl E a F. Relaxujeme vSechny hrany
a zji¥ujeme, zda- li do dostupnych uzihevede #aka kratSi cesta. Pokud ne,

pokraiujeme dalSi iteraci.

Ve ftieti iteraci se jiz niizeme dostat do uzlu B, deéhoz se dostanemeégs uzel
A a E cestou délky 10. Relaxaci vSech dostupnyelm lajistime, Ze do uzlu A vede
kratSi cesta nez délky 10 a to cestaspuzly G, F o délce 5. Do uzlu E se r&n

dostanemeies uzly G, F. Délka cesty ma hodnotu 8.

Ve c¢tvrté iteraci nalezneme cestu do uzlu C, cesta paieuzel B a jeji délka je
1. JelikoZ vime, Ze do uzlu B jsme se dostali vuldnteraci délkou cesty 10, nejkratSi
zatim zndma cesta do uzlu C, bude mit tudiZz hodhbtuProchazime znovu vSechny
hrany a zjiSujeme, zda- li se neda dostat dodutatSi cestou. Do uzlu B se lze dostat
pies uzly G, F, E o celkové délce 6. Hodnotu zapisémtabulky. Do uzlu E existuje

kratSi cestais uzly G, F, A nez- li cesta stavajici a mé cedkodélku 7.

V péaté iteraci dosahneme uzlu D, dostaneme seéf@ias uzel C — délka
nejkratSi cesty je rovna 14. @prelaxuje vSechny hrany a zjijeme, zda se do
né¢jakého uzlu neda dostat kratSi cestou, nez touwktename uloZenou v poli D
piislusného uzlu. Do uzlu B se dostaneme cestes pzly A a E, délka cesty je 5, do
uzlu C lze jit pes uzly G, F, E a B o délce 7.

V piredchozi iteraci jsme naSli cesty do vSechauglafu, proto nyni jiz jen
budeme relaxovat jednotlivé hrany a ¢gigat, zda- li jsou délky nejkratSich cest do
vSech uzi definitivni, nebo jestli se neda do jednotlivychliudostat i kratSi cestou.
V minulé iteraci jsme nasli nejkratSi cestu do Cdélce 7, hodnotu ] tedy
piepisujeme na (7+3) 10. Dale jsme nasli nejkratSfucdo uzlu B o délce 5. Vime, Ze
do uzlu C vede cesta z B o délce jedna, proto at§krcesta do C bude mit nyni

hodnotu 6 a vederps uzly G, F, A, E a B.

V posledni iteraci je8tnaposledy testujemegpaiitavame jednotlivé hrany
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a jedinym uzlem do kterého Ize najit kratSi cesef je zadana v tabulce je cesta do
uzlu D vedouci fes uzly G, F, A, E, B a C délky 9. Nalezli jsmeknaiSi cesty do

vSech uzi z patateiniho uzlu S.
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3.7. Floyd-Warshallav algoritmus.

Floydav—Warshalliv algoritmus (poprvé popsany matematiky Robertem
Floydem a Stephenem Warshallem) pracuje na oriantawm grafu, ktery neobsahuje
zaporné cykly a najde délky nejkratSich orientowdngest mezi kazdou dvojici uzl
Navic ze vSech cest stejné délky vybere tu s nejimepatem hran. Pokud chceme
spaitat vzdalenost kazde dvojice tiztak mizeme n-krat pouzit Dijkstruv algoritmus
(na kazdy uzel). LepSi moznosti je vSak pouzit &Fleywvarshalluv algoritmus, ktery
pacita v8echny vzdalenostitimo, prolghne rychleji nez n-krat pouzity Dijksiv
algoritmus a jesgtse snadji implementuje. Pokud nam nezalezi ¢asové slozitosti,
ale jen na rychlosti naprogramovani, tak je leppdbou nez algoritmus Dijkstra.

Floyd-Warshaliv algoritmus ma na vstupu matici sousednosti dBi&kPokud
mezi d¥ma uzly (1o, u;) vede hrana délkl tak tato matice obsahuje na indexy, (1)
praw tuto hodnotu. Na diagonale ma tato matice samg aula ostatnich indexech,
které neodpovidaji hrgnnekon€no. Jinymi slovy tato matice obsahuje vzdalenosti
uzla, které nevedou skrze zadného ,prfedhika“.

V kazdé iteraci Floyd-Washallova algoritmu se tatatice gepciita tak, aby
vyjadiovala vzdalenost vSech dvojic tziskrze postuph se zétSujici mnoZinu
piipustnych progedniki. Jednodudeeteno maticeD' bude vyjadovat vzdalenost
v8ech uzl s moZnosti vyuZiti jednoho (daného) predhika, D* vzdalenost P
mozném vyuZiti dvou progdniki, DX pii moznosti vyuZitk prostednika.

Vystupem Floyd-Warshallova algoritmu je matice mafkich cest mezi
jednotlivymi uzly. Napiklad pokud hledame nejkratSi cestu mezi uryu;, pak se
podivame na zaznam nadku up, sloupecu;. Pokud je pole nulové, pak cesta
neexistuje, v opaem gipadt udava délku nejkratSi cesty meanito dwma uzly.

Nevyhodou Floyd-Warshallova algoritmu je vysoka raptoticka casova
slozitost algoritmu, ktera je rovn@(U?), a proto hlavi v pripadt velkého mnoZstvi

uzli je pouziti tohoto algoritmu nevhodné.

Pouziti:

Floyd-Warshallova algoritmu @iZeme vyuZzit v mnoha oblastech teorie graf
Jeho modifikace se pouZziva se fiklad k nalezeni regularniho vyrazu ozugciho
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regularni jazyk fijimany kon€nym automatem, dale k inverzi matic realnydbkel
(Gauss-Jordan algoritmus). Vyuziti nachazi takélkzeni cest s maximalnim tokem
v aplikaci optimalniho srovani mezi déma uzly, maximalniho vyuziti &y pasma
v tocich v siti apod. Dale jej pouzivame na testdveeorientovaného grafu, zda - li je

graf bipartijni a v neposledmc také k rychlym vypétam v sitich Pathfinde(3, 7, 9)

M¢jme zadany nasledujici orientovany graf aghé najit nejkratSi cesty mezi

vdemi jeho uzlyReSeni provedeme pomoci Floyd-Warshallova algoritmu.

Obr. 3.7.1: Floyd-Warshalliv algoritmus - pavodni graf

Nejprve sestavime matici sousednosti obsahujidiydétst mezi jednotlivymi

uzly. Hodnotou «je vyjadena skuténost, Ze mezi dima danymi uzly neexistuje

spojeni.

Uzd | A B C D E
A 0 3 8 00 -4
B 00 0 00 1 7
C 00 4 0 00 00
D 2 00 -5 0 00
E 00 00 00 6 0

Nyni provadime jednotlivé kroky Floyd-Warshallovadgaitmu. Bhem
jednotlivych iteraci je matice sousednosti nahrazeatici délek nejkratSich cest
a hodnoty jsou v kazdém krokuupgzné aktualizovany (zrny v matici jsou barevh

vyznaeny).

46



Prvni iterace (vyuziti uzlu A jako prastinika):

Uzel | A B C D E

A 0 3 8 00 -4

B 00 0 0 1 7
C 00 4 0 0 00
D 2 5| -5 0| -5
E 00 00 00 6 0

Druhd iterace (vyuZziti ualA, B):

Uzel | A B C D E
Alo | 3| 8| 4] 4
B |ow | O | w]| 1] 7
C|lw | 4] 0] 5 |11
D| 2| 5| 5| 0| -5
E| o | o | o | 6| 0

Treti iterace (vyuziti usl A, B, C):

Uzel | A B C D E
Alo]| 3| 8] a| 4
B | oo | O | ]| 1] 7
C|l o | 4] 0] 5] 11
D| 21| 5] o -5
E| w | o | ]| 6| 0
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Ctvrta iterace (vyuZiti uslA, B, C, D):

Uzel | A B C D E

A 0 3 - 4 -4

m
©
Ul
=
o
o

Pata iterace (vyuziti vSech ugl

Uzel | A B C D E

A 0 1 -3 2 -4

m
o0
ol
[
o
o

Vypocet pomoci Floyd-Warshallova algoritmu je u konce, wystupu jsme
dostali matici délek nejkratSich cest mezi jedngthi uzly grafu. Kazda hodnota udava
délku nejkratSi cesty mezi parem wzNagiklad pokud hodnota ,5“ lezi na ipriku

tretihoradku actvrtého sloupce, vyjadje délku nejkratsi cesty z uzlu C do uzlu D.
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3.8. Johnsoniv algoritmus

Zakladni ideou Johnsonova algoritmu je n-nasobngigdijkstrova algoritmu,
kde n je poet vrcholi grafu. Aby bylo mozné Dijkstv algoritmus pouzit, je nutné
graf, ktery niZe byt obect& zaporg ohodnoceny, ighodnotit. Ziskani nového
ohodnoceni c' z jivodniho ¢ se nazyvaighodnocenim grafu G a musi splat
nasledujici d& podminky:

* Pro kazdou dvoijici usllu, vje nejkratSi cesta pro ohodnocershodna

s nejkratSi cestou pro ohodnocehi

e Pro kazdou hran(u, v)je ohodnocené‘(u, v) nezaporné.

Prehodnoceni Ize provésttaseO(U*H). Jako dalSi podprogram se
v Johnsono¥ algoritmu pouziva Bellman-Fordova algoritmu. Vyiiem je bd’ matice
vzdalenosti nebo detekce zaporného cyklu a ¢sainalgoritmu. Efektiv&jSiho feSeni
pii pouziti nadiidkymi grafy dosahuje Johnsibnalgoritmus také ve srovnani s Floyd-
Warshallovym algoritmem. Prodeni slozitosti Johnsonova algoritmu je rozhoduijici
U - nasobné pouziti Dijkstrova algoritmu. Odhad dlwsti Johnsonova algoritmu ma
hodnotu O(U4log U + H* U), coZ je stale praidké grafy rychlejsi neZ Floyd-
Warshaliiv algoritmus se sloZitos®(n®). (7, 15)
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4. Zavéreéné zhodnoceni

Prace roz$uje zakladni poznatky z teorie giiah zangtila se pgedevSim na
popis a vyuZiti jednotlivych grafovych algoritimOblast teorie gréfse v dneSnim s
nadéle velmi dynamicky rozviji, vznikaji nové algary, nebo dochazi k modifikacim
algoritmi stavajicich s cilenpeSit stale sloZiSi problémy v co nejkratSiriase, s co
nejnizsi pamtovou slozitosti apod. O vSeakchto algoritmech a jejich modifikacich si
Ize najit mnoho informaci v literate i na internetu, jejich popis a pouZitiepahuje
ramec této prace.

Pro porovnani zakladnich grafovych algofitmm mé préci je zaptebi si klast
otazku z jakého pohledu je chcemébgc porovnavat. Algoritmy prohledavani do
hloubky a do $ky jsou jakousi vstupni branou do grafovych algoiit pouzivaji se
k nalezeni koster grafu, komponent grafu, tpjg@ni zda- li je graf bipartitni apod.
Velkou ulohu hraji jako dfi nebo podprné algoritmy pi feSeni sloz#jSich vypa@ta
v grafech. Pouziti algorittnhledani minimalni kostry, ve kterych zanechalingmnou
stopu i¢esti matematici, je vystleno v textu na velmi praktickémtigladu rozvod
kabelaze a najde jisuplatréni v praxi.

Algoritmy pro hledani nejkratSi cesty v grafu lzespzovat z hlediska podminek
pouziti, casové slozitosti a slozitosti implementace. Dijistalgoritmus a jeho
modifikace je mozno ozkd za nejroz&ersSi, hlavre diky jeho pomdrné rychlému
zpracovani a népis slozité implementaci. Nevyhodou je podminkaufiti pouze
kladre ohodnoceného grafu. NepstjSim gripadem vyuziti Dijkstrova algoritmu je
nalezeni nejkratSi cesty z danehoc¢gieniho uzlu do uzlu koncového. S timto
problémem se v realném Zi¥osetkavame dnes a deénma’ jiz tohoto algoritmu
vyuzivaji routery v péitatovych sitich, nebo navigai software v naSich mobilech,
nebo PDA pistrojich,¢i systémy na hledani dopravnich spojeni apod.

Pokud pipustime existenci zaporného ohodnoceni v grafypgtéeba vyuzit
algoritmu Floyd - Warshallova, Bellman - Fordovabaealgoritmu Johnsonova.
Vyhodou Floyd - Warshallova algoritmu je jeho veladnoducha implementace
a primocarost. Ped samotnym pouzitim algoritmu je ovSemipba sestavit z daného
grafu matici sousednosti. Nevyhodou Floyd - Waitshal algoritmu je, Ze gita sice

vzdalenosti mezi vSemi jednotlivymi uzly, ale neeikudy samotné cesty vedou, pokud
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algoritmus vhoda nemodifikujeme. Bellman - Fote algoritmus je nejuniverzajsim
ze vSech uvedenych algoriimavsak z hledisk&asového nejnatméjSi, protoze je
zavisly na pétu hran v grafu, a proto neni vhodné jeho pouZzitiustych grafech
s velkym mnozstvim hran. Johnsen algoritmus je z hlediska implemenitého
nejnar@néjSi, protoze kombinuje postupy Dijkstrova a Bellmafordova algoritmu.
Tyto nevyhodu smazéva nejnizZ&sovou slozitosti ip hledani nejkratSich cest mezi
vSemi uzly.

Jak Ize vidt, vybér vhodného algoritmu neni tak jednozng, jak by se mohlo
na z&atku zdat a jeieba se vzdyied z&atkemireSeni dané ulohy rozhodnout, ktery
z uvedenych faktdrje pro nas vyér urcujici a fednostg je nezbyt® nutné se fesré

seznamit se specifikaci zadaného problému.
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