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Abstrakt

Tato bakaldrska prdca sa zaoberd tedriou maticovych zvazkov, ktoré sa vyuzivaja na rieSenie
zovSeobecneného problému vlastnych ¢isel. V texte su predstavené zdkladné pojmy z tedrie
maticovych zvéazkov. Velka Cast prace sa zaobera vlastnostami maticovych zvazkov v zavislosti na
vlastnostiach tvoriacich matic, ako je napriklad ich prevod na kanonicky tvar. Praca predstavuje aj
niektoré numerické metddy na vypocet spektra maticového zvazku.

Abstract

This bachelor’s thesis deals with the theory of matrix pencils, which are used to solve the generalized
eigenvalue problem. The text introduces fundamental concepts from the theory of matrix pencils.
A large portion of the thesis is devoted to examining the properties of matrix pencils depending on
the characteristics of their constituent matrices, such as their transformation into canonical form.
The thesis also presents some numerical methods for computing the spectrum of a matrix pencil.
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12 Uvod

Uvod

Tedria maticovych zviazkov tvori doblezitd sucast linearnej algebry a numerickej matematiky,
pricom zohrava vyznamnu tlohu pri rieSeni zovSeobecneného problému vlastnych cisel. Tento
problém je prirodzenym zovSeobecnenim klasického vlastného problému a vyskytuje sa v mnohych
praktickych aplikdcidach, kde ide o dvojicu matic urcujucich maticovy polyném prvého stupna.
Prave maticové zvazky umoziiuju formalne zachytit zlozitejSie vztahy medzi operatormi alebo
dynamickymi systémami, ktoré nemozno vyjadritf pomocou jednej matice.

Aplikdcie maticovych zvazkov siahaju do viacerych oblasti vedy a techniky. V elektrotechnike a
mechanike sa vyuZzivaju pri modelovani vibra¢nych systémov, kde zovSeobecneny vlastny problém
opisuje prirodzené frekvencie. V tedrii riadenia sa objavuju pri analyze stability linedrnych
systémov, najma pri diskrétnych systémoch, kde maticové zvazky reprezentuji dynamiku systému
v priestorovom vyjadreni. Dal$ie uplatnenie nachddzajd v numerickych simuldcidch, napriklad v
metdde konecénych prvkov.

Cielom tejto prace je poskytnut prehfad zakladnej tedrie maticovych zvazkov a zaroven pred-
stavit vybrané numerické metddy, ktoré sa pouzivaju pri vypocte ich spektra. V prvej kapitole prace
sa venujeme predstaveniu zadkladnych pojmov, ktoré su dolezité pre analyzu maticovych zvazkowv.
Druhd kapitola analyzuje vlastnosti r6znych typov maticovych zvazkov na zéklade vlastnosti
matic tvoriacich tento maticovy zvazok. Kazdy maticovy zvazok je jednoznacne definovany svojou
kanonickou formou, ktoru taktiez predstavime. V poslednej, tretej kapitole st rozobraté numerické
metddy, ktoré sa pouzivaju pri praktickom rieSeni zovseobecneného problému vlastnych cisel.
Sucastou prace je aj implementdcia jednej z predstavenych numerickych metdd, ktora slizi na
vypocet spektra ssymetrického maticového zvazku.
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1 Zdkladné pojmy

Maticové zvazky zohravaju doélezita dlohu v linedrnej algebre a jej aplikdcidch, najmé v oblasti
spektralnej tedrie a diferencidlnych rovnic. Vyuzivaji sa vSak aj v technickych vedach ako su
mechanika ¢i elektrotechnika. Umoziuju formalne Studovat zavislost matic od parametra. Tato
kapitola predstavi zdkladné pojmy z tedrie maticovych zvazkov.

V tejto bakalarskej praci budeme pracovat nad pofami R a C. Pre jednoduchost ich ozna¢ime
spolo¢nym symbolom K, a tym budeme mysliet obe moznosti, pokial nebude uvedené inak.

Definicia 1.1. A-maticou, alebo tiez polynomickou maticou, P, (1) k-tého stupnia nazyvame
k
Pe(h) = ) N'A,
i=0

kde A € K, A; € K™"a A, # 0.

Potom linearna A-matica je v tvare P;(A) = Ag + AA;. Tato bakalarska praca sa zaobera prave
linedarnym pripadom A-matice.

Definicia 1.2. Linedrnym maticovym zvidzkom dvoch matic A a B o rozmeroch m X n nazveme
vyraz
A(A,B) = A-AB. (1.1)

Ak matice A, B € K, potom parameter A € K.

Je zrejmé, Ze linedrny maticovy zvazok (1.1) vznikne z linearnej A-matice pre Ag = A
a Ay = —B. Pre jednoduchost budeme linedrny maticovy zviazok v dalSom texte nazyvat iba
maticovym zvazkom.
Maticové zvazky sa v oblasti linedrnej algebry vyuzivaju najmé na rieSenie zovSeobecneného
algebraického problému vlastnych cisel, ktory je v tvare

Ax = ABx. (1.2)

Riesenim tejto rovnice ziskavame skalar A a prislusny vektor x. Ak mame Specificky pripad,
kde matica B je jednotkova matica I, ziskavame znamejsi vseobecny algebraicky problém vlastnych
¢isel. Tento problém pozndme v tvare

Ax = Ax. (1.3)

Definicia 1.3. Nech A € K™". Potom skaldr A € K a nenulovy vektor x € K" nazyvame vlastné
¢islo a prislusny vlastny vektor matice A, ak plati

Ax = Ax.

Presnejsie, vektor x sa nazyva pravy vlastny vektor. Pre Tavy vlastny vektor v prislusny vlastnému
Cislu A plati
viA = vl

V predchddzajucej definicii 1.3 sme sa zaoberali klasickymi vlastnymi ¢islami a vlastnymi
vektormi jednej matice. Tento koncept mozZno rozsirit aj na maticovy zvazok A(A, B). V takom
pripade hovorime o zovSeobecnenych vlastnych ¢islach.
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Definicia 1.4. Nech A € K™*" B € K™*", Potom skaldr A € K a nenulovy vektor x € K" nazyvame
zovSeobecnené vlastné ¢islo a prislusny zovSeobecneny vlastny vektor maticového zvazku
A(A, B), ak plati

Ax = ABx.

Presnejsie, vektor x sa nazyva pravy vlastny vektor.

Vlastné ¢isla maticového zviazku mozu byt konec¢né, ale moézu byt aj nekonecné, t. j. A = oo.
Pre zovSeobecnené vlastné ¢isla A plati det(A — AB) = 0.

Definicia 1.5. Mnozina vSetkych vlastnych ¢isel maticového zvizku A(A, B) = A — AB sa nazyva
spektrum maticového zviazku a zapisujeme

o(A, B).

Pri rieSeni problémov (1.2) (resp. (1.3)) hladdme spektrum maticového zvazku (resp. matice)
a prislusné vlastné vektory. KedZe rieSenie vSeobecného problému vlastnych ¢isel je dobre zndme,
je mozné previest zovSeobecneny problém na vSeobecny problém vlastnych ¢isel. Ak matica B
nie je singuldrna, mozno navrhnut prevod zovSeobecneného problému na jednoduchy vSeobecny
problém pomocou matice C. Zoberieme Ax = ABx a zlava vynasobime B™!. Dostaneme rovnicu

B 'Ax = Ix.

Oznad¢ime C = B™1A a ziskame rovnicu
Cx = Ax,

¢fm sme ziskali vieobecny problém vlastnych hodnét. Dal$im krokom by bolo pouZitie algoritmu
na vypocet vlastnych ¢isel matice C.

Z praktického hladiska vsak redukcia zovSeobecneného problému na v§eobecny problém je nezia-
dtca z viacerych dévodov. Jednak méze matica C stratif vSeobecnu Strukttru matic A a B,

ako je symetria a regularita. Dalej mbze byt matica B zle podmienend, v dosledku ¢oho bude
matica C

a jej spektrum vypocitané s velkymi chybami.

V nasledujicom priklade ukdzeme, ako méze zla podmienenost matice chybne ovplyvnif vypocet
spektra maticového zvazku A(A, B).

Priklad 1.6. V tomto priklade sa vsetky vypocty zaokrihlované na 6 desatinnych miest. Mame
zadané matice A a B nasledovne:

A |L746 09401 0,780 0,563
~ 11,246 1,898|° © T [0,913 0,659

a chceme ndjst spektrum maticového zvazku A — AB.

Spektrum hlfaddme prevodom zovSeobecneného problému vlastnych ¢isel Ax = ABx na jednoduchsi
vieobecny problém vlastnych ¢isel, kde spo¢itame maticu C = B~ A pomocou Gaussovej eliminécie
s ¢iasto¢nym vyberom hlavného prvku zo sustavy B - C = A.

0, 780 0,563 . C11 Ci12| _ 1,746 0,940
0,913 0,659 Co1 C22 B 1,246 1,898

[ 0,780 0,563 | 1,746 0,940 ]

0,913 0,659 1,246 1,898
0,913 0,659 | 1,246 1,898

0,780 0,563 |1,746 0,940
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10,913 0,659 1,246 1,898
B 0 —0,000001 | 0,681510 -0,681511

(—0,000001) - ¢3; = 0,681510 = ¢z = —681510
(=0,000001) - ¢35 = —0, 681511 = ¢y = 681511
0,913 - c11 + 0,659 - c31 = 1,246 = ¢1; = 491912, 744797

0,913 - ¢12+ 0,659 - c22 = 1,898 = c12 = —491910, 023001

C= 491912,744797 -491910, 023001
B -681510 681511

Pomocou vypocitanej matice C rieSime vSeobecny problém vlastnych ¢isel v tvare

491912,744797 —491910,023001] _
—681510 681511 X = /X

Zistime spektrum matice C.

491912,7448 — A  —494910, 023

det(C - AI) =' —681510 681511 — A

‘ = 12 — 1173423, 745 + 2300000

Spektrum matice C je o(C) = {1,9785; 1, 173422 - 10°}.
Pre porovnanie vypocitame spektrum maticového zvazku A(A, B).

1,746 -1-0,780 0,940 -A1-0,563

det(A-AB) = '1,246—/1-0,913 1,898 — 1 - 0,659

| = 0,000001 - A% —1,071336 + 2, 142668

Spektrum maticového zvizku A(A, B) je o(A, B) = {2;1.071334 - 10°}.
Rozdiely vo vlastnych ¢&islach st 0,0215 a 1,02088 - 10°. Vidime, Ze rozdiely medzi vlastnymi
¢islami ziskanymi metédou prevodu na vseobecny problém vlastnych ¢isel a vlastnymi ¢islami
ziskanymi z maticového zvazku su velmi velké, najma vo viacSom z vlastnych cisel. Tieto velké
rozdieli st spdsobené zlou podmienenosfou matice B, ktora je x = 2, 193218 - 10°. To naznacuje,
Ze matica je velmi citlivd na malé chyby vo vypoctoch, ¢o spdsobuje vyrazné rozdiely medzi
vlastnymi ¢islami ziskanymi dvoma r6znymi metddami.

Z vyssie uvedenych dévodov je preto lepsSie prevod na vSeobecny problém vlastnych ¢isel
nespravit a hfadat vlastné ¢isla priamo zo zadanych maticovych zvazkov.
V tedrii maticovych zviazkov md zdsadny vyznam rozliSovat reguldrne a singuldrne maticové zvazky.
Tieto zvazky maju rozli¢né vlastnosti, ktoré sa vyuzivaju pri prevode na kanonicky tvar,
¢i v numerickych metddach. Preto si tieto pojmy teraz definujeme.

Definicia 1.7. Povieme, Ze maticovy zvizok A(A, B) je regularny ak pre matice A a B € K™"
plati, ze determinant det(A — AB) nie je identicky rovny nule.
V opa¢nom pripade povieme, Ze maticovy zvazok je singularny.

Priklad 1.8. Pri vySetrovani regularnosti maticového zvazku mézu nastat tri pripady:
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a)

b)

c)

Determinant je rovny nenulovej redlnej (resp. komplexnej) hodnote.
Pokial st matice zadané nasledovne

31 1 -1
SRR |
tak maticovy zvazok je v tvare

3—-1 1+

a determinant tohto maticového zvizku je
det(A—2B)=9+31-31-A2-1+1-1+1%=8.

Maticovy zvdzok A(A, B) je reguldrny, pretoze det(A(A, B)) # 0 pre fubovolni A € R.
V tomto pripade maticovy zvazok A(A, B) nema Ziadne vlastné ¢isla.

Determinant je rovny vyrazu, ktory je zavisli na parametre A.
Ak st matice C a D zadané nasledovne

21 3 2
S
potom ich maticovy zvadzok je v tvare

2-31 1-22
A(C,D):C—AD:lB_A 4_/1]

a determinant tohto maticového zvizku je
det(C—AD) =8 -12A+312 -3 +71-212 =22 - 51 +5.

V pripade zvolenia parametra A; = 1, 38 alebo 1, = 3, 62 je sice det(A(C, D)) = 0,

ale v definicii 1.7 o regularite maticového zvazku je podmienka reguldrnosti zadana tak,
e det(A(C, D)) # 0. Toto splitiaji vietky parametre A € R \ {1, 38; 3,62}, preto je tento
zvazok reguldrny. Parametre A; a A, su préave vlastné ¢isla maticového zvazku A(A, B).

Determinant je rovny nule.
Ak mame zadané nasledujuce matice E a F:

3 3 1 -1
=l 3 = 2l
potom maticovy zvazok je v tvare

3—-1 3+
3—-1 3+

ME,F)=E— AF = l

a determinant tohto maticového zvézku je:
det(E-—AF) =9+31-31-22-9+31-31+A2=0.

Tento maticovy zvizok A(E, F) je singuldrny, pretoZe AA € R také, Ze det(A(E, F)) # 0.



1 Zdkladné pojmy 17

Regularny maticovy zvazok nemusi byt tvoreny iba regularnymi maticami. Je mozné mat taky
reguldrny maticovy zvazok A(A, B) = A — AB, kde matice A, B st $tvorcové, ale jedna z nich
je singuldrna. Priklad takych maticovych zvazkov je uvedeny v priklade 1.8 a) a 1.8 b), kde |B| = 0
aj |D| = 0. Vieme ndjst aj priklad takého reguldrneho maticového zvazku, kde prva z matic
je singuldrna a druhd reguldrna. Takyto maticovy zvazok tvoria matice

ol o)

0 1-4
-A 0
MozZe nastat aj situdcia, kde médme Stvorcové matice tvoriace maticovy zvazok, pre ktoré plati
|A| = |B| = 0. Napriek tomu, Ze obe matice tvoriace maticovy zvédzok su singuldrne, tento zvazok
moze byt reguldrny. Napriklad pokial mame singularne matice A, B:

10 00
A=lo ol o=[o )

1 0
0 -1
Je zrejmé, 7e maticovy zvizok obdiZnikovych matic A, B € K™" kde m # n je vzdy singuldrny.
Aby sme sa dalej v praci mohli venovat ekvivalencii medzi jednotlivymi maticovymi zvazkami
pre rézne typy matic, tak zavedieme este dalSie pojmy popisujuce struktiru maticovych zvazkov.

= 1 — A2, ¢iZe je regularny.

Determinant tohto maticového zvazku je det(A(A, B)) =

=-1%0

tak determinant maticového zvazku je det(A(A, Bx)) = ‘

1.1 Invariantné polynémy a elementarne delitele

Tato Cast bakaldrskej prace sa venuje dal$im algebraickym charakteristikim maticovych zvéazkov,
ktoré vychadzaju z tedrie polynomidlnych matic. Ide najma o invariantné polynémy, elementdrne
delitele a minimdlne indexy. Obsah tejto podkapitoly Cerpd predovsetkym z [6] a [4].

Definicia 1.9. Povieme, Ze maticovy zvazok méd hodnost r = h(A(A, B)) ak m4 r linedrne nezavis-
lych riadkov alebo stlpcov. Ak je maticovy zvdzok velkosti m X n, jeho hodnost je r < min{m, n}.

Definicia 1.10. Pre maticovy zvdzok A — AB s hodnostou r mozno ur¢it mnozinu polynémov
Dj().), j:O,l,...,r,

kde D;(A) je najvacsi spolo¢ny delitel vSetkych minorov rddu j maticového zvizku A(A, B),
pricom definujeme Dg(A) = 1 a kazdy D;(1) je monicky polyndm, t. j. vedtci koeficient je 1.
LubovoIny minor rddu j > 2 vieme vyjadrit ako linearnu kombindciu minorov radov j — 1.

Z toho vyplyva, Ze D;(A) je delitelné D;_1(A). Na zdklade tejto vlastnosti mézeme vytvorit
postupnost polynémov

Dr(4), Dr-1(A), ..., D1(4), Do(A).

Definicia 1.11. Invariantnymi polynémami ix(A), k = 1, ..., r maticového zvdzku A(A, B) ozna-
¢ujeme polyndmy v tvare

D, (4)
Dy (A) ’

Dr—l(/l)
Dy2(1)"

_D:i(Y)

11(/1) = = m

ir(A) =

ir(1) (1.4)
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Nad prislusnym polom K vieme napisaf rozklad invariantnych polynémov na ireducibilné
delitele nasledovne:

i1(A) = [pr(D]™ [e2(D)]™ ... [os(D]™,
is(A) = [er (D] [02(D)] ... [0s(D]™,

ir (1) = [er D] [o2(D]** ... [os(D)]*, kde

Qg = Ao = -+ 2o =20prek =1,...,s.

Tu @1(A),. .., ps(1) predstavuji vsetky rozne ireducibilné polynémy s vedicimi koeficientmi 1,
ktoré sa vyskytujd v rozklade kazdého i;(1), j = 1,2, ..., r. KedZe vSetky nasledujice polynémy
ij+1(A) st delitele i;(1), ich rozklad obsahuje rovnaké ireducibilné polynémy ¢x (1), k = 1,2,...,s.
Niektoré z nich, alebo aj vSetky, mézu mat nulovy stuperl.

Definicia 1.12. Elementarnymi delitefmi maticového zvazku A(A, B) nad K nazveme tie poly-
némy z [¢1(A)]“, ..., [¢s(A)]%, ktoré st r6zne od 1 a aj;x > 0. Oznacujeme ich e; (1),
kdei=1,2,....

Konec¢né elementdrne delitele maticového zvazku suvisia s kone¢nymi vlastnymi hodnotami
tohto maticového zvizku tak, Ze korene elementdrnych delitelov su prave vlastné hodnoty matico-
vého zvazku. Mocniny elementdrnych delitefov maticovych zvizkov aj, j = 1,...,r, k=1,...,s
urc¢uju algebraicku nasobnost vlastnej hodnoty maticového zvazku. Ak mame napriklad elemen-
tarne delitele maticového zvizku e; (1) = (1 — 2)3, ex(1) = A, vieme z nich zistit, Ze maticovy
zvazok ma vlastné hodnoty A; = 2 s algebraickou nasobnosfou p; = 3 a A, = 0 s algebraickou
nasobnostou py = 1.

Okrem pojmu elementarnych delitelov musime zaviest aj pojem nekonec¢nych elementar-
nych delitelov. Tieto delitele ziskame podobnou konstrukciou, ako kone¢né elementdrne delitele.
Maticovy zvazok A — AB vyjadrime pomocou homogénnych parametrov A, 1 : yA — AB. Determi-
nant tohto maticového zvazku det (A — AB) je homogénna funkcia parametrov A, u. Uréenim
najvacsieho spolo¢ného delitela Dy (A, u) vSetkych minorov rddu k maticového zvazku yA — AB
(k =,1,2,...,r), dostaneme invariantné polynémy pomocou uz skér zmienenych vzorcov (1.4) :

Dy (A, p) D1 (A p) D1(A p)
Dr—l(Aa ,U), DF—Z(Aa ,U), DO(/L /’l)
Vetky Di (A, 1) a ij(A, pr) si homogénne polyndémy v A a p. Rozdelenim invariantnych polynémov

na mocniny homogénnych polynémov, ktoré st ireducibilné nad K, ziskame elementarne delitele
e; (A, u) maticového zvazku A — AB nad K.

i (/1’ /J) = ip (/L /J) = ir(/L :U) =

Polozenim u = 1 ziskame spét elementarne delitele pévodného zvazku A — AB, teda e; (1),
ktoré su funkciami len premennej A. Naopak, kazdy takyto delitel e;(A) stupnia g; maticového
zvazku A — AB vedie na delitel homogénneho zvazku pA — AB podla vzorca

ei(Ad p) = ple (&) :
U

Tymto spoésobom vieme vygenerovat vSetky delitele homogénneho zvézku pA — AB, s vynimkou
tych, ktoré maju tvar p?, teda nezdvisia od A.
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Definicia 1.13. Elementdrne delitele v tvare %, kde q; > 0 sa nazyvaji nekone¢né elementarne
delitele maticového zvazku A(A, B). Existuju iba vtedy, ak det(B) = 0.

Pocet nekonecnych delitelov zavisi od dimenzie jadra sdstavy Bx = 0. Pre mocniny u%,
kde t =1, ..., s v jednotlivych nekone¢nych deliteloch plati, ze ich sucet g; + - - - + g5 = q,
kde g je ndsobnost nekone¢ného vlastného ¢isla.

Vzfah medzi vyskytom nekonecnych delitefov a Struktiirou vlastnych hodnot mozno objasnit
pomocou transformécie pévodného paru A(A, B) na p(B, A). Ak ma charakteristicky polyném
zvazku pA — B vlastna hodnotu p = 0 s ndsobnostou k, potom zvdzok A — AB obsahuje nekonecné
vlastné ¢islo s rovnakou nasobnostou. V dosledku toho sa v homogénnej forme zvézku objavi
prave stbor nekoneénych delitefov p9, ktoré tuto ndsobnost zachytdvaju. Plati, Ze sucet vetkych
takychto exponentov q;, kde t = 1, ..., s je prdve n — p, kde n je velkost maticového zvizku
a p je sucet algebraickych nasobnosti kone¢nych vlastnych ¢isel, takze aj konec¢nych elementérnych
delitelov.

Elementarne delitele reguldrneho maticového zviazku A(A, B) tplne opisuju jeho Struktiru.
To vsak neplati pre singularne maticové zvazky, tu musime doplnif elementarne delitele dalSou
charakteristikou nazyvanou minimalne indexy.

Ak r < n, kde r je hodnost maticového zvizku A(A, B) a n je pocet stipcov, plati, Ze rovnica

(A-AB)x=0 (1.5)
ma netrividlne rieSenie x.

Definicia 1.14. Jadrom maticového zviazku A(A, B) nazveme tie netrividlne rieSenia x rovnice
(1.5), ktoré st nezavislé na A. Presnejsie tvoria pravé jadro maticového zvazku A(A, B).

Spomedzi netrividlnych polynomialnych rieSeni rovnice (1.5) vyberieme rieSenie x1(A) s
najniz$im stuptiom &; v A. Ak je jadro maticového zviazku A(A, B) netrividlne, dostavame &1 = 0.
Teraz, z polynomidlnych rieSeni (1.5), ktoré su linedrne nezavislé od x; (A1), vyberieme rieSenie
X2(A) s najniz$im stupriom &, v A. V trefom kroku vyberieme rie$enie x3(A), ktoré je linedarne
nezavislé od x;(A) aj od x5(A). Z takych rieSeni vyberieme rieSenie s najnizsim stupfiom &3 v A.
Tento proces moze pokracovat najviac z = n — r krokov, kedze je to maximalny pocet linedrne
nezdvislych rieSeni rovnice (1.5).

Definicia 1.15. Cisla 1, . . ., &, nazyvame pravé miniméalne indexy maticového zvizku A(A, B).
Usporiadanim vSetkych pravych minimalnych indexov ziskame postupnost

&1 <& <...L & (1.6)

Napriek tomu, Ze existuje nekonecne vefa moznosti vyberu rieSenia x;(1) vybraného v kazdom

kroku, ziskana postupnost (1.6) je nezavisla od vyberu samotnych rieSeni. Zachovava sa jej dlzka

aj konkrétne ¢leny. Ak ma maticovy zvdzok netrividlne pravé jadro dimenzie g, potom je prvych g

indexov &1, e, ..., £, rovnych nule. Dostavame tak postupnost pravych minimdlnych indexov
e1=6=-=6=0<¢€41 < <&

Ak n = r, t. j. pocet stipcov sa rovna hodnosti maticového zvizku, dostdvame z = 0. V takom

pripade pravé minimdlne indexy maticového zvdzku neexistuju.

Analogicky definujeme favé minimalne indexy.
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Definicia 1.16. Postupnost
N <n <. 0
minimalnych indexov transpozicie (AT, BT) = AT — ABT maticového zvizku A(A, B) = A — AB sa
nazyva postupnost Favych minimalnych indexov p6vodného maticového zvazku,
kde v = m — r, m je pocet riadkov a r je hodnost maticového zvazku.

Podobne ako u pravych minimdlnych indexov plati, ze ak ma transpozicia netrividlne jadro
dimenzie h, potom prvych h indexov 51, 1o, ..., ; je rovnych nule. Ak m = r, t. j. pocet riadkov sa
rovna hodnosti maticového zvazku dostdvame v = 0. V takomto pripade lavé minimdlne indexy
maticového zviazku neexistuja.

V nasledujucom priklade ukdzeme vypocet vyssie uvedenych pojmov.

Priklad 1.17. Zo zadanych matic A, B je tilohou ziskaf invariantné polyndmy, elementarne delitele
a ak je potrebné, minimélne indexy maticového zvézku.

2 46 1 2 3
A_ll 23]’ B_[O 1 2]

2-1 4-21 6-31

1 2-41 3-21|
Je zrejmé, Ze maticovy zvazok je singularny a ma hodnost r = h(A(A, B)) = 2. Pre ziskanie
invariantnych polyndémov je potrebné zistit najvacsich spolo¢nych delitelov minorov do 2. radu.
Najvacsi spoloény delitel vSetkych minorov prvého radu je D; = 1.
Pre ziskanie Dy musime urcit vsetky minory druhého radu, t. j. determinanty vsetkych podmatic
2X2,

Z danych matic je maticovy zvizok v tvare A(A, B) =

2-1 4=-2A .,
de[ 1 2_/1]—& -2
2-1 6-3A| .2
detl 1 3_2/1]—2/1 -4

detl4—2a 6 — 31

— 2 _
2-1 3—21]"1 24

Najvaési spolo¢ny delitel vietkych minorov druhého radu je D, = A% — 2. Zo ziskanych Dy, D,
ur¢ime invariantné polynémy.

Tieto polynémy rozlozime na ireducibilné delitele.

i1=1-1-(A-2)
ip=1-2°-(1-2)°,

Z ireducibilnych delitefov r6znych od 1 ziskame konecné elementdrne delitele, takze konecné
elementdrne delitele maticového zvazku st e1 (A1) = 4, ex(1) = 1 — 2.
Existenciu ekonecnych elementdrnych delitefov ziskame podobnym sp6sobom ako konec¢né ele-
mentarne delitele.

Maticovy zvdzok A(A, B) = A — AB vyjadrime pomocou parametrov A, u

2u—A 4u—2A 6p—3A

HA —AB = U 2u—A 3p—2A["
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Najvacsi spolocny delitel minorov 1. rddu je D7 = 1. Pre ziskanie najvacsieho spolocného delitela
2. radu musime urc¢if vSetky minory 2. radu.

2u—A 4p—-21| .,

det[ 2#_/1‘—/1 —2uA
2[1—/1 6[1—3A—_ 2 _ 2

detl 31— 22 = 2A% — 4ud = 2(A* - 2pl)
4pu—21 6p—-3A

det[Zy—/l 3’”_2&_—/1 —2uA

Najvadsi spoloény delitel vietkych minorov 2. radu je Dy = A% —2puA. Uréime invariantné polynémy:
ih=2%-2pd, ip=1.
Rozlozime na ireducibilné delitele

ih=A-(A-2p)-1
ip=1-2-(A-2p)°.

Elementdrne delitele st e1 (A, ) = A, ea(A, p) = A — 2u. Kazdy konecny elementarny delitel
er(A) stuptia ¢ maticového zvézku A — AB vedie podla vzorca ef(A, p) = p ef(%) na nekonecny
elementarny delitel.

A A
el()t,,u):u-p:)t, ez(/l,p):,u-(p—Z):)t—Zu.

Je zrejmé, Ze oba delitele zavisia od premennej A, a teda nie sa tvaru p9. V mnozine delitelov
sa teda nenachddza ziadny nekonecny elementarny delitel. Z toho vyplyva, Ze maticovy zvizok
A(A, B) nema nekonec¢né elementarne delitele.

KedZze maticovy zvazok je singuldrny, pre plny opis jeho Strukttry je potrebné zistit aj jeho
minimélne indexy. Plati, Ze hodnost r = 2 maticového zvizku je mensia ako pocet jeho stipcov
n = 3. Z toho vyplyva, Ze rovnica (A — AB)x = 0 ma netrividlne rieSenie. PoCet minimalnych
indexov dostaneme podla p = n —r = 1. Odtial vyplyva, Ze mame iba jeden minimdlny index &;.
Riesime rovnicu Gaussovou elimina¢nou metédou.

1 2-1 3-21| [*2=0

[2—/1 4-2) 6—3/1]. 1
X3

2-1 22-21) 32-A)]0
1 2-A 3-21 1|0

1 2 3 Jo] [1 2 3 |0o]._
1 2-13-21[0|"|0 -2 —21[0 |~
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Ziskali sme rieSenie zavislé na jednom parametri w. RieSenie nie je zavislé na A, mame
netrividlne pravé jadro a z toho vyplyva, ze pravy minimalny index £; = 0.
Transpoziciou maticového zviazku ziskame lavé miniméalne indexy.

2-1 1

4-2)0 2-1 [yllzo

6-31 3-21| 192
2-2 1 |o 2-2 1 |o 2-1 1 |0 2-1 110
4-2)1 2-21o|=| o 2 lol=| o =Alol=| o =Alo
6-31 3-210 6-31 3-210 0 -210 O 010

Lavé jadro maticového zvazku je pradzdne a to znamend, ze favé minimdlne indexy maticového
zvazku neexistuju.

Na zdklade analyzy invariantnych polynémov sme ukazali, Zze elementdrne delitele maticového
zvazku poskytuju dolezité informdcie o jeho Strukture a vlastnostiach. Kone¢né elementarne
delitele su priamo spojené s kone¢nymi vlastnymi ¢islami zvazku, zatial co nekonecné elementarne
delitele odrazaju pritomnost nekone¢nych vlastnych c¢isel. V nasledujuicej kapitole predstavime
ekvivalenciu pre maticové zvazky, ktord vyuziva prave tieto pojmy.

1.2 Strikind ekvivalencia maticovych zvézkov

Pri Stadiu maticovych zvazkov nds zaujima najma ich vnatornd algebraicka Struktuira, ktora je
nezavisld od konkrétneho spésobu zapisu. Tymto sa dostdvame k pojmu striktnej ekvivalencie
maticovych zvizkov. T4 opisuje, kedy m6zeme povazovat dva maticové zvizky za Strukturalne
rovnaké, aj ked mézu byt na prvy pohlad vyjadrené pomocou inych matic. Striktna ekvivalencia
ndm teda umoziiuje porovndvat maticové zvizky podla ich zdkladnych algebraickych vlastnosti,
nie podla konkrétnej podoby zdpisu. Tato kapitola Cerpa najma z [3], [5], [6] a [7].

Pre zdkladnt dpravu maticovych zvazkov pouZzivame elementdrne operdcie. V stru¢nosti pripo-
menme, ktoré operacie to su :
1. Nésobenie i-tého riadka, alebo stipca, konstantou ¢ # 0.
2. Séitanie TubovoIného i-tého riadka, alebo stipca, s inym j-tym riadkom, alebo stipcom,
vynasobenym fubovolnym polynémom.
3. V§¥mena Tubovolnych dvoch riadkov, alebo stipcov.

Veta 1.18. [4] Lubovolny maticovy zvizok dimenzie m X n vieme previest do hornej trojuholnikovej
formy pomocou riadkovych elementdrnych operdcii.

Podobne vieme previest maticovy zvazok na dolny trojuholnikovy tvar.

Veta 1.19. [4] Lubovolny maticovy zvdzok dimenzie m X n vieme previest do dolnej trojuholnikovej
formy pomocou stlpcovych elementdrnych operdcii.

Pre regularne maticové zvazky pre prevod na horny trojuholnikovy tvar plati nasledujuce
lemma.
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Lemma 1.20. [3] Akykolvek reguldrny maticovy zvdzok A — AB sa dd transformovat na horny
trojuholnikovy tvar pomocou ndsobenia sprava a zlava unitdrnymi maticami. Dalej, unitdrne matice
moézu byt zvolené tak, aby vlastné hodnoty maticového zvdzku boli na diagondle v transformovanom
tvare v akomkolvek poradi.

V tomto lemma sa prevod na horny trojuholnikovy tvar vyuzivaju unitdrne matice. Unitadrna
matica U € C je takd Stvorcovd matica, pre ktoru plati, Ze jej inverzia je rovna jej hermitovskej
transpozicii matice, t. j. U~! = U. Hermitovska transpozicia znamen4, Ze je matica najskor
transponovand a nasledne komplexne zdruzena.

V suvislosti s maticovymi zvizkami sa pouziva vyraz striktnej ekvivalencie namiesto ekvivalencie
pre odliSenie definicii pre maticové zvazky a pre vSseobecné A-matice.

Definicia 1.21. Povieme, Ze dva maticové zvizky A — AB a C — AD dimenzie m X n su striktne
ekvivalentné pokial plati
C=PAV, D=PBV.

Matice P a V su reguldrne matice, kde P € K™™ V € K™",
Ak st matice C a D su v kanonickom tvare. Potom plati, Ze o(A, B) = o(C, D) pretoze
Ax = ABx & Cy = ADy,x = Vy.

Analogicky vieme definiciu striktnej ekvivalencie vyjadrif aj tak, Ze dva maticové zvazky su
striktne ekvivalentné ak plati
P(A-AB)V =C - AD, (1.7)

pre regularne matice P € K™™, V € K™".

Poznanie ekvivalencie maticovych zvdzkov ndm umoziuje previest maticovy zviazok na iny,
zjednoduseny maticovy zvazok, ktory lepSie ukaze Strukturu tohto zviazku. Zjednoduseny tvar,
ktory je ekvivalentny povodnému maticovému zvazku, sa nazyva kanonicka forma.

1.3 Kanonickd forma maticového zvdzku

Rovnako ako pri jednotlivych maticiach, aj pri maticovych zvéazkoch existuju $pecidlne formy, ktoré
vyrazne zjednodus$uju ich stidium, klasifikdciu a porovnavanie.

Definicia 1.22. Maticovy zvadzok sa nazyva kanonicka diagonalna matica, ak je tvaru

[a;(1)) 0 ... 0 O 0]
0 a(d) ... 0 0 0
0 : : SO .0
0 0 ag(1) O (I
0 0 0 0
0 S 0
0 0O ... 0 0

kde plati, ze polynémy a;(A),az(A),...,as(A) nie sd identicky nulové a kazdy z polynémov
az(A),...,as(A) je delitelny predchddzajicim. NavySe sa predpokladd, Ze najvyssie koeficienty
vSetkych polynémov aq(A), az(A),. .., as(1) st rovné 1.
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Veta 1.23. [7] Maticovy zvdzok A(A, B) hodnosti r je striktne ekvivalentny s kanonickou formou
maticového zvizku v tvare diag[iy, i,1, ..., is, i1, 0, ...0], kde iy, ip, ..., i su invariantné polynomy
maticového zvizku A(A, B).

Tato kanonickd forma sa nazyva Smithovd kanonickd forma.
Vo vyjadreniach konkrétnych kanonickych foriem budeme vyuzivat priamy sucet, preto si ho
teraz zadefinujeme.

Definicia 1.24. Nech E; € K™*™ E, € K™*™2  E, € K" Priamym su¢tomE; ® E; & --- ® E,
budeme oznacovat blokovo diagonadlnu maticu

EL 0 ... 0
0 E, 0 0
0 . . . 0
0 ... ... ... E

St zndme aj dalSie kanonické formy maticovych zvazkov. Tieto formy avSak zavisia na regular-
nosti, ¢i singuldrnosti maticového zvazku. Preto budud predstavené vramci nasledujicej kapitoly. V
dalSej Casti prace predstavime aké maju maticové zvazky vlastnosti na zdklade vlastnosti matic A
a B. Budeme sa postupne venovat regularnym, singuldrnym a symetrickym maticovym zvazkom.
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2 Vlastnosti maticového zvézku

Vlastnosti maticového zvazku A(A, B) st priamo zavislé na vlastnostiach tvoriacich matic A a
B. To ako vlastnosti tychto matic ovplyviiuju vlastnosti, ako su vlastné cisla, rovnice striktnej
ekvivalencie ¢i kanonické formy maticového zvazku predstavime v jednotlivych podkapitolach.
Tie su rozdelené podla zdkladného delenia maticovych zvazkov.

2.1 Regularne maticové zvéazky

V aplikdciach sa zvicsa vyuzivaju prave reguldrne maticové zvazky, napriklad v rieseni stability
elektrickych sieti ¢i analyze elektromagnetickych vin. Preto sa najskér budeme zaoberat reguldr-
nymi maticovymi zvdzkami a az potom tymi singularnymi. Reguldrne maticové zvazky vzdy musia
byt Stvorcové, velkosti n X n. Spektrum reguldrnych maticovych zvazkov zavisi predovsetkym od
toho, ¢i je matica B reguldrna alebo singuldrna. Vzhladom na to, ze reguldrnost matice B ma
zasadny vplyv na spektrdlne vlastnosti zvazku, rozliSujeme dve zdkladné situdcie, ktoré v dalSom
texte podrobnejsie rozoberieme.

1. Matice A, B € K™, det(A(A, B)) # 0 a det(B) # 0.

V tomto pripade je determinant maticového zvazku polyném stupna n. Pokial hfadame vlastné
¢isla nad C, tak md tento maticovy zvdzok n kone¢nych vlastnych hodnét. Niektoré vlastné ¢isla
mozu byt aj algebraicky viacndsobné, avsak ich celkovy sucet vratane nasobnosti je rovny n, ¢o je
rozmer maticového zvazku.

Pokial hfaddme vlastné ¢isla nad R, tak ich pocet vratane algebraickych ndsobnosti je mensi alebo
rovny ako n.

Pre striktnt ekvivalenciu takéhoto reguldrneho maticového zvazku plati nasledujtica veta.

Veta 2.1. [4] Maticové zvizky A(A, B) € K™" a A(C, D) € K™", pre ktoré plati |B| # 0 a |D| # 0
st striktne ekvivalentné vtedy, ak maticové zvizky maju rovnaké elementdrne delitele v K.

Ak je maticovy zvdzok A — AB € C™" reguldrny a B je reguldrna, potom A — AB sa da
jednoznacne previest na Jordanov kanonicky tvar, A; — ABj, ktory je uréeny tiplnou mnoZinou
konec¢nych elementarnych delitelov. Ak e;, i = 1, ..., s je kone¢ny elementdrny delitel s prislusnou
mocnicou p;, kde 33}, p; = n, s < n, potom z regularity A — AB vyplyva, Ze existujd nesingularne
matice P, Q € C™" také, ze:

PAQ=Aj=J,  PBQ=Bj=1I,

kde A; — ABj := J, — Al je Jordanov tvar reguldrneho maticového zvazku A — AB.
Tento tvar je jednoznacne definovany mnozinou kone¢nych elementdrnych indexov (e1)?1, . . ., (es)?s
maticového zvizku A — AB a ma tvar:

Jn= Ay = Jpy (A1) = ALy @ -+ @ Jp, (A) = Al

Matice I,,, Jp, (4;) su definované ako:

10 .. 0 A1 0 0
01 ... 0 o A 1 0

Ipi = : : .. . € Rpixpia Jp, (AZ) = e e .. S CpiXpi.
00 1 0 o
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Ak rozkladame regularny maticovy zvdazok nad R a pocet vSetkych vlastnych ¢isel aj s nasobnostami
je n, potom kanonicka forma maticového zvéazku je rovnaka ako pri rozklade maticového zvazku
nad C. Avsak ak mame pocet konec¢nych vlastnych hodnét aj s ndsobnostami menej ako n, potom
musime doplnif Jordanovu kanonicki formu o nulové riadky a stipce. Doplnenie je potrebné preto
aby sa zachovala velkost maticového zvazku.

2. Matice A, B € K™", det(A(A, B)) £ 0 a det(B) = 0.

V tomto pripade ma maticovy zvdzok konec¢né, ale aj nekonecné vlastné hodnoty. Postupujeme
nasledovnym spésobom. Vypocitame determinant maticového zvazku det(A(A, B)), vyjde nam
polyném stupnia p < n, kde n je rozmer maticového zvazku. Korene polynému su konecné
vlastné ¢isla maticového zvazku A;, kde i = 1,...,s a p; je ich algebraicka nasobnost. Potom plati

i_1 pi = p. Okrem kone¢nych vlastnych ¢isel existuji aj nekonec¢né vlastné ¢isla, ktorych algeb-
raickd ndsobnost je qj, j = 1,...I, [ =n—p.

Avsak ak hfadame vlastné ¢isla maticového zvazku nad R potom korene polyndému su konecné
vlastné c¢isla maticového zvazku A;, pre i = 1,...,t a p; je ich algebraickad nasobnost, kde ¢ je pocet
roznych vlastnych ¢isel. Potom plati Zle pi = k < p. Okrem konecnych vlastnych ¢isel existuju aj
nekonecné vlastné ¢isla, ktorych algebraickd ndsobnost je g;, j = 1,..,I, [ = n - k.

Pre tieto reguldrne maticové zvazky plati nasledujuca veta o striktnej ekvivalencii maticovych
zvazkow.

Veta 2.2. [4] Dva reguldrne maticové zvizky A — AB a C — AD su striktne ekvivalentné ak maju
rovnaké konecné a nekonecné elementdrne delitele.

Ak je maticovy zvazok A — AB velkosti n X n regularny a B je singuldrna, tento maticovy zvazok
je charakterizovany jednoznacne definovanou kanonickou formou, zndmou ako Weierstrassova
kanonicka forma, A,, — AB,,. Tato kanonicka forma je $pecifikovand iiplnou mnozinou konec-
nych vlastnych hodnét s ndsobnostami p; a nekone¢nych vlastnych hodn6t s ndsobnostami q;. Z
regularity maticového zvazku plynie, Ze existuju reguldrne matice P, Q € K™" také, Ze

PAQ=A,=J,®l, PBQ=B,=1I,&H,

kde A,, — AB,, := J, — Al, ® I; — AH, je Weierstrassova forma reguldrneho maticového zvézku
A — AB. Prvy blok tejto formy je Jordanova Cast J, — Al,. Tato Cast je jednoznacne, az na poradie
vnutornych blokov, definovand mnozinou kone¢nych elementdrnych delitefov (eq)?1, ..., (e,)Ps
maticového zviazku a ma tvar

]p - AIP = ]pl ().]_) - ).Ipl D--- @]ps (As) - /‘les'

Druhy jednoznacne, az na poradie vnutornych blokov, definovany blok I, — AH, zodpoveda
nekonec¢nym elementdrnym delitelom p%, i = 1, ..., I maticového zvazku. Tento blok mé tvar

Iq - AHq = Ifh - Aqu @ ct @ Iql - AHPI‘

Teda Hy, je nilpotentnd matica z K%*% . Matica Hy, je definovand ako:

0 1 0 --- O]
oo0o1--0

H, =1|: : : . | eRY*Y,
q;j oL -l
0 00O 1
0 00O 0
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Nilpotentn matica je $tvorcova matica H, pre ktoru existuje také u € N, ze H # 0,H' #
0,..., H*! = 0 a v nasom pripade je to matica, ktord ma jednotky na prvej superdiagonale a nuly
inde. Takato matica je nilpotentnd, pretoZe jej mocnina radu u je rovna jej rozmeru. Plati, ze
H,! =0.

Predtym ako sa za¢neme venovat singularnym maticovym zvazkom este predstavime vlastnosti,
ktoré platia pre reguldrne maticové zvazky nezavislé na regularite, ¢i singularite matice B.

Okrem prevodu maticového zvizku na ekvivalentny kanonicky tvar vieme previest tento
zvazok na trojuholnikovy tvar. Pre nasledujuice tvrdenia upravime definiciu o striktnej ekvivalencii
maticovych zvizkov tak, %e polozime P = Q~!, V = Z, kde Q a Z st regularne matice. Obmenend
definicia je v tvare

C=0'AZ,D=0Q"'BZ.

Ziskanie matic Q a Z z definicie analyticky je velmi obtiaZne. Pre reguldrne maticové zvazky
ich vSak vieme dostat pomocou Schurovho rozkladu maticovych zvizkov. Tento rozklad je pouzity
v QZ algoritme na vypocet spektra reguldrneho maticového zvazku, ktory predstavime neskor. Pre
spravne vyjadrenie vety tohto rozkladu budeme potrebovat pojem kvazi-trojuholnikovej matice,
ktory si teraz definujeme.

Definicia 2.3. Povieme, Ze matica T je horna kvazi-trojuholnikova ak ma tvar

Tin Ty -+ Tim
- 0 T%2 T2.m
0 0 - Ty
kde kazdy diagondlny blok T;; je bud 1 x 1 blok alebo 2 X 2 blok tvaru
a b
T,-,-:lc 4l kde a,b,c,d € R.

Teraz uz mozeme uviest vetu o redlnom Schurovom rozklade.

Veta 2.4 (Redlny Schurov rozklad). [5] Ak matice A a B € R™" potom existujii ortogondlne matice
Q a Z také, fe QT AZ = T je hornd kvdzi-trojuholnikovd matica a QT BZ = S je hornd trojuholnikovd
matica.

Z realneho Schurovho rozkladu plynie, Ze diagonéalne bloky hornej kvazi-trojuholnikovej matice
T;; reprezentuju vlastné ¢isla. Blok velkosti 1 X 1 je vlastné ¢islo T;; = A € R. Blok velkosti 2 X 2
reprezentuje komplexne zdruzeny pdr vlastnych cisel. KedZe diagondlne bloky hornej trojuhol-
nikovej matice reprezentuju vlastné ¢isla, nie je potrebny prevod na diagondlny kanonicky tvar
maticového zvizku, ale postacuje aj horny trojuholnikovy tvar.

Veta 2.5 (Komplexny Schurov rozklad). Ak matice A a B € C™" potom existujii unitdrne matice
Q a Z také, fe Q"AZ = T a Q"BZ = S sii horné trojuholnikové matice. Ak pre nejaké k stl i a six
obe rovné nule, potom (A, B) = C. Inak

0(A,B) = {ti/sii : sii # 0.}
Doékaz. Vid [5]. O]

V tejto podkapitole boli predstavené vety o striktnej ekvivalencii regularnych zvéazkov, ktorych
znenie zavisli na reguldrnosti ¢i singuldrnosti matice B. Taktiez sme predstavili Jordanovu a
Weierstrassovu kanonicktl formu. V poslednej casti bol uvedeny Schurov rozklad maticovych
zvazkov, ktory prevadza maticové zvazky na trojuholnikovy tvar. V nasledujucej podkapitole sa
budeme venovat singularnym maticovym zvéazkom a ich prevodu na kanonicky tvar.
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2.2 Singuldrne maticové zvézky

Singularny maticovy zvazok moze nastat v dvoch pripadoch, bud st matice Stvorcové ale determi-
nant maticového zvazku je identicky nule, alebo s matice velkosti m X n, kde m # n.

Pre striktnua ekvivalenciu singularnych maticovych zvéazkov plati nasledujtica veta.

Veta 2.6. [6] Dva maticové zvizky A — AB a C — AD sti striktne ekvivalentné, prdve vtedy, ked majtt
rovnaké konecné a nekonecné elementdrne delitele a majti rovnaké pravé a lavé minimdlne indexy.

Kedze singularita maticového zvdzku sama osebe nezarucuje ziadnu strukturalnu podobnost,
striktna ekvivalencia si v tomto pripade vyzaduje zhodu vSetkych algebraickych charakteristik. To
je v kontraste s pripadom reguldrnych maticovych zviazkov, kde postacuji menej prisne podmienky.

Priklad 2.7. Overime, ¢i st nasledujice maticové zvazky A(A, B) a A(C, D) ekvivalentné.

1-1 2 5+41 9+3A
AMAB)=| 0 1+A|, AMCD)=|[1+1 2+2A
1-1 3-2 5-14 9-1

Najskor overme striktnu ekvivalentnost maticovych zvdzkov pomocou vety 2.6. Ako prvé
zistime algebraické charakteristiky maticového zvazku A(A, B). Vypocitame elementarne delitele
maticového zvazku A(A, B). Hodnost maticového zvéazku je r = 2, hlfadame najvacsich spolo¢nych
delitefov (NSD) vSetkych minorov az do radu 2. NSD minorov 1. radu je D;(A, B) = 1.

Teraz hfaddme NSD minorov 2. rddu:

detio=1-22=(1+1)(1-2)
deti3=1-21+212 = (1 -21)?
detys = —(1 +/1)(1 - A),
kde det;; oznacuje i-ty a j-ty riadok, z ktorych poc¢itame prislusné determinanty. NSD je D2 (A, B) =

1-A.
Ur¢ime invariantné polynémy :

D D
= =2=1-1 iy=—=1
D, Do

Maticovy zvizok ma iba jedného elementarneho delitela e; (1) = 1 — A. Upravou maticového
zvazku pomocou parametrov A, p zistime ¢i existuju nekonecné elementdrne delitele maticového
zvazku.

p=A 2y
pHA—-AB=1] 0 g+ A
pu—A 3u—-A27

NSD minorov 1. rddu je D; = 1. Pre D, vypocitame minory 2. radu.

deti = /12 - 9/1/1 - 4&2
dety3 = ,UZ — 2;1/1 + /".2 = (/J — A)z
detys = —p% + A% = —(42 = 22) = —( = A) (u + 1)
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Vidime, ze Dy = p — A. Invariantné polynémy st ij (A, u) = g — A a ix(A, g) = 1. Pre maticovy
zvazok A(A, B) plati, ze e1 (A, u) = u — A. Je zrejmé, Ze e (A, ) = ,uel(%) =pu(l- %). Vidime, Ze
mocnina y je rovnaka ako mocnina v e; (1), takze maticovy zvdzok nemd nekonecné elementdrne
delitele.

Dalej zistime pravé aj lavé minimalne indexy maticového zvizku A(A, B). Pravé minimalne indexy

ur¢ime nasledovne
1-1 2 0
0 1+4A .l’“]: 0 :x:[ol
1-4 3-a| 21 1o 0

Zistili sme, Ze maticovy zvazok A(A, B) ma prazdne pravé jadro a to znamend, Ze neexistuju pravé
minimélne indexy. Ur¢ime lavé minimdlne indexy maticového zvéazku

1-4 2 -1-2
i v2 ys]-| 0 1+A[=[0 0] =y =|2+1|-wweR
1-1 3-21 1+A4

y je zavisly na A, ktoréa je v prvej mocnine, preto 11(A, B) = 1.
Teraz vypocitame elementdrne delitele a pravé a lavé minimdlne indexy maticového zvazku
A(C, D). Za¢neme vypoctom elementarnych delitelov, ktoré ziskame z invariantnych polynémov.
NSD minorov 1. rddu je D;(C, D) = 1.

detio=1-22=(1+1)(1-2)

det;3 = =24 +21% = —24(1 - 1)

detys = -1+ A2 =—(1-2)(1+ 1)
NSD minorov 2. rddu je D5(C,D) =1 — A.

i1=1-1 ix=1

Maticovy zvdzok ma iba jedného kone¢ného elementdrneho delitefa e; (A1) = 1 — A.
Upravou maticového zvdzku pomocou parametrov A, p zistime existenciu nekone¢nych elementér-
nych delitelov maticového zvazku.

Su+A 9u+3A
puC —AB = |p+21 2p+2A
Su—A 9u-2A

Najvacsi spolo¢ny delitel D; = 1. Pre D, vypocitame minory 2. radu.
detio = p? =A% = (=) (u+ 1)
det;s = —2p) +21% = =2 (p — 1)
detys = —(4* =A%) = =(p = V) (u+2)

Vidime, Ze D, = p — A. Invariantné polynémy su iy (A, g) = gt — 4, ia(A, ) = 1. Pre maticovy
zvizok A(A, B) plati, Ze e (A, u) = pt — A. Je zrejmé, Ze ey (A, ) = ,uel(l%) = (1 - %). Vidime, ze
mocnina y je rovnaka ako mocnina v e; (1), takze maticovy zvdzok nemd nekone¢né elementdrne
delitele. Nasledne zistime pravé a favé minimalne indexy maticového zviazku A(C, D).

Nasledovne zistime pravé a favé minimalne indexy maticového zvazku A(C, D).

541 9+31 0 0
1+1 2424 -|xll: 0 :x:lol
5-1 9-A| *21 o
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Maticovy zvazok A(C, D) ma taktiez prazdne pravé jadro, z ¢oho vyplyva, Ze pravé minimalne
indexy tohto maticového zviazku neexistujui. Urcime favé minimdlne indexy maticového zvazku

5+1 9431 —1-2
5-1 9-1 1+A1

y je zavislé na A, ktora je v prvej mocnine, preto n1(C, D) = 1.

Pokial teraz porovname elementdrne delitele maticovych zvazkov A(A, B) a A(C, D), tak vidime,
Ze su rovnaké, pretoze e1(A, B) = e1(C,D) = 1 — A. Nekone¢né elementarne zviazky pre oba
maticové zvazKky neexistuju. Taktiez vidime, Ze sa pravé a lavé indexy oboch zvazkov zhoduju.
Ukazali sme teda, Ze maticové zvazky A(A, B) a A(C, D) su podla vety 2.6 ekvivalentné.

Pretoze teraz vieme, Ze maticové zvizky A(A, B) a A(C, D) su ekvivalentné, tak musia existovaf
také regularne matice P € R a V € R?*? také, Ze plati (1.7). Tento vzfah spliiujii matice

1 20
P={(0 1 Of, V:H ;l
011

Dosadenim matic P a V do rovnice (1.7) vidime, Ze plati P(A — AB)V = C — AD, pretoze

1 2 0 1-4 2 11 5+1 9+34
of-] O 1+/1-1zl_1+/1 2+21
1 1-1 3-A| L 5-1 9-1

541 9+31] [5+1 9+32

1+A 2421 =(1+4 2+24

5-14 9-1 5-14 9-1

Narozdiel od regularneho zvazku,v pripade singuldrneho maticového zviazku determinant
neposkytuje ziadne informacie o vlastnych hodnotach tohto zvdzku. Preto je potrebné pouzif
iné metddy, akou je transformdcia na Kroneckerovu kanonickd formu. Ak je maticovy zvizok
singularny napriek tomu, Ze je Stvorcovy, je zrejmé, zZe hodnost maticového zvazku r < n, kde n je
rozmer tohto zvazku.

V prevode na kanonicky tvar singuldrneho maticového zvizku sa vyuzivaju pojmy

z kapitoly 1.1, kde boli zavedené. Pripomenme, ze pravé minimalne indexy su urcené na zaklade
rieSeni rovnice (1.5), ktorda moze, ale nemusi zavisiet od parametra A. Pravé minimalne indexy
potom charakterizuju najmensie stupne A v polynomidlnych vektoroch tvoriacich bazu tohto jadra,
a teda priamo stvisia so stupniom zavislosti rieseni od A.

Veta 2.8. Ak rovnica (1.5) md riesenie minimdlneho stupria € a € > 0, potom dany maticovy zvdzok
A — AB je striktne ekvivalentny s maticovym zvdgzkov v tvare

L. O
0 A-B|’

kde
A1 O 00
0o A 1 00
0o 0 - A 10
00 0O A1
00 0 0 A
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je matica velkosti € X (¢ + 1) a ¢ je pravy minimdlny index maticového zvizku A — AB. A — AB je
taky maticovy zvdzok, pre ktory rovnica (1.5) nemd Ziadne riesenie stupria mensieho ako ¢.

Dékaz. Vid. [4] O]

Opakovanim Vety 2.8 na maticovy zvazok A — B a dalgie vzniknuté maticové zvazky upravime
tvar pévodného maticového zvizku A — AB na maticu tvaru
L 0
L

)
[t

0

2

o O OO

L

z

o O O O

kde ¢,i=1,2,...,z, &1 < €3 < ... < &, st pravé minimalne indexy maticovych zviazkov A; — AB;.
Ak st riadky maticového zvazku A, — AB, linedrne zévislé, potom zaclenenim teérie favych
minimdlnych indexov 7}, j = 1, ..., v ziskame blokovo diagondlny tvar maticového zviazku

-LE1 O O
0 L, O 0
o - 0
0 L, O 0
0 0 L, O o |
0 0
0 0 0 Ly, 0
0 0 Ay—ABg
kde
A0 00
1 A 00
Ly,=|"" "
/ o --- 1 A0
O --- 0 1 A
0 .-~ 0 0 1

je matica velkosti (n; + 1) X n;, kde n;, j = 1,..,0, 11 < 2 < ... < 1, st lavé minimdlne indexy
maticového zvizku A; — AB;. Maticovy zvizok Ag — ABy mé linedrne nezavislé riadky aj stipce a je
teda regularny. Tento maticovy zvazok vieme nahradit jeho Jordanovou kanonickou formou.
Pomocou tohto rozkladu sa tvori Kroneckerova kanonicka forma.
Singularny maticovy zvazok je jednoznacne definovatelny Kroneckerovou kanonickou formou,
ktora je Specifikovand kone¢nymi elementarnymi delitefmi, nekone¢nymi elementarnymi delitefmi
a pravymi a favymi minimalnymi indexmi maticového zvazku.

Ak ma singuldrny maticovy zvazok urcita regularnu cast (ta je v predchadzajucej Casti repre-
zentovand reguldrnym maticovym zvazkom Ay — ABy) velkosti d X d, potom plati, Ze méd v C prave
s kone¢nych vlastnych hodnét A, k =1, ..., s, pricom kazdd z nich m4 algebraickd ndsobnost py

a plati
Z Pk =P-
k=1
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Tato regularna cast moze obsahovat aj nekone¢né vlastné hodnoty s algebraickymi nasobnostami
qi,i=1,...,p, pricom
p
Z qi = 4.
i=1
Velkost reguldrnej casti je teda dand vztahom d = p + g, kde p je celkovd algebraickd nasobnost
konec¢nych vlastnych hodnét a q je celkova algebraickd ndsobnost nekoneénych vlastnych hodnot.
V tejto kanonickej forme st konecné vlastné ¢isla reprezentované koneé¢nymi elementdarnymi
delitelmi e, ..., e;. Nekonec¢né vlastné cisla su reprezentované nekone¢nymi elementarnymi deli-
telmi p97, kde exponent g; vyjadruje nasobnost prislusnej nekonec¢nej vlastnej hodnoty.
Pripomenime, Ze pokial pravé jadro maticového zvazku md dimenziu g, tak pre pravé minimdlne
indexy plati ey = &3 = -+- = 5 = 0 < gg41 < -+ < & a podobne pre favé minimalne indexy
Mm=n2=-=Np=0<1fpy < <1
Vysledna Kroneckerova forma singularneho maticového zvdazku A — AB a je potom definovana
ako
Ag — ABg = Oh,g GL® L’Y @ Iq - AHq @]p - AIP’

pricomp+qg+e+(nj+1l)+h=map+q+(+1)+n+g9g=ni=g+1lg+2..,z2
j=h+1,h+2, .. 0. Blok J, — A, je jednozna¢ne urceny mnoZinou kone¢nych elementdrnych
delitelov maticového zvazku A — AB e, a ma tvar

I, — AH, je jednoznacne definovany blok, ktory zodpoveda nekone¢nym elementdrnym delitefom
maticového zvdzku A — AB p9f a m4d tvar

Matica Hy, je nilpotentna matica z R X, f=1,2,...,p. Vuvedenych zdpisoch si matice
Ipes Joi (Ak), Hg, definované v predchddzajticej podkapitole o reguldrnych maticovych zvazkoch.
Zvysné diagonalne bloky, L, a L, su definovand ndsledovne:

LE = L€g+1 @ L€g+2 GB Tt @ szy

Ly=Ly, ®L,,® &L,

Nh+1

V tejto kapitole sme predstavili vety o striktnej ekvivalencii singuldrnych maticovych zvazkov.
TaktieZ bol ukdzany prevod na Kroneckerov kanonicky tvar. Tento tvar je najvSseobecnejsi kanonicky
tvar, na ktory vieme previest maticové zvazky. V dalsej podkapitole sa budeme venovat symetrickym
a hermitovskym maticovym zvazkom.

2.3 Symetrické a hermitovské maticové zvézky

Okrem reguldrnych maticovych zvazkov sa Casto stretdvame so symetrickymi ¢i hermitovskymi
maticovymi zviazkami. V aplikaciach sa pouzivaju napriklad v mechanike pri rieSeni problémov ako
su viskozne tlmenie, ¢i konzervativne systémy. Tato Cast Cerpa z [2] a [5]. Najskor pripomeiime, ze
symetrick4 matica A € R™" je takd matica, pre ktort plati A = AT, Hermitovsk4 matica A € C™"
je takd matica, pre ktord plati A = A,
Ekvivalentné vyjadrenie definicie pre hermitovskt maticu A € C™" znie:
pre vSetky i, j € {1,...,n} plati a;; = aj;, kde aj; zna¢i komplexne zdruZené ¢islo.
Narozdiel od regularneho maticového zvazku tdto $pecifickii vlastnost musia mat obe matice
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tvoriace maticovy zvizok, nie iba jedna. Ak je iba jedna z matic A alebo B symetrickd alebo
hermitovskd, tvoreny maticovy zvazok A(A, B) = A — AB nie je symetricky ani hermitovsky.

Ak st dva maticové zvazky A(A, B), A(C, D) hermitovské alebo symetrické, ¢asto sa pouzivaju
kongruenc¢né transformacie namiesto ekvivalencii. V symetrickom pripade st tieto transformacie
v tvare:

C=0TAQ, D=0Q"BO. (2.1)

Tu je Q reguldarna matica. Maticové zvazky A(A, B) a A(C, D) spliujtice (2.1) sa potom ozna-
¢uju ako kongruentné. Transformacie tvaru (2.1) mozno pouzit aj komplexnom pripade, takze
ak s A(A, B) a A(C, D) hermitovské maticové zviazky, moZzeme (2.1) nahradit hermitovskou
kongruenciou:

C=0Q"AQ, D=0"BQ. (2.2)

Podra [6], ekvivalencia dvoch redlnych symetrickych maticovych zvazkov alebo dvoch hermi-
tovskych maticovych zvazkov nie je postacujuca pre ich kongruenciu. AvSak zostdva potrebna
podmienka, Ze dva symetrické alebo hermitovké maticové zvizky su kongruentné iba vtedy, ak
maju rovnaké minimalne indexy a elementarne delitele.

Podla [2], ak maticovy zvdzok A(A, B) je symetricky a matica B je pozitivne definitna, existuje
uplnd mnozina linedrne nezdvislych vlastnych vektorov maticového zvazku € R".

Veta 2.9. Ak A — AB € R™" je symetricky maticovy zvdzok a matica B je pogitivne definitnd, potom
existuje nesinguldrne X
X = [X1|---|Xn],

také , Ze

XTAX = diag(an, ao, ..., an)
XTBX = diag(b1, b, ..., by).

Naviac Ax; = A;Bx;, pre i = 1,2,...,n, kde A; = 3.
Dékaz. Vid. [5] O]

Pomocou tejto transformdcie vieme previest redlne symetrické maticové zvazky s pozitivne
definitnou maticou B na ich diagondlny tvar, z ktorého vieme Tahko urcit spektrum maticového
zvazku. Tuto vlastnost vyuzivame pri numerickej metdde, ako je zovSeobecnend Jacobiho metdda,
ktorej sa budeme venovat v praci neskor.

Kanonickd forma symetrickych a hermitovskych maticovych zvazkov s invertibilnou maticou
B je zaloZena na Jordanovej forme B~'A, kde komplexné vlastné ¢&isla A; v kanonickej forme sa
objavuju v komplexne zdruzenom bloku

a - 1 0
f a 0 1
0 0 a -p
0 0 f «

a Cast kanonickej formy, ktord je spojend s redlnymi vlastnymi ¢islami A; pozostdva z priamych
suctov blokov

0 1 A 006
|1 A ofl a |0 & of,
A 0 0 5§00
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kde § = +1 je znamienko priradené k A;. Pre kazdy takyto Jordanov blok existuje jedno
znamienko, ale vo vSeobecnosti bloky patriace k jednému vlastnému ¢islu nemusia mat vSetky
rovnaké znamienko. V skutoc¢nosti znamienkova charakteristika patri k vlastnému vektoru x a k
vlastnému ¢&fslu A; je iba priradend § = sgn(x! Ax).

Vysledna kanonickd forma ma teda blokovo diagondlnu Strukttru, v ktorej su vSetky spektralne
zlozky explicitne oddelené. Tato forma nielenze poskytuje detailny pohlad na spektrum matico-
vého zvizku, ale zaroven predstavuje vychodisko pre navrh efektivnych numerickych algoritmov,
ktoré zachovavaju struktiru pévodného problému. V nasledujucich castiach prace sa zameriame
na vyuzitie tychto vlastnosti pri vypocte spektra pomocou zovseobecnenej Jacobiho metody.

V tejto podkapitole sme predstavili symetrické a hermitovské maticové zvazky. Uviedli sme
vety pre kongruenciu maticovych zvazkov, ako aj prevod na kanonicku formu tychto maticovych
zvazkov.

Tieto poznatky sa vyuzivaju v numerickych metédach pre ziskanie spektra symetrickych i hermi-
tovskych maticovych zviazkov. NajzndmejSej ZovSeobecnenej Jacobiho metdde sa budeme venovat
v nasledujticej kapitole. Dalej predstavime aj numerickd metédu pre reguldrne maticové zvizky.
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3 Numerické metody

Vo viacerych aplikacidch nds zaujima ziskanie spektra maticového zvazku, alebo jeho spektrdlneho
polomeru. RieSenie tohto problému analyticky je v mnohych prikladoch maticovych zvazkov vemi
obtiazne, najma ak je maticovy zvazok velkych rozmerov. V takych pripadoch pouzijeme numerické
metddy na ziskanie spektra maticového zvazku. Numerické metddy vyuzivaju najmé poznatky z
ekvivalencie maticovych zvazkov a prevody na ich kanonické tvary.

3.1 QZ algoritmus

QZ algoritmus je numerickd metdda urcend na rieSenie zovSeobecneného problému vlastnych hod-
nét tvaru Ax = ABx. Tento algoritmus predstavuje zovSeobecnenie QR algoritmu pre Standardny
problém vlastnych hodnot, kde matica B je identita. AvSak tento algoritmus mozeme pouzit iba
pre regularne maticové zvazky.

Ciefom QZ algoritmu je sucasne redukovat maticu A na kvazi-trojuholnikovy tvar, ktory oznac¢ime
T a maticu B na horny trojuholnikovy tvar oznaceny S pomocou Schurovho rozkladu. Rozklad je
vtvare QTAZ =T, QTBZ =S kde Q a Z st ortogondlne matice. Z transformovanych matic je
mozné fahko vypocitat zovSeobecnené vlastné hodnoty.

Z Schurovho rozkladu vyplyva, ze ak maticovy zvdzok A(A, B) € C, tak obe matice T a S su horné
trojuholnikové a zovSeobecnené vlastné ¢isla si pomermi diagonalnych prvkov t;;/s;;. V pripade
redlneho maticového zviazku méze mat matica T diagonélne bloky 2 X 2 zodpovedajice komplexne
zdruZenym vlastnym hodnotam.

Celkovy QZ algoritmus sa skladd z dvoch hlavnych casti:

1. Pociato¢na redukénd faza.
Ciefom tejto fazy je transformovat regularny maticovy zvazok A(A, B) na maticovy zvazok
A(A’, B') tak, aby bola matica B’ v hornom trojuholnikovom tvare a matica A’ v hornom
Hessenbergovom tvare, t. j. matica, ktora ma nulové prvky pod subdiagonalou. Podrobne
popisany algoritmus tejto fazy uvadza Algorithm 7.7.1 (Hessenberg—Triangular Reduction)
v [5].

2. Iterac¢nad faza.
Cielom tejto fazy je transformovat maticovy zvazok A(A’, B') tak, aby matica B’ zostala v
hornom trojuholnikovom tvare a prepiSeme ttito maticu na maticu S. Matica A’ sa redukuje
z horného Hessenbergového tvaru na horna kvazi-trojuholnikovd maticu oznacenu T. Pod-
robne popisany algoritmus vieme ndjst v [5], kde tuto fazu opisuje Algorithm 7.7.2 (The QZ
Step).

Kompletny QZ algoritmus najdeme opisany v [5], kde ho vieme ndjst ako Algorithm 7.7.3 takze
sme ho do tejto prace neprepisovali a priebeh algoritmu budeme demonstrovat v nasledujicom
priklade. Spektralny polomer maticového zvazku sa uréi ako najvacsia absolitna hodnota medzi
jeho vlastnymi ¢islami. QZ algoritmus je velmi spolahlivy a jeho hlavnou vyhodou je schopnost
vyriesit problém aj v pripadoch, kedy je matica B singularna alebo zle podmienend. Algoritmus
vyzaduje priblizne 30n® operacii, kde n je velkost matic na vstupe. Je dolezité poznamenat, ze
tento algoritmus ni¢i symetriu matic A a B, aj ked boli pévodne symetrické alebo Hermitovské. To
je nevyhoda v porovnani s algoritmami navrhnutymi Specidlne pre symetrické alebo Hermitovské
maticové zvazky, ako je zovSeobecnend Jacobiho metdda.

Na priklade ukdzeme prvé iteracie QZ metddy.

Priklad 3.1. Mame zadané vstupnd matice A a B. Na tychto maticiach ukdzeme numericky
vypocet spektra maticového zvazku A — AB pomocou QZ metddy.
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5 -2,0322 0,9328 2 -0,9994 -0,0333
A=109994 41687 -3,06010/, B=|0 3,0710 -0,0333
-0,0333 -2,0610 5,8313 0 -0,1310 3,9290

Najskor overime, ¢i na zadané matice mozme pouzif QZ metddu. Determinant maticového zvazku
je det(A, B) = —24,12A% + 131,912 — 218, 81 + 99, 85. Maticovy zviizok je reguldrny. Naviac e$te
vypocitame aj det(B) = 24, 1232. Matica B je reguldrna, takze maticovy zvdzok ma iba konec¢né
vlastné hodnoty. Ulohou prvej fazy metddy je upravit maticu A do horného Hessenbergovho tvaru
a maticu B do horného trojuholnikového tvaru pomocou ortogonalnych transformdcii. Redukciu
na pozadované tvary mozeme spravit bude Householderovymi alebo Givensovymi transformdciami.
Tieto transformdcie méZzme nasobif zlava, a tym uskutocnujeme riadkové operacie. Alebo mbézme
transformovat matice aj sprava, a tym ronime stipcové operécie. Kazd4 néslednd transformacia,
moZe spatne ovplyvnif uz vynulované prvky a tym narusit pozadovany tvar rozkladu, a preto
striedame riadkové a stipcové operacie.

Teraz ukdZzeme vypocet Householderovej matice H;. Zvolime vektor x ako prvy stipec matice B
pod diagonalou, pretoze to su prave prvky, ktoré chceme nulovat.

[ 3,0710

Y 1310] . lIxll =3,0738

. 3,0710 3,0738 6, 1448
v =x+sign(xy) - ||x]| - e1 = + = ,

-0,1310 0 -0,1310
., v _]0,9998 |
”V” =6,1462 = VvV = m = [—0, 02137
KedZe vektor v ma iba dve zlozky a my chceme vyslednou Hauseholderovou maticou nésobit
0
matice velkosti 3 X 3, musime tento vektor rozsirit nasledovne v = | 0,9998 |. Hauseholderova
-0,0213

matica potom je
1 0 0
Hy=1-2%0" =0 —0,9991 0,0426].
0 0,0426 0,9991

Aplikujeme Householderovu maticu na matice A a B zlava.

Ay =HA, By =HB

5 -2,0322 0,9328
A; =1-0,9999 —4,2527 3,3067
0,0093 -1,8815 5,6955

2 -0,9994 -0,0333
B, =0 -3,0738 0,2007
0 0 3,924

UZ po prvej iterdcii mdme maticu B; v hornom trojuholnikovom tvare, avSak matica A; nie je v
hornom Hessenbergovom tvare, preto spravime dalSiu iterdciu.
Vypocitame Householderovu transforméaciu Ho
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Zvolime vektor z poddiagonalovych prvkov matice A; v prvom stipci, pretoze chceme vynulovat
prvok as .
-0,9999
= | 0,0003 |+ IXI=1

—1,9999

IVl =1,9999 =¥ = — = |
0,0093 |» MWI =2 = V=0, =

v =x+sign(xy) - ||x||le1 = l 0,0047

Vektor v rozsirime rovnakym spdsobom ako v prvej iterdcii. Potom dostaneme Hauseholderovu

maticu Ho.
1 0 0

Hy=I-20¢" > H,=|0 -1  0,0093
0 0,0093 1

Touto maticou prendsobime matice z prvej iterdcie A; a B;. Vysledné transformované matice su

Ay = HyAy, By =HyB;

5 —2,0322 0,9328 2 -0,9994 -0,0333
Ay =11 42350 -3,2535|, By =10 3,0737 -0,1641
0 -1,9210 5,7261 0 -0,0287 3,9257

Aplikdciou dalsej transformécie sme sice dostali maticu A v hornom hessenbergovom tvare,
ale naopak matica Bo, ktord bola uz po prvej iterdcii v hornom trojuholnikovom tvare, ktory
chceme dostat, sa touto transformdciou tento stav pokazil. Preto musime znova opakovat dalsiu
transformaciu.

V tomto kroku zvolime Hauseholderovu transformaciu sprava. Transformacia zlava ovplyviuje
riadky matic. Zvolime vektor posledného riadka matice B, pretoze chceme nulovat prvok b3 5.

x=[0 -0,0287 3,9257], |[Ix|| =3,9258

v
v = x+sign(xs)-||x|les = [0 —0,0287 7,8515], |v|]|=7,8516 = ¥ = e [0 -0,0037 1]
v
Narodiel od predchadzajucich dvoch interacii, vektor v nemusime rozSirovat, pretoze uz je v
pozadovanej dimenzii.
Hauseholderova matica Z; je

1 0 0
Zy=I-2¢"v=|0 1 0,0073
0 0,0073 -1

Aplikacia transformdcie na matice Ay a By

[5 —2,0253 —-0,9476]
A3 =AyZ; = |1 42112  3,2843
0 -1,8792 5,74

2 -0,9996 0,0260 |
By =B»Z; =10 3,0724 0,1866
0 0 —~3,9258|
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Po troch iteracidch transformovania matic A a B pomocou Householderovych matic sme dostali
pozadované formy. Matica A3 je v hornom Hessenbergovom tvare, ktory md nulové prvky pod
podiagondlou. Matica B3 je v hornom trojuholnikovom tvare. Tymto je splnend prva faza QZ
algoritmu. Matice Q a Z po prvej fdze QZ metddy su

1 0 0
Q=HH,=(0 0,9994 0,0333
0 -0,0333 0,9994

1 0 0
Z =10 1 0,0073
0 0,0073 -1

Nasleduje druhd faza QZ metddy. Vypocitame posun pre Householderove transformacie. Z
konca 1. fdzy mdme matice A3, Bs. Z tychto matic najprv vypocitame maticu M nasledovne.

2,5 0,1542  0,2653
M= A3B;'=(0,5 1,5333 -0,7604
0 -0,6116 1,4331

Urc¢ime jej spodny 2 X 2 blok, ktorého vlastné ¢isla pouzijeme ako posuny. Vlastné ¢isla tohto
bloku, t. j. nase hfadané posuny, si a = 2,1670, b = 0,7994. Dalej vypocitame vektor pre
Householderovu transformaciu. Tento vektor sa konstruuje podla v = (M — al)(M — bl)eq,

0, 6434
v=0,5335
—-0,3058

Tento vektor sa nasledne pouzije na vytvorenie Householderovej matice, ktord vynuluje Ziadané
prvky. Pokracujeme podla algoritmu Algorithm 7.7.2 (The QZ Step) [5] az kym matice nekonvertuju
do ziadanych tvarov. Teda matica A ma byt v kvazi hornom trojuholnikovom tvare a matica
B v trojuholnikovom tvare. Kone¢nt maticu Q vypocitame ako sucin vsetkych matic H;, Q =
Hy, -H,...Hi.Kone¢nd maticaZje Z =2, - Zy ... Z.

Z trojuholnikovych tvarov matic vypocitame spektrum maticového zvazku A(A, B) ako podiel ich
diagonalnych prvkov.

Na priklade maticového zvazku velkosti 3 X 3 sme ukdzali numerické riesenie 1.fazy QZ metddy.
Dalsia podkapitola bude venovana numerickej metdde pre symetrické alebo hermitovské maticové
zvazky.

3.2 Zovseobecnend Jacobiho metéda

Zovseobecnend Jacobiho metdda je metéda navrhnutd pre maticové zvazky, ktoré su symetrické
alebo hermitovské a pozitivne definitnou maticou B. Opis metddy vychadza z [1]. Tato metdda,
ako uz z nazvu plynie, je zovseobecnenim Jacobiho metddy pre vSeobecny problém vlastnych ¢isel.
Cielom zovSeobecnenej Jacobiho metédy je prevod matic, tvoriacich maticovy zvazok A(A, B)
na kanonicky tvar, z ktorého fahko ziskame spektrum maticového zvazku. Tento kanonicky tvar
ziskame pomocou invertibilnej matice Q takto:

QTAQ = diag(a®,...,d",), QTBQ = diag(b*,,...,b~).
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Kde a¥, b* oznadujt prvky matic A a B po poslednej iteracii k. Z kongruencie symetrickych, resp.
hermitovskych, maticovych zvazkov (2.1), resp. (2.2), je zrejmé, ze pévodny maticovy zvizok
A(A, B) = A — AB a ziskany maticovy zvidzok tvoreny diagondlnymi maticami su ekvivalentné.
Potom spektrum ziskame
A = diag (a_ﬁ)
k 5
bi;

1
®=0Q- -diag| — |, kdei=1,..,n
bk
11
Matica A je diagonalna matica vlastnych ¢isel a matica ® obsahuje prislusné vlastné vektory x
usporiadané ako stlpce.
Rovnako ako pri klasickej Jacobiho metdde pre jednu maticu, aj v rozsirenom pripade pre dvojicu

matic vznikd matica Q ako sucin postupne aplikovanych transformaénych matic Py, t. j.Q =
P1 'Pz...Pk, kde

¢——— i-ty riadok

R

<—— j-ty riadok

< =

| -

i-ty stipec
Jj-ty stipec
Index k v oznaceni matice P symbolizuje ¢islo iterdcie. KonStanty o a y v matici P st ziskané
tak, aby vynulovali prvky na pozicidch (i, j) v oboch maticiach Ay a By zaroven. Z toho vyplyva, Ze

konStanty « a y su funkciami prvkov a(k) a® a (k) b(k) b® b Kkde (k) oznacuje k-tu iteraciu.

’”: i °7jj >

JkDp(k=1) _ p (k=1) (k=1)
o® = aff by — by Vag;

wib) = gk 1)bg_k ) b(k kD

RO flk l)b(k 1) (_1; 1) (k-1) (3.1)
(0 w<k>
Y=—Zw %7 5®

Hodnotu x*) potrebnti pre vypo¢itanie « a y ziskame zo vzorca

s() (k) \2
(k) = 7 + Sgn(s(k))J(%) + U(k)W(k).

k ak. ak
Ak platia rovnosti pomerov Zk = ﬁ = bk . tak dostdvame y = 0, @ = 1. Konvergencia sa posudzuje
JJ
porovnavanim ndslednych aproximécu vlastnych Cisel a testovanim, ¢i st vSetky mimo-diagondlne
prvky dostato¢ne malé, t. j. ak k + 1 predstavuje poslednu iterdciu, konvergencia bola dosiahnuta,
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ak plati
k+1 k
T TR
JTC e
i
(k) (k+1)
kde () _ oy D) o
i GE i b
2]
(a2 1/2 (b2 1/2
a lml <e, |b(k+llj)w <e prevsetkyi,j:i<j
i Jj i Jj

¢ predstavuje pozadovanu presnost pri vypocte vlastnych cisel a ich vlastnych vektorov. Spektralny
polomer maticového zvizku sa urci ako najvacsia absoltitna hodnota medzi jeho vlastnymi ¢islami.
Na priklade ukdzeme numericky vypocet tejto metddy.

Priklad 3.2. Zo zadanych matic A, a B je tlohou spravit dve iteracie zovSeobecnenej Jacobiho me-
tédy na zistenie spektra maticového zviazku A — AB. VSetky vypisy v tomto priklade zaokrihlujeme
na 4 desatinné miesta.

-2 -1 0 1 4 2 00
-1 3 -4 0 2220
A= 0O -4 1 21° B= 0 251
1 0 2 3 0013

Ako prvé overime, ¢i na zadané matice mézeme pouzif zovseobecnent Jacobiho metddu. Je zrejmé,
ze plati A = AT a B = BT. Matice st obe symetrické a zostava overif pozitivnu definitfvnost matice
B. Tt overime Sylvestrovym kritériom, kde overujeme, ¢i st vSetky veduce hlavné subdeterminanty
matice kladné.

|Bllz4>0, |Bz|:4>0, |B3|:4>0, |B4|:8>0

Vsetky vedtce hlavné subdeterminanty su kladné, takze matica B je pozitivne definitnd. Mozeme
pouzit zovSeobecnenu Jacobiho metédu pre tento rozklad.

Nad diagondlou matice A hfaddme najvacsi prvok v absolitnej hodnote. Tento prvok je na pozicii
i =2 a j = 3. Dosadenim do vyssie uvedenych vzorcov (3.1) zistime konsStanty pre transformaént
maticu.

oV =3.2-2.(-4) =14
wl)=1.2-5.(-4)=22
s=3.5-1.2=13

(1) (1))2
D = — sgn(s“))\/ (37) +oMw = 25,215

oD

Yy = _W = —0,5552
e

a = W = 0,8725

Z vypocitanych konstant sformujeme transformac¢nd maticu.
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1 0 0 0
b _ |0 1 0,8725 0
=10 -0,5552 1 0
0 0 0 1

Transformacnou maticou P; teraz prendsobime matice A a B. Touto transforméaciou vynuluje
prvky na mieste (2, 3) a vdaka symetrii aj (3, 2) v oboch maticiach A aj B.

2 -1 —-0,8725 1
I | 7,7501 0 ~1,1105
A1 =P APy = —0, 8725 0 —3,6962 2
1 ~1,1105 2 3
4 2 1,745 0
T | 2 1,3205 0 ~0, 552
By =P B =11 745 0 10,0125 1
0  —0,5552 1 3

Prvi iterdciu mame hotovu. Vidime Ze prvky na poziciach (2, 3) a (3,2) v oboch maticiach sa
naozaj vynulovali.
V matici A; hfaddme znova najvacési prvok v absoltitnej hodnote nad jej diagondlou. Tento prvok
je na mieste i = 3, j = 4. Vypocitame konstanty dosadenim do vzorcov (3.1).

0@ = 23,7212

w® =_3

s = 41,1262

(2) (2)\2
x? = 57 + sgn(s(z))\/(%) +0@w@ = -42,7893

02
y = _ﬁ = —0,5544
_w? 0,0701
=@ T
10 0 0
b |01 0 0
27 1o o 1 0,0701
0 0 —0,5544 1

Transformacnou maticou P, teraz prenasobime matice A; a By z prvej iteracie. Touto trans-
formdciou vynuluje prvky na mieste (3,4) a vdaka symetrii aj (4, 3) v oboch maticiach A; aj
Bs.

A% =PIA'P,

2 -1 -1,4269 0,9388

-1 7,7501 0,6156 —1,1105
-1,4269 0,6156 —4,9917 0
0,9388 -1,1105 0 3,2623

A% =
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B*=PIB'P,

4 2 1,7450 0,1223

2 1,3205 0,3078 -0,5552
1,7450 0,3078 9,8257 0
0,1223 -0,5552 0 3,1894

B*=

Ukdzali sme numericky vypocet zovSeobecnenej Jacobiho metddy. Iterdcie by pokracovali az
pokial by matice Ay a By neboli diagondlne.

Zovseobecnenu Jacobiho metdédu sme implementovali aj v prostredi MATLAB. Tato implemen-
tacia bola je prilozena ako sticast priloh. Zdrojovy kod obsahuje vsetky kroky algoritmu vratane
kontroly vstupnych podmienok, vypoctu rota¢nych parametrov, kongruentnych transformacii a
vystupu vlastnych cisel a vlastnych vektorowv.

Matice A a B v priklade 3.2 potrebuju na konvergenciu na diagondlny tvar 17 iteracii. Vysledné
vlastné ¢isla si A; = —0,5235,45 = 0,4337, A3 = 1,0402, A4 = 55, 0496.

V tejto kapitole boli predstavené numerické metddy pre ziskanie spektra maticovych zvazkov.
Konkrétne pre reguldrne a symetrické maticové zvazky. Iterdcie v oboch metéddach sme ukdazali na
prikladoch. ZovSeobecnend Jacobiho metdda bola implementovand do MATLABu. Tento zdrojovy
kéd je mozné ndjst v prilohdch prace.
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ZAaver

Ciefom tejto bakalarskej prace bolo spracovat tedriu maticovych zvazkov vo forme A — AB a
poukazat na ich zakladné vlastnosti. V ivodnej ¢asti boli predstavené klticové pojmy tejto tedrie,
ako invariantné polyndmy a miniméalne indexy, ktoré izko suvisia so spektrom maticového zvazku.
Teoretické definicie boli doplnené konkrétnymi prikladmi pre lepSie porozumenie ich vyznamu a
pouzitia.

V préci boli taktieZ uvedené vybrané vety o ekvivalencii maticovych zvazkov, ktoré umoznuju
previest dany zvazok na zjednoduseny kanonicky tvar. Nasledne sme sa venovali jednotlivym
typom maticovych zvazkov. Najskor boli analyzované reguldrne maticové zvazky, pricom bola
skiimana zavislost ich vlastnosti od matice B, najmaé jej reguldrnosti alebo singularnosti. Popisané
boli aj konkrétne kanonické formy, ktoré sa viazu na tato problematiku.

Dalej boli rozobraté singuldrne maticové zvizky a sposob uréenia ich spektra prostrednictvom
Kroneckerovej kanonickej formy, ktora predstavuje najvSeobecnejsiu Struktiru pre klasifikaciu
maticovych zvazkov. V zavere teoretickej ¢asti sme sa venovali aj symetrickym a hermitovskym
maticovym zvazkom, ktoré maju Specifické vlastnosti vyplyvajuce z charakteru matic A a B.

V poslednej kapitole boli predstavené dve numerické metédy urc¢ené na vypocet spektra maticovych
zvazkov. Prvou z nich bola QZ metdda, ktora je vhodnd pre reguldrne pripady. Jej princip bol stru¢ne
opisany a ilustrovany na priklade, kde boli numericky vykonané tri iterdcie pre konkrétne matice
A a B, s vyuzitim algoritmov uvedenych v literatuare [5]. Druhou metédou bola zovSeobecnend
Jacobiho metdda, ktora bola taktiez podrobne vysvetlena a ukdzana na konkrétnom numerickom
priklade. TAto metdda bola zaroven implementovand v programovacom prostredi MATLAB, pri¢om
zdrojovy kdd je uvedeny v prilohe prace.

Praca tak poskytuje nielen prehlad tedrie maticovych zvazkov, ale aj pohlad na ich numerické
spracovanie. Pre lepsie pochopenie pojmov a teoretickych konstrukeii boli jednotlivé definicie
a tvrdenia ilustrované konkrétnymi prikladmi, ktoré slizili na prakticki demonstraciu danej
problematiky a pribliZzili ¢itatelovi ich aplikovatelnost v konkrétnych situécidch.
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