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Abstrakt

Budou navrzeny metody vhodné pro méfeni Hausdorffovy dimenze mnozin zobrazenych
v kone¢ném rozliSeni vystupnich zarizeni pocitace a jejich pouzitelnost bude otestovana
na mnozinach se znamou Hausdorffovou dimenzi.

Summary
Methods of Hausdorft dimension measurement of sets displayed in discrete output devices
of computers will be proposed. Their usability will be tested on sets with known Hausdorff
dimension.
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1. Uvod

Hausdorffova dimenze nabyva svého plného vyznamu v souvislosti s fraktalnimi ttvary.
Zde se muze nabizet otazka: Proc¢ se zabyvat fraktaly? Fraktal vskutku vypada jako
néco umeéle zkonstruovaného, ale opak je pravdou. Zjistilo se, ze fraktaly jsou pro popis
prirodnich jevi vhodnéjsi nez ,,idealni“ geometrické atvary.



2. ZAKLADNI POJMY
2. Zakladni pojmy
2.1. Metricky prostor a metrika

Definice 2.1: Nechf X je libovolnd mnozZina a g je zobrazeni g : X — (0,00) takové,
ze pro libovolné z,y, z € X plati:

a)
b)
c)

potom dvojici (X,0) nazyvame metricky prostor a zobrazeni p nazyvame metrika.

(l’,y) = 0ex=y
(z,y) = oly, )
(z,2) < oz,y) + o(y,2)

D R R

Definice 2.2: Necht M je metricky prostor s metrikou o a E C M. Primérem mnoZiny E
rozumime c¢islo diamF,

diamFE = sup o(z,y)
Ve, yeE

Definice 2.3: Necht M je metricky prostor s metrikou ¢ a E, F C M. Vzddlenosti
mnozin E a F rozumime ¢islo dist(E,F),

dist(E,F) = inf  o(x,y)

Vee ENyeF

Definice 2.4: Nechf X je metricky prostor a £ C X. Konecny nebo spocetny systém
podmnozin {U;} € X, diam(U;) < 4, pro Vi, se nazyva d-pokryti mnoziny E, pokud plati:
ECU.

2.2. Topologicka dimenze

Definice 2.5: Geometricky utvar U ma topologickou dimenzi n praveé tehdy, kdyz pro
kazdé o > 0 existuje jeho d-pokryti otevienymi mnozinami tak, ze kazdy bod atvaru U
je pokryt maximalné n + 1 okolimi.

Znéazornéni muzete vidét na obrazku 2.1.



2.3. MIRA

Obrazek 2.1: Kfivka a dvourozmérny ttvar jsou pokryty d-pokrytim.

2.3. Mira

Definice 2.6: Necht X je libovolnd mnozina. Neprazdny systém S jejich podmnozin
se nazyva o-algebra, jestlize plati:

EeS = X—-FEebS
{E}2 eSS = |JE€es

i=1
Je tedy uzavieny vzhledem k operaci dopliiku a spocetného sjednoceni.

Definice 2.7: Necht S je o-algebra a p je zobrazeni i : S — (0, 00), které ma nasledujici
vlastnosti:

p@ = 0

kde {E;}3°, € S je posloupnost disjunktnich mnozin. Zobrazeni p s témito vlastnostmi
nazyvame mirou na o-algebre.

Definice 2.8: Nechf X je libovolnd mnoZina, 2% systém vSech podmnozin X a pu*
je zobrazeni p* : 2% — (0, 00), pro které plati:

pr® =0
piA) < pA)ACA

0
=1 =1

pro libovolnou posloupnost {A;}22; podmnozin X. Potom zobrazeni u* nazyvame vn
mirou na mnoziné X.

IA
(]
7(:-)6
=

v

78"
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2. ZAKLADNI POJMY
Definice 2.9: Necht u* je vnéjsi mira. Mnozina £ C X se nazyva pu*-méritelnd praveé
tehdy, kdyz pro libovolnou mnozinu A C X plati:
p(A) =p (ANE) + p*(A—E)

Véta 2.1: Necht p* je vnéjsi mira. Systém M p*-méfitelnych mnoZin je o-algebra
a zuzeni p* na M je mira.
Dikaz: Lze nalézt napiiklad v [11].

Definice 2.10: Necht M je metricky prostor a p* vnéjsi mira na M. Pokud pro
E,F C M, dist(E, F) > 0 plati:

p(EUF) =p (E)+ p'(F),

potom miru p* nazyvame vnejsi metrickda mira.

Definice 2.11: Polouzavienym intervalem rozumime mnozinu
(a,b) ={z eR:a; <x; <bj,je{l,...,d}}.

Systém vsech polouzavienych intervaléi! budeme znacit J<.

Definice 2.12: Pro mnozinu F C R definujeme

= inf {i N(L) : I, € JLE C [j [n} : (2.1)

n=1

Cislo \5(E) se nazyva vnéjsi d-rozmeérnd Lebesgueova mira mnoziny E.

2.4. Hausdorffova mira

Véta 2.2: Necht X je metricky prostor, F C X, s > 0a {U;} € X je d-pokryti mnoziny
E. Potom zobrazeni H}*(E) : 2% — (0, 00)
H*(E) = {1{}1f} > (diam(U;))*
U=t
je vnéjsi mira na mnoziné X (infimum ze vSech moznych §-pokryti {U;} mnoziny E).
Dukaz: Viz [8], [11].

Definice 2.13: Necht X je metricky prostor a F C X. Déle zadefinujme nésledujici
zobrazeni: H**(E) : 2% — (0, 00)

H*(F)= lim H;*(F) = lim inf » (diam(U, (2.2)
50+ 50t (Ui} &=

Kde {U;}:2, je 0-pokryti mnoziny E. Zobrazeni H**(E) nazveme Hausdorffova s-rozmérnd
unéjsi mira.

Pozndmka: D& se ukézat, Ze pro celociselné s je tato mira shodna s Lebesgueovou
d-rozmérnou vnéjsi mirou.

Naptiklad pro d = 2 (jsme tedy v R?) se jedné o systém polouzavienych ¢tvercti.



2.5. FRAKTAL

Véta 2.3: Necht X je metricky prostor a £ C X. Déle, necht s > 0 je libovolné realné
¢islo a {U;} € X je d-pokryti mnoziny E. Zobrazeni H**(E) : 2% — (0, 00),

H*(F)= lim H;*(F) = lim inf dlam
6—0t+ §—0t {U;}

je vnéjsi metrickd mira na mnoziné X. Jeji zuzeni na o-algebru vSech H**-méftitelnych
mnozin je Hausdorffova s-rozmérnd mira H*(E).
Dukaz: Viz [8], [11].

Véta 2.4: Necht £ C M je H*—méFitelnd a necht M je metricky prostor. Potom existuje
pravé jedno realné cislo ¢ > 0 takové, ze:

a) 0< HYF)<
b) H"(F) = ooproVreR:r<t
c) H(E) = 0 proVseR:s>t.

Na této vlastnosti Hausdorffovy vnéjsi miry je zalozena definice Hausdorffovy dimenze.
Dukaz: Viz naptiklad [8], [11].

Definice 2.14: M7izkova vnéjsi mira a mrizkovd mira.
Hausdorffovu vnéjsi miru mizeme nadefinovat i nasledujicim zptisobem:

H*(E) = lim H*(E)

n—o0

1
xS = i E i N di < =
kde H*(E) inf { (dl&IH(En’Z)) |d1am(En7l) o nec N}

E’n,i7EgUi En,i .
=1

KdyZ nerovnost zménime na rovnost dostaneme mrizkovou vnéjsi miru

GH(E) = lim G*(E)

n—oo

kde G;*(E) = inf {Z(diam(Em-))S\diam(En,i) = %,n € N}

ETL,i7EgUZ' En,i .
=1
D4 se ukdzat (analogicky s vétou 2.3), Ze G*° je vné&jsi mira na systému 2% a jej
zuzeni G° na mnoZinu viech G**-méfitelnych mnozin je mira na 2%, tuto miru nazveme

s-rozmérnou mrizkovou mirou. Analogicky s Hausdorffovou mirou plati i véta 2.4.
Dale plati, Ze je-li mnozina £ G*-méfitelna?, pak G*(E) = H*(E).

2.5. Fraktal

Definice 2.15: Hausdorffovou dimenzi mnoziny £ C M, kde M je metricky prostor,
rozumime ¢islo
D = sup{d € RIH"(E) = oo}.

Tato dimenze, na rozdil od dimenze topologické, nemusi byt celo¢iselna.

2D4 se najit mnozina, kterd je H*-méfitelnd, ale neni G*-méfiteln4.
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Definice 2.16: MriZkovou dimenzi mnoziny £ C M, kde M je metricky prostor, rozu-
mime cislo
D¢ = sup{d € R|G**(F) = o0}.
Plati, Ze je-li mnozina E G°-méfitelnd, pak je jeji miizkova dimenze rovna Hausdorf-
fové dimenzi.

Definice 2.17: Fraktdlni dimenzi nazveme takovou dimenzi, ktera pripousti neceloci-
selné hodnoty.

Poznamka: Rizni autori nadefinovali riizné fraktalni dimenze, ale nakonec se ukazalo, ze
jsou shodné s Hausdorffovou dimenzi.

Véta 2.5: Necht £ C R" je H5-méfitelna. Potom 0 < s < n. Jinymi slovy: Haussdorf-
fova dimenze mnoziny E mtze byt nejvyse rovna dimenzi prostoru R".
Dukaz: Viz [8].

Definice 2.18: Fraktdlem nazveme takovou mnozinu, kterda je H°*—méfitelnd a jejiz
Haussdorffova dimenze je ostie vétsi nez dimenze topologicka.
Na nasledujicich ¢tytech obréazcich jsou priklady nékterych znamych fraktalnich mnozin.

Re[c]

-l

Obrazek 2.3: Mandelbrotova mnozina
Obréazek 2.2: Prvni ¢tyfi iterace Kochovy — znazornéna v komplexni roviné.
vlocky.



2.6. RICHARDSONUV VZOREC

AVA AVA AVA AVA A'A YV A'AvAVA AA AVA A'A AVA AVA AYA AVAvAVA

Obrazek 2.4: Znazornéni Juliovy
mnoziny. Obrazek 2.5: Pata iterace Sierpinského
trojihelnika.

2.6. Richardsonuv vzorec

Richardsontiv vzorec empiricky odvodil Lewis Fry Richardson kdyz se (v roce 1961)
zabyval problémem métfeni délky riznych pobrezi. Zjistil, ze méteni délky pobiezi neni
tak trivialni, jak se zdalo.

Richardson objevil, ze namérena délka nekonverguje k presné hodnoté. Se zkracuji-
cim se méfitkem rostla do nekonecna. Z namérenych hodnot empiricky urc¢il néasledujici
zavislost namérené délky a pouzitého méritka:

Lie)~ K &' P,

kde L je délka pobfezi namérena méridlem délky . K a D jsou nenulové konecné konstanty
(nezavislé na ¢). Tyto konstanty by mohly slouzit jako parametry, které odlisi rizna
pobfezi.

Véta 2.6: Jestlize naméfend délka L(e) kiivky roste se zmensujici se délkou ¢ méfidla
podle Richardsonova vzorce:
L(e)=K-e7P,

potom D je fraktalni (tedy Hausdorffova) dimenze této kiivky a K jeji Hausdorffova mira.
Dikaz: Viz [8], [11].
2.7. Metoda nejmensich ¢tvercu

Metoda nejmensich ¢tvercii (dale jen MNC) je numerickd metoda, ktera je zdkladem
vétsiny pouzivanych metod méfeni Hausdorffovy dimenze. MNC oznacuje postup pro
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priblizné feseni pfeurcenych nebo nepfesné zadanych soustav rovnic. Jde vlastné o mini-
malizaci kvadratt rezidui®*, jinak feceno

|r||? := Zr? — min,
i
kde r je vektor rezidui. ReSeni této tlohy musi spliiovat nutnou podminku pro extrém:

olr|* _ 0 2
—_— = , —model)” = 0.
o, o, z:(yZ model)” =0

(2

x; je hledany parametr modelu.
MNC budeme vyuzivat pro prokladani dat kfivkami, v nasem p¥ipadé to budou p¥imky
(tj. polynomy prvniho stupné) a mocninné funkce (tj. funkce tvaru a?).

Prokladani dat pifimkou
Reknéme, Ze jsme provedli m pozorovani. Mame tedy hodnoty

yl:y<tl)7 Z:17 2,"',771,

kde y je funkce, kterou chceme aproximovat, a t; jsou navzajem rtizné hodnoty proménné
t (napfiklad ¢as). Z obecné rovnice pfimky y = ax + b sestavime dvé bazové funkce
©1(t) = t, pa(t) = 1. Soustava rovnic pro nezndmé a a b je potom tvaru:

i_ilt-t i_ill-t (Z): i_ilt-yi (2.3)

Zl'yi
i=1

St-1 Y 1-1
=1

=1

Této soustaveé se obecné fika normalni soustava rovnic. Odtud dostaneme koeficienty a, b
hledané ptimky y = ax + b.

3Rezidua jsou rozdily mezi pozorovanimi a modelem.
40dtud pochézi vyraz ,nejmensi étverce*.



3. Metody meéreni dimenze fraktali

Nasledujici metody budou popsany na obrazovych datech reprezentujicich fraktalni
kiivku. Digitalni obrazy se skladaji z konecného poctu pixelt. Fraktalni kiivka tedy musi
byt reprezentovana kone¢nym poctem bodi a jeji dimenzi musime odhadnout v konec¢ném
poctu kroki.

3.1. Metoda Yardstick

Tato metoda pro odhad fraktalni dimenze je zalozena na Richardsonové formuli, kterou
upravime nasledovné:

L) = Ke'™P
InL(e) = In(KeP)
InL(e) = InK+(1—D)lne.

D je odhad Hausdorffovy dimenze, K je odhad Hausdorffovy miry krivky k. Zlogarit-
movani rovnice zptiisobi, ze daty nemusime prokladat mocninnou funkci v klasickych sou-
fadnicich (to se déla obtizné), ale miizeme jimi prolozit pfimku v soutadnicich logaritmic-
kych. Kdyz tedy mame zmétenou délku L(g;) riznymi méfidly délky e;, obdrzime dvojice
bodt [Ing;, In L(g;)]. Tyto body by v logaritmickych soufadnicich mély lezet na piimce.
Pro nalezeni koeficientt hledané pifmky pouzijeme MNC, kde do rovnice (2.3) dosadime
za t vyraz Ing; a za y; dosadime In L(g;):

Z(lnei)z le’léi a Zlﬂz’:‘i . 1I1L<€Z)
i=1 1=1 — | =1 m
Yo lng; m <b> > InL(e)
i=1 =1

Smeérnice a piimky je pfiblizné rovna 1 — D. Dimenze je tedy pfiblizné rovna
D~1-a,

konstanta b je odhadem Hausdorffovy miry a m je pocet namérenych hodnot.

Obrazek 3.1: Znézornéni méreni metodou Yardstick.

10



3. METODY MERENI DIMENZE FRAKTALU
3.2. Metoda ,,Box counting*

Lze odvodit pfimo z definice Hausdorffovy ¢i mfizkové miry. Budeme vychazet z miizkové
miry (definice 2.14), protoze je vhodnéjsi k analyze obrazovych dat.
Zvolme maximalni metriku

o, y) = max |z; — ;.

Vytvotime pokryti (fraktalni kiivky) ¢tverci, jejichz pramér je vzhledem k zavedené

metrice ;. Necht P(k) je podet tverch, které maji neprazdny primik s fraktaln

kiivkou. Potom plati:

GP(E) = lim P(k) (%)D

k—o0

V konecném zobrazeni vSak nemiizeme provést k£ — oo, budeme se tedy muset spokojit
s nasledujici aproximaci:

GP(E) ~ P(k) <%>D (3.1)

InGP(E) ~ In (P(k;) (%)D>

ImGP(E) ~ ImP(k)+In (1)])

Z toho vyjadiime D.

k
—InP(k) ~ D-ln% —~InGP(E)

In P(k) —DInk™ ' +InGP(E)
InP(k) ~ Dlnk+InGP(E) (3.2)

Q

Tento tvar uz pfipominé obecnou rovnici pfimky y = azx + b.
Déle pouzijeme MNC:

n

S(nk)? Yk élnP(l@-)-lnki
= (b): =

=1
S In P(k;)
=1

L (3.3)
> Ink; n
i=1

Resenim je odhad dimenze a = D a miry b = In GP(E).

3.3. Higuchiho metoda
Za tcelem ziskani fraktalni dimenze D, Higuchi [3], [4] uvazuje koneény pocet pozorovani:
X(1), X(2), X(3), ..., X(N).

Z téchto fad musi byt sestrojena nova rada X;", ktera je definovana nasledovné:

XM X(m), X(m+ k), X(m+2k), .., X (m+ [N;m] k)

11



3.3. HIGUCHIHO METODA

Obrazek 3.2: Méfeni metodou Box counting.

kdem = 1,2, ..., k. k a m jsou pfirozena ¢isla a [-| znaci dolni celou ¢ast, m je po¢atecni as
a k je délku intervalu. Pro interval roven k£ dostaneme k& novych ¢asovych rad. Napiiklad
pro k=4 a N = 100 ziskdme c¢tyfi nové fady:

Xp o+ X(1), X(5), X(9), ..., X(97)
X2 ¢ X(2), X(6), X(10), ..., X(98) (3.4)
X3 1 X(3), X(7), X(11), ..., X(99) ‘
X4 X(4), X(8), X(12), ..., X(100)

Higuchi definuje primérnou délku kiivky prislusné casové fady X" nasledujicim zpiso-
bem:
[5]

Lon(k) = & E:MWmHM—XW+@—D@)<é§;J, (3.5)

i=1 k ]k

kde vyraz
N -1

je normalizujici faktor. Timto zpiisobem se spoc¢tou primeérné délky pro vSechna k.
Higuchi potom spo¢te primérnou hodnotu (L(k)) délek piislusnych ¢asovych fad zis-
kanych rovnici (3.5). Koneénd, kdyz (L(k)) — k=P, potom jsou ¢asové fady X fraktalem
s dimenzi D.

Po tuto vétu je podkapitola 3.3. Higuchiho metoda citaci z [1], [3] a [4]. Nyni bych rad
poukéazal na nekorektnost této metody. Staci si vzit trivialni ¢asovou fadu, a to konstantni.
Pro N = 100 mame tedy:

X(1) = X(2) = X(3) = ... = X(100),

déle sestrojime nové fady podle vzorce (3.4). Higuchi zavadi délku k¥ivky jako soucet
rozdild funkénich hodnot (viz vztah (3.5)), ktery nam v pfipadé konstantni funkce da
nulu

Lo (k) = 0.

Z vlastnosti a) definice 2.1 (axiom totoznosti) ndm potom plyne, Ze napiiklad bod X (1)
je totozny s X (97), coz je spor.
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3. METODY MERENI DIMENZE FRAKTALU
3.4. Mocninna metoda

Jedna se v podstaté o ,vylepsenou“ metodu ,,Box counting®. Misto pfimky v logarit-
mickych soufadnicich vypoctenymi body proklsddme mocninnou funkci (pomoci MNC).

500 —

400 —

300 —

20 30 40 50 60 70 80 90

Obrazek 3.3: Rezidua pied zlogaritmovanim soutfadnic.

2? //
e

I

o 2 P P P
Obrazek 3.4: Rezidua znazornéna v logaritmickych soutadnicich.

Prostfedni ¢aru na obrazku 3.3 mizeme povazovat za aproximaci (metodou nejmensich
¢tverctl) hodnot rovnomérné rozmisténych mezi horni a dolni ¢arou. Obrézek 3.4 odpo-
vida obrazku 3.3 v logaritmickych souradnicich. Pivodné o konstantu posunuté mocninné
funkce se potom rychle sbihaji, to prifadi reziduim tplné jiné véhy.

Problém metody Box counting spoc¢iva v linearizaci, tj. v pfechodu od vztahu (3.1)
k (3.2). Tento problém muze byt vyfesen hledanim mocninné funkce namisto linearni.
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3.4. MOCNINNA METODA

Upravenim vztahu (3.1) ziskame funkeci

Z D2
n
kde D je miizkova dimenze, G je miizkova mira, P je pocet ¢tverci, které maji neprazdny
prinik s méfenou kiivkou, n je prevracend hodnota délky strany ¢tverce. Tuto funkci
minimalizujeme pomoci MNC, to znamen4 vyiesit nelinedrni soustavu rovnic

% — _; [Q(P—GnD)nDGlnn] =0
% :—Z [Q(P—GnD)nD] =0

n

pro neznamé D a (. Soustavu lze prepsat do tvaru:
Z(PnD Inn) -G Z(nw Inn) = 0
Z(PnD) -G an = 0.

Eliminaci G ziskame jedinou rovnici
> (PnPInn) Y 0P =Y (PnP)> (n*PInn) = 0. (3.6)

Tuto rovnici vyfesime numericky.
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4. PRAKTICKA CAST

4. Prakticka cdast

V této kapitole budou prakticky popsany algoritmy pro metodu ,,Box counting*
a Mocninnou metodu.

4.1. Metoda ,,Box counting*

Nemiizeme pocitat s necelo¢iselnymi souradnicemi pixelli, proto vezmeme rastrovy obra-
zek o rozmérech 2" x 2" (v nasem piipadé to bude 1024x1024) a uvazujeme jeho rozdéleni
na Gtyfi ¢tverce 27! x 2"~ (v nagem piipadé 512x512). Spocitdme Gtverce, které maji
neprazdny prinik s kiivkou na obrazku. Potom kazdy z téchto ¢tyt ¢tvercti pomyslné roz-
délime na ¢tyfi mensi o poloviéni délce strany a opét spocteme neprazdné pruniky. Timto
zpusobem pokracujeme, az se dostaneme na ¢tverce o velikosti jeden pixel.

Vysledkem uvedeného postupu jsou body [k;, P(k;)], kde k; je pocet ¢tverct v jednom
radku ,,¢tvercového pokryti“ a P(k;) je poCet ¢tverct, které se pro dané k kryji s kiivkou.

Soufadnice téchto bodi zlogaritmujeme, abychom jimi mohli (v logaritmickych soutad-
nicich) prolozit piimku. Ziskdme tedy body [In k;, In P(k;)]. Pro pfehlednost si je ozna¢ime
[x;, y;]. Nyni vyuzijeme vztahu (3.3), ze kterého vyjadiime neznamé a a b:

>

:% (Z?/i—a'zxz) 5
i=1 i=1

kde n je pocet méfeni (v nasem piipadé 10).

Vysledna smérnice a je odhadem dimenze méfené kiivky a ¢islo exp(b) je odhadem
miry krivky.

Rychlost programu vyrazné zlepsime, kdyz cernobily obrazek zapiSeme pomoci
dvourozmérného pole typu boolean tf¥eba nasledujicim zptisobem:

N
'M:

s
Il
—

||M:
/—\
||M:

bit00

(Bitmap) Image.FromFile(filename) ;//nalteme &tvercovy obrazek
sirka bit00.Width;

Obraz = new bool[sirka, sirkal;

for (int i = 0; i < sirka; i++)

{

for (int j = 0; j < vyska; j++)

{
if (bit00.GetPixel(i, j).R == 0)
{

Obraz[i, j] = true;//true znamenad cerny pixel, resp. red==0

15



4.1. METODA ,BOX COUNTING

Nésleduje hlavni ¢ast kédu z prostiedi C# . Proménna n v kédu odpovida cislu k
z predchoziho odstavce.

for (int index = 1; index <= 10; index++)
{
StranaVPix = StranaVPix / 2;
n=2%n;
p_n = 0;
for (int s

{

0; s <=n - 1; s++)

for (int r = 0; r <= n - 1; r++)
{
CtverecKryje = false;
for (int j = StranaVPix * s; j <= StranaVPix * (s + 1) - 1; j++)
{
for (int i = StranaVPix * r; i <= StranaVPix * (r + 1) - 1; i++)
{
if (Obraz([i, jJ)
{
CtverecKryje = true;
break;
b
}
if (CtverecKryje) break;

}
if (CtverecKryje) p_n += 1;

}
P[index - 1, 0]
P[index - 1, 1]

Math.Log(n) ;
Math.Log(p_n);

}

double aa = 0; double bb = 0; double cc
double dd = 0; double ee = 0; double ff
for (int i = 0; i <= 9; i++)

{

0;
0;

aa
dd

aa + P[i, 0]; bb =bb + 1; cc = cc + P[1i, 1];
dd + P[i, 0] * P[i, O]; ee = aa; ff = £ff + P[i, 0] * P[i, 1];

}
double Dimenze = (cc * ee - ff * bb) / (aa * ee — dd * bb);
double Mira = (cc - aa * Dimenze) / bb;
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4. PRAKTICKA CAST
4.2. Mocninna metoda

Pro ziskdni bodti, kterymi budeme prokladat mocninnou funkci, pouzijeme trochu jiny
postup nez u metody ,,Box counting®. Zacneme pokrytim nejmensimi ¢tverci o strané
napiiklad 4 pixely a s kazdym krokem tento rozmér zvétsime. Po predem daném poctu
krokt tento cyklus ukonc¢ime

Déle potiebujeme vyfesit rovnici (3.6). Na feSeni nelinearnich rovnic mame na vybér
z nékolika numerickych metod. Nam bude stacit metoda bisekce (pileni intervalit).

StranaVPix = O;
for (int index = 1; index <= pocMer; index++)

{
StranaVPix += 4;
n = sirka / StranaVPix;
p-n = 0;
for (int s = 0; s <=n - 1; s++)
{
for (dnt r = 0; r <=n - 1; r++)
{
jj = StranaVPix * s - 1;
do
{
if (jj >= vyska - 1) break;
=1
ii = StranaVPix *x r - 1;
do
{
if (ii >= sirka - 1) break;
ii += 1;
+
while ((ii < StramaVPix * (r + 1) - 1) && (!(Obrazlii, jjl)));
}
while ((jj < StranaVPix * (s + 1) - 1) && (!(Obraz[ii, jjl)));
if (Obraz[ii, jjl) p_n += 1;
+
}
MMbody [index - 1, 0] = StranaVPix;
MMbody[index - 1, 1] = p_n;
}

for (int i = 0; i < pocMer; i++)//MM - nacteni do xMM a yMM
{
xMM[i]
yMM[i]

MMbody [i, 0];
MMbody [i, 11;
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4.2. MOCNINNA METODA

a=0.9; b=2.1; double ha; double hb; double hc; double hx;
while (Math.Abs(a - b) > 1e-10)//metoda bisekce

{
c=C(a+b) /2
ha = Hodnota(-a);
hc = Hodnota(-c);
hb = Hodnota(-b);
if (ha * hc < 0) b = ¢;
else a = c;
}

textBox5.Text = c.ToString();//vypise dimenzi
hc = Mira00(-c);

pointsl = new List<Point>();

points2 = new List<Point>();

for (int i = 0; i < pocMer; i++)
MMbody[i, 1] = yMM[pocMer - 1 - i];

int j = 0; var t = -c;
f = xMM[pocMer - 1];
var x = xMM[0];

hx = 0.1;
while (x <= f)
{

ha = Math.Exp(t * Math.Log(x));
pom = hc * Math.Exp(t * Math.Log(x));
pointsl.Add(new Point(Convert.ToInt32(x), Convert.ToInt32(pom)));
=1
x += hx;

}

int Pocet = j - 1;

for (int i = 0; i <= Pocet; i++)//ptiprava bodli pro vykresleni
points2.Add(new Point(points1[i].X, pointsl[Pocet - i].Y));

textBox6.Text = Mira0O(c).ToString();
double s1; double s2; double s3; double s4;
private double Hodnota(double D)
{
sl = 0;
for (int i = 0; i < pocMer; i++)
sl = s1 + yMM[i] * Math.Exp(D * Math.Log(xMM[i])) * Math.Log(xMM[i]);
s2 = 0;
for (int i
s2 = s2
s3 = 0;
for (int 1
s3 = s3

+

0; i < pocMer; i++)
yMM[i] * Math.Exp(D * Math.Log(xMM[i]));

+

0; i < pocMer; i++)
Math.Exp(2 * D * Math.Log(xMM[i]));

+
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4. PRAKTICKA CAST

s4 = 0;
for (int i = 0; i < pocMer; i++)

s4 = s4 + Math.Exp(2 * D * Math.Log(xMM[i])) * Math.Log(xMM[i]);
return (s1 - s2 / 83 * s4);

}
private double MiraOO(double D)
{
sl = 0;
for (int i = 0; i < pocMer; i++)
sl = s1 + yMM[i] * Math.Exp(D * Math.Log(xMM[i]));
s2 = 0;
for (int i = 0; i < pocMer; i++)
s2 = s2 + Math.Exp(2 * D * Math.Log(xMM[i]));
return (sl / s2);
}

4.3. Srovnani

Tabulka 1: Srovnani metody ,,Box counting“ s mocninnou metodou.

Mnozina teoreticka box chyba (%) | mocninnd chyba (%)
dimenze counting metoda
¢tverec (bez vnitiku) 1,0000 1,0005 0,05 1,0000 0,00
kruznice 1,0000 1,0339 3,39 1,0000 0,00
Kochova kiivka % ~ 1,2619 | 1,2433 1,47 1,2411 1,65
Sierpinského trojuhelnik E—g ~ 1,5850 | 1,5002 5,35 1,5557 1,85
Barnsleyho kapradi 1,7349 1,7213 0,78 1,7677 1,89
Sierpinského koberec E—g ~ 1,8928 | 1,7260 8,81 1,8269 3,48
kruh 2,0000 1,9490 2,55 1,9823 0,89

Meéteni probéhlo na obrazcich o rozmérech 1024 <1024, coz je relativné malo. Zjistili
jsme tedy, jak jsou vysSe zminéné metody presné pii takto malych rozmérech. Metoda Box
counting zaznamenala v nékterych piipadech docela velké chyby (kruznice, Sierpitiského
trojuhelnik a koberec), v téchto ptipadech si mocninna metoda vedla mnohem lépe. Obcas
vSak nastaly pripady, kdy byla pfesnéjsi metoda Box counting. Pfesnost vysledki hodné
zavisi i na tom, jak pfesné se podari dany utvar aproximovat v konecném zobrazeni.
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5. Zavér

Byly navrzeny a otestovany metody méfeni Hausdorffovy dimenze. Tyto metody byly
navrzeny predevsim pro zjisténi dimenze mnozin zobrazenych v konec¢ném rozliSeni vy-
stupnich zarizeni pocitace.

Metodou Yardstick neni mozné méfit nékteré fraktaly (napfiklad Sierpiniského troju-
helnik). Mocninnd metoda je pomalejsi, ale na velkych obrazcich vyrazné presnéjsi nez
»Box counting“ (viz [9]). Ne vzdy se to potvrdilo u mensich obrazk, ale vzhledem k tomu,
jak moc jsme se pii téchto rozmérech mohli fraktaltim ptiblizit, myslim, Ze jde o pomérné
dobré vysledky.

Pro méfeni dimenze fraktalu (resp. jejich aproximaci v koneéném rozliSeni) doporucuji
mocninnou metodu a velké obrazky.
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6. Seznam pouzitych zkratek a
symbolu

0 prazdnd mnozina
poten¢ni mnozina, tj. mnozina vSech podmnozin mnoziny X
mnozina prirozenych cisel

mnozina realnych cisel
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7. SEZNAM PRILOH

7. Seznam priloh

CD priloha obsahuje program, pomoci kterého byly uréeny hodnoty v Praktické ¢asti.
Dokaze zpracovat pouze obrazky o rozmérech 1024 x 1024 pixeli. CD ptiloha dale obsahuje

obrazova data pouzitda pro méreni v Praktické casti.
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