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ABSTRAKT

Diplomova prace popisuje metodu bootstrap a jeji pouziti pro tvorbu konfidenénich inter-
valil, pfi testovani statistickych hypotéz a v regresni analyze. Predstavujeme konfidencni
interval pro individualni hodnotu. Dale se zaobirame metodou odhadu diskrétniho rozdé-
leni pravdépodobnosti kategorialni veliciny pomoci gradientniho a prfimkového odhadu.

KLICOVA SLOVA

bootstrap, odhad parametru, konfidenéni interval, test statistické hypotézy, regresni ana-
lyza, individualni hodnota, f-divergence, kvazinorma, diskrétni rozdéleni pravdépodob-
nosti, gradientni odhad, pfimkovy odhad

ABSTRACT

The diploma thesis describes the bootstrap method and its applications in the confidence
intervals generation, in the testing of statistical hypotheses and in the regression analysis.
We present the confidence interval for individual value. Further the method of discrete
probability estimation of the categorical quantity is presented, making use the gradient
and the line estimate.

KEYWORDS

bootstrap, parameter estimate, confidence interval, statistical hypothesis testing, indivi-
dual value, f-divergence, quasi-norm, discrete probability distribution, gradient estimate,
line estimate
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1 UVOD

Vyraz bootstrap v doslovném piekladu znamena poutko u bot. Nazev pochézi z le-
gendy o baronovi Miinchhausenovi od autora Ericha Raspeho, ktera vypravi, ze se
jednou baron pomalu topil v blaté a zachréanil se zatazenim za Shiarky u svych bot,
coz by zadny z tonoucich ke své zachrané neudélal.

Zakladni principy metody bootstrap poprvé popsal Brad Efron roku 1979 v ¢lanku
Bootstrap Methods: Another look at the jackknife. Clanek vzbudil velky ohlas a me-
toda dokéazala, ze svou presnosti pred¢i i klasickou aproximaci rozdélenim. Metoda
bootstrap prinesla moznost odhadnout pfesnost libovolného odhadu libovolného pa-
rametru. Princip metody spoc¢iva v jednoduché myslence mnohonasobného opako-
vani jednoduchého algoritmu. Metoda bootstrap je pouzitelna pro vybéry s malym
rozsahem, protoze neni zavisla na centralni limitni vété.

Diplomova prace je rozdélena do Sesti celkii. V této diplomové praci popisujeme,
jak metoda bootstrap pracuje. Ukazeme si, jak muZzeme s prispénim metody boot-
strap zkonstruovat konfiden¢ni intervaly, uvadime vice pfistupu a obohatime to i
praktickou aplikaci hledani konfiden¢nich intervali. Predvedeme si, jak lze testovat
pomoci metody bootstrap statistické hypotézy. Podivame se i na regresni analyzu a
spojeni s metodou bootstrap, kde se seznamime i s praktickou aplikaci metody bo-
otstrap a regresni analyzy, v této praktické ¢asti jsme vice experimentovali a snazili
se 1 najit rozdéleni pravdépodobnosti, které fituje danou veli¢inu. PopiSeme si, jak
budeme pristupovat ke konstrukci konfidenéniho intervalu pro individualni hodnotu
a v posledni kapitole diplomové préce jsme se zabyvali kategorialni veli¢inou ve spo-
jeni s metodou bootstrap. Otestovali jsme pesimisticky pfimkovy odhad ve spojeni
s metodou bootstrap na realnych datech.

Praktické aplikace jsme provadéli v MS Excel a ve statistickém softwaru Stat-

graphic Centurion.



2 BOOTSTRAP

Vysledky v této kapitole jsou podlozeny [8], [9], [10].

Zakladem metody bootstrap je opakovana realizace vybéru z nameétrenych dat
nebo odhadnutého modelu.

Necht Xi, Xs,..., X, jsou nezavislé stejné rozdélené (iid) ndhodné veliciny a
necht F' je distribu¢ni funkce, které je blize nespecifikovana. Necht 6 = 0(F) je
nezavisly parametr rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X, ktery ma byt
odhadnut na zékladé realizace ndhodného vybéru. Parametr § mutze byt stfedni
hodnota, variance nebo jiné charakteristiky rozdéleni pravdépodobnosti F. Pak re-
alizujeme ndahodny viybér

X =(X1,Xo,..., Xp)

z nahodné veli¢iny X o rozsahu n, necht
X = (r1,%2,...,Ty)

je realizace (soubor pozorovanych hodnot) ndhodného vybéru X. Na zakladé reali-

zace nahodného vybéru X vypocitame odhad parametru 6. Odhad 6 oznacme 5,

~

0= O(x1,To, ..., Tp).

Necht
T=T(X1,Xo...,Xp)

je statistika pro odhad parametru 6 a
R = R(Xl,XQ, e ,Xn)

je jeji vhodné standardizované verze.
Necht
H(z) = P[R(Xy, Xs,..., X, F) < x]

vyjadiuje distribu¢ni funkci statistiky R.
Vypocet rozdéleni H muze byt komplikované a to i v pripadé zndmé distribucni
funkce F'. Pokud zname distribuc¢ni funkci F', tak lze pouzit metodu Monte Carlo:
e generovat dlouhou sérii nezavislych nahodnych vybért z rozdéleni s danou
distribu¢ni funkei,
e spocitat pro kazdé opakovani hodnotu prislusné charakteristiky,
e skutecné rozdéleni charakteristiky aproximovat empirickym rozdélenim ziska-

nym z fady umeéle ziskanych hodnot.

10
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Pokud distribu¢ni funkci F' nezname, coz je ¢astéjsi situace, tak H aproximujeme
asymptotickym rozdélenim (odvozené na zakladé limitnich vét teorie pravdépodob-
nosti). Presnost aproximace pii nezname distribu¢ni funkei F' je ovlivnéna a omezena
poctem pozorovani.

Metoda bootstrap kombinuje substitucni princip a metodu Monte Carlo.

Substituc¢ni princip

Necht F(z) je né&jaky odhad distribu¢ni funkce, nejéastéji empiricka distribu¢ni

funkce zalozené na ndhodném vybéru X;, Xs, ..., X, tj.

F(o) = = (X < a),

kde I[A] oznacuje indikator mnoziny A. Pfi danych hodnotach Xy, Xs, ..., X, je F
znama funkce.

Necht X* = (X1, X3, ..., X}) je nezavisly nahodny vybér z F, tj. pii danych po-
zorovanich z; jsou X/ iid nahodné veli¢iny a kazda nabyva hodnot x; s pravdépo-
dobnostf p = L.

Bootstrapovy vijbér je soubor

X* = (X1 X35, ..., XD).

n

Dale se ptivodni vybér X nahradi bootstrapovym vybérem X*, neznamou distribu¢ni

funkci ' nahradime znamou distribu¢ni funkci F'. Pak dostaneme parametr
0" = 0(F)

a statistiky
T =T(X1", X5,..., X))

n

a standardizované verze statistik

R* = R(X\*, X,..., X! F).

Pak mizeme definovat teoretické charakteristiky

EX*T* = /T(l‘17$27...,$n) d(F(z1), F(12),..., F(z,)),

var*T* = / T2y, 39, ) — BT A(F (1), F(za), .. F())

11



a teoretickou distribucni funkci

H*(z) = P*(R(X\", X3,..., X5 F) < 2) =
= P(R(X\", X3, X5 F) < 2|X1, Xa, ..., X,,).

Tyto teoretické charakteristiky a distribu¢ni funkce jsou ziskané metodou boot-
strap a v praxi se vyuziji, pokud jsou explicitnimi funkcemi pozorovani Xy, X, ..., X,,.
Pokud bychom chtéli presné urcit bootstrapové rozdéleni, tak by se provedlo vSech
n™ vybéra s vracenim z populace pozorovanych hodnot x, zs, ..., x,. Toto je mozné
provést jen pro malé n.

Proto se na bootstrapovy vybér X* a znamou distribuc¢ni funkci F' nejcastéji aplikuje

metoda Monte Carlo.

Metoda Monte Carlo

Jedna se o metodu, kdy se generuje mnohokrat (B-kréat) nezavisly ndhodny vybér o
rozsahu n z rozdéleni F'. Pravdépodobnost, Ze vybereme prvek metodou Monte Carlo
je % V literature studujici statistiku se tento termin oznacuje jako vybér z ptavodni
mnoziny s opakovanim. Prvek z; z ptivodni mnoziny se miize ve vybéru generovaném
metodou Monte Carlo objevit jedenkréat, dvakrat, ale i n-krat. Pravdépodobnost
rozdéleni, Ze prvek z; se vyskytne n-krat ve vybéru, je blizké Poissonovu rozdélent
se stfedni hodnotou rovnou jedné. Predpokladejme, Ze z; se v generovaném vybéru
metodou Monte Carlo vyskytne n;-krat. Pak kazda bootstrapova mnozina obsahuje

presné n prvki,
n
E n; = mn.
i=1

Podivejme se na piipad, kdy budeme uvazovat jednu proménnou z;. Pravdépo-
dobnost vyskytu z; v jednom bootstrapovém vybéru je %, tuto pravdépodobnost

oznacime p. Pak pravdépodobnost, ze z; se vyskytne n;-krat, je

P(n;) = n!

n;l(n — nA)'p”f’(l —p)""

Pokud mame vygenerované ndhodné vybéry, tak pro kazdou realizaci ndhodného
vybéru spoc¢itame hodnoty 7" a R* a z nich se pak stanovi aritmeticky pramér. Tak
se ziskaji bootstrapové odhady ptivodniho rozdéleni a puvodnich charakteristik. Tedy
bootstrapovy odhad rozptylu T ziskame tak, ze se B-krat opakuje nezavisly nahodny

vybér z F' a vzdy se spocCte hodnota statistiky 7™.Postupné se ziskaji hodnoty
7,1y, ..., Tg,

ze kterych se spocte

12



B

1 1 &)
var T = EZ <TJ—§ZT;) :
b=1 k=1
Obdobné odhadneme distribu¢ni funkei statistiky R,

~

1 B
H (@) = 5 Y T{R (X3, X550 X0 F) <,
b=1

kde {Xf’b, Xopro - ,X;?b} ,b=1,2,..., B jsou nezavislé vybéry z F'.

13



3 KONFIDENCNI INTERVALY

Teoretické vysledky jsou podlozeny [8], [9], [10], [12].

Mezi zékladni tlohy matematické statistiky patii tloha stanoveni hodnot para-
metri rozdéleni, ze kterého méame k dispozici nahodny vybér. Nejcastéji se zabyvame
dvéma druhy odhadi:

e bodovy odhad, ktery je odhadem parametru pomoci statistiky (funkce néahod-
ného vybéru), jejiz hodnotu pro datovy soubor povazujeme za hledanou hod-
notu neznamého parametru rozdéleni (nebo jeho funkee),

e intervalovy odhad (konfidencni interval) je interval, ve kterém se hodnota ne-
znamého parametru vyskytuje s pozadovanou pravdépodobnosti.

Podivejme se na hledani intervalového odhadu. Uvazujme, Ze 0 je nezndmy para-

metr zkoumaného rozdéleni a 7(#) je funkce parametru 6, kterou odhadujeme, pak
hledédme statistiky Tp a Ty takové, ze pro koeficient (1 — «) plati

a navic vyzadujeme

P(r(0) < Tp) = P((6) > Ty) = %
Pak intervalovym odhadem funkce 7(#) je interval (T, Ty). V tomto piipadé mlu-
vime o oboustranném odhadu.

Nékdy ovsem potiebujeme jen jednostranné odhady. Pak dostaneme

7(0) € (Tp,00), kde P(1(0) > Tp)=1—«a a P(1(0) <Tp) =

I

7(0) € (—00,Tx), kde P(7(0) <Ty)=1—aa P(7(0) >Ty) =

o 20

a obvykle volime
a=0,1; 0,05; 0,01.

Spolehlivost odhadu je pak
1—a=0,9; 0,95; 0,99.

Tedy v
90% ;95% ;99%

je nas odhad pro parametr spravny.

14



3.1 Intervalové odhady parametrii normalniho roz-

déleni

Odhad parametru yu rozdéleni N(u,o?) pfi znAmém rozptylu o2

Pouzijeme statistiku X (vybérovy priimér) jako jeho odhad. Vime, Ze nahodna ve-
licina —
X —p

v-2"lm

mé normované normalni rozdéleni N (0, 1). Pak

X —
M\/ﬁg U1,%.

P(Ul<u_a)=1—-a& —u_a < .

Symbolem u;_g, 0 < uj_g < 1 oznacujeme (1—7%)-kvantil normovaného normalniho
rozdéleni N(0,1). Odtud pak dostaneme, Ze

|

— o
Tp=X ———u s <p<

g
\/ﬁ S + %ul_

Jednostranné odhady jsou pak levostranny interval

=1T4y.

N]l)

— o
< X4+ —uj_o =T,
M= NG l-a H
a pravostranny interval

p>X =1Tp.

o
%ul—a

Odhad parametru o? p¥i znamé stiedni hodnoté 1

V tomto ptipadé vyuzijeme skutec¢nosti, ze nadhodna veli¢ina

ma normované normalni rozdéleni N (0, 1). Pak nahodna veli¢ina

n 2
()
i=1

m4 rozdéleni x2(n). Pak

15



a statistika V' = 7;—522 m4 rozdéleni x?(n). Pro oboustranny odhad dostaneme

P(oy <V <wp) =1—a=uv=xi(n)av,=xi_a(n).

Symbolem ng (n) oznac¢ujeme $-kvantil rozdélent x*(n) a X%_%(n) oznacuje (1 —

kvantil rozdéleni x?(n). Odtud odvodime odhad pro o>

2

pravostranny interval

[0

2

)_

Odhad sti¥edni hodnoty ;1 za podminky, Ze rozptyl o2 uvaZova-

ného rozdéleni neni znam

Pro urceni intervalu spolehlivosti pouzijeme statistiku

X

NG

T:
S

o které vime, ze ma Studentovo t-rozdéleni t(n — 1) o (n — 1) stupnich volnosti.

X;,u\/ﬁ

S
o

T =




mé Studentovo rozdéleni t(n — 1).

Interval spolehlivosti ur¢ime z podminky
P(T|<tie(n—1))=1-a.
Odtud

=
=

—tli—g < ; Vn <ty
S

X — %tlfg < H < X‘i‘_tlf%

je oboustranny interval spolehlivosti pro parametru p.

S @
R

Obdobné dostaneme jednostranné intervaly, levostranny interval

- S

> X ——t_
/’[’ il \/ﬁ 11—«
a pravostranny interval

- S
% S X + _tl—om
n

N

kde symbolem t;_,, oznac¢ujeme (1 — «)-kvantil uvazovaného rozdéleni.

Odhad parametru ¢? pi¥i neznamé stiedni hodnoté s

Pro urceni intervalu spolehlivosti pouzijeme statistiku

n 2
v=tole oy (BN

=1

kterd ma rozdéleni x%(n — 1) a dale vychazime ze skutecnosti, ze pro statistiku S?
je E(S?) = 0% a miiZe tedy slouzit jako vhodny odhad parametru o?. Oboustranny

interval spolehlivosti dostaneme z podminky

P(vl§Y§vg)zl—a:>vlzx2(n—1)avgzxf_%(n—l).

%
Odtud plyne pro oboustranny interval spolehlivosti
< (n—1)52

1=
o2

-1 —1
c<mo"lecc Vg

U2 U1
Jednoduchou tupravou ziskdme jednostranné intervaly spolehlivosti, levostranny in-

terval

(n—1)

U2

5?2 < g2

a pravostranny interval
U1
kde vy je (x2(n—1))-kvantil a vy je (x?_,(n—1))-kvantil rozdéleni xy*(n—1) on—1

stupnich volnosti.
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3.2 Konfidené¢ni intervaly a metoda bootstrap

Urcovani konfidenc¢nich intervali metodou bootstrap je zaloZzeno na myslence, Ze
pokud ze zékladniho souboru, ktery obsahuje hodnotu 6y zjistovaného parametru
0, ziskdme (méfenim, pokusy, ...) ndhodny vybér zy,...,z,, pro ktery bude mit
vypocteny parametr hodnotu 6, tak tento parametr 6 je od parametru 6, vzdalen
o hodnotu A8 = 6 — 6. Naopak pokud by soubor z1,...,x, predstavoval zakladni
soubor daného parametru 6 o stfedni hodnoté pg-, tak néktery z ndhodnych vy-
béri, vytvoreny z tohoto souboru bude mit parametr 8* vzdalen od g+ také o Af.
Rozdéleni bootstrap parametru 6* bude s jistou pravdépodobnosti obsahovat také
hodnotu skuteéného parametru 6.

Dal si ukdzeme, jak se konfiden¢ni intervaly konstruuji.

Predpokladejme, Ze jsme ziskali n nezéavislych hodnot x4, ..., x,, ze kterych spo-
¢itdme neznamy parametr 6, 6 = O(F), kde F je neznamé rozdéleni pravdépo-
dobnosti. Parametr § miuze byt vybérovy prumér, smérodatna odchylka, hodnota
néjakého kvantilu, .... Necht 0 = Q(ﬁ) je odhad parametru 6, dale necht se je
odhad smérodatné chyby 0. S rostoucim n se rozdéleni odhadu @ stale vice pribli-
Zuje normalnimu rozdéleni se stiedni hodnotou blizkou 0 a s rozptylem blizkym Se*.

Piseme

~

~ 0—0
O~N(#, 5¢*) neboli =—~N(0,1).

Bootstrapovy vybér ziskime z mnoziny zi, ..., z, vygenerovanim (vybérem s opa-
kovanim) opét n prvki, x* = (z7,...,z%), ktery nazveme bootstrapovym vybérem.
Pocet vSech raznych bootstrapovych vybéri rozsahu n je (2"7:1). Pro kazdy bootstra-
povy vybér vypocitame piislusny parametr 6*. Pokud cely tento proces zopakujeme
B-krat, dostaneme 07, ..., 0%, které predstavuji bootstrap populaci parametru 6*.
Obvyklym zptisobem se pak da spocitat aritmeticky prumeér a smérodatna odchylka

a pro velké B pak muzeme sestrojit histogram, ktery odpovidé rozdéleni parametru
0*.

Pivotové odhady

Necht U je ndhodné spojita veli¢ina se stfedni hodnotou E(U) = 0, rozptylem
D(U) =1 a hustotou pravdépodobnosti f(u). Necht X je ndhodna spojita veli¢ina
dana vztahem

X =pu+oU, kde 0 >0,

s hustotou pravdépodobnosti




Pak X je nahodna spojita veli¢ina se stfedni hodnotou E(X) = p, rozptylem
D(X) = 0? a smérodatnou odchylkou o(X) = o.

O par radku niz si ukazeme, jak metodou bootstrap muzeme ziskat odhad kon-
fiden¢niho intervalu pro odhady stfedni hodnoty pu, rozptylu o2 a smérodatné od-

chylky 0. Budeme odhadovat z vybérovym primérem X a o vybérovou smérodatnou

odchylkou S.

Intervalovy odhad stiedni hodnoty

Pokud U mé normované normalni rozdéleni pravdépodobnosti N (0, 1), pak statistika
_ X
-~ S/Vn

mé Studentovo rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti a plati

t

kde t;_a je (1—5)-kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti. Konfidenéni

interval se spolehlivosti 1 — « je

— S — S
X—ti_a—; X +1t_a )
“6( v “Wﬁ)

Pokud U neméa normované normalni rozdéleni pravdépodobnosti a rozdéleni

pravdépodobnosti statistiky t je stile nezéavislé na pu, o, tak uz nejde o Studen-
tovo t - rozdéleni. I pfesto, pokud bychom chtéli zjistit hodnoty kvantilii tohoto

neznamého rozdéleni, tak by stale platilo

Metodou bootstrap odhadneme hodnoty kvantili rozdéleni pravdépodobnosti sta-
tistiky ¢.

Na nasledujicim postupu si ukazeme, jak mizeme ziskat konfiden¢ni interval pro

p=E(X).

e Pro pozorovéani (zi,...,z,) ndhodného vybéru (Xi,...,X,) spo¢teme hod-
noty vybérového priiméru X a vybérové smérodatné odchylky S,

e vygenerujeme B nahodnych bootstrapovych vybéra X7, i = 1,..., B, s opa-
kovanim o rozsahu n z puvodniho souboru X,

e pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spocte pozorovana hod-
nota vybérového priaméru Y: a hodnota vybérové smérodatné odchylky S} a
hodnota statistiky ¢, L

= X =X
NG
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kde:=1,...,B,
e odhadneme §-kvantil a (1 — §)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky
t* pomoci hodnot t’?% a t*l‘_% tak, ze

(i <)
2

N e
B 2
fri <)

., @
B Y

2
e pak bootstrapovym konfiden¢nim intervalem se spolehlivosti 1 — a pro stiedni
hodnotu E(X) je

- S
X -t .

)
A7)
Intervalovy odhad rozptylu a smérodatné odchylky

Necht U mé normované normélni rozdéleni pravdépodobnosti N (0, 1), pak statistika
(n—1)52
X2 =

o2
ma Pearsonovo rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni volnosti a plati

. 2

2 — R
0_2 < Xl—;‘) =1 «,

kde x4 a x?_a jsou S-kvantil a (1 — §)-kvantil Pearsonova rozdéleni s n — 1 stupni
2 2
volnosti. Konfiden¢ni interval se spolehlivosti 1 — « je

Pokud U nem& normalni rozdéleni pravdépodobnosti a rozdéleni pravdépodob-
nosti statistiky x? je nezavislé na p a o, tak uz nejde o Pearsonovo rozdéleni. I piesto
pokud bychom chtéli zjistit hodnoty kvantilii tohoto neznamého rozdéleni, tak

P <X

2 —
by stale platilo.

e N
N
£
|
=
N
no

Metodou bootstrap odhadneme hodnoty kvantilti rozdéleni pravdépodobnosti
statistiky y2.
o? =

D(X)ao=o0(X).

Na nasledujicim postupu si ukazeme, jak mizeme ziskat konfiden¢ni interval pro
e Pro pozorovani (z1,

., T) nahodného vybéru (X,
noty vybérového rozptylu S?,

, X,,) spocteme hod-
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vygenerujeme B nahodnych bootstrapovych vybéra X, i = 1,..., B, s opa-
kovanim o rozsahu n z puvodniho souboru X,
pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spoc¢te pozorovana hod-
nota vybérového rozptylu S?* a hodnota statistiky x?,
2% (n’_-l)sf*

Xi = gz
kde:=1,..., B,
odhadneme §-kvantil a (1 — §)-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti statistiky

x?* pomoci hodnot x4 a x2* o tak, ze
2 2

2%, 2% 2%
‘{;Xi ) Xﬁ fg )(% }‘ N o

B 2’
HX?*;X?*SXT_%H ., _a
B 2

pak bootstrapovym konfiden¢nim intervalem se spolehlivosti 1 — « pro rozptyl
D(X) je
(n—1)S* (n—1)5?
X%*_% , ng

a bootstrapovym konfiden¢nim intervalem se spolehlivosti 1 — a pro sméro-
datnou odchylku o(X) je

(n—1)5?  [(n—1)S?
X%*_% , XQ%* '

Kvantilové odhady

V této casti se podivame na intervalové odhady vychazejici pfimo z rozdéleni prav-

dépodobnosti bodovych odhadi. Jedna se o zcela obecné postupy, proto je miizeme

pouzit pro libovolné parametry, piipadné parametrickou funkci, a pro libovolny jeho
odhad.

Jednoduchy kvantilovy konfiden¢ni interval

Necht 6 je odhad parametru 6 a o je odhad jeho smérodatné odchylky. Standardni

norméalni konfiden¢ni interval je tvaru

-~

(6’ — 21000 — Z%E) )
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Necht 6* oznac¢uje ndhodnou proménnou s normalnim rozdélenim pravdépodob-

nosti NV (5, 82>. Pak
a , ~
=100- (1 — 5) percentil rozdéleni 6,

0 — Za0 = a =0 o« =100- (%) percentil rozdgleni 6*.
Nésledujici postup nam demonstruje, jak lze sestrojit jednoduchy kvantilovy
konfiden¢ni interval.
e Vygenerujeme B nédhodnych bootstrapovych vybéra X7, i =1,..., B, s opa-
kovanim o rozsahu n z pivodniho souboru X,
e pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spoc¢te odhad é\f para-
metru 6,
¢ odhadneme kvantily (1 —§) a §-kvantil rozdéleni pravdépodobnosti bootstra-

pové statistky 0 pomoci hodnot @%, 5{7% tak, ze
(7 <)
2 = ¢
B 2’
H@\E‘;@\f = 51‘_2}’
2
B

=1

| e

e bootstrapovym jednoduchym kvantilovym konfiden¢nim intervalem se spoleh-

05:0; o).
(0304

Reziduovy kvantilovy konfiden¢ni interval

livosti 1 — « je

Vyrazem e = h—0 chapeme reziduum. §-kvantil a (1 — §)-kvantil rozdéleni pravdeé-

podobnosti nahodné veli¢iny e oznacime es a e;_g. Pak plati
P(e% <§—9§61_%> =1—aqa.

Na zakladé toho odvodime konfidené¢ni interval se spolehlivosti 1 — «

(- crgii—es).

Protoze kvantily rozdéleni pravdépodobnosti rezidua nezndme, musime je odhadnout
metodou bootstrap.

Nyni si ukdZeme postup pro ziskéni reziduového konfiden¢niho intervalu.

e Nejprve z pozorovanych hodnot x ndhodného vybéru X spocteme odhad )

parametru 6,
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e vygenerujeme B bootstrapovych vybéra X7, i = 1,..., B, s opakovanim o roz-
sahu n z ptivodniho souboru pozorovanych hodnot x,

e pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spocte odhad 52* para-
metru 6 a reziduum e} = gf — 9,

e v piedposlednim kroku odhadneme §-kvantil a (1 — §)-kvantil rozdéleni prav-

dépodobnosti rezidui e* pomoci ea a e]_«o tak, zZe
2 2

R *
{erer <}

(8]

B 2’
iz}l o
B N 2

e a nakonec bootstrapovym reziduovym konfidenénim intervalem se spolehlivosti

1—aje

(5— e’{_%; 0 — e%) :

Moznosti, jak zkonstruovat konfiden¢ni interval metodou bootstrap je vice:
e a) studentizovany bootstrap interval,

e b) BC, interval (bias-corrected a accelerated ),

e ¢) ABC interval (approximate bootstrap konfidence interval),

e d) prepivoting bootstrap interval.

Studentizované intervaly spolehlivosti

Necht statistika T' = 53%9 mé normalni rozdéleni pravdépodobnosti N (0, 1) a necht
Uq zna¢i a-kvantil normalniho rozdéleni N(0,1). Pak obecné lez zapsat interval
spolehlivosti jako

(é\— ul_%ﬁ; é\— u%3>

a tento vyraz se nazyva standardni interval spolehlivosti parametru 6 se spolehlivosti
1 — «, kde 7 je odhad smérodatné odchylky a ui-g je (1 — §)-kvantil normalniho
rozdéleni (tj. 1,96 pro 95% konfiden¢ni interval, kde a = 0, 05).

~

Pro interval spolehlivosti (§ —up-s0;0 — u%a) vychazime z predpokladu

T = ga%er'wN(O, 1). Pokud ale miizeme predpokladat, ze T = =0t(n—1), kde t(n—1)

c

reprezentuje Studentovo t-rozdéleni pravdépodobnosti s n—1 stupni volnosti. A plati

6—0
P (t -0 t> e
o

kde t1_2 je (1 — §)-kvantil Studentova rozdéleni pravdépodobnosti s n — 1 stupni
volnosti. Pak uzitim této ¢t aproximace dostaneme interval spolehlivosti pro para-
metr 6,

0 e (é\— tl_%a;é\—i— t1_%3> )
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Ted pouzijme metodu bootstrap ke zjisténi konfidencéniho intevalu bez nutnosti
predpokladu normality. Postup pro zjisténi bootstrapového intervalu je nésledujici,

e nejprve z pozorovanych hodnot x ndhodného vybéru X spocteme odhad )
parametru 6,

e vygenerujeme B bootstrapovych vybéra X7, i =1,..., B, s opakovanim o roz-
sahu n z puvodniho souboru X,

e pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spoc¢te odhad 5;* para-
metru 6 a jeho smérodatné odchylka o7,

e dale pro kazdy bootstrapovy vybér spocteme hodnotu statistiky T,

., 0 -0
tl: 9

*

g;

kdei=1,...,B,
e spocteme odhad vybérové smérodatné odchylky 7 odhadu 5,
e v piedposlednim kroku se spocte odhad hodnoty (1 — §)- kvantilu rozdéleni

pravdépodobnosti bootstrapové statistky 7™ pomoci hodnot t’{_% tak, ze

(e <0)
2 -1

8]

B 2’
{ri <]
B 27

e a nakonec bootstrapovym t-konfiden¢nim intervalem se spolehlivosti 1 — a je
(5— tE&*;@thf_g&*) .
2 2

Vyhodou studentizovaného bootstrapu je, ze je to pristup intuitivni a jedno-
duchy na pochopeni. Ale nevyhodou je, Ze tato metoda neni "automaticky spo-
Citatelna", protoze zavisi na existenci vérohodného odhadu smérodatné odchylky
o(xy,xe,...,x,). V praxi tato metoda muze davat zavadéjici vysledky a muze byt
silné ovlivnéna odlehlymi pozorovanimi. Proto metody zalozené na percentilu jsou

vice spolehlivé.

BC, interval (bias-corrected and accelerated)

Rozdéleni pravdépodobnosti 0" je obvykle nesymetrické a zesikmené na jednu stranu.
Pokud jednoduché a reziduové kvantilové konfiden¢ni intervaly jsou vychylené nebo
prilis Siroké oproti hodnotam z praktického pozorovani, tak tyto nedostatky mizeme

odstranit pomoci BC, konfiden¢nich intervali. Tyto intervaly jsou také omezeny
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dvéma kvantily rozdéleni pravdépododbnosti bootstrapového odhadu /9\*, ale nemusi
se nutné jednat o §-kvantil a (1 — §)-kvantil se spolehlivosti 1 —« jako v pfedchozich
metodéch.

Pro tuto metodu je dulezity predpoklad, ze existuje néjaka transformace parame-
tru € s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti a se stfedni hodnotou a rozptylem
zévisejicim na 0. Konfidenc¢ni interval se pak zkonstruuje pro transformovany pa-
rametr a pomoci inverzni transformace mezi ziskdme konfiden¢ni interval pro 6.
Transformaci z predpokladu nemusime znat v explicitnim tvaru, staci na ni pouzit
metodu bootstrap.

BC, metoda zavisi na dvou numerickych parametrech: bias-korekce zy, zrych-
leni a.

Predpokladejme, Ze existuje rostouci transformacni zobrazeni T takové, ze T'(0)

ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou

E[T(9)] = T(8) — zo[1 + aT(9)]

a smérodatnou odchylkou

-~

o[T(@)] = 1+ aT(6).

Konfiden¢ni interval se spolehlivosti 1 — « se odvodi z

P <—u1a < M

<Uj_a | =1—

jako

<T(§) + 20— Ul_% ) T(é\) + 20 + U1_3>

l—a(zo—uis) 1 —alzo+ug)

Protoze nahodné veli¢iny

T(6*) — T(H)
1+ aT(0) ’
T(0) — T(0)

1 +aT(6)

maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti (dle predpokladu se jedna o normované nor-

mélni rozdéleni pravdépodobnosti) a plati

~ T§+z — Uj_a Té\* —TA 20+ Ui_2
P10 < O rz-wg) _p ren-16) o tw-s
1—a(z0+u-g) 1+ aT(6) 1 —a(z+up-«)

20+ Up—2
=P|lU< = + 2o s
1 —a(20 +ui-a)
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kde U ma normované normalni rozdéleni pravdépodobnosti. Pak horni mez konfi-

dené¢niho intervalu pro 7' () je

20 + U2

1 a(zo +ui-g2)

UH + 2p.

Obdobné dostaneme i dolni mez konfiden¢niho intervalu

20 — ul_%

Up = + 2.

C1—alz— ul,%)

Nyni odhadneme hodnoty parametru zg, a.

Necht g,i je odhad parametru 6, ktery dostaneme vynechanim i-tého pozorovani

z nahodného vybéru, tj. ndhodny vybér se zmodifikuje jako

(Xla ce 7X7;717X’L'+17 s 7Xn) .

Dale oznacéime

1 S~
ezﬁ;mi.

Pak spocitame

Nyni si pfedvedeme postup pro ziskani BC, konfiden¢niho intervalu pro para-

metr 6.

Nejprve z pozorovanych hodnot x ndhodného vybéru X spocteme odhad )
parametru 6,
vygenerujeme B bootstrapovych vybéru X7, ¢ =1,..., B, s opakovanim o roz-
sahu n z ptivodniho souboru pozorovanych hodnot x,
pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spocte odhad 5: para-
metru 6,
spoc¢teme korekci vychyleni medidnu
V!
2= — 5 |-

kde @1 je inverzni distribuéni funkce normovaného norméalniho rozdéleni prav-

dépodobnosti,
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e dale spocteme parametr akcelerace a,

Z?:l (é\—z o §>3

e 7 predchozich vypoctiu spocteme

o S S
a; = 2
! 1 —a(z—u—g) o)

G — Zo—l-ul_% L
2T 1 —a(z+up-2) o

e v piedposlednim kroku odhadneme «;-kvantil a (1 —as)-kvantil rozdéleni prav-

dépodobnosti statistiky 0 pomoci 5;1, 5{7% tak, ze
H@*‘; b; < 5221}
= « ,
B 1
HHA&*;?&* < 5La2}
= 1—ao,
B 2

e BC, konfidené¢ni interval se spolehlivosti 1 — @ pro parametr 0 je
(0,01 0,)
Parametr zrychleni a se neda ptimo odhadnout z bootstrapovych dat. Protoze
BC, intervaly zavisi na parametru a, ktery nejde odhadnout z bootstrapovych dat,

tak se tato metoda stava méné intuitivni. Pokud zvolime a = 0, tak dostaneme jed-

nodussi verzi BC,, konfiden¢nich intervalu, tzv. BC' konfidencni interval.

ABC metoda (approximate bootstrap konfidence in-

terval)

ey vy .

Nyni opustime oblast , kdy jsme méli jen jeden parametr a prejdeme ke slozitéjsi
situaci. V mnoha takovych pripadech je mozné aproximovat koncové body BC, in-
tervalu analyticky. Hlavni nevyhodou BC, intervalu je velky pocet bootstrapovych
vybéria. ABC metoda konstrukce konfiden¢nich intervali je metoda aproximujici
koncové body BC, konfidenc¢nich intervali analyticky. Je mozné tento piistup apli-

kovat také na neparametricky problém.
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Koncové body BC, intervalu zavisi na distribuéni funkeci G a na odhadech pa-
rametru a, zg. ABC piistup vyzaduje navic jeden odhad nelinedarniho parametru
¢q, ale to nijak nekomplikuje vypocet distribu¢ni funkce G. Standardni intervaly
zavisi pouze na dvou veli¢inach, (5, o). ABC intervaly zavisi na péti veli¢inach,
(6,5,4,%,6,).

Misto odhadu zy se pouzije bootstrapové rozdéleni pravdépodobnosti jako v BC,
metodé.

Prepivoting metoda (kalibrace bootstrap)

Kalibrace je bootstrapova technika na ziskani konfiden¢niho intervalu s vyssim 1é-

~

dem presnosti. Predpokladejme, Ze 6(a) je horni mez jednostranné a-aproximace
konfiden¢niho intervalu pro parametr ¢. Necht v(a) = P(f < 5(0()) je kalibracni
kFivka. Pokud aproximace je presnd, pak y(a) = « pro ngjaké dané «. Nebo také
muzeme pouzit kalibracni kiivku pro aproximaci konfidenéniho intervalu.

Napf.: pro v(0,03) = 0,025, v(0,96) = 0,975 lze pouzit (][0, 03], 6[0, 96]) jako apro-
ximaci 0,95 konfiden¢niho intervalu.

V aplikacich obvykle nezname kalibra¢ni kiivku v(«), ale miazeme pouzit bootstrap
metodu na odhad ~y(«):

F(a) = P*(0 < 6%(a)),

kde P* udava bootstrapova data a é\*(a) je horni mez a-intervalu.

Tato metoda se d& aplikovat na vSechny predchozi metody, napt.: k ziskani tretiho
radu presnosti konfiden¢nich intervali ze studentizovanych bootstrap intervali.
Bootstrap kalibrace fesi vice vypocti, v praxi obvykle velikost testovaného souboru

nebyva tak velké, tak 1ze pouzit jednu bootstrap kalibraci.

V mnoha literaturach o metodé bootstrap se fesi problém, jak zkonstruovat kon-
fiden¢ni intervaly vyssich fada presnosti nez prvniho. Pro tyto pripady existuji praveé
predchozi 4 metody:

e a) studentizovany bootstrap interval,

e b) BC, interval (bias-corrected a accelerated ),

e ¢) ABC interval (approximate bootstrap konfidence interval),

e d) prepivoting bootstrap interval.
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3.3 Prakticka aplikace

Uvazujme situaci, kdy jsme vygenerovali soubor X o n pozorovani, pro ktery spoc-
teme piislusné charakteristiky, stfedni hodnotu, smérodatnou odchylku, rozptyl a

Spicatost.

X

-2,214 | 0,206 | 0,537 | -0,254 | 2,247 | -1,284 | 1,542 | 2,780 | -0,531 | 1,065
0,315 | -1,997 | -1,095 | -1,186 | 1,466 | 0,169 | 1,544 | 1,802 | 1,791 | 0,680

E(X)=0,379
o(X)=1,393
o%(X)=D(X)=1,9
Yo = —0,254

Na tento soubor X aplikujeme metodu bootstrap. Tedy provedeme B-krat vy-
bér s opakovanim a dostaneme boostrapovy vybér X*. Kazdy soubor X} obsahuje

hodnoty x4, ..., z, z ptivodniho vybéru X s pravdépodobnosti %

X]
1,542 | 0,537 | 1,466 | 1,542 |-1,186 | -1,997 | 0,680 |-2,214 |-1,284 | -0,531
1,802 | 1,466 | -0,531 | -1,095 | -2,214 | -0,254 | -1,095 | 1,544 | -1,284 | -2,214

*

2,780 | 2,247 |-1,997 | -0,531 | 0,169 | -1,095 | -1,997 | 1,791 | 2,780 | -1,284
1,802 | 1,544 | 1,065 | 1,791 |-0,254 | 1,065 | 1,065 | 0,169 | -0,531 | -1,186

*

1,186 | -2,214 | 1,802 | -0,254 | -2,214 | -1,186 | -0,254 | -2,214 | -2,214 | 0,680

1,065 | -2,214 | 2,780 | 0,537 | 0,206 | 2,247 | -1,997 | -0,254 | -2,214 | 1,065

*

2,780 | 0,206 | 1,791 |-1,186 | 1,466 | 1,466 | 0,537 | 1,802 |-1,997 | 0,169

1,186 | -1,997 | 0,169 | -2,214 | 1,542 |-2,214 | 1,065 | 1,065 | 0,537 | 1,544

*

1,466 | 1,065 | 0,315 |-1,095 | 0,169 | 0,537 |-2,214 | -0,254 | 1,791 | 2,780
1,791 | 0,680 | 2,247 | 1,542 | 1,802 | -1,997 | 2,247 | 2,247 | 0,680 | -1,997
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Pro jednotliva X} spoc¢teme prislusné charakteristiky, tim dostaneme B hodnot
charakteristik a tedy i statisticky soubor o B prvcich, pro ktery budeme pocitat
jednotlivé konfiden¢ni intervaly.

Spoctéme stfedni hodnotu, smérodatnou odchylku, rozptyl a Spicatost.

EX*) | o(X") | DX*) |

10,266 | 1,459 | 2,128 | 0,130
0,470 | 1,530 | 2,340 |-0,116
0,402 | 1,658 | 2,750 | 0,377
0,267 | 1,545 | 2,387 | -0,448
0,600 | 1,524 | 2,324 |-0,733
0,200 | 1,399 | 1,957 |-0,018
0,576 | 1,457 | 2,124 | -0,188
0,208 | 1,416 | 2,006 | -0,367
0,066 | 1,302 | 1,695 | -0,095
0,883 | 1,195 | 1,427 |-0,240

Nyni mame potiebné podklady k tomu, abychom se mohli zabyvat konfidenénimi
intervaly pro jednotlivé charakteristiky. Spoc¢itame 90% konfidenc¢ni interval stiedni

hodnoty, smérodatné odchylky, rozptylu a Spicatosti.

E(X*) € (—1,978;1,887)

o(X*) € (3,395;4,985)

D(X*) € (11,526;24,852)
v € (—0,574:0,596),

kde E(X*) € (X—ti af,X t’%\%), D(X™) € ((7;*1)52; (";21252> a bootstra-
1-g @

2
povym konfidenénim intervalem se spolehlivosti 1 — a pro smérodatnou odchylku

o(X) je o(X¥) ( \/ — 1)52 \/ ) . Bootstrapovym reziduovym konfiden¢nim

intervalem Spicatosti 2 se spolehlivosti 1 — « je 75 € 0 — 61%; 6 — e*%).

Se znalosti konfiden¢nich intervaltt mizeme testovat statistické hypotézy, napf,
zda stFedni hodnota bootstrapového souboru je nula, Hy : E(X*) = 0, proti alterna-
tivé, ze stfedni hodnota je rizna od nuly, H; : E(X*) # 0. Pro nasi situaci vidime,
ze nula je prvkem konfiden¢niho intervalu pro E(X*), tak hypotézu Hy nezamitame

na hladiné vyznamnosti o, « = 0, 1.
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4 TESTOVANI STATISTICKYCH HYPOTEZ

Vysledky v této ¢asti diplomové préce jsou podlozeny zdrojem [11].

Sledujeme-li nahodné veli¢iny a nahodné vektory, muze se stat, ze okolnosti nas
primeéji ovérit urcité predpoklady ¢i domnénky o jejich vlastnostech pomoci jejich
pozorovanych hodnot. Tato tvrzeni se nazyvaji statistické hypotézy a neexistuje
matematicky postup, ktery by prokédzal, ze dana statistickd hypotéza plati. Pouze
rozhodne, zda tuto hypotézu zamitdme a dopustime se chyby s pravdépodobnosti
mensi nez «, nebo hypotézu nezamitame, ale neznamené to, ze hypotéza musi platit,
muzeme mit jen nedostatek informaci, abychom hypotézu zamitli.

Statistickd hypotéza Hy je tvrzeni o vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti po-
zorované nédhodné veli¢iny X s distribuéni funkei F(z,6) nebo ndhodného vektoru
(X,Y) se simultanni distribu¢ni funkei F'(z,vy,0).

Postup, kterym ovérujeme danou statistickou hypotézu, se nazyva test statistické
hypotézy. Hypotézu Hy také nazyvame nulovou hypotézou a testujeme ji proti hy-
potéze H1, ktera se nazyva alternativni hypotéza, ktera se voli dle pozadavki tlohy.

Reknéme, Ze hypotéza Hj je tvrzeni, které fika, ze parametr § ma hodnotu 6,
pak piseme Hy : 6 = 6y. Podle tvaru hypotézy H; mohou nastat dva piipady. Pokud
Hi je tvaru Hy : 0 # 6, tak se jedna o dvoustrannou alternativni hypotézu. Je-i H,
tvaru Hy : 0 > 0g, resp. Hy : 0 < 0y, jedna se o jednostrannou alternativni hypotézu.

Pokud testujeme hypotézu Hy : 6 = 6, proti néjaké zvolené alternativé H,,
tak zkonstruujeme vhodnou statistiku 7'(X7, ..., X,,) a tuto statistiku 7 nazyvame
testové kritérium.

Predpokladejme, Ze plati hypotéza Hy : 6 = 6, , pak obor hodnot testového krité-
ria T'(X1, ..., X,) se rozdéli na dvé disjunktni podmnoziny, kriticky obor W, a jeho
doplnék W . Kriticky obor W, se voli tak, aby pravdépodobnost, ze T(X1, ..., X,)
nabude hodnotu z kritického oboru W,,, byla a (pfesnéji pro diskrétni ndhodnou
veli¢inu 7" nejvyse «). W 4 se nazyva obor nezamitnuti.

Cislo « se nazyva hladina vyznamnosti testu a volime ji blizkou nule (obvykle
0,05 nebo 0,01).

Rozhodnuti o hypotéze Hy se provede podle konvence, pokud pozorovand hodnota
testového kritéria t = T'(xy,...,x,) na statistickém souboru (z1,...,z,) padne do
kritického oboru W,, neboli t € W,, hypotézu Hy zamitame a soucasné hypotézu
H, nezamitame na hladiné vyznamnosti a. Pokud nastane opac¢na situace, tedy ¢
nepadne do kritického oboru W,, neboli t € W, tak nezamitame hypotézu Hy a
soucasné zamitame hypotézu H; na hladiné vyznamnosti a.

Pri testovani hypotézy Hy mohou nastat ¢tyfi moznosti.

Chyba pruniho druhu nastane, jestlize hypotéza H, plati, avsak t € W,, takze
hypotézu Hy zamitame. Pravdépodobnost této chyby je a« = P(T € W,|Hy).
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H, PLATI NEPLATI
ZAMITAME | CHYBA 1. DRUHU («) ———
NEZAMITAME -——= CHYBA 2. DRUHU (8)

Tab. 4.1: Skute¢nost versus rozhodnuti

Chyba druhého druhu nastane, jestlize hypotéza Hy neplati, avsak ¢t ¢ W, takze
hypotézu H, nezamitame. Pravdépodobnost této chyby je 5 = P(T ¢ W,|H;) a
pravdépodobnost 1 — = P(T € W, |H;) se nazyva sila testu.

Hladina vyznamnosti «, tedy pravdépodobnost chyby prvniho druhu, mé sta-
tisticky vyznam, pokud mnohokrit opakujeme experiment za stejnych podminek a
soucasné plati hypotéza Hy, tak se priblizné v 100a% testech této hypotézy zmy-
lime, tudiz zamitneme platnou hypotézu. Obdobné, pokud hypotéza Hy neplati, tak
se piiblizné v 1005% testech této hypotézy zmylime a nezamitneme ji.

Snizime-li hladinu vyznamnosti a a nezménime rozsah statistického souboru n,
zvysi se B a naopak, tudiz pro zvolenou hladinu vyznamnosti « zajistujeme snizeni
B zvySenim rozsahu n.

Pokud testujeme statistické hypotézy na pocitacich, tak se misto kritické ho
oboru W, pouzivé tzv. P-hodnota. Testujeme-li hypotézu Hy : 1 = o proti dvou-
stranné alternativé Hy : p # o, pak pro pozorovanou hodnotu ¢ testového kritéria
T je P-hodnota ¢islo

1— P(—t<T<t).

Pti dané konvenci rozhodnuti pomoci kritického oboru odpovida postup, pokud
P < «a, pak zamitame hypotézu H, a soucasné nezamitame H; na hladiné vyznam-
nosti a. Pokud P > «, pak nezamitame hypotézu Hj a soucasné zamitame hypotézu
H, na hladiné vyznamnosti a.

Pouziti metody bootstrap pro testovani hypotéz je vice ¢i méné samoziejmé,
protoze miizeme pouzit poznatki z konfidenénich interval, kdy muzeme testovat
rovnost parametru néjaké specifické hodnoty, obvykle se testuje nulovost parametru.
Tedy pokud budeme testovat hypotézu Hy : 6 = 6y na hladiné vyznamnosti «, pak
sestrojime konfiden¢ni interval pro parametr 6 se spolehlivosti 1 — a.

Hypotézu Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti «, pokud 6, bude prvkem pii-
slusného konfide¢niho intervalu. V opa¢ném piipadé hypotézu H, zamitdme.

Testujeme-li hypotézu Hy : 6 = 6y proti alternativni hypotéze Hy : 0 # 6, a
pokud t € W, = <tA%;%\1,%>, pak hypotézu Hy nezamitame a soucasné hypotézu H,;
zamitame na hladiné vyznamnosti a.

Testujeme-li hypotézu Hy : 6 = 6, proti jednostranné hypotéze Hy : 6 > 6, a
pokudt € W, = (—oo; a_a>, pak hypotézu Hy nezamitame a soucasné hypotézu H;

zamitame na hladiné vyznamnosti . Nebo pokud testujeme hypotézu Hy : 0 = 6,
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proti jednostranné hypotéze Hy : @ < 6y, a pokud t € W, = <%\a; oo), pak hypotézu

Hjy nezamitame a soucasné hypotézu H; zamitame na hladiné vyznamnosti a.
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5 REGRESNI ANALYZA

Teoretické vysledky této kapitoly jsou podlozeny zdroji [11], [17], [19].

Ve statistice dilezitou roli hraje hledani, zkouméani a hodnoceni zévislosti pro-
ménnych, jejichz hodnoty ziskdme pfi realizaci experimentu. Podle charakteru pro-
ménnych dostavame nahodny vektor X nezavisle proménnych (regresori) Xy, ..., Xk
a zavisle proménné (regresanty, responze) Y1, ..., Y,. Nahodny vektor X mize byt i
nendhodny (¢asté v aplikacich) nebo rozptyly vsech slozek X, ..., X} jsou zanedba-
telné vici rozptylu nahodné veli¢iny Y. Nastrojem pro popis a vySetfovani zavislosti

Y na X je regresni analyza. Tuto zavislost lze vyjadrit ve tvaru
Y =f(X1,...,X) +e

Clen e v modelu zastupuje ndhodnou chybu reprezentujici odchylku od aproximace.
Funkce f se nazyva regresni funkce, ktera muze nabyvat mnoha podob. Podle typu
regresni funkce rozeznédvame dva typy regresnich modeli, linedrni regresni model

(linearni vzhledem k parametram):

y=a+ bx
y=a-+br+ cx?

o3

a nelinedrni regresni model (nelinedrni postaveni parametri):

b

y=a-x

y=a-e"
k

y:a-em'

Nejcastéjsi vztah mezi proménnymi je linedrni a model je pak tvaru
Y =00+ /1 X1+ + B Xk + e
B= (6, - ,ﬁk)T znaci vektor parametri, tzv. regresnich koeficienti. Tyto koefici-

enty je potieba z dostupnych dat aproximovat.

Regresni analyza se sklada z nékolika kroki:
1. Specifikovat tlohu, neboli uréit, jakou méame tlohu k reseni.
2. Vybrat proménné, které by mohly mit vliv na zavislou proménnou, neboli

vybrat nezavisle proménné.
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7.

Shromazdit data a vytvorit matici planu X o n fadcich a k sloupcich.
Specifikovani modelu patii k nejdulezitéjsi ¢asti regresni analyzy, protoze ne-

vhodné zvoleny model miize vést k zavadéjicim vysledkim.

. K odhadnuti regresnich koeficienti se nejcastéji pouziva metoda nejmensich

Ctverci, kterda minimalizuje soucet ¢tverci vzdéalenosti n bodu v k + 1 rozmér-
ném prostoru od pirimky prolozené timto prostorem a tato prolozena primka

reprezentuje vyslednou regresni rovnici. Soucet ¢tvercii

n n k
S=Y i =) (Y=Y z8) =e'e=(Y-XB)"(Y-Xp),
i=1 i=1 j=1
kde e je vektor rezidui, B je vektor regresnich parametri, X je matice ne-
zavislych proménnych a Y je vektor zavislé proménné. Pro aplikaci metody
nejmensich ¢tvercti by mély byt splnény nékteré pozadavky. Mezi nejdilezi-
téjsi podminky patii:
e regresni parametry mohou nabyvat libovolnych hodnot,
e nihodné chyby maji normalni rozdéleni N(0,0?), pokud neni splnéna
podminka nulovosti stfedni hodnoty, tak se absolutni ¢len posune; rozptyl
by mél byt koneény a konstantni,

e nahodné chyby jsou vzajemné nekorelované.

. Pokud zjistime presnou podobu regresni rovnice, tak muzeme pro kazdé pozo-

rovani vyjadrit reziduum, rozdil skuteéné hodnoty zavisle proménné a vysledku
vypoc¢teného modelu. Za pomoci rezidui a rezidudlniho souctu ctverci (RSS)
miuzeme odhadnout, jak je model spravné sestaven a porovnat ho s jinymi
modely.

Shledédme-li model za dostatecné dobry, pak jej mtuzeme pouzit k feSeni tulohy.

Podstatou feseni regresni analyzy je stanovit nejlepsi regresni model (zjistit mate-

matickou rovnici, ktera popisuje zavislost Y na X), parametry modelu (ur¢it nejlepsi

odhady parametri ), statistickou vyznamnost modelu (rozhodnout, zda nalezeny

model prispéje ke zlepSeni odhadu zavisle proménné proti pouziti praméru) a vy-

sledky dané modelem interpretovat z hlediska zadani.

5.1 Linearni regresni model

Méjme nahodné veli¢iny Y3, ...,Y, a matici danych ¢éisel X = (z;;) typu n x k, kde

k < n. M&jme nahodny vektor Y = (Y1,...,Y,)T, o kterém predpokladame, Ze plati

Y =X3+e,
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kde B8 = (4, ... ,/Bk)T je vektor neznamych parametri, tzv. regresnich koeficienti a

e=(e,... ,en)T znadi vektor nahodnych chyb, ktery spliuje podminky

Ee = 0, vare = oI

Y
Dale Y = : predstavuje matici zavisle proménné a matice
Y,
T11 L1k
X = e predstavuje matici nezavisle proménné nebo-li matici pldanu.
Tn1 ° Tnk

Dale musi byt splnény nékteré predpoklady:

1. X,,«x je matice realnych cisel,

2. h(X) <k, tj.n>k,

e Pokud h(X) = k, pak fikame, Ze se jedn8 o model plné hodnosti,
e Pokud h(X) < k, pak fikime, Ze model neni plné hodnosti.

3. Ee=0,tj. Ee; =0, 1 =1,...,n, tedy ndhodné chyby jsou systematické. Pak
EY =E(X3 + e) = XB+Ee = X(f),

4. vare = 0?1, tj. ndhodné chyby e;, e; jsou nekorelované pro i # j, De; = o2,
¢t = 1,...,n. Tedy jedna se o nekorelované chyby s homogennim rozptylem.
Rozptyl 0? je neznamy parametr, o2 > 0. Z¥ejmé vare =var(Y) = o°I.

Uvedeny model nazveme linedrni regresni model a oznacime (Y, X3, o*I). Dale bu-
deme pracovat s linearnim regresnim modelem plné hodnosti, tedy h(X) = k < n.
Navic predpokladejme, Ze k < n, tj. matice X,,«x ma hodnost k, tedy ma nezavislé
sloupce.

Uvédomme si, ze pocet sloupeckit matice X se musi rovnat poc¢tu radka matice

3. Pokud se pozaduji napt. dva parametry [y, 51 a pokud méme zméfena jen data
typu (x;,y;), pak se matice X zkonstruuje tak, ze se uméle vlozi jeden sloupec se

samymi jednickami a dostaneme

Yi 1 T €1
N ( fo ) .
: =1 : 3 + :

Y, 1 '

Tn €n

Ukolem linearni regrese je najit odhad vektoru regresnich koeficient 3, ozn. b.
Pro tyto tucely byly vedle metody nejmensich ¢tverci vypracovany i jiné metody,
napi. metoda maximalni vérohodnosti, minimalizace absolutni odchylky, minimali-
zace maximalni chyby:.

Pohlédneme-li na metodu nejmensich ¢tverci jako na minimalizaci i¢elové funkce,

tak tento pohled muzeme Tesit analyticky nebo algebraicky. Z algebraického hlediska

36



minimalizujeme vyraz
S?(B) = (Y — XB)"(Y — XB3) — min,

¢imz ziskdme vektor b, ktery nazveme odhadem vektoru @ metodou nejmensich
¢tverct. (Nejlepsi nestranny odhad vektoru regresnich koeficientu 3 je vektor b
ziskany metodou nejmengich ctverci, tedy minimalizaci rezidudlniho souctu ctverci).
Tedy

b= (X"X)"'X"Y
minimalizuje S?(3), zfejmé b je urceno jednozna¢né v linearnim regresnim modelu
plné hodnosti. Odhad parametru 3 v linearnim regresnim modelu plné hodnosti je

dén fesenim normdlnich rovnic
X'xXp =X"Y.
Vyrazu
S. = (Y — Xb)" (Y — Xb)
se Tika rezidudlni soucet ¢tverci, pomoci kterého mizeme vyéislit odhad o2 neboli

rezidudlng rozptyl s*

Se
s? = )
n—=k
kde k je pocet regresnich koeficientti. A druhé odmocniné z reziduélniho rozptylu se

tika rezidudlni smérodatnd odchylka.
Pri vyhodnocovani linedrnich regresnich modelti se muzeme setkat s pojmem
koeficient determinace R? a koeficient vicendsobné korelace r. Koeficient determinace

je definovan jako
Se Se

— ]. —_’

St (Y —Y)?
kde S, je rezidudlni soucet ¢tverci a S; je celkovy soucet ctvercii odchylek Y; od
Y. Koeficient determinace numericky souvisi s vybérovym korela¢nim koeficientem

%y, ktery je spocteny z dvojic z;, Y,
2 _ 2
R = Xy

Koeficient determinace se ¢asto uvadi v procentech 100 - R? a udava procento
variability.
V linearni regresni analyze se nejcastéji testuje, zda se néktery z regresnich ko-
eficientii nerovna néjaké zname konstanté, napt g = 0.
Pro testovani shody regresniho koeficientu s konstantou se za testovaci statistiku
pii nulové hypotéze Hy : f = 0 voli statistika 7" s rozdélenim ¢(n — k),
b

Voar(by)

pokud |T| > t;_a(n — k) se Ho zamitd na trovni vyznamnosti c.
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5.2 Zakladni regresni modely

V této casti se podivame na nékteré zakladni regresni modely.

Primka prochazejici poc¢atkem
Uvazujme model
}/;ZIBIi_’_eia 7::17...,TL,
kde piedpokladame, 7e e; ~ N(0,0%). Pro p¥ipad pifmky prochézejici pocatkem se
vektor 3 sklada z jediného prvku (; a matice X je velikosti n x 1,
X = (21,...,7,)".
Ze vztahu b = (X" X)'X"Y uré¢ime odhad 3,

b . Z?:l xz}/;
1= —<n 5 -
Z?:l 7

Se yypocteme odhad rezidualniho rozptylu

n—k

Podobné ze vztahu s =

82 _ Se _ (Y - Xb)T(Y—Xb) _ Z?:l }/;2 — /81 ZZL:I sz; ‘
n—k n—k n—1

Budeme-li chtit testovat hypotézu o hodnoté parametru (;, tedy hypotézu
Hy : B; = a, zejména a = 0, pak pouzijeme statistiku

T:b——a

s/ S a2
ktera mé rozdéleni t(n — 1). Pak hypotézu H, zamitame na hladiné a v pfipadé, ze

Obecna primka
Jedné se o obecnéjsi model
K:BO_Flei—i_eia L= 17"'7”7

pro tento model lze psat
B = (Bo, BI)T

a matici X pak piSeme ve tvaru
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Oznacme vybérové prumeéry

Pak
Z X Z $i2 Z ;Y5

bo Y - b7
b = b = SV, —nzY

o Y =b Y Yi—biy Y
B n—2 '
Zamyslime-li se nad vyznamem koeficientu by, tak zjistime, Ze se jedna o vazeny

a rezidualni rozptyl

S

Yvoev

pramér smérnic viech piimek, které prochézi pozorovanymi body (x;,Y;) a tézistém
bodii (Z,Y), pficemz vaha kazdého bodu roste se zvétdujici se vzdalenosti |z; — T|.
Diky tomu zjistime, Ze odlehlé body mohou velmi hrubé zatizit odhad regresniho
parametru.

Stejné jako v predchozim pripadé muzeme testovat, jestli zavisla veli¢ina Y zavisi
na nezavislé veli¢iné X, nebo-li jestli 81 = 0. Pro testovani nulové hypotézy

Hy : p1 = 0 se pouziva statistika T ve tvaru

b, —
T, = 1361”2 z? — nx?
b .
1 S\/E x? —nT (n—2)

Nulovou hypotézu zamitdme na hlading vyznamnosti «, pokud [T1] > t1-s (n — 2).

neboli

Interval spolehlivosti pro zavislou veli¢inu Y se zkonstruuje jako

1 (x —7)?
n ST a2 — nz?’

ktery s pravdépodobnosti 1 —« prekryva hodnotu [y + (2. Protoze dopfedu nevime,

b() + bll’ + tl_%(n — 2)8

pro které hodnoty se méa interval spolehlivosti vycislit, tak se pocitaji hodnoty pro
v8echna z € [minz;, maxz;|. Pokud x probih& dany interval, tak vypoc¢tené hodnoty
vytvari kolem regresni piimky dvé vétve hyperboly, mezi nimiz lezi pds spolehlivosti
pro predikovanou zavisle proménnou. Pas spolehlivosti zaruc¢i prekryti jedné hodnoty
Bo+rx s pravdépodobnosti 1 —a. Lze odvodit i pds spolehlivosti pro regresni primku,
ktery prekryvé celou primku s danou pravdépodobnosti. Tento pas je obecné Sirsi, i

kdyz rozdily nejsou velké.
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5.3 Mnohonasobna linearni regrese

Pro pripad mnohonasobné linearni regrese mtizeme vychazet z rovnice
b= (X"X)'X"Y

a vypocet regresnich parametrii se zredukuje na maticové operace.

5.4 Testovani hypotéz

Mizeme testovat hypotézu o shodé vektoru regresnich koeficient (kromé absolut-

niho ¢lenu) se znamym vektorem,
HO b= ,6

oproti alternativé, ze Hy alespon pro jednu slozku neplati. Mezi nejcastéjsi testy
hypotéz patii testovani vyznamnosti parametru 3, kdy se znamy vektor polozi roven
nule, 3 = 0. Tento test je shodny s testem nezavislosti linedrniho regresniho modelu,
Hy : R? = 0 oproti alternativé H; : R? > 0. Testovaci statistika F, se testuje proti
hodnoté F,,_1 (), kde p zastupuje pocet regresnich parametrt a F, je definovana

jako
(n —p)R?

(1-R)(p-1)
Pomoci t-testu testujeme jednotlivé parametry, Hy : b; = ; proti Hy : b; # [;.

F, =

Casto parametry [; testujeme na vyznamnost, tedy 3; = 0. Testujeme testovaci

b — Bil
s2(XTX)-1

kritérium tvaru
ti -

proti kritické hodnoté tl_%(n — p). Pokud vy¢islime a vyhodnotime tyto testy, tak
mohou nastat tyto pripady:

e [F'-test vyjde nevyznamny spolecné se vSemi t-testy. Pak se model povazuje za
nevhodny, nebot nevystihuje variabilitu Y,

e [-test a vSechny t-testy vyjdou vyznamné. Pak se model povazuje za vhodny,
ale nezaruci, ze je model prijatelny a spravny,

o [-test vyjde vyznamny, ale t-testy vychéazeji nevyznamné u nékolika regres-
nich parametri. Pak se model povazuje za vhodny a pokud je to nutné, tak se
provede vypusténi nevyznamnych parametri ve vazbé na vysledky multikoli-
nearity,

e [F'-test vyjde vyznamny, ale vSechny t-testy jsou nevyznamné, model sice vy-
hovuje, ale zadny regresni parametr neni vyznamny, coz byva disledkem koli-

nearity.
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5.5 Bootstrap regresni model

Také metodou bootstrap muzeme odhadnout regresni koeficienty.
Uvazujme, zZe pro kazdé pozorovani mame hodnoty zéavislych a nezavislych promén-

nych uloZeny ve vektoru z;,

zZ;, = (K,Xﬂ,...,Xik), 1= 1,...771.
Tak dostaneme n pozorovani zi,zs, ..., z,, ze kterych vybérem s opakovanim vy-
tvolime bootstrapovy vybér z*, ktery ma B mnozin z; o velikosti n,

*

_ * * * _
z; = (21,259, ---,2;,), b=1,...,B.

Tedy dostali jsme B bootstrapovych mnozin z}, . z5,, ..., z5 a pro kazdé pozorovani
Yy Yy b1y “b2> » “bn

z; spocitame odhad regresnich koeficientt, tedy
by = (A}, By, ....By]", b=1,...,B.

Tento zplisob metody regrese mizeme aplikovat pro vypocet smérodatné od-
chylky nebo pro vypocet konfiden¢nich intervali pro regresni odhady.

Vybér s opakovanim z; implicitné povazuje regresory Xy, ..., X} za nahodné vice
nez za zavislé. Pokud bychom chtéli uvazovat X jako vazané, tj. pokud bychom data
ziskali z experimentalniho méfeni, pro pripad linearni regrese budeme postupovat
nasledovné:

e M¢jme hodnoty nezavislé proménné X a hodnoty zéavisle proménné Y. Pro

tento puvodni soubor odhadneme regresni koeficienty Ai, By, ..., By a dale

spoc¢teme rezidua F;,

Y, = A+ Bizi + - + Byza
E =YY,

e Vygenerujeme B bootstrapovych vybéri s opakovanim e z rezidui E; a z nich
spocteme pifslusné hodnoty y7y,

eZ = [Elfl’ EZQ? s 7Elfn]T
YZ = D/;v Y;;, SR 7}/122]T7

kde Yy =Y+ Ej;ab=1,... B.
e Nyni pomoci hodnot y; ziskdme bootstrap regresni koeficienty, naptiklad od-

hady spoc¢teme pomoci metody nejmensich ¢tverca a pak
by = (X'X) "' X"y;,

kdeb=1,...,B.
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Pokud jsme zkonstruovali by = [A}, By, ..., B;]", b= 1,..., B, tak mtZeme
téchto hodnot vyuzit pro metodu konstrukce smérodatné odchylky a pro konstrukci
konfidené¢nich intervalii pro regresni koeficienty.

Regresni modely a podobné statistické modely mohou byt bootstrapovany po-
moci dvou nahledi,

1. pokud regresory jsou nédhodné a mame bootstrapové vybéry z pozorovani
z = [Yiinl, cee 7Xik]

nebo

2. pokud regresory jsou vazané a mame vybér z rezidui E; regresniho modelu.
Bootstrapova pozorovani se zkonstruuji jako Y,; = S//\;—i—E;i, kde 1/;; jsou hodnoty
z puvodni regrese a £}, jsou rezidua b-tého bootstrapového vybéru.

Nevyhodou vazaného X je, Zze procedura implicitné predpoklada funkéni tvar

regresniho modelu, ktery by mél byt spravny a chyby rovnomérné rozdélené.

5.6 Bootstrap metoda a regresni analyza v praxi

Uvazujme, ze méame statisticky soubor (X,Y) o n = 10 pozorovanich, pro ktery
budeme provadét regresni analyzu. Tedy uvazujme statisticky soubor (X,Y), pro

ktery sestrojime regresni model

Y;:ﬁo—l-ﬂll'i—l-ei, kdez=1,,n

y
2,92494

4,68058

7,06106

11,29959
13,43328
14,45410
16,94145
10,27376
20,72832

© 00 N O = W N M

—
o

Tab. 5.1: Pavodni soubor (X,Y)

7 puvodniho souboru dle predchozi kapitolky vygenerujeme B bootstrapovych

souborii o velikosti n. V tomto pripadé se jedna o boostrapovani dvojic.
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*
7

V nasem piipadé jsme vygenerovali 100 boostrapovych soubort (X, Y7) o veli-
kosti 10 vzorka, ¢ =1,..., B.

Ty Y Ty | Ya T3 | Y3 T3 | Ya T5 | Ys

10 | 20,728 1 12925 4 19,319 7 | 14,454 3 | 7,061
10 | 20,728 7 | 14,454 6 | 13,433 2 | 4,681 8 |16,941
8 | 16,941 5 | 11,300 9 | 19,274 5 | 11,300 2 | 4,681

7 | 14,454 6 | 13,433 6 | 13,433 1 12,925 3 | 7,061

5 | 11,300 5 111,300 4 19,319 6 | 13,433 10 | 20,728
6 | 13,433 8 | 16,941 9 | 19,274 9 | 19,274 3 | 7,061

7 | 14,454 5 | 11,300 2 | 4,681 10 | 20,728 9 |19,274
4 19,319 1 12925 7 | 14,454 3 | 7,061 3 | 7,061

6 | 13,433 6 | 13,433 9 | 19,274 9 |19,274 2 | 4,681

9 |19,274 1 12925 4 19,319 8 | 16,941 4 19,319
To6 | Yoo Tyr | Yor Tos | Yos Tg9 | Yo TTo0 | Yioo
8 16,941 6 13,433 2 4,681 3 7,061 9 19,274
8 16,941 6 13,433 10 | 20,728 7 14,454 4 9,319
9 19,274 2 4,681 6 13,433 5 11,300 10 | 20,728
5 11,300 6 13,433 6 13,433 8 16,941 7 14,454
4 9,319 10 | 20,728 3 7,061 3 7,061 7 14,454
2 4,681 7 14,454 7 14,454 3 7,061 8 16,941
7 14,454 8 16,941 1 2,925 4 9,319 10 | 20,728
8 16,941 7 14,454 8 16,941 7 14,454 8 16,941
4 9,319 1 2,925 9 19,274 3 7,061 10 | 20,728
5 11,300 5 11,300 5 11,300 5 11,300 6 13,433

Regresni koeficienty ptivodniho a boostrapového souboru jsou:

Tab. 5.2: Regresni koeficienty ptivodniho souboru a boostrapového souboru

I
| 1,034 | 1,996 |
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1,692 | 1,905
1,022 | 2,016
1,041 | 2,023
0,936 | 2,012
0,952 | 2,007
5o B
1,131 | 1,986
1,068 | 1,984
1,001 | 2,004
1,453 | 1,906
1,468 | 1,928

Lze metodou bootstrap odhadnout regresni koeficienty 35 8; pomoci studentizo-
vaného konfiden¢éniho intervalu se spolehlivosti 1 — «, (é\ — *%8*; 0+ t’l‘_%ﬁ*) Pro
90% interval spolehlivosti dostavame:

B € (0,789;1,675)

B7 € (1,906; 2,047).

Stejnym zptisobem odhadneme i koeficient determinace R**,
R* € (0,992;0,999).

Metodou bootstrap dostaneme i jiné parametry regresni analyzy. Nyni se po-
divejme na grafické znézornéni naSich vysledki za pouziti metody bootstrap pro
regresni analyzu. Pro kazdy parametr, ktery jsme dostali, jsme jej vykreslili a snazili
se najit jeho rozdéleni pravdépodobnosti. Pro kazdy takto nalezeny parametr jsme
sestrojili 90% konfiden¢ni interval a téZ jsme se divali na rozdéleni takto zkonstruo-

vané veliCiny.

Na obrazku vidime vykreslené largest extreme value rozdéleni pravdépodob-
nosti, které fituje rozdéleni pravdépodobnosti odhadu parametru ;. Nahodna veli-
¢ina popisujici sestrojeny konfidenéni interval pro odhad parametru [, obrazek [5.2]
pochézi z ti1 parametrického Weibullova rozdélent.
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Obr. 5.3: Odhad parametru Obr. 5.4: Konfiden¢ni inter-
B7 val pro odhad parametru 37

Obrazek znazornuje ¢ty parametrické beta rozdéleni, které fituje rozdéleni
pravdépodobnosti odhadu parametru ;. Nahodna veli¢ina popisujici sestrojeny
konfiden¢ni interval pro odhad parametru [y, obrazek pochézi také ze ctyt

parametrického beta rozdéleni.

Rozdéleni pravdépodobnosti, které fituje rozdéleni pravdépodobnosti odhadu ko-
eficientu determinace R**, obrazek , se nam nepodafilo najit. Ovsem ndhodné ve-
licina popisujici sestrojeny konfidenéni interval pro odhad koeficientu determinace
R?*, obrazek , pochazi z rozdéleni ¢ty parametrického beta rozdéleni.

Rozdéleni, kteréd fituji rozdéleni pravdépodobnosti odhadu koeficientu vicené-
sobné korelace r*, obréazek [5.7/a rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny popi-
sujici konfidenéni interval odhadu koeficientu vicenasobné korelace r*, obrazek [5.8]

se nam nepodarilo najit.
Na obrazku 5.9 je vykresleno ¢tyt parametrické beta rozdéleni, které fituje rozdé-

leni pravdépodobnosti odhadu chyby stfedni hodnoty. Ndhodné veli¢ina popisujici
sestrojeny konfiden¢ni interval pro odhad chyby stfedni hodnoty, obrazek [5.10] po-
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chazi ze t¥i parametrického Weibullova rozdéleni.

Protoze jsme méli sestrojené horni a dolni meze regresnich parametriic pomoci
metody bootstrap, tak i pro tyto meze jsme se snazili najit rozdéleni pravdépodob-
nosti.

Tti parametrické gama rozdéleni, tii parametrické lognormalni rozdéleni a nor-
malni rozdéleni, kterd fituji rozdéleni pravdépodobnosti dolni meze parametru f3j,
obrazek [b.11], se jevi témér jako shodna na daném statistickém souboru. Ndhodna
veli¢ina popisujici sestrojeny konfidenéni interval pro dolni mez parametru 3, ob-
razek [p.12] pochézi ze ¢tyt parametrického beta rozdéleni.

étyf parametrické beta rozdéleni pravdépodobnosti, které fituje rozdéleni prav-
dépodobnosti horni meze parametru 3, je vykresleno na obrazku Nahodna
veli¢ina popisujici sestrojeny konfidenc¢ni interval pro horni mez parametru 35, ob-
razek [p.14] pochézi také ze Ctyf parametrického beta rozdéleni.
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rametru 35

rametru fj, obrazek [5.15] se jevi tf{ parametrické Weibullovo rozdéleni. Nahodné
veli¢ina popisujici sestrojeny konfidenéni interval pro dolni mez parametru Sy, ob-
razek [5.16], pochazi ze ¢tyr parametrického beta rozdéleni.

Nejlepsim rozdélenim, které fituje rozdéleni pravdépodobnosti horni meze pa-

rametru 37, obrazek [5.17] se jevi tii parametrické Weibullovo rozdéleni. Nahodna
veli¢ina popisujici sestrojeny konfidené¢ni interval pro horni mez parametru 37, ob-
razek [5.18] pochazi ze ¢tyl parametrického beta rozdéleni.
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6 KONFIDENCNI INTERVAL PRO INDIVIDU-
ALNI HODNOTU

6.1 Konfiden¢ni interval pomoci regresni analyzy

Poznatky z této kapitoly jsou ze zdroje [11], [13].
Predpoklad linearni regresni analyzy je, ze pozorovana nahodné veli¢ina Y ma
rozdéleni pravdépodobnosti s podminénou stfedni hodnotou, ktera je dana lineérni

regresni funkeci
y= Z = B;1;(x),
1

kde f;(x) jsou znamé funkce, které neobsahuji regresni koeficienty fi, ..., 5. Pii
vySetfovani zavislosti Y na X ziskame realizaci n experimenti vicerozmérny statis-

ticky soubor

((le yl)? R (Xm yn))

s rozsahem n, kde y; je pozorovana hodnota nahodné veli¢iny Y;, x; je pozorované
hodnota vektoru nezavisle proménnych X, ¢ = 1,...,n. Pomoci tohoto statistického
souboru provadime regresni analyzu, tedy pocitame potiebné odhady, testujeme
hypotézy, verifikujeme dany model atd.

Pri linearni regresni analyze, kdy hledame linearni regresni funkci, aplikujeme
tzv. linedrni regresni model, ktery je zalozeny na nasledujicich predpokladech:

1. Vektor x je nahodny, tedy funkce nabyvaji nenahodnych hodnot f;; = f;(x;)

proj=1,....mai=1,... n.
Ju o fi
2. Matice F = Lo : typu (m xn) s prvky f;; ma hodnost m < n.
Nt =+ T

3. Néhodna veli¢ina Y; ma stfedni hodnotu E(Y;) = >°7, 5;f; a konstantni
rozptyl D(Y;) =0*>>0proi=1,...,n.
4. Nahodné veli¢iny Y; jsou nekorelované a maji normalni rozdéleni pravdépo-
dobnosti proi=1,...,n.
Odhady regresnich koeficient, rozptylu, funkénich hodnot a testy statistickych
hypotéz o regresnich koeficientech provadime pomoci néasledujicich vztaht, pro které

si zavedeme oznaceni matic:

2?21 flifli T Z?zl flzfmz by
H = FF" = : . : :

Z?:l fmzflz e 2?21 fmzfmz bm
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Y1 Z?:l fiyi
y=| i |, 8=Fy= :
Yn Z?:l fmiYi

kde FT oznac¢uje transponovanou matici F. Pak plati:

Y

1. Bodovym odhadem regresniho koeficientu 8; je b;, j = 1,...,m a matice b je

feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic
Hb =g,

které se oznacuji jako soustavy normdlnich rovnic.

2. Bodovym odhadem linearni regresni funkce je
y=Y_ bif;(x).
j=1

3. Bodovym odhadem rozptylu o2 je
2 Sy

2 = min 7
n—m
2
kde Sk, =>", <yi — > bjg]) =3yl — i1 bjgj je minimélni hod-

nota rezidualniho souctu ¢tverct a g; je prvek matice g.

4. Intervalovym odhadem stfedni funkéni hodnoty y se spolehlivosti 1 — « je
<ijfj(x) - tl_%sm; Z b f(x) + ti—gs h*> ,
J=1 j=1

fi(x)
kde h* = f(x)TH 'f(x), kde f(x) = : a ti_s je (1 — §)-kvantil
fm(x)
Studentova rozdéleni s n — m stupni volnosti. Intervalovy odhad individualni
funkéni hodnoty y se spolehlivosti 1 — « se ziska analogicky, avSak misto h* se
polozi 1 + h*.

Vyse uvedené vysledky miizeme aplikovat pro odhad predikce hodnoty y pozo-
rované nahodné veli¢iny Y s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti N(u,0?) a
to pomoci statistického souboru (y1,...,y,), n > 2. My se budeme zabyvat piipa-
dem, kdy m =1 a fi1(x) = 1, jedna se o trividlni konstantni linearni regresni funkci

y = B1. Pro tuto situaci dostaneme

hn
H=(n), b=0), y=| : ,gz(ZZLlyi)-
Ym
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Pak bodovym odhadem individudlni hodnoty nahodné velic¢iny Y je

bl_%§yi_g

a bodovym odhadem rozptylu ndahodné veliciny Y je

1
2 _ C_\2
8—n_1§(yz y)

=1

V principu se jedné o hodnoty zndmych nestrannych odhadii parametri p a . Po
dosazeni do intervalového odhadu individualni funkéni hodnoty regresni funkce a
prislusnych apravach dostaneme intervalovy odhad individudlni hodnoty nahodné

veli¢iny Y se spolehlivosti 1 — a,

/ 1 / 1
<y—t1_gs 1+—;y+t1_%8 1+—>,
n n

kde #;_a je (1 — §)-kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

6.2 Konfidené¢ni interval pomoci toleran¢nich mezi

Druhy zptsob odhadu individuélni hodnoty je pomoci vyuziti toleran¢nich mezi
pro neznamou stiedni hodnotu normalniho rozdéleni. Necht P je pokryti a 1 — «
spolehlivost, pak chceme nalézt takovy interval, ktery bude se spolehlivosti 1 — «
pokryvat alesponn 100P% v8ech pozorovani.

Necht mame nahodny vybér x = (z1,...,x,) z rozdéleni N(u,0?) s neznamymi
parametry i, 02, toleranéni meze volime ve tvaru T + ks, tj. jako funkce postacujici
statistiky (7, s?).

Nejprve se podivejme na jednostranné tolerancni intervaly (—oo, T + ks) nebo
(T — ks, 00).

Pokud chceme nalézt konstanty &, tak uvazujme nahodné veliciny v a x?2, které
jsou nezavislé, necht v méa rozdéleni N(§,1) a x? ma rozdéleni x?(v). Pak ndhodna

veli¢ina
v

Voo

ma tzv. necentralni rozdéleni ¢ o v stupnich volnosti s parametrem necentrality ¢ a

t' =

s hustotou pravdépodobnosti

1 52 /2(+62) 2\ (y—t5 /T E2)2/2
_ —v v+ - v, —(y— v+
Ju(6:9) = ST 2y <1 + V) X / ye dy,

kde —00 < t < 0.

51



Necentralni rozdéleni ¢ s hustotou pravdépodobnosti f,(,0) oznacime t'(v, ).
Pro § = 0 pfechézi rozdéleni ¢'(v, d) na Studentovo rozdéleni ¢(v).

Oznacime-li 100P% kvantil rozdéleni t'(v, §) jako t’»(v,d), 0 < P < 1, pak z hus-
toty f,(t,9) vyplyva, ze f,(t,0) = f,(—t,—0) pro kazdé realné t, 6. Pak plati

th(Va 6) = tllfP(V7 _5>
Pro pravostranny toleran¢ni interval (—oo,T + ks) je

T ks

s Plo<Tahy =0 (TEEEY),
o

tudiz pro dané 0 < P < 1 je podminka z > P ekvivalentni podmince

T+ ks—v
o

Z up.

Dale chceme urcit k tak, aby pro danou spolehlivost 1 — « platilo
P(z > P) =1 — «, tedy aby bylo splnéno

T+ ks —

P(E+k3—1/20uP):P(
s

7o Jn > —k\/ﬁ) —1-a.
Pak ndhodné veli¢iny

(T + ks — oup)y/n

v = 5

g

n—1)s?
U

jsou nezavislé. Nahodna veli¢ina v ma rozdéleni N(—up+/n,1) a ndhodna veli¢ina

X% ma rozdéleni x?(n — 1). Tudiz ndhodna veli¢ina

t,:f—l—kzs—auP\/ﬁ
s

ma rozdéleni ¢'(n — 1,upy/n) a z vySe uvedenych rovnic vyplyva, Ze konstanta k& méa
tvar

k:—Tta( - uP\/—) \/—tl a( —17Up\/ﬁ).

Obdobné pro levostranny toleranéni interval (T — ks, co) dostaneme

= s
z:P(x>E—ks):1—<I><w)

o

a pro dané P, 1 — a mizeme podminku P(z > P) = 1 — « vyjadfit ve tvaru
k
PZ—ks—v<ou_p)=P@T—ks—v<—oup)=P (M\/_< k:\/_)

=Pt <kyn)=1-aq,
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kde ¢ ma rozdéleni t'(n — 1, upy/n). Konstantu k& dostaneme ve stejném tvaru,

1
b =t =L ) = e

Nyni se podivejme na dvoustranné toleranéni intervaly (T — ks, T + ks). Pro

dvoustranné toleranc¢ni intervaly je

T+ ks — T — ks —
Z:P(f—k5<x<f+ks):q)(m)—Q)(u),

o o

Protoze nés zajima podil rozdéleni pokryty intervalem (T — ks, T + ks), tak mtzeme
volit u, o libovolné. Pro jednoduchost volme p =0, o0 = 1.
Pro dané = dostavame rostouci funkei veli¢iny s. Pro dané P, 0 < P < 1, existuje

jedin& hodnota r = ks takova, ze
ST+r)—P(T—1)=PF,

pricemz podminka z > P je ekvivalentni podmince ks > r, tudiz podminéna prav-

dépodobnost

Pz P =p{¢=m-v2z0-0 ;) ) =r{v= ;)]

protoze ndhodné velic¢iny Z, y? jsou nezavislé.

Lze ukazat, Ze pro nepodminénou pravdépodobnost P(z > P) plati vztah

P(zzp)zp<zzp|%),

Jelikoz nahodna veli¢ina x? ma rozdéleni x?(n—1), je podminka P(z > P) = 1—«

ktery plati jiz pro n > 2.

splnéna pro
n—1

k= - -
"oem -1y

pti¢emz r uréime podle ®(Z +r) — ®(T —r) = P pro T = \/Lﬁ, tedy Fesime rovnici

¢<%+r)_q>(%+r):p

V tabulkach najdeme hodnoty £ pro rtzné hodnoty 1 — «, P, n.
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7 PESIMISTICKE ODHADY ROZDELENI PRAV-
DEPODOBNOSTI KATEGORIALNI VELICINY

Teoretické vysledky uvedené v této kapitole jsou prevzaty z ¢lanka [14],[15],[16] a
zdroje [12]. Pro praktickou aplikaci ve druhém piikladu jsme pracovali s daty ze
zdroje [18].

Zéakladni praktickou tlohou pfi stochastickém modelovani kategorialni veli¢iny
X, kterd nabyva kone¢né mnoha riznych hodnot z%, j = 1,...,m, kde m > 2, je
odhad jejiho rozdéleni pravdépodobnosti z pozorovanych hodnot x;, ¢ = 1,...,n, kde
n > m. Zde je nutné podotknout, Ze oznaceni hvézdickou neznamené totéz oznaceni
jako pri pouziti metody bootstrap. Proto z divodu kolize znaceni budeme z} znacit
odhad jejiho rozdéleni pravdépodobnosti z pozorovanych hodnot z; a z7* znacit j-

tou realizaci bootstrapového vybéru X*. Necht pozorovanim X ziskdme statisticky

soubor (zy,...,2,) hodnot x} a jeho rozt¥idénim dostaneme roztiidény statisticky
soubor ((x*{, %) R, (:L‘:z, %”)), kde ];—7 # 0 je relativni ¢etnost pozorované hodnoty
x7, j =1,...,m. Pfedpoklad nenulovych relativnich cetnosti zajistime, pokud vyne-

chame odpovidajici hodnoty z7. Ozna¢me odhadované rozdéleni pravdépodobnosti
P = (p1,..-,Pm), kde p; = P(X = z}) je pravdépodobnost, ze kategoridlni veli¢ina
X nabude hodnotu z7, jedna se o odhad parametra p = (p1,- - -, pm) multinomického
rozdéleni pravdépodobnosti M (n, p1,...,pn) pii znamém n. Pokud byl statisticky

soubor (z1, ..., x,) ziskdn vybérem s vracenim z vzajemné nezavislych pozorovani X,
_ fi

noe

s s ~ fm .. .
pouziva se vétsinou pro odhad vektor p .., ==, ktery je nestrannym odhadem
vektoru parametri p = (p1, ..., Pm)-

Ukézeme si odhady diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti kategorialni veli¢iny
pomoci gradientu kvazinormy a tzv. pfimkovy odhad. Geometrickou interpretaci

piimkového odhadu rozumime odhad lezici na tsecce, ktera jde z empirického roz-
— N Im

n’ " n

déleni pozorovanych Getnosti £ a konéi v rozdéleni p, = (i l).
n 0 m’ ' m
Uvedené odhady jsou pro rizné kvazinormy dostate¢né vhodné pro aplikace a navic

muzeme vhodnym postupem zajistit také jejich asymptotickou nestrannost.

7.1 Gradientni odhad

Necht funkce f : (0,00) — R*, kde RT = R U —o0,00, je konvexni na (0, 00),
striktné konvexni v bodé u = 1 a nabyva v tomto bodé hodnoty f(1) = 0. Pokud
P = (P, --,Pm), resp. 4 = (qu,...,qn) je diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti
z pravdépodobnostniho prostoru (€2, 3, P), resp. (Q, %, @), pak f-divergenci rozdé-
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leni p, ¢ rozumime funkcional
N (P
Ds(p.a) =Y _qf (—)
=1 4

f-divergence ma vyznam vzdalenosti danych rozdéleni a plati:
L. p=q& Ds(p,q) =0,
2. D¢(p,q) nabyva v R* svého maxima < p, q jsou ortogonalni, tedy existuji
takové disjunktni mnoziny E, F' C 2, Ze

ijzla quzl.

a*€E z*eF
Necht S = {p e R™:Vp; >0, Z;n:l pj = 1} je mnozina vSech diskrétnich rozdé-
leni pravdépodobnosti na 2. Kvazinormou rozdéleni p € S rozumime f-divergenci
D¢(p,po), kde py = (£,...,L). O funkci f fikdme, Ze generuje kvazinormu Dy (p, p,)
na S. Plati, ze:

L. Dy(p,po) = 1y 2omy f(mpy),

2. D¢(p,py) je nezaporna konvexni funkce na S symetricka vzhledem k promeén-

nym p;, kde j =1,...,m,

3. py minimalizuje integral vSech f-divergenci Dy(p,q) na S a méa maximalni

entropii.

Hleddme takové rozdéleni pravdépodobnosti v S, které je nejblize p, a ke kterému
se dostaneme od empirického rozdéleni nejrychleji. Tomu odpovida minimalizace
kvazinormy D(p, py) a hledani rozdéleni na kiivce nejvétsiho spadu v S.

Necht D¢(p, pg) je kvazinorma na S. Pak gradientnim odhadem rozdéleni prav-
dépodobnosti p € S z empirického rozdéleni (%, cee me) rozumime rozdéleni prav-
dépodobnosti p(t) € S, ze

Sp(1) = —aradDy(p(1), py) V1 € (0. 00) a p(0) = = (% o %) |

Pokud funkce f(u) generuje kvazinormu Df(p,p,) na S a ma vySe uvedené vlast-
nosti a spojitou derivaci f’(u) pro kazdé u € (0,00), pak existuje jediny gradient
odhad p(t) = (pi(t), ..., pm(t)) rozdéleni pravdépodobnosti p € S. Slozky rozdéleni
pravdépodobnosti p jsou Vt € (0,00) partikularnim feSenim soustavy obycejnych

diferencialnich rovnic prvniho fadu

pi(t) = —f(mpi(t)) + f (m [1 - Z_:pj(t)D :
Proa(t) = —f(mpm(t)) + [ (m [1 - nipj(t)])
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s pocatecnimi podminkami

p1(0) = %,...,pm_l(O) = f";bl,

slozka p,,(t) =1 — Z;n;ll p;(t), Vt € (0,00).

Test dobré shody nam pomuze najit hodnotu ¢, € (0,00) jako hodnotu ¢, kdy
jesté nezamitame hypotézu o vhodnosti rozdéleni p(¢) na hladiné vyznamnosti «.
Pro rostouci parametr ¢ se gradientni odhad p(t¢) vzdaluje po kiivce nejvétsiho spadu
S od empirického rozdéleni k p,. Odhad p(¢y) je nejhorsim z odhada spliujicich
zvolené testové kritérium na hladiné vyznamnosti a, a proto se nazyva pesimisticky
gradientni odhad.

Necht f(u) = (u — 1)?, pak

Dy(p, o) = %Z(mpj - 1)

j=1
je tzv. kvadratickd kvazinorma. Slozky gradientniho odhadu p(t) = (p1(t), ..., pm(t))
z empirického rozdéleni (%, e f#") pro Vvt € (0, 00) jsou partikularnim feSenim ne-
homogenni linearni soustavy obyc¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu s kon-

stantnimi koeficienty a pravymi stranami

pi(t) = —dmpi(t) — 2mpa(t) — ... — 2mp,_1(t) + 2m,
ph(t) = —2mpi(t) —dmpa(t) — ... — 2mpy_1(t) + 2m,
P () = =2mp(t) — 2mpo(t) — ... — dmp,_1(t) +2m
a s pocatecnimi podminkami
fl fm -1
0)==—,...,pm-1(0) =
P1( ) n’ » D 1( ) n
a slozka ,
pm(t) =1— ij(t), Vt € (0,00).
o

Resenim této soustavy jsou slozky gradientniho odhadu p(t)
kde

o = fi/n+ fafn+- 4 fra/n 1

m—1 m
e = (m—=2)fi/n—fa/n—...— fu/n
m—1 ’
o = —fi/n+(m—=2)fa/n—...— f/n
m—1 ’
P —fl/n—fg/n—---+(m—2)fm,2/n—fm,1/n'

m—1
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pi(t) = e +cpe2mt +1/m,

pa(t) = e +cze 2t +1/m,
Pm—2(t) cre”2m’t +Cmo1e” ™ +1/m,
Pmo1(t) = e — e 2mt —Cpp1e” 2™ 1 /m,
pml(t) = —(m—1)ce 2 +1/m,

Slozky ziskaného gradientniho odhadu z empirického rozdéleni jsou asymptoticky

nestrannymi odhady slozek pozorovaného rozdéleni pravdépodobnosti p.

7.2 Primkovy odhad

Jinym odhadem rozdéleni pravdépodobnosti p z pozorovanych hodnot ndhodné ka-
tegoridlni veliciny X v prostoru S muze byt pfistup, kdy budeme uvazovat, ze se

nebudeme pohybovat po kiivce nejvétsiho spadu jako u gradientniho odhadu, ale
L f_m)

n'' ' n

po tsecce vychazejici z empirického rozdéleni pozorovanych ¢etnosti 5 = (
a koncici v rozdéleni p, = (%, ce W%) Pak odhad p(¢) ma slozky
f j 1 fj
W)=y (— -2
PJ( ) m.n

n

kde t € (0;1), j =1,...,m. Slozky p,(t) odhadu p(t) rozdéleni pravdépodobnosti
p jsou ziejmé konvexni kombinace odpovidajicich slozek g a py- Tento odhad na-
zveme primkovy odhad, ktery je totozny se znamym diskrétnim jadrovym odhadem

s mocninnymi jadry

:ﬁ 1 c

Dn € (0, 00).
Pa() n1+cm+1+cmproc (0, 00)
Pokud vyjadiime slozku p;(t) ve tvaru
[ 1
() =21 —t)+—t
pitt) = 21—+,
pak plati
1 1
—1-t = t=1- ——
14+cm 1+em  14cm
a
c t cm
1+em  m 1+cm

Gradientni odhad, resp. pfimkovy odhad, p(t) zavisi na hodnoté ¢ € (0, o), resp.

t € (0,1). Hodnotu ¢, muZeme najit pomoci testu dobré shody. Pokud pouzijeme
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Pearsonuv test, pak ty je kofenem nelinearni rovnice

1~ ff
ﬁz Et) _n:X%—a'
j=1 P

P1i pouziti Pitmanova-Hellingerova testu je ty kofenem nelinearni rovnice

8n (1 -2 \/mt)%) = Xi-a

Pro oba ptipady x?_,, je (1 — a)-kvantil chi kvadratu rozdéleni s m — 1 stupni
volnosti, a je hladina vyznamnosti testu dobré shody. Obé kritéria jsou asymptoticka
a pro praktické vyuziti pozadujeme np;(to) > 5 pro Vj =1,...,m.

Veskeré odhady p(t) pro Vt € (0;ty) spliuji zvolené kritérium na hladiné vy-
znamnosti alesponn a. Odhad p(ty) je "nejhorsi"z téchto odhadu, tedy muzeme jej

oznacit jako pesimisticky gradientni, resp. primkovy, odhad.

7.3 Ukazka aplikace

Nyni si ukdzeme, Ze pro ziskani intervalového odhadu mizeme pouzit metodu boot-
strap. Praktickou aplikaci si pfedvedeme na dvou piikladech kategorialnich velicin,
u nichz metodou bootstrap ziskame intervalové odhady rozdéleni pravdépodobnosti.
Budeme se zabyvat zejména primkovym odhadem. K vypoctim nam poslouzi MS

Excel a Statgraphics Centurion.

Falesna kostka

Budeme uvazovat hraci kostku o Sesti hranach, které si oznac¢ime klasickym zptiso-
bem 1,...,6. Pokud hazime kostkou, tak pozorujeme diskrétni nahodou veli¢inu X,
tedy cislo, které padne. Zékladni prostor je tvoren Sesti elementarnimi ndhodnymi
jevy odpovidajici ¢islim 1,...,6. Pokud se jedna o kostku, kterd neni falesna, pak
pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny p = (p1,...,ps) = (1/6,...,1/6). My
jsme se zamérili na piipad, kdy uvazujeme falesnou kostku, tedy kostku, ktera ma

téz81 stranu s ¢islem 6. Pravdépodobnostni funkei zvolime
p = (0,08;0,13;0,13;0,13;0,13;0,4).

e Pozorovani ndhodné veli¢iny X nasimulujeme na pocitaci.
e Vygenerujeme 50 (B) nahodnych bootstrapovych vybéra X, i = 1,..., B,
s opakovanim o rozsahu n z ptivodniho souboru X.

e Pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spocitaji ¢etnosti f; a
fr

2
n "

relativni éetnosti
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e Nyni mame vSe potfebné proto, abychom mohli pouzit Pearsontuv test dobré
shody.
e Tedy dostaneme B hodnot ¢j, které je kofenem nelinearni rovnice

1 f7°
E]Z *jt)

=1 pj(

2
—N=Xi_a

e Pro téchto B hodnot zkonstruujeme bootstrapovy t-konfidenéni interval pro pa-
rametr 6 na hladiné vyznamnosti a = 0, 1.
90% bootstrapové t-konfiden¢ni intervaly pro pravdépodobnosti pf a relativni

Cetnosti %* prislusnych stran kostky jsou:

pio€ {0,098;0,152), fint e (0,02;0,11),
p € (0,121:0,166), fon* € (0,07;0,16),
pioe (0,128:0,177), fan® € (0,08;0,19),
P e (0,127;0,175), fin* € (0,08:0,18),
2 (0,117;0, 168), fsn* € (0,07;0,17),
pi € (0,200;0,358), fon* € (0,33;0,49).

Pokud bychom studovali, jak se chova ndhodné veli¢ina, které je slozena z pu-
vodni hodnoty a B bootstrapovych hodnot, pak bychom dostali statisticky soubor o
velikosti n = 51, pro ktery zkonstruujeme 90% konfiden¢ni interval pro individualni
hodnotu 0 € <§ —tli—gsy/1+ %;5 +li—gsy/1+ %>, kde 6 postupné nahradime

Dis %, 1 =1,...,6. Takto vzniklé veli¢iny oznacime p;y, file, 1=1,...,6.
pur € (0,100;0,157), fléH € (0,040;0,118),
parn € (0,123;0,169), L e (0,075;0,164),
psig € (0,126;0,177), fi’LH e (0,077;0,190).
parn € (0,127;0,179), f“é” e (0,082;0,191).
psir € (0,123;0,173), f5le € (0,073;0,175).
perr € (0,199;0,347), fﬁéH € (0,321;0,495).

Sestrojime také pro porovnani 90% konfidenc¢ni interval
<§ — tl_%s\/%;g + tl_%s\/g>, kde 6 postupné nahradime p;, %, i=1,...,6. Takto
;i

vzniklé veli¢iny oznacéime p;, w,i=1,...,6.
p, € (0,124:0,132), L' e (0,074;0,084),
sy € (0,143;0,149), L' e (0,113;0,126),
b€ (0,148;0,155), 5 € (0,125;0,141).
p, € (0,149;0,157), L' e (0,129;0,144).
g€ (0,145:0,152), L' e (0,117;0,131).
pe € (0,263;0,283), fs" e (0,396;0,420).
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P1i sestrojovani konfiden¢nich intervalt v softwaru Statgraphics se objevilo po-

dezfeni na normalitu dat. Podivejme se na grafické znazornéni ndhodnych veli¢in.

Chovani nahodné veli¢iny je zachyceno na obréazcich [7.1] [7.2] [7.4] [7.5] [7.6], [7.7]
78, (79 (710 (710 712

Rozdéleni, které fituje rozdéleni ndhodné veli¢iny pj, je normalni rozdéleni, viz
obrazek [7.1] Na obrazku je zachyceno tii parametrické lognormalni rozdéleni

*

pravdépodobnosti nahodné veli¢iny % .

18 ‘ T —r ‘ ' = 18 ‘ * ‘ ' g
15 - /\7 _ 15 7 ,
12 7 , 12 — 7
9 d ; ot ]
0 i‘ | : : : . ‘,: 0 l‘—/[ : : : | .
0,07 009 011 013 015 017 0,19 0 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15
Obr. 7.1: Pravdépodobnostni Obr. 7.2: Relativni ¢etnosti -
funkce - strana 1 strana 1

Rozdéleni, které fituje rozdéleni ndhodné velic¢iny p3, je normalni rozdéleni prav-
dépodobnosti, viz obrazek Na obréazku[7.4]je zachyceno normalni rozdéleni prav-
dépodobnosti ndhodné veli¢iny %*

20 :

121 ]

16 \ ] I
L 4 87

12} 1

0.1 012 0,14 0,16 0,18 006 008 01 012 014 016 018

Obr. 7.3: Pravdépodobnostni Obr. 7.4: Relativni ¢etnosti -
funkce - strana 2 strana 2

Rozdéleni, které fituje rozdéleni nahodné veliciny pj, je normalni rozdéleni prav-
dépodobnosti, viz obrazek Na obrazku|7.6|je zachyceno normélni rozdéleni prav-
dépodobnosti nahodné veli¢iny %*

Rozdéleni, které fituje rozdéleni nahodné veli¢iny pj, je normélni rozdéleni prav-
dépodobnosti, viz obrazek[7.7] Na obrazku[7.§|je zachyceno tii parametrické lognor-

. , , eo *
mélni rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny % .
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16 T T T = 16 T T T T T T
12 L ] 12 B ]
gL ] 8- -
4 ] a4 ]
= : : : ] ok ; ; ; ; o]
0,11 0,13 0,15 0,17 0,19 0,06 0,09 012 015 018 0,21 0,24
Obr. 7.5: Pravdépodobnostni Obr. 7.6: Relativni ¢etnosti -
funkce - strana 3 strana 3
20F B 24 F B
16 ] 20F ]

[ ] 16 - J
12f b [ ]
121 e

O—J ‘ ‘ . \— 0E

L C L 1 L L L 1]
0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2 0 0,04 008 0,12 0,16 0,2 0,24
Obr. 7.7: Pravdépodobnostni Obr. 7.8: Relativni ¢etnosti -
funkce - strana 4 strana 4

Rozdéleni, které fituje rozdéleni nahodné veli¢iny p?, je normélni rozdéleni prav-
dépodobnosti, viz obrazek [7.9 Na obréazku je zachyceno tif parametrické lo-
gnormalni rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny %*

Rozdéleni, které fituje rozdéleni nahodné veli¢iny pg, je normélni rozdéleni prav-
dépodobnosti, viz obrazek Na obrazku je zachyceno normalni rozdélent
pravdépodobnosti nahodné veli¢iny %*

Tedy vidime, Ze nahodné veli¢iny, které jsme dostali z puvodnich a bootstrapo-
vych hodnot pochazi z normalniho nebo tif parametrického lognorméalntho rozdéleni.

7 obréazku [7.13| je patrné, ze pokud si pro ilustraci vykreslime ptvodni pravdé-
podobnosti, prumeéry bootstrapovych vybéria a bootstrapové intervaly odhadneme
prumeérem jejich dolnich a hornich mezi, tak vidime, Ze metodou bootstrap spolecné
s pfimkovymi odhady se data snazi dostat k charakteru dat "obycejné kostky". Snazi
se vyrovnat k pravdépodobnosti %.

Na obrazku vidime vykreslené ptuvodni relativni cetnosti, priméry boot-
strapovych vybéri a bootstrapové intervaly odhadneme primérem jejich dolnich a

hornich mezi.
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Obr. 7.11:

Obr. 7.12: Relativni ¢etnosti
Pravdépodobnostni funkce -

- strana 6
strana 6

Mobilita a mistni preprava v Chrudimi v roce 2011

Ted se podivame na skutecnou situaci. V Chrudimi v roce 2011 probéhl dotaznikovy
prizkum na mobilitu a mistni pfepravu. Jednalo se o dotaznikovy prizkum, kdy bylo
vybrano 726 spravné vyplnénych dotazniki a zjistilo se, Ze ve vzorku respondenti
prevlada pocet zen (55,2 %) nad muzi (44,8 %). Vyhodnotilo se, které vékové sku-
piny byly nejvice v prizkumu zastoupeny nebo jaky byl divod cesty (z nabizenych
péti moznosti) predchoziho dne, atd. Zjistoval se také pouzity prostiedek v den
konani priuzkumu, pésky, kolo, autobus, MHD, vlak, motorka a osobni automobil.
My jsme vychazeli z téchto vysledki, zejména jsme se zaméfili na kategorii, kdy
respondenti pouzili osobni automobil a priuzkum se dal ptal na pocet osob v auté.
Tedy z 278 respondentt jelo v auté 50 % jen Fidic, 35 % Fidi¢ s jednim cestujicim, v

15 % jelo v auté vice nez 3 lidi. Grafické rozloZeni je zobrazeno na obrazku(7.15] [7.16]
Tedy zaplnéni auta je kategorialni velicina X, kterd mize nabyvat t¥i hodnot,

v auté byl pouze tidi¢, idi¢ s jednim cestujicim, vice nez 3 lidi. Pozorovanim katego-

ridlni veli¢iny X byl ziskan ndhodny vybér o rozsahu 278. Na zékladé procentualniho
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Obr. 7.13: Odhad pravdépodobnosti p;

vyjadieni si spoc¢teme ¢etnosti f; a relativni ¢etnosti f; No a nyni se podivime, co

se stane, pokud spojime piimkovy odhad a metodu bootstrap:

e M¢jme ndhodny vybér skladajici se z pozorovani kategorialni veliciny X.

e Vygenerujeme 60 (B) nahodnych bootstrapovych vybéra X', i = 1,..., B,
s opakovanim o rozsahu n z pivodniho souboru X.

e Pro kazdy takto vygenerovany bootstrapovy vybér se spocitaji ¢etnosti f; a
relativni ¢etnosti 7

e Nyni mame vSe potfebné proto, abychom mohli pouzit Pearsontuv test dobré
shody.

e Tedy dostaneme B hodnot ¢, které je kofenem nelinedrni rovnice

1 f7
E Z *J(t) —n= X%—a‘
=1 P

e Pro téchto B hodnot zkonstruujeme bootstrapovy ¢t-konfidenéni interval pro pa-

rametr ¢ na hladiné vyznamnosti a = 0, 1.
90% bootstrapové t-konfidencni intervaly pro pravdépodobnosti p; a relativni
Cetnosti %* prislusného poctu osob v auté jsou:

i€ (0,390;0,451), L™ e (0,427;0,529),
ps € (0,320;0,359), £ ¢ (0,306;0,381),
pi € (0,210;0,278), L e (0,133;0,198).

Pokud bychom studovali, jak se chova ndhodné veli¢ina, které je slozena z pt-
vodni hodnoty a B bootstrapovych hodnot, pak bychom dostali statisticky soubor o
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Obr. 7.14: Odhad ¢etnosti %*

velikosti n = 61, pro ktery zkonstruujeme 90% konfidené¢ni interval pro individualni
hodnotu 6 € <§ —ti_gsy/1+ %;5 +ti_gsy/1+ %>, kde 6 postupné nahradime
Pirm, T i =1, 2, 3.

pun € (0,390;0,458), L e (0,444, 0, 544),
parn € (0,317;0,361), Lir e (0,303;0,383),

psrr € (0,202;0,272), L e (0,123;0,194).

n

Sestrojime také pro porovnani 90% konfidencni interval

/

<§ - tl_%s\/g;é%— tl_%s\/T>, kde 6 postupné nahradime p;, % ,1=1, 2, 3.

n

p; € (0,420;0,429), fi € (0,488:;0,500),
py € (0,336;0,342), L e (0,338;0,348),
py € (0,232;0,241), L e (0,153;0,163).

Pri sestrojovani konfiden¢nich intervali v softwaru Statgraphics se objevilo po-
dezfeni na normalitu dat. Podivejme se na grafické znazornéni ndhodnych veli¢in.
Chovani nahodné veli¢iny je zachyceno na obrazcich [7.17], [7.18] [7.19] [7.20], [7.21], [7.22]

Rozdéleni, které fituje rozdéleni ndhodné veli¢iny pj, je normalni rozdéleni, viz
obrazek [7.17] Na obrazku je zachyceno t¥f parametrické lognormalni rozdéleni
pravdépodobnosti nahodné veli¢iny %*
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Obr. 7.15: Zpusob dopravy

Obr. 7.16: Pocet osob v auté

Rozdéleni, které fituje rozdéleni nahodné veliciny p3, je normélni rozdéleni prav-
dépodobnosti, viz obrazek [7.19] Na obrazku [7.20] je zachyceno normélni rozdéleni
pravdépodobnosti nahodné veli¢iny %*

Rozdéleni, které fituje rozdéleni nahodné veli¢iny p3, je tii parametrické lognor-
malni rozdéleni pravdépodobnosti, viz obrazek Na obrazku je zachyceno
ti1 parametrické lognormalni rozdéleni pravdépodobnosti nahodné velic¢iny %*

Tedy vidime, ze nahodné veli¢iny, které jsme dostali z ptivodnich a bootstrapo-

vych hodnot pochézi z normalniho nebo tii parametrického lognormélniho rozdéleni.

7 obrazku je patrné, ze pokud si pro ilustraci vykreslime ptvodni pravdé-
podobnosti, prumeéry bootstrapovych vybéria a bootstrapové intervaly odhadneme
prumeérem jejich dolnich a hornich mezi, tak vidime, Ze metodou bootstrap spolecné
s primkovymi odhady si data zachovavaji ptvodni klesajici charakter. Pro data s

nejvétsim poctem respondentti, ktefi jeli v auté sami, je sloupecek nejveétsi.
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Obr. 7.18: Relativni Cetnosti

Pravdépodobnostni funkce - .
- pouze fidi¢
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Obr. 7.19:

Obr. 7.20: Relativni Cetnosti

Pravdépodobnostni funkce - o L
- Tidi¢+1 cestujici

ridi¢+1 cestujict

Na obrazku [7.24] vidime vykreslené piivodni relativni ¢etnosti, priméry boot-
strapovych vybérta a bootstrapové intervaly odhadneme primérem jejich dolnich a

hornich mezi.
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Obr. 7.22: Relativni &etnosti
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Obr. 7.23: Odhad pravdépodobnosti p;
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Obr. 7.24: Odhad ¢etnosti %*
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8 ZAVER

Metoda bootstrap jisté patif mezi efektivni metody odhadi parametri a rozdéleni
pravdépodobnosti. Lze ji pouzit pii studovani nahodného vybéru o malém rozsahu,
napt.: n = 20. V dobé rozvoje pocitaci neni problém pomoci této metody odhad-
nout presnost odhadu. Pti pouziti metody bootstrap jsme odpoutani od nutnosti
studovat teorii do hloubky a odvozovat pfesné vztahy. V pripadé, ze analytické od-
vozeni nezname, mizeme pouzit metodu bootstrap a dospéjeme k feseni. Odhady
odvozené neparametrickym bootstrapem jsou pro dostateéné velké vybéry presné
bez prihlédnuti k pozorovanému rozdéleni pravdépodobnosti. Casto jsou dostatecné
presné uz pro velmi malé rozsahy. I pfesto zistava, zZe metoda bootstrap dava jen
hruby odhad presnosti, ktery by mél byt pouzit v pfipadé, Ze neni mozné realizovat
rozsahlejsi vypocty.

Pokud spojime pesimistické odhady s metodou bootstrap, tak ziskdme uspoko-
jivé intervalové odhady pravdépodobnostni funkce. Pti studiu kategorialni veli¢iny
muzeme aplikovat gradientni odhad, ktery déava jen bodové odhady, ve spojeni s
metodou bootstrap dostaneme intervalové odhady. Pokud se budeme zabyvat u ka-
tegorialni veli¢iny i pfimkovym odhadem ve spojeni s metodou bootstrap dostaneme
intervalovy odhad pravdépodobnostni funkce. Na datech z dotaznikového prizkumu
o mobilité ve mésté Chrudim v roce 2011 jsme aplikovali pfimkovy odhad a metodu
bootstrap, ¢imz jsme ziskali uspokojivé intervalové odhady ¢etnosti a pravdépodob-
nosti.

Pti pouziti pocitaci se prace s touto metodou stava snazsi. My jsme praktické
vypocCty a ovéfeni provadéli v MS Excel a v softwaru Statgraphics Centurion XV.
Statgraphics Centurion XV je statisticky software, ktery ma spoustu statistickych
néstroju a umi spocitat i bootstrap a bootstrapové intervalové odhady stfedni hod-
noty, smérodatné odchylky a medianu. Nevyhodou tohoto softwaru je, ze nevypisuje
bootstrapové vybéry. Tedy pracujeme s jinymi daty nez jsme si nabootstrapovali
my, tudiz jsme Statgraphics Centurion XV pouzivali pro ovéfeni nebo v piipadé,
kdy jsme nedélali sami bootstrapové vybéry. VSechny soubory s vypocty a vystupy

ze Statgraphics Centurion XV jsou na ptilozeném CD.
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SEZNAM PRILOH

Na pfilozeném CD jsou nasledujici prilohy diplomové prace:
1. bootstrap.xls
2. regrese.xls
3. KategorialniVelicina.xls

4. Slozka Statgraphics obsahujici reporty ze Statgraphics Centurion
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