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Abstrakt

Tato bakalarska prace se zabyva problematikou krouceni prutli S nekruhovym pii¢nym
prufezem. K feSeni jsou pouzity analytické a numerické metody. Teoreticka cast se
zamé&fuje na odvozeni zakladnich vztaht a to zejména pro krut tenkosténnych otevienych a
uzavienych profili. Teoretické znalosti jsou poté vyuzity pro feseni konkrétnich uloh.
V préci je vySetfena vhodnost pouziti jednotlivych metod pro realné soucasti.

Abstract

The aim of this bachelor's thesis is the problematics of twisting of bars with non-circular
cross-section. In order to solve this problem, analytical and numerical methods are used.
The theoretical part deals with the derivation of elementary relations, especially on the
thin-walled open and closed section. This theoretical knowledge is further applied to solve
specific tasks. In this thesis, the applicability of using individual methods for real parts is
examined.

Kli¢ova slova

Krut prutti, nekruhovy pfi¢ny prufez, smykové napéti, deformace, tenkosténny profil,
Poissonova rovnice.
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1 Uvod

Védni obor mechanika téles je nedilnou soucasti lidského vyvoje. Zabyva se

vvvvvv

zasahuje do mnoha technickych obort, jako je strojirenstvi, stavebnictvi, architektura aj..

[2]

Jak pise Chattopadhyay [4], jednim z témat mechaniky téles je krut prismatickych
prutd (fj. s konstantnim pficnym prifezem). Jeho jednoduché analytické feSeni pro
deformaci a napéti ale existuje pouze pro ty¢e s kruhovym prifezem. Pro libovolné prufezy
je k dispozici pouze analyza prismatickych pruti vystavenych axialnimu zatizeni. Naproti
tomu urceni napéti a posuvi torze nekruhového hiidele zahrnuje pomérné komplikované
rovnice, jelikoz piedpoklady, které plati pro kruhové prufezy, zde nelze pouzit.

Nekdy je vSak nutné navrhnout hiidele s nekruhovymi prufezy. Tak je tomu
napiiklad u piipadu konstrukce ojnic, ta totiz vyzaduje stanoveni smykovych napé&ti
vyvolanych kroucenim v nekruhovych usecich (typicky v sekcich 1 nebo T). Takové
situace existuji také pti konstrukci riznych ¢asti stroju, jako jsou konzoly a podpéry, které
nejsou ve skute¢nosti hiidele, ale jsou zatézovany na krut.

Pro tyto piipady se ¢im dal castéji pouZivaji metody numerické jako je metoda
kone¢nych prvki (ddle MKP), metoda kone¢nych objemil nebo napt. metoda hrani¢nich
prvkd. I kdyZ jsou tyto metody na rozdil on analytickych universalni, jelikoZz jejich
aplikace nezavisi geometrii, druhti zatizeni ani materidlu, analyticky zptisob je stale
aktudlni a to zeyjména proto, ze numerické metody ndm neposkytuji zaddné vzorce, které by
mohly vést k pfedvidani zmén napéti a deformaci v disledku zmény zatizeni, velikosti
nebo tuhosti modelu. Tyto vzorce mizeme ziskat analytickymi metodami, bohuZzel, v§ak
nejsou pouzitelné na vSechny typy geometrii a zatiZeni. [3]

V této praci bude v prvnich péti kapitolach popsadn postup odvozovani vztahti
popisujicich krouceni nekruhovych priifezii zalozen zejména na zamoiské literatute, viz
Oden, Ripperger [1], a doplnén o informace ze zdroji jak ceského, tak zahrani¢niho
ptvodu. Vysledné odvozeni bude zaméfeno na vypocet smykového napéti v otevienych a
uzavienych tenkosténnych profilech. Na tyto kapitoly navaze ¢ast, kde bude rozebrano
smykové napéti v pficnych prifezech ziskané pomoci vypoctového softwaru Ansys a
ziskané udaje budou srovnany S podminkami vyuZzivanymi V analytickych vzorcich.
V zéavérecnych kapitolach 7 a 8 budou vyieSeny dva konkrétni piiklady, popt. zavislosti a
to vztah mezi tlouStkou stény a pouzitelnosti teorie tenkosténnych profili a také zmény ve
vysledném napéti v zavislosti na prechodu kruhového prifezu na elipticky.



2 Krouceni pruti s kruhovym priénym priirezem

Rovny prismaticky prut s kruhovym pificnym prufezem je nejznamé;jsi konstrukéni
prvek zatézovany na krut a pro pochopeni zékladnich vztaht, bude popsan jako prvni. Tyto
pruty se pozivaji jako hiidele do vétSiny motort a také jako zakladni prvky pro zkousku
napétovych a deformacnich vlastnosti kovii. [1]

Pti hledani vztahu mezi krouticim momentem, thlem natoeni a smykovym
napétim u kruhovych prifezii se vychézi z n€kolika predpokladii zpracovanych v literatufe
Oden, Ripperger [1]. Zakladni je symetrie jak u geometrie, tak u zatizeni, diky tomu se
muze konstatovat, Ze plochy pti¢nych prifezi kolmych na osu prutu zistanou plochami
béhem deformace a také ze v samotnych plochach nedojde k deformaci. Diky témto
podminkam je jasné, ze pfimka lezici v plose kolmé na osu prutu zistane ptimkou i po
deformaci. A proto slozka smykova deformace (Skos) vy, roste linearné Vv zavislosti na
vzdalenosti od osy prutu (Obr. 2.1). Témito pomérné¢ jednoduchymi deformacnimi
podminkami se krut kruhovych pruti zjednodusuje na staticky urcity problém.

S ptihlédnutim na typicky uvolnény prvek prutu zatiZené¢ho krutem zobrazeny na
obrazku (2.1) a vyuzitim matematické formulace Hookova zakona pro smyk, viz [1],
vyplyva vztah

T
YxplXx = %Ax =rlAg,

kde A¢ je priristek celkového thlu natoceni jakékoliv tseCky prochazejici osou rotace
Vv priifezu, G je modul pruZnosti ve smyku a 7y, je smykové napéti. Z toho vyplyva

Obr 2.1 a) Kruhovy prut zatizeny prostym krutem, b) typicky pricny prvek prutu



Kroutici moment vyvolany smykovym napétim zy, je

d d
M, =ﬂr(zwd,4) - Gﬁﬂrm: Gﬁzp,
A A

kde A je plocha a I, je polarni moment setrvacnosti pii¢ného prifezu. Z jednoduché statiky
vidime, Ze My je roven hodnoté krouticiho momentu M.

Upravenim podminek a zavedenim tvrzeni pro pomérny tthel zkrouceni

_de

g =—=
dx

do ptedchozich vztaht, se ziskaji vztahy zékladni teorie krutu

Mkr
qu) :TJ (2'1)
g = M 22
Gl (2.2)
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3 Krouceni pruti s nekruhovym pri¢nym prurezem

U piipadii krutu nekruhovych prufezii chybi podminka symetrie a tim padem i
jednoduchost elementérni teorie. Fakt Ze rovina fezu zistane i po deformaci rovinou nyni
neplati. [1]

Podle literatury Lenert [2] je nutno rozliSovat tzv. krouceni volné a vazané, téz
nazyvané ohybové. U volného krouceni neni deformaci ve sméru osy prutu zabranéno a
prufezy mohou volné pietvaret - deplanovat. Na rozdil od toho vazané krouceni vyvolava
normalova napéti v disledku branéni podélnych posuvi. K odvozovani bude kvili
realizovatelnosti uvazovano pouze krouceni volné, kdy stejné silové dvojce pisobi na obou
volnych koncich prutu.

Aby se dokézala ptfedchozi tvrzeni je potieba vySetfit chovani skupiny prvka
zobrazenych na Obr. 3.1a. Na obrazku jsou zndzornény prvky A az D, kdy praveé prvky A a
D jsou umistény v pravouhlych rozich prutu, tudiz jakékoliv vzniklé smykové napéti na
téchto prvcich by muselo vést k napéti na povrchu prutu, ¢ili k neexistujicimu napéti. Tyto
prvky ale podléhaji smykové deformaci, coz ma za nasledek, ze jejich tvar zistane
nezménény, ale natoci se ve smyslu zdeformovanych prvka B a C a to o hodnotu smykové
deformace (skosu) y. Prvky B a C jsou pod vlivem smykového napéti, dokud jsou
rovnobézné s tiseckou |ad|, viz Obr. 3.1c. Za zminku takeé stoji fakt, ze jakékoliv smykové
napéti orientované kolmo k hrani¢ni ¢afe neni mozné, toto nerealné napéti je znazornéno
na Obr. 3.1b. Kdyz by se pocet prvka pfiblizoval k nekone¢nu, stala by se z usecky |ad|
hladké kiivka se smykovym napétim v hrani¢nich bodech rovnym nule.

Al [B1 |C

3’
£}

i ““1/B /C /»
/> Y :

a) c)
Obr 3.1 a) Prut s nekruhovym pricnym prirezem zatizen krutem; b) prvky prutu

S nemoznym (carkované) a skutecnym (plna cara) smykovym napétim, c) deformace prvki
prutu
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Jak jiz bylo vySe zminéno, U nekruhového prifezu se musi uvazovat i posuv ve
sméru osy prutu (v tomto piipadé osy X), ktery zpusobuje pietvoreni pivodné rovinné
plochy. Tento ikaz se nazyva borceni pticného priufezu a je charakterizovan posuvem u.

3.1 Napétovy rozbor

Pfi odvozovani vztahi a rovnic spjatych s deformaéné napétovou analyzou se bude
vychazet z predpokladt, zaloZzenych na dfive popsanych skuteénostech, Bernoulli-
Navierové hypotéze, viz Lenert [2], a také Saint-Venantové principu, ktery bude vice
rozveden v kap. 3.3.

Predpoklady jsou shrnuty nasledovné:

e Piicné fezy promitnuté do roviny kolmé na osu otaceni se neméni.

e Neutralni vldkno (vlakno umisténé v ose otaceni), se nedeformuje a ani
nijak délkové neméni.

e VSechny pficné fezy se pootoci shodné v zavislosti na poloze ve sméru X, a
to podle pomérného uhlu zkrouceni 6, ktery je konstantni v ramci celého
télesa.

%
0 = — = konst.
dx
e Pro mal¢ deformace se vldkna rovnobéZzna s osou otaceni mohou po
zkrouceni povazovat za sklonéné ptimky, které tvori Sroubovici o velkém
stoupani.

V predeslé kapitole popsané volné krouceni, poskytuje dalsi podminky pro postup a
to takové, Ze pokud neni branéno tzv. borceni, neplsobi na prut zadné sily ani ohybové
momenty, a tudiZ v ném neexistuji normalova napéti. Déle pak ze tii sloZzek smykového
napéti pouze napéti 7y, a 7, mohou zpisobovat kroutici moment. Slozka 7y, je nulova,
jelikoZ napéti v rovinach rovnobéznych s osou prutu, by méli za néasledek sily a momenty,
kvili kterym by prut zatizen pouze krouticim momentem nebyl v rovnovéze. Proto pro
nekruhovy prut zatizeny krutem plati

Ox =0,=0,=Ty,=0. (3.2)

S odkéazanim na Cauchyho rovnice rovnovahy v bodé [2] a ptihlédnutim k rovnici
(3.1) vzniknou diferencialni rovnice rovnovahy

0Tyy 0Ty,
dy 0z

0 (3.2)

a také

12



0Tyy 0Ty, 0 (3.3)
ox  ox

Rovnice (3.2) vyjadiuje, ze se smykové napéti neméni v zavislosti na poloze ve
sméru X. Z toho vyplyva, ze je rozlozeni smykového napéti na kazdém piicném prifezu
stejné. Pouze rovnice (3.3) se da vyuzit jako podminka rovnovahy s dvéma nezndmymi.
Jelikoz se jedna o staticky neurcity problém, K vyslednym rovnicim Se musi vyuzit i
podminky deformacni. [1]

3.2 Deformacni rozbor

Protoze je prut z homogenniho, izotropniho a linedrn€ pruzného materialu, mize se
diky dosazeni rovnice (3.1) do matematické formulace Hookova zakona pro pomérnou
deformaci a skosy, uvedeném v literatuie Lenert [2], zavést rovnice pro deformace

Ex =& =& =Yy, =0. (3.4)
Z definice pomérné deformace [1] vychazi zavislosti posuvt na jednotlivych soufadnicich
Ju OJdv dw
ox 0y 0z
Coz vede k poznatku, ze posuvy u, v, w jsou funkci pouze dvou soufadnic
u=fz, v=gkxz), w=hkxy). (3.5)
Funkce f, g a h jsou spojité funkce, které musi byt pro dalsi postup urceny.

Zjisténi ze yy, je rovno nule, potvrzuje prvni podminku zminénou v oddilu 3.1, proto
se muze fici, Ze deformace vyobrazena na Obr.3.2 nemlze vzniknout. Tim padem se
vSechny body lezici v rovin¢ yz béhem deformace otaceji pouze kolem osy rotace, coz je
V tomto piipadé osa X.

Obr 3.2 Nerealné zdeformovany prvek v roviné yz
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Obr 3.3 Zobrazeni posuvii v roviné yz

S ptihlédnutim k témto vlastnostem je nyni jednodusi popsat posuvy v roving yz a
také popsat funkce f, g, h v zavislosti na uhlu ¢, ktery na Obr. 3.3 svira tsecka |0B| tedy
spojnice osy x a polohy bodu B pied rotaci a tseCka |0B ‘| tedy spojnice osy a vysledné
polohy bodu B.

Diky vySetfeni geometrie v Obr. 3.3 se rovnice pro posuvy u a v mohou zapsat
takto

vV =—¢z a w=@y. (3.6)

Déle se musi potvrdit tfeti podminka tykajici se pomérného tthlu zkrouceni. K tomu
se opét vyuzije Hookliv zakon pro skosy a rovnice (3.3), jejichz dosazenim se dojde
K rovnici

)

0Tyy _ Gayxy _ Gi(a_u_l_a_v)
0x 0x dx \dy 0Ox

po dosazeni rovnice (3.6) se rovnice zkrati na

0 (0u d%¢

209520

0y \dx dx?

prvni ¢len je nulovy podle definice pomérnych deformaci (3.4) a tim padem i ¢len

dZ
Lo _
dx?
po integraci Z—f = konst.= 6. 3.7)

14



Timto je potvrzena tieti podminka a také ze zkrouceni ve vzdalenosti X od bodu
X =0 je rovno soucinu &x. Nyni mohou byt rovnice (3.6) popsany pomoci proménnych 6,
X, Y a z. Vyjadiené posuvy jsou

u=f(yz2),
v=—0xz, (3.8)
w = 0xy.

Jakmile jsou funkce f(y,z) a pomérny thel zkrouceni 6 znamy, mohou byt uréeny
vSechny posuvy zplsobené kroucenim.

Kdyz se z Hookova zakona pro skosy vyjadii smykové napéti a deformace
Vv zavislosti na posuvech, jez odvodil Lenert [2], Ize dovodit rovnice

Ju 0Jv
Tyy = nyy = G(@'I‘&),
u GW)

Tz = GVyz = G<az+a

kdyz se do téchto vztahti dosadi rovnice (3.8) ziskd se rovnice pro smykova napéti
Vv zavislosti na 0

(3.9)

Pokud se prvni rovnice zderivuje podle y, druha podle z a dosadi se vztahy (3.2)
vznikne

0%u N 0%u — 0o (3.10)
dy?  0zz2 '

coz je rovnice vyjadfujici parcialni diferencialni rovnici pro borceni. Tento vztah je
nazyvan Laplaceova rovnice, podle Pierre Simon de Laplace, jednoho z nejvyznamnéjsich
francouzskych védcti. Jakékoliv feSeni této rovnici je nazyvano harmonicka funkce, Cili
posuv u je harmonickou funkci.

Po téchto tpravach se problém krouceni zmensuje na hledani pouze jedné ze Ctyt
neznamych 7y, 7, U @ 6. Ktomuto slouzi tfi vztahy, rovnice rovnovéhy - (3.2), dvé
kinematické podminky v rovnici (3.9), ve kterych jsou vyjadiena napéti. Rovnice (3.10)
nemuze byt pouzita jako dal$i vztah, jelikoz byla odvozena ze vztahu (3.2). A jako
posledni vztah se pouZije jednoducha staticka rovnovéha a to takova, Ze napéti 7y a 74, musi
zpusobovat kroutici moment o velikosti My v kazdém pfi¢ném prufezu. [1]
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3.3 Saint-Venantova napét'ova funkce

Reseni krutu se miZe zazit na hledani pouze jedné neznamé pomoci principu
zvetejnéného poprvé vroce 1855 francouzskym matematikem Saint-Venantem (celym
jménem Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant). Ten ptedpokladal, Ze existuje
spojité derivovatelna funkce ¢(y,z,), nyni nazyvana Saint-Venantova napétova funkce,
ktera ma tyto vlastnosti

¢

T =5,
3.11
o6 (3.11)

Txz = _E

Pti dosazeni téchto rovnic do rovnice (3.2) vznikne rovnice

¢ %9 _
dydz 0zdy

které vyhovuje jakakoliv funkce spojita skrz jeji druhou derivaci. Takové funkce
automaticky vyhovuji i rovnici (3.2), avSak takovychto je nekonecné mnoho, proto tato
funkce musi zastitovat nejen podminku rovnovahy, ale také podminku kompatibility
deformace a posuvi.

Z tohoto divodu se zavadi rovnice (3.11) do (3.9), stim, Ze se prvni zderivuje
podle z a druha podle y

a<a¢)_Ga<au 9) 6( a¢>_Ga<au+9>

d0z\oz) 0z \dy Zaay dy)  0y\dz Y):

S pfipomenutim, ze U Ize také spojité derivovat, se muze od prvni rovnice odecist druha a
vznikne

9%2¢ 9%¢ (3.12)
a—yz + ﬁ = -2G6.

Toto je rovnice kompatibility pro krut prismatickych pruta. Jakékoliv funkce ¢ spojita skrz
jeji druhou derivaci ktera vyhovuje rovnici (3.12) nyni automaticky poskytuje i podminku
pro rovnovahu. Kterakoliv parcialni derivace rovnice (3.12) se nazyva Poissonova rovnice,
tato rovnice se vyuziva také k feseni fady dalSich fyzikalnich tloh.
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a) b)

Obr 3.4 a) Napétova funkce pro elipsu b) pro obdélnik

3.4 Zobrazeni napét'ové funkce a smykovych napéti

Funkce ¢ se da zobrazit jako zakfivena plocha rozlozena nad pii¢énym prufezem,
jejiz promitnuti do roviny pticného prifezu je s ni shodné. Na Obr. 3.4 je zobrazena
napétova funkce pro elipticky a obdélnikovy piiény prifez. Uhly f znazoriiuji maximalni
sklon plochy a bod M polohu bodu s maximalnim sklonem, kiivka p je vrstevnici napétové
funkce, ¢ili je rovnobézna s pii¢nym prufezem. [2]

Z Obr. 3.4 lze rozpoznat podobnost s napjatou blanou, tento jen byl popsan uz
v roce 1903 Ludwigem Prandtlem, ktery nalezl spojitost mezi objemem pod mydlovymi
membranami zatizenymi vnitinim tlakem a napétim zpisobenym kroucenim, zjistil, ze
objem pod napjatou membranou je umérny krouticimu momentu. Vyhodou této analogie je
moznost zobrazeni ¢, a vrstevnic, stejné jako je tomu na mapach, v mistech kde jsou
vrstevnice nejhustéjsi je maximalni stoupani, ¢ili maximalni smykové napéti. [1]

Z rovnice (3.11) jde vyvodit, Ze sklon plochy ve sméru z se rovna napéti ve sméru y
tedy v kolmém sméru a naopak sklon ve sméru y je napéti v zdporném sméru z. Pokud je
tedy pfimka prochazejici sttedem soufadného systému n nato¢ena o thel a vzhledem k ose
y, a bere se v potaz geometrie znazornéna na Obr. 3.5, bude pak vysledné napéti kolmé k n

—Tyxz COSQ + Tyy Sina.

z

Obr 3.5 Zobrazeni smykovych napéti v roviné yz
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Sklon ve sméru n je z definice
dp 0¢pdy +a¢>dz
dn  dydn 0zdn
nebo pokud je dy/dn = cos a a dz/dn = sin a poté

9

T = ~TxzCOSA + Ty sina (3.13)

a timto je dokdzano, ze sklon ¢ v jakémkoliv sméru je roven smykovému napéti kolmému
na tento smer.

3.5 Okrajova podminka

Okrajova podminka je nedilnou soucasti tfeSeni funkce ¢(y,z). Jak jiz bylo
dokazano, smykové napéti nemtize na hranici pfi¢ného prifezu plisobit ve sméru normaly
k obrysové ktivce, proto sklon plochy ¢ na hrani¢ni kiivce S ve sméru obrysu musi byt
nulovy. [1] V tom piipad¢ plati

—Txz COSA + Ty, sina = 0. (3.14)
Goniometrické funkce se vyjadii z Obr. 3.6

. dy _dz
sina =—- a cosa =,

dale se dosadi rovnice (3.11) do rovnice (3.14)

dpdy 0dpd
dpdy  opdz_
dyds 0zds

(3.15)

Obr 3.6 Smykova napéti na hranici pricného prirezu
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¢imz se ziska rovnost platna pro body na hranici pfi¢ného prifezu s, viz Kalivoda [5],

d
d—f =0 => ¢(y5,2;) = konst. (3.16)

Zde je hodnota konstanty nepodstatna, protoZe napéti jsou definovana jako derivace ¢ a ne
jako plocha samotna4, Cili se konstanta d4 povazovat za nulovou bez ztraty funkce.

3.6 Vypocet krouticiho momentu

Jak jiz bylo fe€eno, rovnice (3.12) poskytuje jak podminku rovnovahy, tak i
kompatibility, aby se toto mohlo potvrdit, musi napéti spliiovat okrajovou podminku na
koncich prutu a na kazdém pficném prufezu, tedy vést ke krouticimu momentu (ve sméru
0SY X).

Ten musi mit podle Obr. 3.7 tuto velikost [2]

M, =M, = ff (—Txyz + T2y )dy dz,
A

zde se integruje pres celou plochu pfi€ného prifezu A. Nyni se svaze kroutici moment
S napét'ovou funkci ¢

Zintegruje se s hranicemi A, B na ose y a C, D na ose z, kde body A az D zastavaji
hrani¢ni body pti¢ného prirezu

z Mk

Txz / dy

dz| z y

Obr 3.7 Vznik krouticiho momentu
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([ o ([ )

Integrovanim po ¢astech vznikne

M; :_f(d)BZB_¢AZA_f¢)dZdy_f<¢DyD_(anyC_J¢dy>dz'

Pfi vyuziti informace, ze ¢a, @B, dc @ ¢p, jsou hrani¢ni body, tudiz maji nulovou hodnotu,
se vztah pro kroutici moment zjednodusi na

Mkzzﬂwydz, (3.17)
A

tento kone¢ny vztah tika, ze celkovy kroutici moment plsobici na jakykoliv pfi¢ny priiez
je roven dvojnasobku objemu pod plochou ¢. [2]

Pro vypocet je vSak vhodnéjsi zavislost momentu na konstantach jako je modul
pruznosti G, pomérny thel zkrouceni @ a polarni moment plochy pti¢ného prafezu J. Jinak
feceno pro kazdy pticny prufez plati

M, = GJ6. (3.18)

Souc¢in GJ vyjadiuje tuhost prutu v Krutu. VVzorec pro polarni moment praiezu
vychazi ptimo z rovnic (3.17) a (3.18) tedy

]=%ﬂ¢dydz. (3.19)
A

Zde kdyz se porovné rovnice (3.17) a (3.2) Ize vidét, Ze pro specidlni ptipad
kruhového pticného priifezu je J rovno polarnimu momentu setrvacnosti. [1]
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4 Tenkosténné otevirené profily

Profily se daji oznaCovat za tenkosténné, je-li tloustka profilu t mnohem mensi nez
jiné rozméry. Pojem oteviené se pouziva, pokud je stiednice profilu, na Obr. 4.1 jde o osu
y, oteviena kiivka. Jedny z nejpouzivanéjSich typi, téchto profild jsou napi. U, I, a T
profil, které vznikly skladanim, pfipadnym ohybanim tenkych obdélnikii. V téchto
piipadech se predpokladd, ze objem pod plochou ¢ je stejny jako u dlouhého tenkého
obdélniku, ktery by vznikl jeho narovnanim nebo ptipadnym sloZenim. [2]

4.1 Vypocet smykového napéti v tenkosténnych otevi‘enych profilech

Tenky obdélnik, ktery je zobrazen na Obr. 4.1, je zékladem k vypoctim
tenkosténnych profilt. Jak je vidno na obrazku, napétova funkce je symetricka podle obou
os a vrstevnice jsou nejhustsi ve sméru rovnob&zném s 0sou Yy, na rozdil od toho je ¢ ve
sméru 0sy y téméf konstantni. Proto se predpoklada, ze ¢ je funkci pouze proménné z a
nemeni se s Yy, tim padem se vztah (3.12) zjednodusuje na klasickou diferencialni rovnici

62(,‘[)
— T —-_9
352 GO,

kterd ma po dvou integracich tvar
(l) = _GHZZ + CIZ+ Cz )

kde C; a C; jsou integra¢ni konstanty a pokud je ¢ nula v krajnich bodech tedy z = + /2,
plati, Ze C1 je nula a C, = Got%/4.

y
:
y )

an
N

%
(%

=+

a3,

Obr 4.1 Plocha ¢ pro tenky obdélnik
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Proto ma napét'ova funkce tvar

2
¢>——Ge<z —%)

a smykova napéti se podle rovnice (3.11) rovnaji
Tyz =—5—=0 (4-1)

0 4.2
a Txyza—fz—ZGez. (4.2)

Tim padem se smykové napéti méni linedarné pres tloustku profilu a je nulové Vv jejim
stiedu.

Pokud se zavede rovnice pro ¢ do vztahu (3.19), vznikne vztah pro polarni moment

pti¢ného prifezu
b/2 t/2
J J (22 - —) dy dz
b/27~t/2

3
nebo ] = bL (4.3)

3
S ptipomenutim vztahu (3.18) a dosazenim do rovnice (4.1) se miiZe napsat

2M,
Tyz = —TZ . (44)

Maximalni napéti se nachazi v bodech z =+ t/2 a jeho hodnota je

Myt 3M,

Tmax = iT =+ he? (4.5)

Nyni muize byt maximélni napéti a polérni moment prifezu urcen pro mnoho

vV

zacatku této kapitoly, se miiZe fict, Ze S pouzitim rovnice (4.3) je vysledny polarni moment
prutezu J pro n prvku souctem vsech dil¢ich momentu, tedy

n
1 3
- §Z bit? . (4.6)
i=1
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4b,t,3 2b,ty3 + byt,3 b, t3

3 3 3

Obr 4.2 Priklady pouzivanych tenkosténnych profilii

Toto jde dokazat na vztazich odvozenych ve vyukovych literaturach [1], [2], [6] pro
polarni momenty ploch ¢asto pouzivanych tenkosténnych profila, které jsou zobrazeny na
Obr. 4.2.

Pro vypocet maximalniho napéti se vyuZije rovnice (4.5), kterd plati pro napéti na
jednotlivém prvku i, a moment plsobici na tento prvek je ¢asti celkového momentu, jejiz
podil na celkovém momentu je dan pomérem JiMi/J, tim padem je napéti v tomto elementu
rovno

Mk(]i/])(ti)max Mk(ti)max

max/i ]l ]
Maximalni smykové napéti v celém profilu je rovno
Mt
Tmax = i ]max (4.8)

a nachazi se v mistech s nejvétsi tloustkou tmax, Viz Oden Ripperger [1].
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Obr 4.3 Porovndni napéti v otevieném a uzavieném tenkosténného profilu

5 Tenkosténné uzaviené profily

Uzaviené profily jsou definovany jako profily, u kterych stfedni Cara tvorti
uzavienou kiivku. Vyuzivaji se zejména kvuli Gspofe materialu nebo moznosti vyuziti
prazdného prostoru uvnitt profilu. Jak mizeme vidét na Obr. 5.1, rozlozeni napéti se od
otevienych profili zna¢né 1i$i a to zeyména proto, Ze u otevienych profilli napéti prochazi
ve stiedu nulou a linearné¢ Se méni napii¢ tloustkou profilu t, coz bude numericky
potvrzeno v kapitole 7. U uzavienych profilt, jak je vidét z obrazku, se objevuje linearni
zavislost také, ale v zavislosti na r a pokud se bude vnitini primér ptiblizovat velikosti
k vnéjsimu, mize se napéti v profilu povazovat za konstantni po celé tloust'’ce. Tento fakt
znacné¢ ulehcuje vypocet.

5.1 Vypodet smykového napéti v tenkosténnych v uzavienych profilech

Vypocet bude vychazet z Obr. 5.1, kde je ¢ast tenkosténného uzavieného profilu a
jeji vytez. Jako ptedpoklady se pouziji tvrzeni, ze stejné jako u otevienych profili se na
pfiéném prifezu nachazi pouze jedno napéti a to takové, které je po tloust’ce konstantni a
ma smér te¢ny k hranicni kfivce S popisujici stfedni kiivku prufezu. Napéti kolmé Kk s je
zanedbatelné z divodu malé tloustky.

Hodnoty 73, 7, a ty, t; pfedstavuji napéti a tloustky v mistech 1 a 2, kde pusobi i
rovnobézné sily opa¢ného sméru o velikostech 73 t; AX @ 72 t 4X. Jejich souctem se dostane
vztah

Tltl = T2t2 .
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THAX

Obr 5.1 Silové rozlozeni v otevieném profilu

Z toho vyplyva, Zze nehledé na zménu tloustky profilu, soucin napéti a tloustky
zustava stejny. Tento soucin vyjadiuje velikost sily na jednotku délky oblouku kiivky s,
tedy stfedni kiivky profilu, a nazyva se smykovy tok g.

Smykové napéti v libovolném bod¢ i se podle piedchozich vyrokt rovna podilu g/t;
a sila na nekone¢né maly prvek je rovna q ds. Dale se zavadi proménna r, to je vzdalenost
od urcitého bodu 0 K teéné kiivky s. Moment od sily g ds kbodu O je rq ds a celkovy
moment je

Mk=j£rqu=q¢rds. (5.1)

Obr 5.2 Plocha 2 a sektorialni oblast o
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Integruje se zde proti sméru hodinovych ruci¢ek kolem celé uzaviené kiivky. S pfidanim
definice r se mize napsat

f51r ds =2w(sy). (5.2)
0

Tzv. sektorialni oblast w(s1) a je znazornéna na Obr. 5.2 Srafovanou plochou a znaci
rovinnou plochu opsanou ramenem r od bodu s = 0 do obecného bodu s;. Tim padem,
kdyz je 2 celkova plocha uzaviena stiedni kiivkou. Z rovnice (5.1) se stane

M, = 20q. (5.3)
A napéti v libovolném bod¢ je rovno

My,

T o0

(5.4)

Tedy maximalni napéti je na rozdil od uzavienych profilti v mistech s nejmensi tloustkou.
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6 Rozbor napéti v tenkosténnych profilech

V kapitolach 4 a 5 se béhem odvozovani vychazelo znékolika zjednoduSeni
zalozenych na rozlozeni a velikosti smykovych napéti. Tyto predpoklady zna¢né ulehcily
odvozeni, avSak v praxi neplati vzdy. V nasledujicich kapitolach prob&éhne porovnani
teoretickych piedpokladu a realnych piiklada za pomoci softwaru Ansys Workbench 18.0.

U vSech vymodelovanych prutii bylo pouzito vetknuti na celé hrani¢ni ploSe a
moment na ploSe opacné, tedy jedna se o krouceni vazané téz nazyvané ohybové. Pti tomto
krouceni vznikaji sekundarni napéti oy, ty, 7z, kterd jsou nejvyznamnéjsi pro tenkosténné
oteviené profily, viz prednaska Smilauer [8]. Pro zobrazeni smykovych napéti byla, pro
nejvétsi  pfiblizeni teoretickému modelu, vybrdna rovina snejmensim podilem
normalového napéti.

6.1 RozloZeni napéti v tenkosténnych profilech

NI s

V zacatku kapitoly 4 bylo feceno, ze smykové napéti v prutech s piicnym prufezem
tvaru tenkého obdélniku, je napéti zavislé pouze na soufadnici z, ¢ili méni se jen pies
tloustku a po délce je konstantni, viz Obr 4.1, a také, Ze se napétova funkce po soutfadnici
y neméni, tedy napéti 7, Se povazuje za nulové. Dalsi predpoklad je, Ze napéti je ve stiedu
tloustky nulové a maximalni po krajich.

Na Obr. 6.1 je zobrazen model o poméru stran b : t rovnu 20 : 1. Na ném jde vidét,
ze je napéti tyy vV cca 90% délky konstantni v z4vislosti na soufadnici y. Tato procentudlni
hodnota se bude zvySovat s rostoucim poméerem stran, az se bude limitn¢ blizit k 100%,
proto se muze zjednoduSeni povazovat za platné i pro redlny model. V obrazku lze téz
vidét zdeformovany tvar Sedé barvy, ktery potvrzuje, ze se pificné prufezy pouze otaci
kolem osy rotace.

D: otevreny |

Shear Stress 2

Type: Shear Stress(Xy Plane)
Unit: MPa

Global Coordinate Systern
Time: 1

230520171913

1305,6 Max

1015,5

725,34

4352

145,07

-145,07

-435,2

725,34 ¥

-1015,5
-1305,6 Min @
z

0,000 0,500 1,000 {rmim)
[ e |
0,250 0,750

Obr 6.1 Napéti vy V tenkém obdélniku
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Jak 1ze vidét na stupnici na levé stran€ Obr. 6.1, plati i fakt Ze je napéti 7,y ve stfedu
tloustky nulové a na okrajich ma maximalni piip. minimalni hodnoty, tedy opacné smery,
coz potvrzuje, ze napéti tvoii smycku.

Co v8ak model vyvraci je nulova hodnota smykového napéti ., toto, jak je vidét na
Obr. 6.2, ma hodnotu cca 18% napéti 7y, coz nyni nema vliv na velikost celkového
maximalniho napéti, avSak v ptfipadech zahnutych profill, uz se stimto napétim musi
pocitat, viz kapitola 6.2.

Nutno dodat, Ze napéti na Obr. 6.1 neni kvili okrajovym podminkam stejné
V kazdém misté prutu, je to pouze misto s minimalnim normalovym napétim, tudiz misto
nejvice podobné teoretickému modelu. Na skute¢ném prutu vznikaji v blizkosti plsobiste
momentu $pickova napéti az o 20% vétsi, jak I1ze vidét na Obr. 6.3.

D: otevreny |
Shear Stress 2
Type! Shear Stress(XZ Plane)
Unit: MPa
Global Coordinate Systern
Tirne: 1
23052017 19:35
238,59 Max
185,57
132,553
70,520
26,51
-26,51
-70,529 v
-132,55
-185,57
-238,58 Min ¢
z
0,000 0,500 1,000 (mim)
L —Aaa— ES—

0,250 0,750

Obr 6.2 Napéti ty, V tenkém obdélniku

D: otevreny |
Maxirnum Shear Stress 4
Type: Maxirmurm Shear Stress
Unit: kPa
Tirne: 1
23052017 12:38

1609 Max
1431,2
12533
1073,5
897,62
719,76
41,9
364,06 Y
186,21
8,3598 Min
L]
Z
0,000 1,000 2,000 {mmj)
I 0O
0,500 1,500

Obr 6.3 Maximalni smykové napéti na realné zatizeném profilu
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6.2 Porovnani napéti v otevieném a uzavireném profilu

Na Obr. 5.1 jsou zndzornény prabehy napéti v otevieném a uzavieném
tenkosténném profilu a v duté hiideli. Spravnost té€chto schémat se potvrdi v nasledujicich
odstavcich.

Na Obr. 6.4 je fez otevienym profilem tvaru pismene C o poméru priméru a
tloustky 20 : 1. Zde je stejné jako u tenkého obdélniku videt, ze napéti je po délce témer
konstantni a ve stfedu tloustky je nulové. Jelikoz v kartézském souradném systému, nelze
vykreslit napéti stejné jako v ptedchozim piikladu, je zde nyni zobrazeno napéti 7y, a to
proto, ze ve skute¢ném modelu neprochazi osa z stfedni kiivkou profilu. Proto je vysledné
napéti, viz Obr. 6.5, dusledkem napéti v obou smérech tedy 7,y a 7y, t0 je i divodem
presunu polohy maximalniho a minimalniho napéti po ptechodu pomysiné osy z umisténé
ve stfedu kruhu.

C: otevreny profil C

Shear Stress 2

Type: Shear Stress(3Z Plane)
Unit: MPa

Global Coordinate Systern
Time: 1

23.00.2017 19:43

164,54 Max
128,84
02,14
57,443
21,744
-13,055
-43,654
-85,352
121,05
-156,75 Min

_ . I
7
0,000 0,500 1,000 {mm)
[ ee— —

0,250 0,750

Obr 6.4 Napéti 1y, V otevireném profilu

C: otevreny profil C
Maximum Shear Stress 4
Type: Maximurm Shear Stress
Unit: hPa

Tirne: 1

23.05.2017 19:44

318,08 Max
283,18
28,27
213,37
17847
143,57
108,67
73,768

38,967 ¥
3,9654 Min
o VA ¢
\* z
0,000 0,450 0,300 {mrm)
_mﬁ:_(LGE:I

Obr 6.5 Maximalni smykové napéti v oteviceném profilu
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Na Obr. 6.5 je patrné, ze se maximalni napéti nachazi na koncich pii¢ného prifezu,
coz zpusobuje napéti, které po rozvinuti profilu do rovného obdélniku a s pouzitim
stejného soufadného systému jako v kapitole 6.1 mizeme nazvat y,. Pro pfedstavu byl
vymodelovan model rozbaleného profilu C, na Obr. 6.6 je vidét detail kraje pficného
prufezu rozbaleného profilu. U prutu s profilem C ma vSak ono napéti mnohem vétsi vahu,
napéti totiz pasobi na jeden konec smérem dovniti profilu a na druhy smérem opacnym,
coz zpusobuje tzv. otevirani profilu a nartist napéti o 37% oproti rozbalenému profilu.

Kdyby se jednalo o volné krouceni, profil by se zacal deformovat ve sméru osy X a
osa profilu by zlstala nezménéna, ale jelikoz se diky vetknuti jedna o krouceni vazané,
ptipadné ohybové, roste velikost sekundarnich smykovych napéti v mistech pieruseni
pomysiného kruhu. Kvili tomu vznikaji na télese nenulova vysledna smykova napéti a ta
maji za nasledek deformaci (ohyb) osy profilu, jak je vykresleno na Obr. 6.7, kde obrys
tvofen Cernymi ¢arami znaci nedeformovany tvar.

D otevreny |

Shear Stress 2

Type: Shear Stress (2 Plane)
Unit: MPa

Global Coordinate Systern
Tirne: 1

23.05.201719:40

40,768 Max

31,700

22,640

13,580

45208

-4,5298

13,560

-22,640 i

-31,709
-40,768 Min e
z
0,000 0 1,000 {rrirn)

0,250 0,750

Obr 6.6 Napéti na konci rozbaleného profilu C
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C: otevreny profil C
Maximurn Shear Stress 4
Type: Maxirmurn Shear Stress

Unit: MPa
Tirne: 1
23,05,2017 1045
318,08 Max
783,18
248,27
213,37
17847
143,57
108,67
73,768
18,867 N
3,9654 Min
¢
Z
0,000 2,500 5,000 {rim)
I 20 0000
1,250 3,750
Obr 6.7 Deformace oteviceného profilu
B: kruh

faxirnurm Shear Stress 2
Type: Maximum Shear Stress
Unit: MPa

Tirne: 1

23.05.2017 1250

14975 Max

14,771

14,567

14,363

14,159

13,055

13,751

13,547 ki
13,344

13,14 Min

0,000 0500 1,000 {mm)
| T ]
0,250 0,730

Obr 6.8 Smykové napéti v kruhovém profilu

Napéti v uzavienych profilech je povazovano za konstantni po jejich tloustce, ale
Z principu véci je na vnitinim rozméru men$i neZ na vn&jSim a mezi t€émito dvéma
hodnotami musi existovat linearni zavislost.

Na Obr. 6.8 je vymodelovan profil se stejnym pomérem tloustky k vné&jsimu
priméru 1 : 20 jako u piedchoziho obrazku.

Z tohoto obrazku je patrné, Ze napéti se zvétSujicim se polomérem skutecné nartsta.

Rozdil mezi napétim na vnitini a vnéjsi strané je pfiblizn€é 12% a se zmenSujici se
tloust’kou se tato hodnota bude snizovat a s ni i chyba analytického vypoctu.
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Dalsim poznatkem je, Ze napéti vznikla na dvou profilech znazornénych na Obr. 6.5
a Obr. 6.8, o stejnych obrysovych rozmérech, stejné tloust'ce a stejném zatizeni maji velmi
odliSnou velikost. Napéti na otevieném profilu je pfiblizné 21 krat vétsi nez na uzavieném.
Ztoho vyplyva, ze pii poruSeni uzavieného profilu pii krouceni, dojde k velmi
nebezpecnému narastu napéti, kvili vzniku sekundarnich napéti nezanedbatelné hodnoty.
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7 Poutziti teorie tenkosténnych uzavienych profili pro
kruhovy profil

V této kapitole budou porovnana dvé analytickd feseni, jedno bude feSeni prutu
podle teorie kruhového prufezu a druhé jako tenkosténného uzavieného profilu. Tyto
feSeni budou doplnéna o numerické vysledky readlného ulozeni.

Bude se zkoumat kruhovy prifez o priméru 1 mm S otvorem, ktery bude nabyvat
pruméru od 0,01 az do 0,99 mm. Prut se zatizi krouticim momentem o velikosti 1 Nmm.
Podil napéti vypocitanych podle jednotlivych vzorct bude zobrazen v grafu v zavislosti na
poméru vnéjsiho a vnitiniho prameéru.

Pfi vypoctu napéti pro dutou hiidel, nebo také mezikruzi se pouzije vztah pro
modul prufezu v Krutu, viz Pruznost pevnost 1 [7]

Jp J, mD3 d*
We=%2=D =716 \! %)

2

kde D piedstavuje vn&j$i pramér a d vnitini, tim padem pii dosazeni do vztahu (2.1) se
vysledné maximalni smykové napéti v mezikruzi rovna

Mk 16 'Mk
T ===
" Wi _ps (1 ——gi) (70

Pii uvazovani teorie tenkosténnych profili probrané v kapitole 5 bude vyuzit
vzorec (5.4) ¢ili
M;,

YT

Zde se musi definovat vztahy pro 2 a t v zavislosti na zadanych veli¢inach tedy D a
d. Hodnota 2 je obsahem ohrani¢enym stfedni kiivkou prifezu, mize se tedy napsat

2
4

D + d\?
n —
o)
Tloust’ka t je z definice rovna vyrazu (D — d) / 2, takze smykové napéti v tenkosténném

profilu v zavislostina D a d je

M

T =

e SREE

Pti tvorbé modelu byla opét pouzita realna zatizeni a vetknuti. JelikoZz je zde zfejma
symetrie, tak na Obr. 7.1, kde se nachazi obrys prutu po deformaci, je vidét, ze pti¢né
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prufezy zustaly nezdeformované ve svych rovinach a také, Ize konstatovat, Ze jsou hodnoty
napéti ve vSech ptfi¢nych prufezech témér stejné, tedy hodnoty zobrazené pro prifez na
obrazku plati pro cely prut.

Na Obr. 7.2 je zobrazena zavislost podilu vypoétenych napéti na podilu praméra.
Dals$imi veli¢inami vynesenymi do grafu jsou podily napéti numericky vypocitanych a
analyticky ziskanych podle obou teorii.

B: kruh

Maximurn Shear Stress
Type: Maxirurn Shear Stress
Unit: MPa

Tirne: 1

23.05.2017 2117

8,6749 Max

84700

8,2660

8,063

7,859

7,6551 ¥

7451

7,247 P
70432 7
6,8392 Min

0,000 1,500 3,000 (rnrn)
L S—— ES—
0,750 2,250

Obr 7.1 Deformace a napéti na duté kruhové tyci

Maximalni napéti v duté hrideli

/tm 1,05
1 .

0,95 -

0,9 —rt/‘[m

0,85
100%
0,8

0.75 Tt /TN

0,7

0,65

0,6

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 r/R

Obr 7.2 Graf zavislosti napéti na poméru tloustce profilu
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V grafu jednotliva zatizeni znaci nésledujici 7z — smykové napéti pro tenkosténny
uzavieny profil, 7, — smykové napéti pro mezikruzi, 7 — smykové napéti ziskdno
numerickou metodoul.

Z tohoto grafu lze vyvodit n¢kolik zavéra. Za prvé, Ze v limitnich bodech jsou si
napéti vypoctena podle obou teorii rovna a pfi ptiblizeni poméru polomért k hodnoté 0,5
se jejich velikosti rozchazi az o 17%. Pokud se za pfijatelnou chybu vypoctu povazuje

10%, zaménitelnost téchto dvou metod vypoctu je mozna pro intervaly pomérti poloméra
(0; 0,12) a (0,9; 1).

Pro urceni vhodnéjsiho analytického postupu je v grafu zobrazen i pomér napéti
z numerického feSeni a napéti vypocteného podle teorie tenkosténnych profilt. Z této
ktivky je patrné, ze napéti spoctené numerickou cestou se témer shoduje s napétim podle
teorie kruhovych prifezl a také, ze napéti ziskané numericky ma velikost primérné o 1%
VEtsi.

V tomto ptipadé¢ je tedy vyhodnéjsi nevyuzivat teorii tenkosténnych profili a
K ur¢eni napéti bude stacit pouze znalost teorie krouceni kruhovych pti¢nych prufeza.

35



8 Limitni vztah mezi tenkosténnou elipsou a kruhem

V této kapitole se bude porovnavat napéti v kruhovém tenkosténném profilu a
Vv tenkosténném profilu eliptického tvaru. Cilem je zjistit limitni podil poloos elipsy, pfi
kterém lze jeSté vyuzit vztah pro mezikruzi (7.1). Toto bude provedeno analyticky a poté
porovnano s numerickym feSenim realné¢ho ptipadu. Za kritéria jsou zvolena konstantni
velikosti poloosy a, ktera je zaroven polomérem zminéného mezikruzi, ze kterého se bude
vychézet, dale konstantni velikost tloustky t a konstantni moment My.

8.1 Analytické FeSeni

Postup je takovy, Ze se nejprve vypocitd napéti vzniklé v mezikruzi o poloméru
r=a ab =r, kde jsou polomér i vzdalenost poloosy vztazeny ke stiedu tloustky. Dale se
bude zmensSovat velikost poloosy b, az se bude blizit k nule. Podminka je takova, Ze napéti
vzniklé na eliptickém prifezu mize byt maximalné o 10% vétsi nez na mezikruzi, aby byla
aplikovatelna teorie kruhového prifezu na elipticky S pfijatelnou chybou, tedy

117, =1,. (8.1)
Vstupni veli¢iny nabyvaji hodnot
a=1mm,
t =0,05mm,
be(0,1; 1),
M, =1Nmm.

Dale je zapotiebi parametrizovat ostatni veli¢iny vystupujici ve vzorcich (7.1) a
(5.4) v zavislosti na veli¢inach zadanych

D=2a+t,
d=2a-t, (8.2)
0, =mab.

Nyni uz lze pfrejit k vypoctu maximalniho napéti v eliptickém prufezu a to
dosazenim vztahu (7.1) do (8.2), je mozné napsat

. 16:M, . 16 - My,
To=11"—F5==1,1"- )
d* (2a — t)*
3(1_8° 3(1 _
D (1 D4) m(2a +t) (1 (2a+t)4>
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Po dosazeni hodnot je maximalni povolena velikost smykového napéti v eliptickém
prafezu

16-1
T, =11"

= 3,5867 MPa.

(2-1+40,05)*

V dal$im bod¢ se dosadi obsah plochy Q. ze vztaht (8.2) do vztahu pro smykové
napéti v tenkosténném profilu (5.4)
_ My M
"~ 20,t 2mabt’

Te
Jelikoz jsou vSechny veliCiny az na velikost poloosy b znamé, muze se b vyjadrit
z ptedchoziho vzorce takto

. M, 1
- 2t,mat 2-3,5867-m-1-0,05

= 0,8875mm.

Velikost poloosy b vyjadiuje diky zadani druhé poloosy a = 1 rovnou pomér mezi
poloosami. Muize se tedy fici, ze maximalni pomér poloos elipsy, pro ktery lze poditat
tenkosténny elipticky profil jako kruhovy je ptiblizné 0,89.

Kromé¢ vypoctu poméru bylo provedeno i nékolik iteraci, které¢ vedly k vytvoreni
grafu zavislosti napéti na poméru poloos b / @, tento graf je znazornén na Obr. 8.1 a je

Vv ném zaznaceno konstantni napéti 7, na mezikruzi r = a = b a maximalni pomér poloos
0,8875.

Smykové napéti v elipse
Tt 35
30 \
\ — e
25
\ —Tm
20
\ === max.
15 \ pomér
10 \\\
’ — A
0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 b/a

Obr 8.1 Zavislost smykového napéti na poméru poloos elipsy

37



V grafu lze vidét, Ze se snizujicim se pomérem poloos, nebo-li se zvétsujici se
deformaci kruhu, se exponencialné zvysuje napéti, a ¢im se pomér vice blizi k nule, tak tim
je kiivka strmé&jSi. Proto lze konstatovat, ze pii zatéZovani tenkosténnych kruhovych
profill krouticim momentem, je tfeba dbat zvySené opatrnosti, aby se profil vnéjSim
vlivem nestlacil do tvaru elipsy, ¢imz by v ném vznikla napéti znacné vzrostla a mohlo by
dojit k prekroc¢ni dovoleného napéti.

8.2 Numerické reSeni

Nyni se piedchozi na piiklad bude aplikovat na numerické feSeni, za pomoci
vypocetni techniky a to softwaru Ansys Workbench 18.0. Podobnéné jako v kapitolach 6 a
7 bude vyuzit model ptiblizeny skuteCnosti, tedy vetknuti i moment jsou vztazeny
k plocham.

Nejdiive se srovna zdeformovany tvar kruhového a obecného eliptické¢ho prifezu
(pro ukazku zvolen pomér 0,7) pro piiblizeni skute¢nosti a podminek feseni.

A: elipsy
Maxirnurn Shear Stress 3
Type: Maximum Shear Stress
Unit: bPa
Time: 1
23.05.2017 20:02

32814 Max

3,2516

32218

3,192

31622

31924

31028 z

30728

3,03 ¥

3,0133 Min

0,000 4,500 2,000 {mrmy
[ E— S
2,250 6,750
. ’ ’ ’ v, r o\
Obr 8.2 Maximalni smykové napéti na kruhovém priirezu

A: elipsy

Maximum Shear Stress
Type: Maximum Shear Stress
Unit: MPa
Time: 1
23.05.2017 20:14

26,397 Max
23,492
20,588
17,684

14,78

11,876
80723

6,0683

3,1643
0,26023 Min

0,000 2,500 5,000 {mm)
I ]

1,250 3,750

Obr 8.3 Maximalni smykové napéti na eliptickém prirezu
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Na obrazcich Ize vidét, ze v mistech, kde pilisobi moment (na obrazcich levé casti
profilt), vznikaji lokalni extrémni napéti. U eliptického profilu (Obr. 8.3) dokonce dochazi
K Gplné zméné tvaru tedy k tzv. borceni. Tento jev nastava, protoze se jedna o realny
pfipad véazaného krouceni a V mistech, kde se tento jev vyskytuje, tedy v mistech
s deformaci piiéného prafezu v jeho roviné, nelze aplikovat analyticka teorie. Pro feSeni
ptikladu ztoho plyne, Ze se opét jako v kapitole 6 a 7 vyuZije misto SnejmenSim
normalovym napétim, aby bylo mozné srovnat vysledky s analytikou.

Déle se pokracuje obdobn¢ jako u analytického feSeni, provede se nékolik iteraci
numerické simulace pro poméry od 0,01 po 1. Na obrazcich 8.4 az 8.8 jsou vidét
vySetfované prufezy pro nékolik pomérd i stvary deformovanych téles, vykreslenych

Sedou barvou.

A: elipsy
Maximum Shear Stress 8
Type: Mazimum Shear Stress
Unit: 1MPa

Tirme: 1
23.05.2017 20:06

3,2648 Max

3,2308

3,2148

319

3,165

3,1402

31153

3,0003

3,0654

3,0405 Min

0,000 1,000 2,000 (rrrm)
!
05300 1,500
b %, =
Obr 8.7 Pomer poloos b/a=0, 1
A elipsy

Maximum Shear Stress &
Type: Maximurn Shear Stress
Unit: MPa

Tirne: 1

23.05.2017 20:16

5,5451 Max
54608
5346
53104
5,240

5169
50938
50186
40434
4,8682 Min

0,000 1,000 2,000 {rm)
1

0,500 1,500

Obr 8.4 Pomer poloos b/a=0,6

A

=

ime:
23.08.2017 2011

4,131 Max

24,0053

2,05%

2,036

30877

39519

3916

3,8002 ¥

3,843
[
z

3,8085 Min

0,000 1,000 2,000{mm)

0,500 1,500

Obr 8.6 Pomér poloos b/a=0,8

Az elipsy
Maximum Shear Stress 8
Ty um Shear Stress

23.05.2017 2019

9,3704Max
9,084
88176
85412
82647
79883
77118
74355
71591
6,8826 Min

¥

-

0,000 1,000 2,000 (mm)
- - ]

0,500 1,500

Obr 8.5 Pomeér poloos b/a=0,4
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A: elipsy

Maximum Shear Stress 8
Type: Maxirmum Shear Stress
Unit: bPa

Tirne: 1

23.05.2017 20:19

9,3704 Max
0,004
5,8176
85412
8,2647
7,008
7,719
74255
7,1591
68826 Min

0,000

Obr 8.8 Pomer poloos b/a=0,2

0,500

1,000

1,500

=

2,000 rrrn)

Je zfejmé, Ze se snizovanim poméru nerostou jen napéti, ale i deformace v rovinach
pricnych priifezi, toto je skutecnost, se kterou analytické feSeni nepocitalo. A diky které
budou mit numericky zjisténa napéti vétsi velikost a to o diive zminéna sekundarni napéti.

Nyni se vynesou zjisténa napéti do grafu z Obr. 8.1 pro porovnani analytickych a
numerickych vysledka.
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Smykové napéti v elipse
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Obr 8.9 Zavislost skutecného smykového napéti na poméru poloos elipsy
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A: elipsy

Maximumm Shear Stress 8
Tywpe: Maxirmurn Shear Stress
Unit: kP2

Tirme: 1

23.05.2017 20032

3,587 Max

35574

35279

34083

34687

3430

34005

23,3799

33503 i
1,3208 Min

0,000 1,000 2,000 (rrr)
L T aa— )
0,500 1,500

Obr. 8.10 Pomer poloos b/a=0,9165

Z grafu je patrné, Ze skute€né napcti je vyS$i a stoupd rychleji nez napéti
z analytického feSeni, coZ je dano vazanym kroucenim.

Stejné jako v analytickém feSeni je zkoumana, velikost poméru pro povolené napéti
podle analytiky tedy pro z. = 3,5867 MPa. Pomoci MKP bylo zjisténo, ze vysledny pomér
je piiblizn¢ 0,9165 a prufez s vyslednym smykovym napétim je zobrazen na Obr. 8.10.
Tento pomér ma 0 3,3% vétsi hodnotu neZ pomér z analytického feSeni, coz znamena, Ze
pii numerickém feSeni dojde k piekroceni dovoleného napéti pii mensim ziZeni kruhového
profilu. Coz ale potvrzuje predpoklad, ze v ramci redlného uloZeni vznikaji v&tsi napéti.
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9 Zavér

Ukolem této prace bylo popsani zakladni teorie krutu pruti s nekruhovym pii¢nym
prafezem za pomoci dostupnych analytickych a numerickych metod.

V prvni ¢asti byly formulovany teoretické zaklady pro analytické feseni krutu prutti
s odvozenim konkrétnich vztahli pro tenkosténné profily. Tyto poznatky byly dale vyuzity
k feSeni konkrétnich problému. Vysledky byly graficky zobrazeny, zpracovany do grafa
zavislosti napéti na charakteristickych veli¢inach a nasledné¢ porovnany s hodnotami
ziskanymi pomoci softwaru Ansys Workbech 18.0.

Prvnim tukolem bylo potvrzeni ptedpokladli tykajicich se rozlozeni napéti na
pti¢nych prafezech tenkosténnych profili za pomoci rozboru modeld z programu Ansys
Workbech 18.0. Vystupem bylo rozlozeni smykového napéti 7y na tenkém obdélniku,
které se da povazovat za shodné s rozlozenim piedpokladanym. Dtvodem je, ze smykové
napéti je konstantni na 90% délky pii¢ného prifezu, prochazi ve sttedu tloustky profilu
nulou a na jeho okrajich ma opa¢né smysly. Avsak v rozporu s teorii Se vV numerickém
modelu objevilo napéti 7y, které ma hodnotu cca 18% celkového smykového napéti, coz v
ptipadé obdélnikového prifezu ma minimalni vliv na hodnotu maximalniho smykového
napéti. Pti zahnutém profilu tvaru C jiz toto zptisobuje vznik velkych sekundarnich napéti,
vyslednych nenulovych smykovym napétim a tudiz ohyb celého profilu a lokalni extrémni
napéti o cca 37% vyss$i nez u obdélniku stejnych rozmért. V ptipadé tenkosténnych
uzavienych profilll pfi poméru tloustky a priméru 1: 20 je rozdil mezi napétim ve sméru
tloustky stény profilu témét 12% coz se dd povaZovat za konstantni pribéh napéti ve
shodé¢ s predpoklady.

Dalsim krokem byla aplikace teorie tenkosténnych profilii na tlohu prostého krutu
prutu s kruhovym pficnym prufezem. Tato analyza byla provedena srovnanim vysledki
ziskanych vztahy pro htidel s kruhovym pticnym prifezem a pro htidel s tenkosténnym
profilem. Poté byla doplnéna o hodnoty z numerického feSeni a vyneseni ziskanych
vysledkl do grafli. Vysledky ukézaly, Ze teorie krutu prut s kruhovym pficnym prifezem
je velice presna. Tyto vysledky byly odlisné primérmé o 1% od vysledkd numerickych. Na
rozdil od teorie tenkosténnych profilti, kde se hodnoty rozchazely az o 17%. Tedy pro
vypocet tenkosténnych kruhovych ty¢i staci znalost krouceni kruhovych prifeza.

Jako posledni byl vySetten pfipad kritického poméru poloos eliptického
tenkosténného pii¢ného prifezu, pti kterém nedochazi k vyraznym odchylkam od vysledkt
ziskanych v piipadé prutu s kruhovym pficnym tenkost€énnym prifezem. Jako pevné
veli¢iny byly dany velikost tloustky profilu a velikost jedné poloosy. Pomoci dosazovani
do vztahi z teorie kruhovych pruti a tenkosténnych profilti byl ziskan pomér b/a = 0,89,
pro ktery hodnoty smykovych napéti jsou o 10% vétsi nez na kruhovém profilu o poloméru
velikosti dané poloosy. Dale byla postupnym zmensovanim proménné poloosy vytvoiena
zavislost napéti na poméru poloos. Ta byla jako v pifedchozim piikladu dopInéna 0 hodnoty
ze softwaru Ansys. Z grafii plyne, ze zavislost je podobna exponencidle a V pfipadé¢
numerického feSeni je strméjsi. Tedy napéti roste rychleji, coz je dano realisti¢téjSimi
okrajovymi podminkami a faktem, ze se v numerice na rozdil od analytiky jednd o
krouceni vazané.
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Ve vSech studovanych piikladech vznikaly rozdily v analytickém a numerickém
feseni bud vzhledem Kk zjednodusSujicim predpokladim ulozeni pii odvozovani
analytickych vztahti, nebo kvili vypocetnim technikdim programu Ansys, které nemusi
ptesn¢ odpovidat prutové problematice. Z tohoto divodu by bylo vhodné vyuzit i jiny
software s jinymi parametry. Napiiklad v praci Kalivoda [5] byl vyuzit program Ansys
Classic, ktery umoziuje vyuziti prutového prvku pro vypocet napéti na pficném prufezu a
nasledn¢ ulozeni shodné s teoretickymi ptedpoklady, které je vSak ve skutecnosti
nerealizovatelné.

Jak analytické, tak numerické metody maji své vyhody i nevyhody, a proto je pro
spravné vyhodnoceni vysledkt a zvoleni vhodnéjsi varianty dulezita znalost obou metod.
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11 Seznam pouzitych symboli

Symbol Jednotka Nazev

a,b [mm] hlavni poloosy elipsy

t, t; [mm] tloustka stény profilu

D, d [mm] vnéjsi a vnitini pramér tenkosténného profilu

Q [mm?] plocha uzavtena stiedni kiivkou profilu

Qe [mm?] obsah plochy elipsy

1) [mm?] sektorialni oblast

q [Nm™] smykovy tok

S [mm] stiedni kiivka profilu

r [mm] vzdalenost od stfedu otaceni ke stfedni kiivce
profilu

M [-] bod pficného prifezu s maximalnim sklonem
napé&tové funkce

p [-] vrstevnice napétové funkce

B [ maximalni sklon plochy ¢

Mk [Nmm] kroutici moment

Tm [Mpa] smykové napéti pro mezikruzi

Te [Mpa] smykové napéti na elipse

Tt [Mpa] smykové napéti pro tenkosténny uzavieny profil

n [Mpa] smykové napéti ziskané numerickou metodou

Wi [mm?] modul prifezu v krutu

Iy [mm?] polarni moment setrva¢nosti

J [mm*] polarni moment plochy p¥iéného prifezu

Tyy [Mpa] smykové napéti v roviné xy

T [Mpa] smykové napéti v roviné xz

Ty, [Mpa] smykové napéti v roving yz

Tmax [Mpa] maximalni smykové napéti

Ox [Mpa] normalové napéti ve sméru osy X
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(0]

Ex

&

Vxy
Vxz
Vyz
Vxp

@
f,g,h
A

Ysy Zs

Pa, P8, dc, dD
b, b;

[Mpa]
[Mpa]

normalové napéti ve sméru osy Yy
normalové napéti ve sméru osy Z
pomérnd deformace ve sméru osy X
pomémna deformace ve sméru osy Y
pomérnd deformace ve sméru osy z
skos Vv roviné Xy

skos v roving xz

skos v roving yz

skos v roving xy

posuv ve sméru osy X

posuv ve sméru osy y

posuv ve sméru osy z

radidlni pfimka v pfi¢ném prifezu
uhel svirajici n s osou y

modul pruZnosti ve smyku
integracni konstanty

pomérny uhel zkrouceni
napét'ova funkce

uhel natoceni

spojité funkce popisujici posuvy

plocha pfi¢ného prifezu

soufadnice bodu leziciho na hranici pficného

prifezu

hrani¢ni body pticného prifezu

charakteristicky rozmér tenkosténného profilu
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